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Predmluva

Predmluva

Tato kniha je druhym dilem tvodu do logiky, jenz je zaméfen predevs$im na hu-
manitni a spole¢enskovédné publikum. Kniha v§ak obsahuje material uzite¢ny
i pro jiné zdjemce o logiku. Prvni dil, ,Uvod do logiky: klasicky vyrokova lo-
gika“ (MUNIPress, 2015), byl vénovan, jak ndzev napovidd, vyrokové logice.

Nedokonceny rukopis knihy, jenz se stal podkladem pro prvni a druhy
dil, byl po mnoho let uzivan jako studijni materidl na Katedte filozofie Filozo-
fické fakulty Masarykovy univerzity, kde vyucuji dvousemestralni ivod do lo-
giky. Prvni verze rukopisu vznikla v roce 2000. V té dobé jsem zaroven pro
potreby vyuky vyvijel fadu cvic¢ebnich prikladi (tato kniha obsahuje priblizné
osmdesat procent autorsky ptivodnich priklada). V roce 2014 se mi podaftilo
k rukopisu vratit a to diky popudu dr. L. Dostélové a rovnéz podpofte ji fizeného
projektu Opera¢niho programu vzdélani pro konkurenceschopnost (OPVK)
s ndzvem ,,Logika: systémovy ramec rozvoje oboru v CR a koncepce logickych
propedeutik pro mezioborova studia“ (¢. reg. CZ.1.07/2.2.00/28.0216), spolufi-
nancovaného ESF a MSMT CR. Nékdejsi rukopis byl cely dikladné prehlédnut
arozéifen, tedy v pravém smyslu inovovan. Zavére¢né prace a tisk byly hrazeny
praveé z OPVK Logika.

Chtél bych zde podékovat véem, kdo se podileli na kone¢né podobé i této
knihy. Pfedné jsou to oba recenzenti, dr. P. Hromek a dr. M. Peli$. Jmenovat je
tfeba i nynéjsi magistry T. Ondrécka, 1. Pezlara, J. Razicku, J. Stépanka, Z. Trav-
nicka, a dalsi, ktefi se ujali kontroly piikladi i dalstho textu. Zadny ze jmeno-
vanych pochopitelné nezodpovida za jakékoli nedostatky, které zustaly v knize.
Kdyz jsme u toho, je velmi pravdépodobné, Ze kniha obsahuje preklepy a dalsi
chyby, mnohdy z typografickych diavodu; tyto chyby ¢tenar bud sam odhali ane-
bo muze konzultovat jejich on-line seznam na autorové webové strance.
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0. Rekapitulace zakladnich pojmu logiky a vyrokové logiky

0. Rekapitulace zakladnich pojmu logiky
a vyrokové logiky

du do logiky: klasicka vyrokova logika®, nebot bez nich by pochopeni této knihy
nebylo dost dobfe ani mozné. Tato kratkd kapitola ovSem nemize predchozi
knihu nahradit, ¢tenar je proto na ni odkazovan jak pro vysvétleni rozmanitych
termind, tak zejména pro vysvétleni a procviceni praktickych technik.

0.1 Logika jako véda o vyplyvani

Logika se zabyva platnosti jazykové vyjadfenych tsudka. Abstrahuje ptitom
jak od psychologickych jevii spjatych s usuzovanim, tak od specifi¢nosti
jazykovych formulaci. Logiku mizeme definovat jako védu o logickém diisled-
ku nebo ekvivalentné takto:

Vymezeni logiky
Logika je véda o vyplyvini.
Vyplyvani je urcity vyluény vztah mezi vétami a mnozinami vét, jeZ jsou orga-
nizovany v podobé tisudku. Posledni vétou usudku je zdver (¢i konkluze); véty
predchazejici zavér jsou zvany premisy daného tisudku. V nasem textu premisy

a zavér oddélujeme ¢arou ,,—— nebo ptilinearnim zépisu znakem ,, .. “; v béz-
né mluvé se nékdy setkavame s oddélujicim vyrazem ,tudiz“ nebo ,,tedy*

Usudek

premisa P,
premisa P,

premisa P,

zavér Z

11
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Logické odvozovani je prostfedkem prenosu pravdivosti: pokud jsou
pravdivé premisy P, P,, ..., P,je pravdivy i zavér Z. Platné odvozenti je tim, co
odtvodnuje, podklada ¢i podminuje dany zavér. Logika je neempiricka véda
a tak ani pravdivost premis, ani pravdivost zavéru obvykle garantovat nemiize
- garantuje jen vyplyvani zavéru z premis.

Tim se dostavame k definicim platnosti tsudku:

Platnost usudku
Usudek U je platny pravé tehdy, kdyz jeho zévér Z vyplyva z jeho pre-
misP,P,...,P.

Tato definice zavisi na pojmu vyplyvani. Abychom vztah vyplyvani odlisili
od jinych vztahd mezi vétami a mnozinami vét (napriklad od vztahu nevyply-
vani), musime jej néjak vymezit, tedy uvést jeho definici:

Vyplyvani
Véta Z vyplyva z vét P, P, ..., P, pravé tehdy, kdyz plati, Ze za viech
okolnosti, kdy jsou pravdivé véty P, P, ..., P, je pravdiva rovnéz véta Z.

Vsimnéme si, Ze v definici vyplyvani se hovori nikoli o aktualni prav-
divosti, ale 0 podminéné pravdivosti: pokud néjaké véty jsou pravdivé, tak je
néjakd véta pravdivd. Takze usudek mtize byt platny (angl. ,valid®), a presto
pouze nékdy muize mit aktualné pravdivy zavér. (Existuji i neplatné usudky, jez
maji pravdivy zavér.) Platny tsudek s aktualné pravdivym zavérem byva v ces-
tiné nékdy nazyvan dokonaly (nékdy: korektni), angl. ,,sound®, coz je tedy vice
nez jen ,valid®

Dilezitym prvkem této definice je modalita ,za vSech okolnosti (sty-
listické alternativy: ,vzdy®, ,nutné®, dokonce miize byt takovéto vyjadreni jen
implicitni). Ve hfe je totiz podminénost pravdivosti a tu zptisobuje vlastné stav
svéta; napriklad stav svéta takovy, ze prsi, ovliviiuje pravdivost véty ,,Prsi“. Nepa-
nuje ovéem obecna shoda o tom, co presné tato modalita je, jak ji presné vylozit.
Vyse uvedena definice tedy uvadi pojem vyplyvani, ktery je jen intuitivni, ne-
technicky. V zdjmu exaktnosti je vSak zadouci, aby v definici vyplyvani byl tento
ne zcela presny pojem v$ech okolnosti nahrazen presnym, rigoréznim pojmem.

Neexistuje jedna jedind, dana logika, existuji rtizné logické systémy ¢i
logiky, jez aspiruji na to byt vécné spravnou explikaci pojmu vyplyvani. Napti-
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klad v knize ,,Uvodu do logiky: klasické vyrokové logika“ jsme intuitivni pojem
okolnosti nahradili technickym pojmem valuace. Formule vyrokové logiky jsou
totiz pravdivé v zavislosti na valuaci. Dale necht ,VL* zkracuje ,vyrokova logika®“

Vlastné jsme pritom definovali vyplyvani mezi formulemi VL, nikoli
mezi (ne vzdy jednozna¢nymi) vétami pfirozeného jazyka. Dané formule jsou
nicméné chapany jako formalizace prislusnych vét. Prostfedky VL tedy umoz-
nuji nasledujici formalizaci vlevo uvedeného tisudku:

Aristotelés je ¢lovék. p
Kazdy ¢lovék je smrtelny. q
Aristotelés je smrtelny. r

Tento usudek si ukazujeme rovnéz proto, Ze jeho napravo uvedena
usudkova forma, jez je formalizaci daného usudku, je neplatna. Jeji zavér vy-
rokové-logicky nevyplyva z premis, srov. valuaci v(p)=v(q)=1 a v(r)=0. Intui-
tivné ale onen jazykové formulovany usudek platny je. Jak by se dalo ukazat
i na mnoha jinych prikladech, prosttedky VL jsou pfilis slabé na analyzu toho
véeho, co mtize byt relevantni pro vyplyvani. Formalizace prosttedky VL je pri-
1i$ hruba.

Snahy o rozvoj neklasickych vyrokovych logik (tedy logik, jez neuplat-
nuji nékteré klasické logické zakony a principy) nemohou tento principial-
ni nedostatek expresivnosti klasické VL nahradit. Diskutovany piiklad nam
celkem jasné ukazuje, Ze pro platnost daného usudku jsou relevantni jevy
na trovni ¢asti jednoduchych vét. Tyto jevy dokdze detekovat pravé v této kni-
ze uvedena predikdtova logika, dale jen ,,PL" Jiné logiky (modalni logiky, epis-
temické logiky) byvaji - pokud neni uvadén a studovan jen jejich vyrokové-
-logicky fragment - rozsitenimi PL. Osvojit si klasickou PL je tedy nezbytnym
predpokladem prechodu k témto zajimavym logickym systémuam.

PL md mnohostranné vyuziti. Napriklad v matematice patfi ke zdaleka
nejdiskutovanéj$im a nejuzivanéj$im logikdm. Ve filosofii je situace o néco od-
dium zékladnich partii PL ov§em prodélavé kazdy Skoleny filosof. V prostredi
informatiky se situace jevi byt nékde na pomezi situace v matematice a filosofii.
Nelze zde ptitom nevzpomenout stary jednoduchy programovaci jazyk Prolog
(»programming in logic®, kde onou logic byla PL); technické prostiedky PL
jsou vSak obsazeny ve vSech programovacich jazycich.
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Vétsina z toho, co jsme formulovali v ramci VL, zistava v platnosti
i v ramci PL. Jsou vSak nezbytné nékteré modifikace (naptiklad proto, Ze PL
na rozdil od VL nedisponuje vyrokovymi proménnymi).

V kapitolach, v nichZ se tomu nelze vyhnout, jsou rekapitulovany ne-
zbytné vyrokové-logické elementy tam probirané latky. Ve zbytku této kapitoly
si pfipomeneme jen vyrokové-logické elementy, jeZ jsou pouzivany v celé této
knize. Jedna se o definice zakladnich vyrokovych spojek a nejdiilezitéjsi tauto-
logie VL. Necht A a B, popt. C, jsou metaznaky zastupujici libovolné formule

(zejm. VL, potazmo pak PL).

Nejznaméjsich vyrokové spojky

negace konjunkce disjunkce implikace ekvivalence
(,,ne*) »2) (,nebo®) (»jestlize, (»pravé tehdy,
pak®) kdyz)
- A ANB AV B A—B A< B
01 111 111 111 111
10 100 110 100 100
001 011 011 001
000 000 010 010

Prilezitostné zminime i tfeba Schefferovu funkci T, jez je definovéna takto:
(ATB)= « "(AAB), zpétnd implikace je zase definovéna takto: (A<—B) = . (B—A).

Pokud bude néktera z nize uvadénych tautologii VL - resp. pravidel odpo-
vidajicich témto tautologiim - uplatnéna v néjakém dikazu, odvolavame se na ni
pouze pomoci vyrazu ,tautologie VL* (v literatute se neztidka pouziva jen ,VL).

Nejznaméjsi tautologie VL

Ae—-A zdkon dvojité negace
—(AN-A) zdkon sporu
AV-A zdkon vylouceného tretiho

A—A zdkon totozZnosti
A (ANA) zdkon idempotence konjunkce
A<(AVA) zdkon idempotence disjunkce
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—(AAB)<>(=AV-B)
(AAB)<>=(=AV—B)
(AAB)<>=(A——B)

—(AVB)<>(=AA-B)
(AVB)<>=(=AA-B)
(AVB)<>(=A—B)

(A—B)<>—(AN—B)
(A—B)<>(—AVB)
(A=B)(~B—-4)

(A=B)=>((A=B)A(B—A))

(AAB)<>(BAA)

(AVB)<>(BVA)
(A=B)<(B<A)
(ANBAC))<>((AAB)NC)
(AV(BVC))<>((AVB)VC)

(A= (B<C)=((A=B)<C)
(AA(BVC))<((AAB)V(ANC))
(AV(B=C))=((AVB)=(AV())
(A=B)=((B=C)=(A—0))

A—(B—A)

(AA-A)—B
((A—B)A(A—>=B))—~A
(A=B)—=>((B—>C)—(A—0))
(A= (B—C))<>((AAB)—C)
(A= (B—C)~>(B—(A—0))

De Morganovy zdkony

prevod konjunkce na implikaci
De Morganovy zdkony

prevod disjunkce na implikaci

prevod implikace na konjunkci
prevod implikace na disjunkci

transpozice implikace

rozklad ekvivalence na implikace

zdkony komutativity

zdkony asociativity

zdkony distributivity
zdkon tranzitivity

zdkon simplifikace

zdkon Dunse Scota

zdkon redukce ad absurdum
hypoteticky sylogismus
zdkon slucovdni premis
zdkon zdmeény premis

Nize budeme prilezitostné vyuzivat zakon asociativity a komutativity k tomu,
abychom vypoustéli zavorky ve skupinach konjunkci nebo disjunkci (tj. formu-
li tvaru konjunkce nebo tvaru disjunkce), anebo abychom ménili poradi ¢lentt
téchto konjunkei ¢i disjunkci.
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1. Uvedeni do predikatové logiky

Jak uz jsme naznacili, na rozdil od VL si PL v§ima nejen struktury vét sloze-
nych, ale i struktury vét jednoduchych. Diky tomu PL podstatné rozsifuje moz-
nosti vymezeni platnych tsudki.

V jednoduchych vétach PL rozeznava (logicky) subjekt, tj. zpravidla in-
dividuum, o némz se néco predikuje, néco se o ném vypovida, néco se mu
ptisuzuje prostfednictvim predikdtu. Predikét intuitivné chapeme jako vyraz,
ktery oznacuje vlastnost nebo vztah.

Blizsi predstavu o moznostech PL si u¢inime z nasledujici sekce; k mno-
ha diskutovanym pojmiim se ov§em vratime az v dal$ich sekcich.

Pro celou knihu plati, Ze k vyznaceni konkrétnich vlastnosti ¢i vztaht
uzivame zdsadné jednoduché uvozovky (napf. vlastnost ,byt pes‘); dvojité ci-
ta¢ni uvozovky uzivame ke zminovani vyraza (napt. vyraz ,,(byt) pes®). Cita¢ni
uvozovky se v zajmu zjednoduseni snazime vypoustét tam, kde je zfejmé, ze je
diskutovan sam vyraz, nikoli véc tim vyrazem oznacovana.

1.1 Zakladni terminologie

PL Ize vhodné vyuzit k popisu prvkd, jez maji urcité vlastnosti a jsou v urcitych
vztazich. V nasledujicim prikladu si uvedeme rovnéz zdkladni terminologii PL
(jazyk PL bude predstaven az niZe v kapitole 2).

Pro ilustraci uvazme tfi divky: Annu, Baru a Gabrielu. Tyto tfi divky tvo-
i nas obor tivahy (univerzum diskurzu), stru¢né univerzum, znaceno U. Divky si
ozna¢me po fadé metajazykovymi vyrazy ,,a B »y* nacez U={a,p,y} (v této
knize mezeru za ¢arkou v takovychto zapisech diisledné vynechavame). Univer-
zum je tedy mnozina (v8ech) individui.

Jména zastupujici divky (,Anna‘...) nahradime po tadé individuovymi
konstantami ,,a" b, ,,c; individuové konstanty jsou tedy vyrazy, které funguji
obdobné jako vlastni jména. (Nékdy se v cesky psanych textech mtzeme set-
kat s vyrazy ,individudlni proménné/konstanty*, coz je chybné; ,individuovy*
znamend, Ze se to tyka individui, ,,individudlni“ znamena néco jako ,jedinec-
ny* ,jednotlivy“) Podobné jako tato jména budou mit tyto konstanty vzdy stej-
nou, konstantni interpretaci, takze ,,a“ bude znamenat individuum ., ,,b“ bude
znamenat individuum f, atd.
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Predikdt je jazykovy vyraz, ktery oznacuje vlastnost nebo vztah, kterou
nebo ktery lze predikovat o individuu nebo individuich. Predikatem je naptiklad
»(byt) divka“ nebo ,,(byt) vyssi nez (nékdo)“ Vlastnost ,byt divka® je ptisuzova-
telna Anné, nebo také Bare ¢i Gabriele, kazdé z nich ale jednotlivé. Vztah ,byt
vy$§i nez’ je prisuzovatelna napt. dvojici Anna a Béra nebo tfeba dvojici Bara
a Gabriela. Predikaty oznacujici vlastnosti nazyvame podle jejich cetnosti (tj.
arity) monadické predikdty, predikaty oznacujici dvoucetné, tficetné az n-Cetné
vztahy nazyvame bindrni, terndrni az n-drni predikaty.

Soucasti formalniho jazyka PL nejsou samy predikaty, ale predikdtové
symboly zastupujici predikaty (nékdy budeme v této knize pro jednoduchost
mluvit o predikétu, a¢ ptijde o predikatovy symbol). Jako predikatové symboly
obvykle volime velkd pismena odpovidajici prvnim pismendm daného predi-
katu, napt. ,,D“ zastupuje ,,(byt) divka®, ,V* zastupuje ,,(byt) vy$si nez (nékdo)*.
Predjimejme, Ze véty jako ,,Anna je divka“ ¢i ,,Anna je vys$si nez Bara“ formali-
zujme prostiedky PL jako ,D(a)“ a ,V(a,b)“; PL ma tedy nastroje pro logickou
analyzu singuldrnich vyrokii jako naptiklad ,,Anna je divka®

Vlastnosti a n-arni vztahy jsou v klasické PL reprezentovany extenzio-
nalisticky, totiz pomoci mnozin prvki, resp. mnozin n-tic prvka. Napiiklad
vlastnost ,byt divka' je modelovana pomoci mnoziny {o,f,y}, coz je (nevlastni)
podmnozina U. Bindrni vztah ,byt vy$si nez (nékdo)‘ je modelovan jako jista
mnozina uspotrddanych dvojic, napiiklad jako mnozina {{o.,B),(B,y),{(cy)}, coz
je podmnozina kartézského soucinu univerza UxU, tj. U Uz tady vidime velmi
dilezitou souvislost PL s teorii mnozin. Predikatové symboly jsou navic v séman-
tice PL interpretovany pravé mnozinami. (Dalsi souvislost: predikatové-logické
formuli ,D(a)“ odpovida v jazyce teorie mnozin ,,aED") Proto bude nezbytné si
pripomenout nékteré pojmy teorie mnozin, viz k tomu nasledujici sekci.

Krom¢ individuovych konstant disponuje jazyk PL také individuovymi
proménnymi x, y, z, Xps Vp Zps e Tyto proménné zastupuji individua neurcité,
v zavislosti na ohodnoceni (valuaci). Filosoficky vzato predstavuje proménnd
libovolné, ale nespecifikované individuum. Vyuziti proménnych je obdobné
roli (jazykovych) zajmen, ovSem jejich zna¢ny potencidl tkvi v tom, Ze umoz-
nuji technicky vystihnout kvantifikaci.

Nahradime-li totiz ve vété ,Gabriela je divka“ jméno ,Gabriela® pro-
ménnou x, mizeme ziskat ,otevienou’ vétu, vétnou matrici (resp. vyrokovou
funkci) ,,x je divka®, kde x mtiZze nabyvat (v zavislosti od ohodnoceni) hodnotu
individuum o, nebo f, ¢i y. Tuto matrici mizeme ovSem uzavrit kvantifikuji-
cim vyrazem jako napt. ,kazdé* (ekvivalentné tfeba: ,,pro vSechna x plati, ze*)
a ziskat tak kvantifikovany vyrok ,, Kazdé x je divka®

18



1. Uvedeni do logiky

Kvantifikujicich vyrazu, tedy kvantifikdtorii i zcela obecné tzv. deter-
minatord, je v jazyce pfitomna celd fada: ,néktery, ,nanejvyse jedno", ,pravé
dva®, atd. Mnohé tyto kvantifikatory jsou vyjadritelné prostfedky PL, a to do-
konce jen s pomoci dvou nejzakladnéj$ich (klasickych) kvantifikatora V a 3.

V je obecny kvantifikdtor; odpovidd jazykovym kvantifikatorim jako napti-
klad ,v8ichni“ a ,kazdy“ (PL mezi témito dvéma jazykovymi kvantifikatory tedy
neodliduje). 3 je existencni kvantifikdtor; odpovidd jazykovym kvantifikdtorim
jako napft. ,nékteti“ a ,nékdo" ¢i ,existuje alespon jeden“ Formule jako ,,¥Vx D(x)“
a ,dx D(x)“ chapeme jako formalizace vyroki ,Vse je divka“ a ,,Existuji divky®.

Jazyk PL dale obsahuje také vyrokové spojky jako napt. =, = ¢i A, diky
¢emuz je PL pomérné zna¢né expresivnim logickym aparatem.

Rekapitulujme nyni struéné nejdilezitéjsi terminy a myslenky z této sekce:

* univerzum je obor uvahy, tedy mnozina véech uvazovanych individui;
napt. U={o,,3,y}

* individuové konstanty jako napriklad a, b, ¢ funguji jako vlastni jména
konkrétnich individui

* individuové proménné jako naptiklad x, y, z zastupuji individua v zavis-
losti na ohodnoceni

* predikatové symboly jako napriklad P, Q, R zastupuji predikaty

* predikaty jsou vyrazy umoznujici predikovat individuim vlastnosti ¢i
vztahy

* vlastnosti modelujeme jako mnoziny individui; monadické predikaty
chapeme jako prostfedky oznaceni vlastnosti

* vztahy modelujeme jako mnoziny n-tic individui, tj. n-arni relace; n-arni
predikaty chapeme jako prostfedky oznaceni vztahtl

1.2 Zakladni pojmy teorie mnozin

Uz vy$e bylo naznaceno, Ze formalismus PL a jeho sémantiku 1ze vhodné cha-
rakterizovat pomoci teorie mnozin. Z tohoto diivodu je nezbytné ovladnout
aspon zakladni pojmy teorie mnozin. K nasledujicimu prehledu se ¢tenat mtize
vratit az pozdéji.

MnoZina je soubor libovolnych predmétd. Anticipator teorie mnozin,
Bernard Bolzano, zavedl pojem mnoziny jakozto souhrnu véci, ve kterém
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je zpusob spojeni nebo usporadani jeho prvkia lhostejny. Zakladatel teorie
mnozin, Georg Cantor, vymezil pojem mnoziny takto: ,MnozZinou rozumime
kazdé shrnuti urcitych a navzdjem riznych predmét m naseho nazirani nebo
mysleni (které nazyvame prvky) do jediného celku ,,M““ Mnoziny jsou tedy
defini¢né dany svymi prvky.

Pro zapis mnoziny uzivaime zejména slozené zavorky ,,{“ a ,,}* a ¢arku
» > - Mnoziny vymezujme bud a) vy¢tem prvka — naptiklad {o,p,y} (prvky této
mnoziny jsou pravé a, f$ ay), nebo b) taxativné, tedy podminkou - napriklad {x
| vSechna celd ¢isla x, kterd jsou vys$i nez 0} (tj. mnozina viech x, ktera spliuji
podminku za ,,|“ namisto ,, | “ se nékdy pise ,:“; v matematice se podminka
¢asto vyjadfuje formalismem PL). Po zbytek této sekce budeme pro oznaceni
libovolnych prvki obvykle pouzivat znaky ,,x% ,,5% ,z% nikoli znaky alfabety,
jak je tomu ve zbytku knihy.

Jestlize x je prvkem mnoziny M, pak piSeme x€EM, kde € je relace
ndlezeni prvku do mnoziny; pokud x prvkem M neni, piSeme x&M. Pocho-
pitelné miizeme konstituovat i mnoziny mnozin, tedy mnoziny, jejimiz prvky
jsou mnoziny.

Protoze mnoziny jsou defini¢né dany pravé a pouze tim, které prvky ob-
sahuji, od toho, zda tyto prvky maji néjaké vlastnosti a jaké maji mezi sebou
vztahy, je odhliZzeno. Mnoziny jako takové nezachycuji ani strukturu, uspotrada-
ni, ¢i poradi. Proto naptiklad ,,{x,y}“ a ,,{y,x} jsou dva zépisy jedné a téZe mno-
ziny {x,y}. Mnoziny nemohou obsahovat opakované prvky (ani jeden opakova-
ny prvek). Naptiklad ,,{x,y}“ a ,{x,x,y}“ jsou zapisy jedné a téze mnoziny {x,y}.
Opakované prvky mohou mit usporadané n-tice (srov. nize), ale ne mnoziny.

Zvlastnim pripadem mnozin je prdazdnd mnoZina @ (nékdy znacena téz
»0% ba i ,0%), jez tedy neobsahuje zadny prvek. Dal$im zvlastnim ptipadem
jsou jednoprvkové mnoZiny, nazyvané singletony, prikladem je tfeba {x} ¢i {y}.

O poctu prvkd mnoziny hovorime jako o kardinalité (¢i mohutnosti)
mnoziny. Znacena je vice zplisoby, nejéastéji ,, | M| “

Mnozina M je podmnoZinou mnoziny N pravé tehdy, kdyz pro véechny
objekty x plati, Ze pokud xEM, pak xEN, tedy ze kazdy prvek M je rovnéz prv-
kem N (ale ne nutné naopak). Ekvivalentné fikame, Ze mnozina M je k mno-
ziné N ve vztahu obsazeni, inkluze, znateno MEN (podtrzeni ,,C“ znamena, Ze
miize byt M=N). M je nazyvana vlastni podmnoZinou N, znateno MCN (kde
»C“ je znak ostré inkluze), pravé tehdy, kdyz plati, ze MEN a pritom M#N.
(Vztahy € a C se zavaznym zptisobem lisi: naptiklad podmnozina mnoziny lzic
neni prvkem mnoziny lZic, neni to 1Zice; abstraktnéji feceno, plati, ze {x}E{{x}},
ale neplati, ze {x}<{{x}}; plati, Ze {{x}}S{{x}}, ale neplati, ze {{x}}E{{x}}.)
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Mnohdy se predpoklada, Ze véechny uvazované mnoziny jsou podmno-
zinami urcité mnoziny, kterou nazyvame obor tivahy ¢i univerzum (nazyvano
téz univerzum diskurzu, univerzdalni mnozina, zdkladni prostor), tedy U.

Je-li dan obor tvahy U, pak mizeme definovat, a tak konstituovat dopl-
nék mnoziny M do U, tedy komplementdrni mnoZinu k M. Jde o mnozinu véech
téch prvki U, které nepatfi do M. Tuto mnozinu budeme znacit M€, znacena
byva také -M, U-M, U\M, ¢i M’ nebo vodorovnou ¢arou nad pismenem M.

Potencni mnoZinou dané mnoziny M, znaceno P, ¢i Power(M), apod.,
je mnozina vSech podmnozin mnoziny M. Mezi podmnoziny patfi i prazdna
mnozina. Prikladem je P —{0 {x}L{y1{x,y}}. Pocet prvki potenéni mnoziny
M, tedy |P, |, je dén Vzorcem | P, |=2'" (Cantorova véta).

Nyni si uvedeme tfi dalsi dulezité principy stavby mnozin. Pokud jsou
M a N mnoziny, pak existuje mnozina takova, Ze pro kazdy jeji prvek plati, Ze je
prvkem M nebo N. Tuto mnozinu zna¢ime MUN a nazyvame sjednoceni mno-
Zin M a N. Mnozinu, kterd obsahuje pouze a pravé prvky nachdzejici se v obou
mnozinach M a N, nazyvame priinik mnozin a zna¢cime MNN. Mnozinu vSech
prvki M, které nejsou v priniku N, nazyvame rozdil mnozin a zna¢ime ho M-N.

Uspofddand dvojice prvkii (ev. mnozin) x a y je mnozinovy utvar (x,y) (né-
kdy znaceno [x,y]), ktery byva definovan vztahem (x,y)={{x},{x,y}} (existuji véak
i jiné definice). Tedy jako mnozina, jejiz prvek {x,y} urcuje, o které dva prvky
(ev. dvé mnoziny) jde, a prvek {x} vyznacuje, ktery prvek (ev. mnozina) je prv-
ni. Uspotadanou n-tici (x,,....x,) (pro k<n) ziskdme z dvojice ((x ..., ).X,); tedy
(x3,2)=((x.)),2), (Wx,9,2)=((W,x,p),2), atd. Nékdy se prvek x, nazyva i-ta slozka
nebo i-ty ¢len dané usporadané n-tice.

Usporadand n-tice je tedy mnozina, u niz je urceno poradi prvkd na zakladé
konvence, Ze x je prvni a y je druhy prvek, atd. Usporadané n-tice mohou mit » prv-
kt, z nichz kazdy mtize byt mnohokrat opakovan. Tento fakt je umoznén fixovanim
poradi. Jestlize pro bézné mnoziny platilo, Ze {x,y}={y,x}, pro usporadané n-tice to
obecné neplati: (x,y)#(y,x) (existuje vyjimka: kdyZz x=y, pak se rovnaji). Tedy dvé
uspofddané dvojice (x,y), (w,z) jsou totozné jediné tehdy, je-li x=w a y=z.

Kartézskym soucinem mnozin M a N, znateno MxN, je mnoZina uspora-
danych dvojic (x,y) takovych, Ze XEM a soucasné yEN. Je-li tedy napt. M={1,2}
a N={a,b}, tak MxN je {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}. Mnoziny vchézejici v kartézsky
soucin nemusi byt vzajemné disjunktni (tj. nepiekryvajici se), naptiklad to mohou
byt mnoziny M={a,b} a N={b,c}. Pro nds budou dilezité kartézské souciny totoz-
nych mnozin, tj. MxM, coz je obvykle psano M?. Mozny je i kartézsky soucin vice
mnozin nez dvou, a to na principu M, xM,x..xM = M"'xM = M". Pocet prvka
kartézského soucinu MxN, tj. | MxN]|, je mxn, kde |[M|=ma |N|=n
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Relace jsou podmnoziny kartézského soucinu MxNxOx... (pficemz M
muze byt rovno N, atd.), tj. REMxNxOx.... Relace jsou tedy opét mnoziny,
a to mnoziny usporadanych n-tic. Kromé bindrnich relaci REMxN, ¢i v jiném
zdpisu REM xM,, rozezndvame n-drni (n-mistné) relace, jez jsou podmnozina-
mi kartézského soucinu M x..xM , tj. REM x...xM . NaleZeni n-tice do relace
zapisujeme (x,y,z,...)€R, oviem v piipadé dvojic je zvykem uplatiiovat infixni
zpusob zapisu xRy, kdy je ztejmé, ze prvky x a y (tzv. relata) jsou spojena re-
latorem R. (Mnozinu vSech téch x pro néz existuje y takové, ze xRy, nazyvame
prvnim oborem R; mnozinu vSech téch y, pro néz existuje x takové, Ze xRy,
nazyvame druhym oborem; nékdy se také hovori o levém a pravém oboru, ¢i
oboru a protioboru. Sjednoceni obou obort se nazyva pole relace.)

Jako rozsitujici dodatek dopliime, Ze pojem relace lze vyuzit k defino-
vani jednoho z nejdilezitéjsich matematickych pojmt - pojmu funkce (funk-
ci lze ovéem definovat i jinak). Funkce je binarni relace F takova, ze FEMxN
pravé tehdy, kdyz ke kazdému xEM existuje pravé (ev. nanejvys) jedno yeN
takové, Ze xFy (tedy je-li (x,y)EF a (x,z)EF, tak y=z). Funkce je béznéjsi zapi-
sovat f(x), ¢i také y=f(x) (ev. ix(pzy, nebo yz(x)(p), ¢i pfimo @(x); nejlépe je vak
znac¢ime malymi pismeny, napt. f, ¢imz nedojde k mozné zdméné za oznaceni
funkéni hodnoty - ta se znadi f(x), apod. Funkci se téZ ¥ika zobrazeni. Mnozi-
na vSech x se nazyva definicni obor (¢i prvni obor), mnozina véech y se nazy-
va obor funkénich hodnot (& hodnoty zobrazeni, nebo druhy obor). Castéji se
stru¢né mluvi o argumentech a funkcnich hodnotdch. Kromé jednoargumento-
vych funkei existuji i funkce definované na usporadanych n-ticich (dvojicich,
trojicich,..., atd.), tedy n-argumentové funkce (fika se i n-drni funkce). Zde defi-
novany pojem funkce je spjat s pojetim funkce jakozto grafu (tabulky) sourad-
nic argument-funkéni hodnota. Funkce vyjadfime bud grafem s dvéma osami
(analog. kartézskému grafu), ¢i ekvivalentné tabulkou se sloupcem argumentt
a hodnot. Funkce se d4 zapsat i mnozZinou usporadanych dvojic, jejichz prvni
¢len tvori argument (prip. n-tice prvka argumentu) a druhy ¢len hodnota funk-
ce na tomto argumentu. Funkci nazyvame totdlni funkce, jestlize ke kazdému
XEM existuje prave jeden prvek yEN, ze fx)=y. Funkci nazyvame parcidini (ev.
¢astecnd, ¢aste¢né definovana) funkece, jestlize ke kazdému x€M existuje nanej-
vyse jeden prvek yEN, ze f(x)=y.

Tato naivni teorie mnozin dovoluje nekritickou vystavbu mnozin a tak
umoznuje Russelliiv paradox. Pokus definovat Russellovu mnozinu R jako
R={x | x&x}, kde x je proménnd pro mnoZiny, se nezdati. Pfedpokladdme-li,
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ze R neni prvkem sama, tak by dle definice méla byt svym prvkem. Predpokla-
dame-li, Ze R je prvkem sebe sama, tak by dle definice neméla byt prvkem sebe
sama. Oba predpoklady tedy vedou ke sporu, R tedy neexistuje. Proto musime
odmitnout nekriticky princip vystavby mnozin, jmenovité Axiom neomezené
komprehenze, podle néhoz kazdé formuli (v¢. kazdé definice mnoziny) odpovi-
da néjaka mnozina. Nahradou naivni teorie mnozin jsou zejména axiomaticky
budované teorie mnozin, nejznaméjsi jsou Zermelova-Fraenkelova axiomati-
zace (ZFC, kde C znadi pfitomnost axiomu vybéru) a von Neumannova-Ber-

naysova-Godelova axiomatizace (NBG).

1.3 Cviceni - zdkladni terminologie

Zopakujte si, co je:

1) univerzum
2) individuova konstanta
3)  individuova proménna

4)  predikat

5) predikatové symboly

6)  monadicky predikat, n-arni predikat
7) kvantifikdtor

8) singularni vyrok

9) kvantifikovany vyrok

10) mnozina

11)  komplementarni mnozina

12)  prinik mnozin, sjednoceni mnozin
13)  poten¢ni mnozina

14)  n-tice
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15)  kartézsky soucin
16)  relace

17)  vlastnost

18)  vztah

K zodpovézeni nékterych otazek lze uzit i tvod nasledujici kapitoly.
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2. Analyza jednoduchych vét prostiedky PL

Pfipomenme si, Ze VL pracuje s pravdivostnimi hodnotami, které jsou chapa-
ny jako vyznamy vyrokt. Pomoci VL lze analyzovat strukturu urcitych ozna-
movacich vét, pfesnéji vyrokd, tj. vét, jez jsou pravdivé nebo nepravdivé. Pti
tom vsak lze odliSovat jen vyroky jednoduché a vyroky slozené tim ¢i onim
zptisobem. Analyticky potencial PL, tedy jeji expresivnost, je ale mnohem vys-
8. S pomoci PL lze totiz identifikovat ¢asti jednoduchych vét, zejména predika-
ty a kvantifikdtory. Navic neni analyza pomoci PL omezena jen na vyroky - je
s to analyzovat tfeba strukturu otdzek ¢i imperativl; v ramci naseho Gvodu
do klasické PL se ale budeme omezovat jen na oblast vyrokii.

Na rozdil od VL odhaluje PL v jednoduchych vétach jako , Alik je pes®
tzv. S—P strukturu. S-P strukturu, sestavajici z tzv. subjektu a predikatu, odha-
lovala uz tradi¢ni logika. V moderni logice doslo k urc¢itému posunu v jejim
chdpaéni, a to uz proto, Ze moderni logika zduraznila roli kvantifikujicich vyra-
zU, jak si zahy vysvétlime.

Subjekt vlogickém smyslu je odli$ny od subjektu v gramatickém smyslu.
Subjektem je typicky vétny podmeét, ¢i presnéji objekt danym vyrazem oznaceny.
Napriklad ve vété ,, Alik je pes“ vyjadiuje subjekt vyraz ,,Alik“. Subjektem je to,
¢emu se v této vété néco prisuzuje, o ¢em se néco vypovida.

Subjekt byva obvykle oznac¢ovan pomoci vlastnitho jména. Podle prv-
niho pismene vlastniho jména pak volime nazvy individuovych konstant, jez
subjekty predikace zastupuji na drovni forméalniho zapisu. Naptiklad pismeno
»a" volime tehdy, kdyZ reprezentujeme jméno ,, Alik“ nebo tfeba ,, Aristotelés®.
(V nasich uvahach predpokladame, Ze kazdé vlastni jméno je jménem pouze
jednoho individua, proto naptiklad jméno ,,Petr® z nasich prikladi nechapeme
jako jméno mnoziny vSech individui, kterd maji jméno ,Petr, ale jako jmé-
no jednoho urcitého individua. Vyraz ,,Petr® v tomto smyslu neni predikidtem
a neodkazuje tedy k zadné vlastnosti ,byt Petr")

Predikdtem v logickém smyslu je to, cemu odpovida néjakd mnoZina in-
dividui. P¥ikladem predikata jsou tfeba ,,(byt) filosof “ — odpovidajici mnozi-
nou je {Aristotelés, Platon,...}, ,(byt) pes“ - odpovidajici mnozinou je {Alik,
Fido,...}, »(byt) Zena“ - odpovidajici mnoZinou je {Anna, Gabriela,...}. Takovou
mnozinou muze byt i jednoprvkovd mnozina (tj. singleton), napriklad {Adam},
nebo dokonce mnozina prazdna, tj. @, jak je tomu v pfipadech predikatii jako
»(byt) jednorozec®
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Monadicky predikdt (tedy jednomistny, jednocletny predikat) je ve vétach
ptirozeného jazyka predstavovan pomoci:

* spony a vétného predmétu — naptiklad ve vété ,,Aristotelés je filosof“
predstavuje monadicky predikat vyraz ,,je filosof , coz budeme upravo-
vat na ,,(byt) filosof

* intranzitivniho slovesa — napf. ve vété , Aristotelés mysli“ predstavuje
monadicky predikat vyraz ,,mysli ¢i ve vété ,Orel ma kridla“ predsta-
vuje monadicky predikét vyraz ,ma kridla®.

Bindrni (poptipadé vicemistny, viceCetny) predikdt je ve vétach priroze-
ného jazyka predstavovan pomoci:

* tranzitivniho slovesa, napriklad ve vété , Aristotelés mysli na Platona“
predstavuje binarni predikét vyraz ,,mysli na“, predikatem je ,,(nékdo)
mysli na (néco)®; vzacnéjsi priklad: ve vété ,,Platdn je filosofem ideji se
vyskytuje bindrni predikat vyraz ,,(byt) filosofem (néc¢eho)®

V ptirozenych jazycich je velmi ¢asté, ze intranzitivni i tranzitivni slove-
sa maji spole¢ny slovni zaklad, naptiklad ,,myslet” a ,,myslet na (néco), ,,mlu-
vit“ a ,,mluvit o (né¢em)*, podobné ,matka“ a ,,matka (nékoho)

Pii analyze budeme predikaty oznacovat podle prvniho pismena ceské-
ho slova, resp. prvniho slova fraze, jez predstavuje dany predikat (ovsem po-
kud dané sloveso za¢ina pfedponou ,,ne-“ coby slovnim zaporem, tak az tfetim
pismenem). Pokud bychom méli mit ve formuli vice stejnych predikatovych
symbold, navzajem je odlisime tfeba pomoci apostrofu, tj. napt. P, P, P”, atd.

Predikaty déle ¢lenime na jednoduché a sloZené predikdty. Slozenym pre-
dikatem je naptiklad ,,(byt) zdatny plavec®

Existen¢nim kvantifikitorem 3 zachycujeme zpravidla vyrazy jako ,,né-
ktery®, ,,nékdo", ,néco’, ,néktefi, ,néjaci®, ,existuje alespon jedno individuum
x, takové ze“. Obecnym kvantifikatorem V zachycujeme zpravidla vyrazy jako
»kazdy*, ,kdokoli ,kdof ,,cokoli, ,jakykoli®, ,pro vSechna x plati, ze®, av§ak
i ,nikdo®, ,,zadny*

Nize jsou v§ak odhaleny ur¢ité vyjimky. Dilezitou a znamou vyjimkou
jsou véty, jez by mély obsahovat kvantifikator, ale z néjakych divodil je v nich
vypustén, srov. napt. ,, Kravy maji rohy®; tyto véty obvykle zastupuji véty obecné
kvantifikujici, v nasem ptipadé tedy ,,VSechny kravy maji rohy*
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Nanestésti plati, Ze vétsina vét prirozeného jazyka je vicezna¢nych. Ade-
kvatnich logickych analyz takovychto vyrazi je proto vice. V tivodech do logi-
ky ale n¢jaké priklady potiebujeme a tak jsme nasledné nuceni nékdy pozado-
vat jen jeden typicky vyznam jinak viceznacné véty ¢i obratu.

2.1 Priklady - urceni predikati

V nasledujicich vétach identifikujte v§echny predikaty:

1)
Alik je pes.
Predikatem zde je:
»(byt) pes“ — monadicky predikat, symbolicky: ,,P*
2)
Vsechny velryby jsou savci.
Predikaty jsou zde:
»(byt) velryba® — monadicky predikat V<
»(byt) savec” — monadicky predikat ,,S*
3)

Kazda velryba je savec.

Protoze PL neodlisuje singular a plural, predikaty jsou zde stejné jako v minu-
lém prikladu.

4)
Honza bézi.

Predikdtem je zde:

»bézet“ — monadicky predikat ,,B
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) Petra obdivuje sportovce.

Predikaty jsou zde:
»(nékdo) obdivuje (nékoho)“ — bindrni predikat ,,0%,
»(byt) sportovec” - monadicky predikat ,M*

6)

Drevény kin je hracka.

Jednoduchymi predikaty jsou zde:
»(byt) dfevény“ - monadicky predikat ,,DS
»(byt) kin“ - monadicky predikat ,,K*
»(byt) hracka“ — monadicky predikat ,,H*

Slozenym predikatem je ,,(byt) dfevény kan'

7)
Labut m3 kridla.

Predikaty jsou zde:

»(byt) labut“ - monadicky predikat ,,L
»(mit) kridla“ - monadicky predikat ,, K

Predikat ,,(mit) kridla“ je monadicky, protoze ,,mit kfidla“ nema jiny vyznam

nez ,,byt oktidleny*, coz je zjevny monadicky predikat. (Jinak je tomu v pfipadé
»>mit auto’, kde ,mit’ je relaci mezi majiteli a jejich auty.)
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8)
Kazdy muz ma rad néjaké zvire.

Jednoduchymi predikaty jsou zde:

»(byt) muz“— monadicky predikat ,,M*
»mit rad (néco)“~ binarni predikat ,R
»(byt) zvife“— monadicky predikat ,,Z

2.2 Priklady - analyza jednoduchych vét
s monadickymi predikaty

Nasledujici véty prirozeného jazyka formalizujte (analyzujte) prostfedky PL:

1)
Aristotelés je filosof.
F(a)

Podle PL tato véta ika, Ze individuum Aristotelés patii do mnoziny filosoftL.

2)
Nékdo je filosof. (= Nékteri jsou filosofové.)
Ix F(x)

Tato véta podle PL zase fikd, Ze mnozina filosofti neni prazdna, ze v ni néjaké
(= alespon jedno) individuum je. Nevime v$ak presné, které individuum to je
- ta véta neobsahuje vlastni jméno Zadného individua, a proto nesmi byt v nasi
analyze zadn4 individuova konstanta.

3)

Kazdy je filosof. (= V$ichni jsou filosofové.)
Vx F(x)
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Podle PL tato véta rikd, Ze véechna individua z univerza jsou filosofy, tedy ze
patfi do mnoziny filosofi.

4)
Aristotelés neni filosof.
-F(a)

Tato véta podle PL fikd, Ze Aristotelés do mnoziny filosofti nepatfi, tedy ze
Aristotelés nalezi do doplinku mnoziny filosoft.

5)
Neékdo neni filosof. (= Nékteti nejsou filosofy.)
dx —F(x)

Podle PL tato véta hovoii o tom, Ze existuje alespon jedno individuum, které
nenalezi do mnoziny filosoft.

6)
Nikdo neni filosof.
Vx —F(x)

Tato véta podle PL doslova ik, Ze pro véechny prvky univerza, tedy pro vSech-
na individua, plati, ze nendlezi do mnoziny filosoft. Vidime zde znamy rozdil

mezi jazykovou a logickou formou: ¢estina uziva dvoji zapor (,,nikdo" a ,,nenf
k vyjadfeni jedné negace v logickém smyslu.

7)
Nenf pravda, Ze kazdy je filosof.
-Vx F(x)

Tato véta tika, Ze ne vSichni patfi do mnoziny filosofi.

8)
Neni pravda, Ze nékdo je filosof.
—3x F(x)

Podle PL tato véta fika ekvivalentnim zpiisobem totéz, co véta 6), totiz ze zadné
individuum z univerza nenalezi do mnoziny filosoft.
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2.3 Priklady - analyza jednoduchych vét s binarnimi
predikaty

Nasledujici véty prirozeného jazyka formalizujte (analyzujte) prostfedky PL:

1)
Anna ma rada Borise.

R(a,b)

Tato véta podle PL fika, Ze dvojice Anna a Boris patfi do mnoziny dvojic indi-
vidui, ktera se maji rada.

2)
Anna ma rada nékoho.
Jx R(a,x)

Podle PL tika tato véta to, Ze mezi dvojicemi individui, ktera se maji rada, je ale-
spon jedna dvojice takova, Ze jejim prvnim ¢lenem je Anna, tedy Ze je alespon
jedno individuum takové, Ze Anna k nému md vztah ,mit rada’

3)
Nékdo m4 rad Borise.
Ix R(x,b)

Tato véta zase podle PL fika, Ze Boris je tim, koho ma alespon jedno individu-
um réado.

4)
Neékdo mé rad nékoho.
AxIy R(x,y)

Podle PL tato véta ik, ze existuje alespon jedna dvojice individui, kterd jsou
spolu v relaci ,mit rad" Pozn.: Vyrazy ,nékdo" a ,,nékoho” tu zachycujeme po-
moci riiznych proménnych proto, Ze nejde obecné o tataz individua (identita x
a y ovéem neni vyloucena a to v pripadé, kdy onen nékdo ma rad i sam sebe).
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5)
Vsichni maji radi vSechny. (= Kazdy ma rad kazdého.)
VxVy R(x,y)

Tato véta fika podle PL to, Ze vSechna individua (ve vSech dvojicich kartézské-
ho soucinu univerza U?) jsou k sobé vztazena relaci ,mit rad".

6)
Nikdo nema rad nikoho. (= Kazdy ma kazdého nerad.)
VxVy -R(x.y)

Véta podle PL vlastné fikd, Ze pro véechna individua (ve vSech dvojicich kartéz-
ského soucinu univerza U?) plati, Ze se nemaji rada.

7)
Nékdo ma rad kazdého.
AxVy R(x,y)

Tato véta fik4, Ze alespon jedno individuum je takové, Ze ma rado vSechny prv-
ky univerza, tedy vSechna individua.

8)
Kazdy ma rad nékoho.
Vx3y R(x,y)

Tato véta rikd, Ze pro vSechna jednotliva individua (z univerza) plati, ze maji
rada alespon jedno individuum.
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3. Jazyk PL

PL, jiz se budeme v této knize vénovat nejvice, umoziuje kvantifikaci pou-
ze pres individua, je to PL prvniho fddu, znadena bude ,PL1“ PL a PL1 méla
v minulosti i soucasnosti rozmanité nazvy - k historickym patfi ,functional
calculus®, ,,calculus of propostional functions®, k soudobym patii , predicate
logic®, ,predicate calculus®, ,first-order logic“, ovSem v Ce$tiné se uziva jen
»predikatova logika®, popt. ,,predikatovy kalkul®, ,predikatovy pocet*.

PL1 je pomérné dosti expresivni logicky aparat. Casto viak byva z prak-
tickych dtivodii obohacovana zejména o znak identity (,=%; srov. nize kap. 16),
popt. i symboly funkei (napt. ,,+“). PL1= byva nékdy chapana jako ,kanonicky
jazyk védy". Kromé PL1 existuje i PL druhého fadu, jez umoznuje kvantifikaci
pfes mnoziny/relace, obsahuje totiz proménné predikitové symboly a piislusné
kvantifikatory (viz nize kapitolu 18.). Pokud to nebude na ijmu srozumitelnos-
ti, u vyrazu ,,PLn“ budeme ¢islo n vynechéavat; obvykle budeme pod vyrazem
»PL* myslet pravé PLI.

Klasicka PL prvniho i vy$sich rada je kompoziciondlni - sémanticka
hodnota slozeného vyrazu je funkci sémantickych hodnot podvyrazi daného
vyrazu, a je téZ dvouhodnotovd — kazda formule je pravdiva, nebo nepravdiva.

Podobné jako ve VL je definice jak syntaxe, tak sémantiky jazyka PL
rekurzivni. Na zakladé kone¢ného mnozstvi specifikaci umoznuje o kazdém
vyrazu ovétit (vyhledat), zda je vyrazem PL a co je jeho sémantickou hodno-
tou. V zdjmu rekurzivnosti budeme pouzivat znaky ,,A% ,,B“ ,,C* apod., jakoZto
metajazykové znaky zastupujici libovolné formule PL.

3.1 Syntax PL

Nejdtive uvedeme syntax naseho jazyka PL. Po stanoveni abecedy vymezime
v gramatice, které fetézce nad danou abecedou jsou slovy tohoto jazyka. Jazyk
PL Ize zadat rliznymi abecedami a z¢4sti i jinymi gramatikami; nize si ukazuje-
me jednu z ¢asto uvadénych moznosti.
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Abeceda
i. individuové proménné x, y, z, ..., X, ¥} 2> ---
ii. individuové konstantya,, .. 52, b .
iii. predikatové symboly (k znaci aritu predlkatu, 1<k)P5 QRS ...,PK
Pk ...
2

iv. vyrokové spojky (jakozto symboly) =, A, V, =, <>, ...
v. kvantifikatory V a 3
vi. pomocné symboly (,), ptip. [, ].

Vsechny vyrazy uvadéné v abecedé jsou znaky. Napriklad proménna x je znak,
konstanta c rovnéz.

Zvlasté individuovych proménnych se obvykle uvazuje nekone¢ny po-
¢et. Individuové konstanty byvaji nékterymi matematicky zalozenymi autory
z jazyka zcela vypustény.

Nékdy jsou v jazyce (a tedy uz v abeced€) zavadény funkcini termy (&i
funkéni symboly) £, g, ...; ty maji rovnéz aritu (napt. ,+“ md aritu 2; namisto
napt. ,+(2,3)“ se piSe véeobecné znamé ,,2+3%).

Uz vime, Ze predikaty arity 1 jsou zvany monadické predikdty, predikaty ari-
ty 2 jsou bindrni (vzacné: dyadické) predikaty...., predikaty arity n jsou n-arni (tedy
polyadické) predikdty. Ptipomenme si jesté nasi predchazejici dohodu, Ze namisto
o predikatovych symbolech budeme mnohdy struéné mluvit jen o predikatech.

Pocet vyrokovych spojek byva vzhledem k jejich vzajemné definovatel-
nosti redukovén, naptiklad na tzv. funk¢né uplnou mnozinu {-,—}.

Pocet kvantifikatort 1ze rovnéz zmensit kvtli vzajemné definovatelnosti
kvantifikdtord, totiz Vx A =, =3x ~A nebo dx A =, ~Vx —A (srov. nize De
Morganovy zédkony). Nékdy se o téchto dvou kvantifikatorech mluvi jako o kla-
sickych kvantifikdtorech.

Neékdy se vsak setkame i s omezenymi kvantifikdatory (angl. ,restricted
quantifiers®), jmenovité ,,(Vx€A)“ a ,,(Ix€A)* kde A je podmnozinou U; celd
formule se pak pise tteba ,,(Vx€A)—~B“. Omezené kvantifikitory jsou oviem
definovatelné nasledovné:

(Vx€A) B(x) =, Vx (A(x)—B(x))
(Ax€A) B(x) =, Ix (A(x)A\B(x))
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3. Jazyk PL

V nedavné dobé jsou pomérné dosti diskutovany zobecnéné kvantifikdtory
(angl. ,generalized quantifiers®) jako ,vétsina® ,polovina“ apod., které se bézné
vyskytuji v pfirozeném jazyce. Pro tzv. numerické kvantifikdtory jako napriklad
»pravé dva predméty“ srov. nize sekci 16.3.

Obecny kvantifikdtor ¥V (nékdy je nazyvan univerzdlni kvantifikdtor &i
velky kvantifikdtor) je znacen podle prvniho pismene némeckého slova ,,Alle®.
Neékdy je znacen pomoci ,II“ (ev. ,,/\), anebo zvlasté ve stars$i anglicky psa-
né literature pomoci ,,(x)“ Existencni kvantifikdtor 3 (nékdy nazyvany ¢dstecny
kvantifikdator nebo maly kvantifikdtor) je znacen podle prvniho pismene né-
meckého slova ,.exists“. Nékdy je znacen pomoci ,Z“ (ev. ,,\/), anebo ve star-
§1 anglicky psané nékdy pomoci ,,(Ex)“. V mnohych zvlasté matematicky la-
dénych textech se kvantifikdtory spolu s doprovodnymi proménnymi davaji
do zavorek, napriklad ,,(Vx)(3y)R(x,y)

Ve vzapéti uvedené gramatice PL budeme vymezovat ty fetézce symbold,
jimz v sémantice PL pfifadime vyznam. Na rozdil od VL, jez disponovala jen
VL-formulemi, gramatika PL odli$uje formule PL - niZe jen ,formule” - a ter-
my. Zatimco formule sémanticky vzato oznacuji pravdivostni hodnoty, termy
oznacuji individua. Moznd ponékud prekvapivé nemaji v gramatice vyhrazeno
svébytné misto predikatové symboly, ty v ni vystupuji jen v kontextu formuli.

Gramatika
1) Termy

i. Kazda individuovd proménnd je term.
ii. Kazda individuova konstanta je term.
iii. Nic jiného neni term.

2) Formule

i. Jestlize P* je k-mistny predikitovy symbol a jestlize ¢,,..., t, jsou termy,
pak P"(tl,...,tk) je formule.

ii. Jestlize A a B jsou formule, pak —A, (A#B) (kde * je A, V, =, nebo <)
jsou formule.

iii. Jestlize x je proménnd a A je formule, pak 3x A a Vx A jsou formule.

iv. Nic jiného neni formule.
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Uvod do logiky: klasické predikitova logika

Jak uz bylo uvedeno, termy druhu i. a ii. necht jsou dale znaceny ,.t“
(nékteré texty uvadeji ,,dk“; pro 1 <k, kde ,,k“ neni arita). Cili t je individuova
proménna nebo individuova konstanta.

Pokud jsou zavadény funkéni termy, tak se do gramatiky pridava, ze je-
-li f* k-arni funkeni term a £ ,..., t,_jsou termy, tak f(t,,....t,) je term (kde ,,* je
arita); tyto termy jsou tedy sloZené.

Znak arity ,,* bude u predikitového symbolu zpravidla vynechdvén.
(Nékdy v literature nalezneme, Ze se naptiklad o formuli ,,P(tl,...,tk)“ mluvi jako
o predikatu; divodem tohoto zapisu predikatu jako formule je vSak snaha vy-
znacit jak aritu, tak popt. nékteré z moznych argumentt.)

Formule ad 2.2)i. jsou zvany atomické formule, kdezto ad. 2.2)ii.-iii. jsou
zvany slozené formule. Stoji-1li formule tvaru (A#B) samostatné, obvykle vyne-
chavdme vnéjsi zavorky, tj. piSeme ,,A*B“ Vzacné budeme pro lepsi ¢itelnost
vkladat okolo ,,+“ mezery, tj. psat ,,A * B

Pokud A v 3x A ¢i Vx A je tvaru Jx B ¢i Vx B, mezeru za kvantifikdtory
a proménnymi u nich vypoustime, tj. piSeme napiiklad ,3xJx B“ namisto
»3x dx B V literatute nékdy byva uzivdna notacni konvence, podle niz ,,Vx ...
x, A“ zkracuje ,,Vx1Vx2...Van“; obdobné pro piipady s 3. Byva téZ zminovano,
ze v piipadé (nekoneéného) univerza je Vx P(x) ekvivalentni nekonec¢né kon-
junkci P(a )A...AP(a ) (kde a,..., a jsou individuové konstanty); x P(x) je zase
ekvivalentni nekonecné disjunkci P(a,)V...VP(a ). Upozornujeme, Ze grama-
tika umoziuje i kvantifikované formule, v jejichZ ,téle’ se nenachazi formule
s volnou proménnou, tj. napt. VxJy R(a,b).

Doplniime nyni informaci o formulich, jejichZ operatory jsou jen V¥, 3, -,
A, V. Formuli A% ktera vznikne systematickou zdménou V a 3, A a V, nazyva-
me dudlni formuli k formuli A. Formule A a A® jsou k sobé vzdjemné dudlni.
Plati, ze ~A<>A?® pravé tehdy, kdyz vSechny atomické podformule jsou v pravé
jedné z téchto formuli negovany. Napiiklad jsou takto ekvivalentni =Vx P(x)
a Jdx —P(x) (ekvivalence mezi pravé témito dvéma formulemi je tzv. De Morga-
nuv zékon, srov. seznam logicky pravdivych formuli v kapitole 4.).

Podobné jako ve VL budeme nize nékdy mluvit o podformulich. Defini-
ciz VL jen patfi¢né roz$ifime.
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Podformule

i. Kazda formule A je (tzv. nevlastni) podformuli A.

ii. Je-li formule A tvaru —B, tak B je (tzv. vlastni) podformuli A.

iii. Je-li formule A tvaru (B*C), tak B a C jsou (tzv. vlastnimi) podformule-
mi A.

iv. Je-li formule A tvaru 3x B a Vx B, tak B je (tzv. vlastni) podformuli A.

v. Nic jiného neni podformuli formule A.

Kromé podformuli se nékdy mluvi i o podtermech, ale je nasnadé, ze
podtermy miize mit jen funk¢ni term: je-li f*(¢,....t,) term, tak ¢,,..., t, jsou pod-
termyf(tl,...,tk).

Pochopitelné mtizeme definovat miru sloZitosti formule, a to jako ¢islo,
jez je poctem vyrokovych spojek a kvantifikatort. Dal$im tdajem, ktery je za-
jimavy, je pocet vnorenych kvantifikatord, tzv. #dd (angl. ,rank®), coz je ¢islo
umérné mnozstvi zanotenych kvantifikatort (i. formule bez kvantifikdtoru ma
rad 0, ii. fad formule slozené pomoci vyrokovych spojek je roven nejvyssimu
fadu formuli spojenych témito spojkami, iii. ¥4d formule 3x B nebo Vx B je ro-
ven fadu B plus 1; naptiklad P(a)AJy Vx R(x,y) ma rad 2.

O vystavbé formuli miizeme rovnéz uvazovat v tom smyslu, Ze tu jsou
tyto formule vytvarejici posloupnosti. Ty ziskame, kdyz ¢teme odspodu (od lis-
tt) smérem ke koteni syntaktické stromy (pod)formuli, ponévadz v kofeni stro-
mu je sama formule, v uzlech vétvi jsou slozené podformule a listy jsou tvoreny
atomickymi formulemi. Zde je ukazka, napravo v uspornéjsi formé:

dx (-R(x,y)—>Vz P(2)) dx
| |
—R(x,y)—>Vz P(2) -
/ o\ /0
—R(x,y) Vz P(2) - Vz
| | | |
R(xy) P(2) R(x,y) P(2)

V souladu s vystavbou formuli podle gramatiky se hovoii o tom, Ze néjaka
definice ¢i néjaky dikaz jsou vystavény indukci podle sloZitosti formule, coz je
pojem, ktery zuzitkovava pojem podformule.
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Po syntaktické strance umoznuji kvantifikdtory vazani proménnych
vyskytujicich se v néjaké formuli. Proménné pak rozliSujeme vazané a volné.
Striktné vzato ale nejsou vazané ¢i volné proménné, ale jejich vyskyty. V jedné
formuli totiZ mize byt jedna proménna jak v ur¢itém vyskytu volna, tak v néja-
kém jiném vyskytu vazana. Plati, Ze Zadny vyskyt proménné nemtize byt vazan
dvéma ¢i vice kvantifikatory; na druhou stranu, jeden kvantifikdtor mize vazat
vice nez jeden vyskyt jedné proménné.

Volnost a vazanost vyskytia proménnych

i. Vyskyt proménné x je volny ve formuli —A pravé tehdy, kdyz je volny
v A. Vyskyt proménné x je volny ve formuli (A+B) pravé tehdy, kdyz je
volny v A nebo v B.

ii. Vyskyt proménné x je volny ve formuli tvaru 3y B a Vy B pravé tehdy,
kdyz je volny v B a proménna x je odli$na od proménné y.

ili. Vyskyt proménné x je viazany ve formuli tvaru 3y B a Vy B pravé tehdy,
kdyz je volny v B a zaroven je proménnd x totozna s proménnou .

Pro ilustraci, kazdy prvni vyskyt x v nasledujicich formulich je volny:
P(x), 3y P(x), P(x)—>3x P(x). Na druhou stranu vyskyt x v Ix P(x) je vazany;
proto je vazany posledni vyskyt x v P(x)—3x P(x). Ne prili§ ¢asto uvadéna pod-
minka iii. ndm ukazuje, Ze ten vyskyt x, ktery je vazany v 3x P(x) je vyskyt x
v jeji podformuli P(x). Zda je vyskyt x vyskytujici se bezprosttedné za 3 volny
nebo vazany, definice nijak nestanovuje.

Nékdy je v diskusi dostate¢né anebo zadouci abstrahovat od volnosti ¢i
vazanosti vyskytu proménné a stru¢né se vyjadiovat jen k volnosti anebo va-
zanosti proménné:

Volnost a vazanost proménnych

i. Proménnd x je volnd ve formuli A pravé tehdy, kdyZ x md v A alespon

jeden vyskyt volny.
ii. Proménnd x je vizand v A pravé tehdy, kdyz jsou vSechny vyskyty x
v A vazané.

(O volnych proménnych se kdysi mluvilo jako o skutecnych proménnych, kdez-
to o vazanych proménnych jako o fiktivnich ¢i zddnlivych proménnych.)
Nasledujici definice bude vyuzivdna podstatné Castéji:
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3. Jazyk PL

Oteviené a uzaviené formule

i. Formule A je uzavrend pravé tehdy, kdyz jsou v A vSechny proménné
vazany.

ii. Formule A je oteviena pravé tehdy, kdyz je v A alespon jeden vyskyt
néjaké proménné volny.

Uzaviené formule jsou nékdy v literatute nazyvany sentence.

V prostiedi matematické logiky se pak setkavame s (univerzdlnimi) uzd-
véry formule A (angl. ,closure®), coz jsou formule tvaru Vx Vx,..Vx A, kde
na poradi kvantifikdtori vézicich volné proménné x , x,,..., X, formule A nezi-
lezi, nebot vSechny uzavéry A (jez se tedy lisi pravé jen poradim kvantifikatort
vazajicich proménné) jsou ekvivalentni.

Uvédomme si tedy, ze formule jako napriklad Ix (P(x)AQ(x)) a Ix
P(x)AQ(x) se zavaznym zptlisobem lisi. V prvni formuli jsou oba vyskyty x
vazany existenénim kvantifikitorem. Druhd formule je vSak konjunkci dvou
podformuli, pficemz pouze v druhé z nich, totiz v Q(x), ma x volny vyskyt.
Prvni formule je tedy uzavfend, kdezto druhd oteviend (bez ohledu na to, ze
obsahuje uzavfenou podformuli).

To, které vyskyty proménnych jsou danym kvantifikitorem vazany, uka-
zuje dosah kvantifikdtoru (angl. ,,scope”). Rikime, 7e néjaka proménna, presnéji
jeji vyskyt, je ¢i neni v dosahu daného kvantifikatoru, coz znamenad, Ze je timto
kvantifikatorem vazana. (Nékdy byva definovano, Ze dosahem kvantifikatoru
jako 3 ve formuli 3x A je A.) Naptiklad posledni vyskyt x v Ix (P(x)AQ(x)) je
v dosahu 3; ve formuli Ix P(x)AQ(x) je véak posledni vyskyt x mimo dosah 3.
V nasledujicim piikladu jsou vSechny vyskyty x v Ix (P(x)AJy Q(x)) vazany
vepfedu stojicim kvantifikdtorem 3, druhy kvantifikator 3 ov§em nevaze zadny
vyskyt néjaké proménné.

Vazani vyskyti proménnych md tedy dopad na moznost korektniho
prejmenovani proménnych a obecnéji dosazovani termt za proménnou.

Substituovatelnost termu za proménnou

Term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli A pravé tehdy,
kdyz term ¢ je individuova konstanta anebo individuovd proménna takova, ze
po dosazeni do formule A neni v dosahu zZddného kvantifikatoru, ktery vaze
proménnou x. Znacime A[#/x].
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Upozornujeme, ze A[t/x] je formuli A, v niz jsou termem ¢ substituovany
vSechny volné vyskyty x.

Formule A[t/x] byva nékdy nazyvéna instanci formule A. Uvédomme si,
ze instanci tfeba Vy P(y)— P(x)[#/x] je jak Yy P(y)—P(a), tak Yy P(y)—>P(x).
Ovsem Vy P(y)—P(y) uZ nikoli, nebot nas term t, totiZ y, neni substituovatelny
za x, ponévadz z volné proménné x by se stala vazana proménna. Pi substituci
se této tzv. kolizi proménnych predchazi korektnim prejmenovinim promén-
nych, tj. véechny vyskyty y jsou v naSem prikladu prepsany tieba na z. Uvedme
jiny konkrétni ptiklad: v Vx R(x,w) lze zménit x na y, ¢eho?Z vysledkem je Vy
R(y,w); nelze v8ak za x substituovat w, protoze vysledkem by byla formule Vw
R(w,w), doslo by tedy k vazani daného vyskytu.

3.2.1 Sémantika PL1 - struktura, ohodnoceni,
realizace, interpretace

Vzhledem ke komplexité formuli a dal$ich vyrazi PL je sémantika PL vyrazné

Pripomenime si, ze sémantickd hodnota formule VL byla vypocitina
s ohledem na konkrétni valuaci v a interpretaci 3. Kazdd valuace v je funkce,
ktera prifazuje pravdivostni hodnoty vyrokovym proménnym; vyrokové pro-
ménné jsou atomickymi formulemi VL. Interpretace 3 je roz$ifenim v v tom
smyslu, Ze 3 v sobé zahrnuje v, pficemz v souladu s v a s definicemi vyrokovych
spojek pritazuje 3 pravdivostni hodnoty i jinym neZ atomickym formulim VL.
Naptiklad, jestlize v(p)=1 a v(¢)=0, tak 3(v,AVB)=1, protoze pro (1,0) vraci funk-
ce V hodnotu 1. V tomto smyslu je interpretace ,parametrizovana’ vzhledem k v.

Sémantiku VL jsme si definovali takto i kvili tomu, abychom si usnad-
nili pfechod k formulaci sémantiky PL. Namisto valuace v budeme mit ohod-
noceni e (angl. ,evaluation®, popf. ,,assignment®; v ¢esky psanych textech ¢asto
najdeme i termin ,valuace®; v textech informatiki nachazime i angl. ,enviro-
ment®, coz je vlastné momentélni nastaveni hodnot proménnych v prostredi
béziciho pocitacového programu). V PL jsou ohodnocovany termy (nikoli vy-
rokové proménné, jez v jazyce klasické PL1 chybi). Namisto interpretace ,para-
metrizované® vzhledem k v, mame v PL interpretaci ,parametrizovanou’ vzhle-
dem k ¢; znacime ji vSak rovnéz 3 a objasnime si ji za chvili.
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Ohodnoceni e

Kazdé ohodnoceni e je funkce (zobrazeni), kterd termim prifazuje
prvky univerza U. Znac¢ime e(t)=E, kde t je term a § prvek U.

(Ohodnoceni e nékdy byva rozsifovano na é, jez ohodnocuje i funkéni termy, srov.
nize interpretaci termd. K tzv. pozménénému ohodnoceni viz nize sekci 3.2.2.)

V nékterych kontextech budeme aplikaci e na dany term ¢ znacit napt.
t[e]=E. (Psani e do hranatych zavorek za vyraz jazyka PL mad jesté jeden vy-
znam, totiZ Ze dany vyraz je interpretovan pii ohodnoceni e; srov. nize.)

Nékteri autori uvadéji takové rozsiteni e, podle néhoz e ohodnocuje
konstanty jako ¢ pravé tak jako interpretace 3. Nékdo by mohl ocekavat, ze
ohodnoceni e a zvlasté pak rozsifené e, resp. 3, vidy ohodnoti naptiklad kon-
stantu ,,a“ jakozto oznacujici individuum a, nikdy ne . Obecnost tivah v ma-
tematické logice vSak vyzaduje, aby term ,,a“ mohl diky e oznacovat kterykoli
prvek U, tfeba B. V nasi knize se vSak budeme drzet praxe, Ze interpretaci naprt.
»a" bude vidy a; a je takto tzv. designovand hodnota pro ,a“

Nyni si priblizime nékolik pojmu ¢asto sklonovanych v ramci matema-
tické logiky. Jazyk PL je umély a tedy vlastné jakoby neznamy jazyk, a proto
potrebuje explicitni uvedeni své sémantiky, tedy toho, co vyrazy daného jazyka
znamenaji. Logika je pak mozno chapat jako nékoho, kdo zkousi onen cizi jazyk
interpretovat. To je divod, pro¢ se setkavame s technickym pojmem interpreta-
ce a pro¢ jej volime v této knize i my. Namisto tohoto terminu se ovSem zvlas-
té v prostfedi matematické logiky setkdme s terminy ,,struktura®, ba i ,model,
které jsou v zasadé minény obdobné. Riizni autofi oviem tyto terminy rizné
definuji a néktefi je i ztotoziuji. Podotknéme, Ze nasimi hlavnimi terminy bu-
dou ,,interpretace” a ,,ohodnoceni®, s terminy ,model ¢i ,struktura® v nize uve-
deném smyslu budeme pracovat jen prilezitostné.

Nejprve si priblizime pojem modelu. Model je néco jako realita, ¢i spise
kus reality. Modelem formule fikajici, Ze v Pafizi préi, je realita prSeni v Pafi-
zi. Pro vice konkrétni piiklad, formule P(a)AR(a,b) je interpretovana jakozto
mluvici o tom, Ze o je v mnoZiné ozna¢ované predikatem P a Ze (o,f3) je v mno-
ziné oznacované predikitem R. Modelem je tedy to, Ze o je prvkem mnoziny
,P, a pritom je ve vztahu ,R" k f. Jak si ¢tendf jisté domyslel, rozdil mezi mo-
delem a interpretaci tedy 1ze mnohdy pominout. Nas pojem modelu zavedeme
presnéji az nize na konci sekce 3.2.2.
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Exaktni termin struktura M (mnohymi znadena ,,A“) byvé neztidka zvlasté
v prostfedi matematické logiky nahrazovan terminy ,,model", ba i interpretace. Kaz-
d4 matematicka struktura ma dvé slozky: nosnou mnozinu M a mnozZinu operaci
na M, operaci v §ir$im slova smyslu. Pro ilustraci si vezméme nas priklad z kapitoly
1., jehoZz objekty lze chapat jako strukturu. Nosnou mnozinou M (znacena téz tre-
ba |A|) této nasi struktury byla {o,B,y} (tj. Anna, Béra, Gabriela). V logice nosné
mnoziné ¢asto fikdme doména D ¢&i univerzum U. Univerzum U sestava z predmé-
tll, jimZ fikdme individua. Vynechame-li nyni z operaci funkce, tak jsou operacemi
struktury predev$im relace, v nasem prikladu to byla tfeba relace ,byt vys$si nez"

Struktura ‘M

Struktura M sestava z neprazdného univerza U jakozto nosné mno-
Ziny a mnoziny funkci, jez jsou prvky U"—U, a déle mnoZiny relaci, jez jsou
podmnozinami U", tj. obecné M=(U,U"~U,U").

Prikladem (matematické) struktury s koneénou doménou je tieba
({1,01,{=,—}); ptikladem struktury s nekone¢nou doménou je tteba (N;{+,x},{<}),
kde Nje mnozina ptirozenych ¢isel, {+,x} je mnoZinou funkci (operaci) na Na {<}
je mnozinou relaci na N (mnozi autofi vynechavaji vnitfni zavorky a pisi rovnou
(N+,%,<)).

M je zvana relacni strukturou, pokud kromé domény obsahuje pouze
relace. Pfikladem rela¢ni struktury je ndmi nize bézné vyuzivand (U,U") nebo
tieba (Z,{<}), kde Z je mnozina celych &isel. Pokud nem4 struktura Zadné rela-
ce, je to algebraickd struktura (nékdy zestru¢niovano na algebra). Pfikladem je
tieba ({1,0},{—,—}).

Nyni necht L je jazyk néjaké formalni teorie, jez zahrnuje PL. Jazyk L je
interpretovan v tom smyslu, Ze jeho vyrazy denotujici objekty néjaké struktury.
Napriklad jména L denotuji prvky U a predikaty L denotuji relace definované nad
U (namisto ,nad U“ mnozi pisi ,nad M*). Pokud k tomu dochazi, tedy jazyk L
hovorti o vécech dané struktury, trefné se fikd, Ze L ma realizaci v této struktute.

Realizace jazyka L ve struktuie M

Jazyk L ma realizaci ve struktute M pravé tehdy, kdyz vSechny termy
a funk¢ni a predikatové symboly jazyka L maji kazdy svou dil¢i realizaci v M,
tj. oznacuji prvky univerza U a funkee, jez jsou prvky U"-U, a relace, jez jsou
podmnozinami U".
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3. Jazyk PL

Diléi realizace jsou tyto: realizaci termu ¢ je ohodnoceni e takové, Ze
e(t)€U (e je tedy definovano pro M, tj. uzeji pro U); realizaci predikatového
symbolu R* je néjakd podmnozina U¥ realizaci k-drniho funkéniho termu je
funkee, jez je prvkem Ut—U.

Zavedeni terminu interpretace v nami intendovaném smyslu si odtivod-
nime nasledujicim pozorovanim. Realizaci néjaké formule jako takové neni
nic, protoze pravdivostni hodnoty 1 a 0 v M nejsou. Pravdivostni hodnoty - 1
jako Pravda, 0 jako Nepravda — mtizeme pii vyznavani redukcionismu chépat
jako totozné s néjakymi objekty M (napt. s univerzalni a prazdnou mnozinou,
v tomto poradi), ale to neni prili§ obvyklé. Pravdivostni hodnoty miizeme totiz
chépat az jako entity, jeZ jsou potteba k realizaci naseho metajazyka ML, jimz
popisujeme objektovy jazyk L, jimz je pravé zadavany jazyk PL. KdyzZ tedy tvr-
dime, Ze formuli A interpretujeme jakoZto majici pravdivostni hodnotu 1 nebo
0, pticemz pravdivostni hodnoty v M, (kde M je struktura pro jazyk L) nejsou,
tak pravdivostni hodnoty jsou prvky M, .

Konecné je tu nas nejdulezitéjsi pojem:

Interpretace 3
Interpretace S je funkce, kterd vSem vyrazim jazyka L pfifazuje sé-
mantické hodnoty vzhledem k realizaci L v M a k ohodnoceni e.

Spravné by 3 méla byt explicitné vztahovana k dané strukture /M, ale my bude-
me tento udaj obvykle vypoustét. Takze misto naptiklad ,3(M,e,A)“ ¢i ,,3 , (A)
[e]* kde A je term nebo formule daného jazyka L, budeme psat mnohem ob-
vyklej$i ,3(A)[e] pficemzZ v kontextu uvahy je ddna relevantni struktura M.

Interpretace 3 v sobé zahrnuje realizaci termi, tj. ohodnoceni termu
a realizaci funké¢nich a predikatovych symboli. V nasem pojeti v$ak zahrnuje
i realizaci formuli jakoZto oznacujicich pravdivostni hodnoty. Termin ,reali-
zace formule® se vak nerika pravé proto, ze ve struktufe obvykle neni zddny
objekt (pravdivostni hodnota), ktery by mohl byt realizaci té formule. Pokud
bychom chapali realizaci jako funkei ptifazujici vyrazim denotaty (resp. vy-
znamy), tak bychom mohli chapat interpretaci prosté jako rozsifeni funkce re-
alizace a to o pfifazovani denotatti formulim.

Uz bylo feceno, ze rizni autofi definuji pojmy model, struktura, inter-
pretace rtizné. My jsme se snazili shodnout s mnoha témito autory, byt jsme
ponékud modifikovali (roz$itili) pojem interpretace. Neni totiZ vzacné, Ze ter-
min ,interpretace” si autofi ponechavaji namisto realizace ve vyS$e uvedeném
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smyslu realizace. U jinych autorti mizeme najit tfeba toto chapani: struktura
M prvoridového jazyka L je (D,3), kde D je doména a S interpretace, pfi¢emz
3 ptifazuje prvkam L prvky D nebo objekty definovatelné nad D, napt. relace.
Jini autofi zase chapou strukturu M jako doslova totoznou s interpretaci 3
ve smyslu realizace.

Nyni si nage klicové pojmy ve zkratce zrekapitulujeme:

e struktura M=(U,U"-U,U") je realita sestavajici se z pfedmétii-individui
v U a z funkci a relaci mezi témito predméty (struktufe nékdy fikdme
model; model je struktura, ktera ¢ini pravdivou formuli, resp. mnozinu
formuli, viz niZze 3.2.2 a 3.2.3)

* ohodnoceni e je funkce prirazujici sémantické hodnoty, tj. néjaké entity
z M) termim jazyka L; ohodnocent je realizaci termt v M

* realizace vyrazi jazyka L v M je funkce, ktera prifazuje sémantické
hodnoty (jez jsou néjakymi entitami z M) vyrazim L, jmenovité ter-
mum a funkénim a predikatovym symboltim

* interpretace 3 je funkce, jez pfifazuje véem (smysluplnym) vyrazim L
sémantické hodnoty, pficemz tato funkce v sobé zahrnuje (je tedy roz-

Yy,

S$itenim) realizaci L v .M

3.2.2 Sémantika PL1 - interpretace jazyka PL

Interpretaci 3 termu ¢ je realizace t v M. To znamena, Ze interpretaci S kon-
stanty c je néjaky prvek univerza U. Interpretaci S proménné x je rovnéz néjaky
prvek U, nicméné ten, ktery je té proménné x prifazen ohodnocenim e.

Interpretaci 3 termu t pfi ohodnoceni e znacime ,3(t)[e]“ Interpreta-
ce termt 3(¢)[e] je bindrni funkce (zobrazeni) definovand na dvojicich (term,
ohodnoceni), pfi¢em? jeji funkéni hodnoty jsou prvky U.

Interpretace termii
1) Termy

i. Je-li term ¢ proménnd x, pak 3(t)[e]=e(x).
ii. Je-li t individuové konstanta c, pak 3(¢)[e]=3(c).
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Néktefi autofi nepouzivaji termin interpretace v nasem smyslu a mlu-
vi rovnou o realizaci termu pfi ohodnoceni e, coz znadi t[e] a definuji to takto:
i. jestlize t je proménna, tak t[e]=e(?); ii. jestliZe t je konstanta c, tak c[e]=c
(popt. misto ,,c,,“ pisi ,,c™).

Kvili funkénim termim byva nékdy ohodnoceni e roz$ifovano na é&,
jenz v sobé zahrnuje e. Je to ohodnoceni proménnych, ale navic ohodnocuje
i funkéni termy: &(f(¢,t,,....t))=f(&(t,),&(t,),....(t ))).

Nize budeme potiebovat mluvit o pozménéném ohodnoceni. Obecné
plati, Ze riznad ohodnoceni se mohou shodovat v tom, co pfitazuji néjakému
termu, presnéji proménné - jedné ¢i vice proménnym mohou prifazovat tytéz
prvky U. Pozménéné ohodnoceni se vSak bude lisit od ptivodniho ohodnoceni
jen v tom, co prifazuje jedné urcité proménné. Pozménéné ohodnoceni byva
mnohdy zapisovano e(p/x), kde p je konkrétni prvek U, ktery je pfifazen x,
pticemz pravé timto jednim dil¢im ptifazenim se e(p/x) li$i od e. Napiiklad
e(p/x) je funkce identickd s e, pficemz se navzdjem lisi jediné v tom, Ze e(B/x)
prifazuje proménné x individuum f.

Pozménéné ohodnoceni muze byt rigorézné definovano nasledujicim
zptisobem:

M

Pozménéné ohodnoceni

p je-li y=x
e(p/x)(y)
e(y) jeliy#x

Protoze niZze nebudeme potrebovat, aby bylo specifikovano, ¢im konkrétné se
pozménéné ohodnoceni li$i od e, miizeme pro jeho oznaceni uzivat jen ,.e'
Kone¢né se dostavame k definici interpretace formuli. Tato definice je re-
kurzivni, postupuje dle slozitosti formule. Interpretaci 3 formule A pti ohodnoce-
ni e budeme zapisovat pomoci ,3(A)[e] kde A je formule. Interpretace formuli
3(A)l[e] je bindrni funkce (zobrazeni) definovand na dvojicich (formule, ohod-
nocenf), pficemz jejimi funkénimi hodnotami jsou pravdivostni hodnoty.

45



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

Interpretace formuli

2) Formule

2.1) Atomické formule
i. Je-li A atomicka formule PX(t....t,), pak 3(A)[e]=1 pravé tehdy, kdyz
S(t)el,..3(t) [e])ESI(PF).

2.2) Molekuldrni formule
a)
i. Je-liAtvaru B, pak3(A)[e]=1 pravé tehdy, kdyz 3(B)[e]=0.
ii. Je-li A tvaru BAC, pak3(A)[e]=1 pravé tehdy, kdyz 3(B)[e]=3(C)[e]=1.
iii. Je-li A tvaru BVC, pak3(A)[e]=0 pravé tehdy, kdyz 3(B)[e]=3(C)[e]=0.
iv. Je-li A tvaru B—>C, pak3(A)[e]=0 pravé tehdy, kdyz 3(B)[e]=1 a 3(C)[e]=0.
v. Je-li A tvaru B&C, pak3(A)[e]=1 pravé tehdy, kdyz S(B)[e]=3(C)[e].

b)
i. Je-li A tvaru Vx B, pak 3(A)[e]=1 pravé tehdy, kdyz pii kazdém po-
zménéném ohodnoceni e’ plati 3(B)[e']=1.
ii. Je-li A tvaru 3x B, pak S(A)[e]=1 pravé tehdy, kdyz pfi nékterém po-
zménéném ohodnoceni e’ plati 3(B)[e']=1.

V dil¢ich bodech by mohlo byt pfidano ponékud nadbyte¢né upozorné-
ni ,v opa¢ném ptipadé 3(A)[e]=0 v bodech 2.2.a)iii.~iv. by samoziejmé bylo
doplnéno ,,v opaéném pripadé 3(A)[e]=1%

Nez budeme k této definici uvadét doplnujici informace, uvedeme si
konkrétni ptiklady interpretace formuli. Pfitom budeme pouzivat zapis jako
3(P), jez vyse nebyl definovan, nicméné plyne z definice sémantiky formuli
jako P(a), P(x) apod.: ,3(P)“ oznacuje mnozinu v$ech téch individui, pro néz -
jsou-li hodnotami x - je formule P(x) pravdiva.

2.1)i. Prvni krok definice vymezuje, kdy jsou pravdivé atomické formu-
le jako P(a), P(x), nebo R(a,b) ¢i R(a,x). Tyto formule jsou pravdivé tehdy, kdyz
interpretace danych termt jsou prvky interpretaci pfislusnych predikatii. Necht
U={a.,f,y}. Pak naptiklad formule 3(P(a))[e]=1 tehdy, kdyzZ napiiklad 3(P)={a.f},
S(a)=a, a tedy 3(a)€I(P). Obdobné pro P(x), jen s tim, Ze musi byt 3(x)[e]=a
nebo 3(x)[e]=P. V daldim dil¢im pfikladu plati S(R(a,b))[e]=1 tehdy, kdyz 3(a)=a,
3(b)=p a I(P)={{a,B),...} (kde ,....“ oznacuje, ze zde mohou, ale nemusi byt dalsi
dvojice z U?). Interpretace R(a,x) ¢i R(y,x) je snadno odvoditelna z vyse fe¢eného.
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Zde je prehledna tabulka pravé uvadénych prikladd, kdy jsou do ,slou-
pecktl’ pod termy psana prifazena individua a pod predikatové symboly jsou
kurzivou psany ptislusné pravdivostni hodnoty. Necht tedy:

U={o,B,v}
3(P)={o,p}
SR)={{oup).{Bo
S(a)=a

3(b)=p

S3(x)[e]=P
3(y)le]=c

P (a) P (x) R(a,b) R(ay) R(xy)
e: la 1B Iap 0o o 1o

2.2.a)i.—v. Tyto defini¢ni kroky zname jiz z VL, nebudeme je zde znovu
vysvétlovat. Zde je jeden ilustrujici pfiklad: 3(P(a)VR(a,y))[e]=1 pfi interpre-
taci a ohodnoceni uvedeném v odstavci komentujicim bod 2.1)i., protoze P(a)
nebo R(a,y) ma pfi dané interpretaci a ohodnoceni pravdivostni hodnotu 1.

2.2.b)i. Kroky pro kvantifikované formule jako naptiklad Vx R(x,y) vyu-
Zivaji pozménéné ohodnoceni e'. Pravdivost takové formule totiZ neni podminé-
na tim, co e prifazuje vazané proménné jako napf. x v nasem prikladu. Kvanti-
fikator tedy jakoby fika: nedbej na momentalni odhodnoceni x a projdi veskera
mozna ohodnoceni x a prozkoumej, zda tato individua, jez jsou moznymi hod-
notami x, ,splnuji‘ danou formuli. Jsou tedy evokovana alternativni ohodnoceni;
z mnoziny vSech moznych ohodnoceni, co existuji, jsou v§ak vybrana jen ur¢itd
pozménéna ohodnoceni, jez se od e lisi v hodnoté pro proménné x.

Zde jsou dva priklady, jez jsou vypsany ,sloupeckovym® zpisobem.
V tadcich pod formuli je rozepsana hodnota oteviené formule B (jez je ,téle’
nami zkoumané Vx B) pfi ohodnoceni e a prislusnych pozménénych ohod-
nocenich ¢ (jez odlisujeme jako e," a e,"). Cislice vice zarovnand vlevo a psan4
kurzivou je vyslednou interpretaci dané formule.
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U={a,B.v}
3(P)={a,p}
3(R)=U2
e(x)=a
e(y)=y
Vx P(x) Vx R(x,y)
e la lay
e': 1B 1By
e): 0y Iyy
0 1

2.2.b)ii. V ptipadé formuli tvaru Ix B je tomu zcela podobné jen s tou
vyjimkou, Ze takova formule je pravdiva, kdyz aspon pro jedno ohodnoceni ¢’
je B pravdiva. Necht:

U={(1)[3)Y}
3(P)={o,B}
3(R)=0
e(x)=a
e(y)=y
Ix P(x) Jx R(x,p)
e: la 0 ay
e': 1B 0By
e : 0y Oyy
1 0

Dostatek prikladi k procviceni interpretaci formuli 1ze nalézt v kap. 12.
Zde si jesté ukazeme, Ze vypocet sémantické hodnoty ,sloupeckovym
zptisobem' Ize vyjadrit i odli$né. Z tohoto vyjadreni je dobte vidét, Ze ohodnoceni
vytvari systém argumentd a formule jako R(x,z) je funkci provadéjici vypocet, pfi-
¢emz pro riizna ohodnocenie, e, e)',..., e, (pro n=|U|) dava rozmanité vysledky.
Vzhledem k definici sémantiky pro kvantifikované formule bude formule 3x R(x,y)

ohodnocenime, e, e,,..., e ' pfifazovat pfi dané interpretaci R vidy tutéz hodnotu.
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e(x)=a
e(y)=y
e(z)=p
3(P)={p}
SR)={(v.p)}

X, Ys Zyene P(x) P(y) P(a) R(x,2) Jx R(x,y)
e ayp.. 0 0 0 0 1
e BYP.- 1 0 0 0 1
e Yy B 0 0 0 1 1

Nyni se vratme k obecnéj$im pozndmkam o nasi definici. Diky ndmi
stanovenému pojmu interpretace je 3 binarni funkci definovanou na dvojicich
(formule A, ohodnoceni e) (kromé formuli to mohou byt termy, ale od toho ted
abstrahujme); hodnotami této funkce jsou pravdivostni hodnoty 1 a 0. Uz jsme
fekli, Ze pravdivostni hodnoty ve struktufe M nejsou; aby vsak byla 3 dobie
definovana, jeji hodnoty 1 a 0 nékde byt musi. My predpokladame, Ze jsou prv-
ky struktury, ktera umoznuje realizaci naseho metajazyka, v némz popisujeme
sémantiku jazyka PL, tj. jsou v M, . Timto metajazykem se v této knize neza-
byvame.

Sémantika jazyka PL se v8ak da stanovit bez takového explicitniho pos-
tulovani pravdivostnich hodnot 1 a 0 (¢i cheete-li: postulovéni pravdivosti).
V takovéto definici je vyuzit jen pojem struktury (resp. modelu) a pojem splno-
vani. NiZe uvedend definice spliovini formuli v M je ovsem ekvivalentni nasi
vy$e uvadéné definici interpretace formuli PL. Nékdy tato definice byvd ozna-
¢ovana jako Tarského definice pravdy (1épe by bylo Fici: pravdivosti formuli; jiny
nazev je Tarského definice spliiovdni), protoze ji jako prvni formuloval Alfred
Tarski ve své proslulé stati o sémantickém pojmu pravdy. Podotknéme, Ze tuto
definici si nize uvadime jen jako rozsifujici informaci, nebot v této knize vyu-
zivame vy$e uvedenou definici interpretace.

Necht zapis ,,’M E A[e]“ (fada autort pie .., A[e]) znamend totéz, co
»M spliiuje formuli A pfi ohodnoceni e Jak je patrné ze zépisu ,’M E Ale]
vztah F je explicitné ternarni a v nasledujici definici je definovan indukeci podle
slozitosti (2.1 je nulty krok).
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Splnovani formuli ve strukture

Je-li A tvaru: pak M E Ale] pravé tehdy, kdyz:
2.1)
i PXt.t) (t le],...t [e])ePM
2.2)
a)
i. -B M ¥ Ble]
ii. (BAC) M E Ble] a M E Cle]
iii. (BVC) M E Ble] nebo M E Cle]
iv. (B—C) M ¥ Ble] nebo M E Cle]
v. (B<C) M E Ble] a M E Cle], nebo ‘M ¥ Ble] a M ¥ Cle]
b)
i. VxB M E Ble(p/x)] pro kazdé p takové, ze p€U
ii. dxB M E Ble(p/x)] pro nékteré p takové, ze peU

Nékdy se rikd, ze ohodnoceni e splnuje v M formuli A. To je formulace pribli-
zujici se Tarského vyjadfovani, podle néhoz byla formule spliiovana (nekonec-
nymi) posloupnostmi objektt.

Ctendf si jisté véiml, Ze v této definici je uZit znak spliiovani, ktery je to-
tozny se znakem vyplyvani (jez my presné definujeme az nize). Uzivat jeden znak
»E“ pro obé skute¢nosti neni zcela neopravnéné. Vzpomenme si, ze M je néjaka
realita, a uvazme, Ze v ni je tteba Alik psem. Formule P(a), formalizace véty ,,Alik
je pes", je pravdiva pravé proto, Ze se shoduje s touto realitou, takze vyplyva‘ z této
reality. Kdyz si predstavime trochu jiny ptiklad, snizime krkolomnost tohoto pti-
podobnéni. Uvazme pro jednoduchost, ze struktura M je velmi primitivni realita,
v niz se déje jen jedind véc: Alik je psem. Pak M miizeme ztotoznit s jejim nejmen-
$im kompletnim popisem, tj. s mnozinou formuli {P(a)}. Z této mnoziny formuli
{P(a)} pak vyplyva naptiklad Ix P(x), tj. {P(a)} E 3x P(x), neboli M E Ix P(x).

Odtud snadno prejdeme k nami neptili§ vyuzivanému pojmu model,
presnéji model formule, jenz byva obvykle definovan takto:

Model formule
Model formule A je struktura M, v niz je formule A pravdiva pti da-

ném ohodnoceni e (4. je splnitelna).
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Struktura M, v niZ je formule A pti daném ohodnoceni e nepravdiva (tj.
je nesplnitelna), je zvana kontramodel A.

Takze vy$e uvazovana velmi jednoducha struktura M, v niz je Alik
psem, je modelem formule P(a) (,,Alik je pes®). Je vSak také modelem formule
Jx P(x). Na druhou stranu, je kontramodelem —P(a) (,,Alik neni pes®).

Lehko si pak miizeme uvédomit, pro¢ nékteti autori neodlisuji strukturu
amodel (pfesnéji model mnoziny formuli, coZ definujeme presné az nize). Prav-
divé véty ,zrcadli’ realitu, tj. model. Césti nepravdivych vét sice ve strukture-
modelu maji realizaci (napt. ,P“ z —P(a) ma ve strukture jako korelat urcitou
mnozinu), ale ta realita neni modelem této véty, ta véta této realité neodpovida.

3.2.3 Sémantika PL1 - pravdivost a vyplyvani

Podle nékterych autort je pravdivost a splnitelnost vlastné totéz, nebot M F
Ale] chapou v tom smyslu, ze A je pravdivd ve struktute M ¢i je splnéna mode-
lem M pti ohodnoceni e. My vSak budeme terminologicky ponékud opatrnéjsi.
Nejdrive zavedeme terminologii uzivanou v nasi knize, a teprve nize si zminime
terminologii, ktera je nezfidka pouzivana v prostfedi matematické logiky.

Jak mohlo byt ztejmé uz z definice interpretace, pravdivost formule PL
zavisi na vice faktorech. Ndsledné mtzeme rozlisit tfi rizné ,stupné’ pravdivos-
ti formule. Ten nejslabsi stupen se tradi¢né nazyvé splnéni — presnéji splnéni
ohodnocenim e pti interpretaci 3. Mini se tim pravdivost v interpretaci 3 ohod-
nocenim e (viz bod i.), coz se bézné jako termin prili§ nepouzivd, nicméné my
jej pouzivat budeme.

Pravdivost pfi ohodnoceni (splnovani), pravdivost a logicka pravdivost

i. Formule A je pravdivd pti ohodnoceni e (tj. je splnéna ohodnocenim e)
vinterpretaci 3 struktury M pravé tehdy, kdyz 3, Ale]=1.

ii. Formule A je pravdivd v interpretaci 3 struktury M pravé tehdy, kdyz
pro kazdé ohodnoceni e plati, ze 3, A[e]=1. Zna¢ime 3, (A)=1.

iii. Formule A je logicky pravdivi pravé tehdy, kdyz je pravdiva v kazdé
struktute M. Znadime F A.
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Doplnme, ze namisto logicky pravdivd se nékdy fika formule logicky platnd ¢i
validni, ev. Ze dana formule je tautologii. Formule A je logicky nepravdiva (¢i
logicky spornd) pravé tehdy, kdyz je negaci logicky pravdivé formule, tj. kdyz
neexistuje S, pfi niz by byla A pravdiva. Formule A a B jsou ekvivalentni pravé
tehdy, kdy?z je logicky pravdiva formule A<>B.

Z téchto tii definic pravdivosti i.—iii. je zfejmé, Ze pravdivost otevienych
formuli zavisi na ohodnocenti e, kdezto uzaviené formule takto citlivé na ohod-
noceni e nejsou. Pro uzaviené formule tedy pravdivost a pravdivost pti ohod-
noceni splyva. Pro zjisténi pravdivosti uzaviené formule proto staci ovérit jeji
pravdivost pouze pfi jednom ohodnoceni.

Pokud bychom nepouzivali nas pojem interpretace a vystacili si jen s poj-
mem splilovani, pak by obdoby pravé definovanych tfi druhii pravdivosti byly
nésledujici. (Tuto definici uvddime jen pro informaci.)

Splnéni, splnitelnost, pravdivost a logicka pravdivost (ve struktuie)

i. Formule A je spinéna ohodnocenim e ve struktuie M pravé tehdy, kdyz
ME Alel, 4. 3 ,,Ale]=1

ii. Formule A je pravdivd ve struktufe M pravé tehdy, kdyz pro kazdé
ohodnoceni e plati, ze M k Ale]. Znatime M E A.

iii. Formule A je logicky pravdivd pravé tehdy, kdyz je pravdiva v kazdé
struktufe M. Znac¢ime F A.

Casto byvé tato definice doplhovéna takto. Formule A je splnitelnd
ve struktute M pravé tehdy, kdyz existuje ohodnoceni e takové, ze M E Ale].
Konecné se dostavame k definici vyplyvani.

Vyplyvani

Formule A vyplyvd z formuli A, A, A pravé tehdy, kdyz A je pravdiva
v kazdé interpretaci, pfi niz jsou pravdivé viechny formule A, A, A . Znaci-
me A1> AZ, An EA.

Namisto vyplyvd se nékdy rika logicky vyplyvd. Poznamenejme, Ze je nezvyk-
1é a zavadéjici uzivat termin ,,predikatové-logicky vyplyva®, nebot v ostatnich
logickych systémech, napriklad v (kvantifikované) modalni logice plati stéle
taz definice vyplyvani; jazyk modalni logiky se totiz od PL lisi jen specialnimi
konstantami.
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3. Jazyk PL

Pripomenime si, Ze v klasické logice plati A, A,,..., A E A pravé tehdy,
kdyz konjunkce vSech formuli A, A ..., A implikuje A s logickou nutnosti,
tedy kdyz formule (A AA A..AA )—A je tautologii. Daldi vlastnosti vyplyvani
diskutujeme v kapitole 11.

Mnoho formélnich logiki hovori o tom, Ze logika je védou o logickém
dtsledku. Ten je definovan nasledovné (,A ..., A “je zkratkou za ,,{A ..., A }):

Logicky dusledek

Formule A je logickym diisledkem formuli A, A, A préavé tehdy, kdyz
A je pravdivd v kazdém modelu, v némzZ jsou pravdivé formule A, A, A .
Znatime A, A, A F A.

Nékdy se rikd, ze pojem logického disledku je presnéjsi nez pojem
vyplyvani. Pfitom vSak zélez{ na tom, jak je presné definovana interpretace.
Uvazme pro ilustrativni pfiklad mnozinu formuli {A(x)} a formuli Vx A(x).
Existuje interpretace a ohodnoceni, pti nichz je formule A(x) pravdivd, avsak
Vx A(x) nikoli, tj. kvantifikovana formule nevyplyvéa z dané mnoziny formuli.
Pravé uvadény pojem logického disledku rika, Ze formule Vx A(x) neni dii-
sledkem {A(x)} pravé proto, Ze neni pravdiva pfi tom ohodnoceni, pfi némz je
pravdivou formule A(x).

Model mnoziny formuli

Struktura M je modelem mnoZziny formuli T pravé tehdy, kdyz v M je
kazda formule A, jez je prvkem T', splnitelnd, tj. je pravdiva pfi daném ohod-
nocenim e. Zna¢ime M F T.

V kapitole 15. budeme definovat model teorie T, kdy T vlastné bude né¢im, co
generuje urcitou mnozinu formuli. Dand definice tedy bude vymezovat uzsi
pojem. Rozdil je ten, Ze v pravé uvedené definici je I" libovolnou mnozinou for-
muli, kdezto T lze chéapat jen jako mnozinu formuli generovanych z axiomi T.

S pojmem modelu mnoziny formuli muzeme zavést vyplyvini A z T
ve strukture M néasledovneé: I, A pravé tehdy, kdyz pro kazdy model M pla-
ti, Ze jestlize F,,, T, tak F,, A. (Mj. E A lze vhodné chdpat jako 0 F A.)
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3.3 Cviceni - syntax a sémantika PL

1) Definujte gramatiku PL (jsou v ni vymezeny predikatové symboly?).

2) Definuijte, co jsou podformule néjaké formule A.

3) Definujte volnost a vazanost vyskytu proménné ve formuli A.

4)  Definujte oteviené a uzaviené formule.

5) Definujte substitutovatelnost termu t za proménnou x ve formuli A, tj.
Alt/x].

6) Vysvétlete (ev. definujte) nasledujici terminy:
a) struktura M
b) ohodnoceni e
¢) realizace
d) interpretace 3
e) model

7) Uvedte obecnou sémantiku (tj. interpretaci) a) uzavfené, b) oteviené
atomické formule PL.

8) Uvedte, co je pozménéné ohodnoceni e’ a vysvétlete, jak je zabudovano
do sémantiky (tj. interpretace) kvantifikovanych formuli.

9) Definujte, kdy je formule A:
a) splnéna
b) splnitelnd
¢) pravdiva
d) logicky pravdiva

10)  Vysvétlete rozdil mezi M E Ale], M E A a E A (resp. v jiném zdpisu
Ale], F,AaFA).

11)  Definujte vyplyvani.
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4. Vybrané logicky pravdivé formule

Ptipomenme si, Ze logicky pravdivé formule — ¢&i platné formule, ev. logické zdko-
ny - jsou formule pravdivé v kazdé interpretaci (a to pti jakémkoli ohodnoceni).
Ur¢itou ¢ast z logicky pravdivych formuli tvoti formule, jez maji tvar vyrokoveé-
-logickych tautologii. Témto budeme fikat tautologie PL, ¢i stru¢néji tautologie.

Tautologie PL
Tautologie PL je logicky platnd formule, jez ma tvar tautologie VL.

Plati tedy, Ze kazd4 tautologie je logicky platnou formuli, av$ak existuje mnoho
logicky platnych formuli, jeZ nejsou tautologiemi. Priklady tautologii, jez lze zis-
kat patfi¢nou upravou vyrokové-logické tautologie pV—p (zdkon vylouceného
ttetiho), jsou Vx P(x)V-Vx P(x), P(x)V—P(x), nebo tfeba Ix R(a,x)V—3x R(a,x).

Vyznamné logicky pravdivé formule PL uvadime v nésledujici tabulce.
Ve skupiné a) je De Morgantiv zakon pro kvantifikitory a jeho varianty. V§imné-
me si, Ze negatory jsou v kazdé formuli vzdy dva, pfi¢em? jeden negator se vzta-
huje na celou formuli (stoji pfed kvantifikdtorem), zatimco druhy se vztahuje
na zbyvajici ¢ast, tedy na ¢ast za kvantifikatorem.

Ve skupiné b) jsou uvedeny vybrané zakony distributivnosti kvantifika-
tort, jde o formule tvaru ekvivalence. Ve skupiné c) jsou dalsi takové zakony,
nicméné nejde o ekvivalence, ale jen o implikace.

Ve skupinach d) a e) jsou vybrané zdkony pro vsunuti kvantifikdtoru
dovnitf ekvivalence, pokud tento kvantifikator v antecedentu nic nevéze, v pri-
padé zakont skupiny e) je podobna omezujici podminka uvedena nize.

Skupina f) obsahuje zékladni zakony pro zdménu poradi kvantifikdtord
pro formule s binarnim predikatem. Namisto ,,A“ tam piSeme ,,R(x,y), aby si
¢tenar mohl sndze promyslet jejich platnost.

Ve skupiné g) jsou uvedeny nékteré vyznamné zakony pro usuzovani: za-
kon konkretizace, zdkon abstrakce a zdkon partikularizace. V ucebnicich logiky se
setkdme i s jejich jinymi nazvy. V soudobé filosofické logice se oviem prvnim dvé-
ma obvykle ika, v tomto poradi, univerzalni instanciace a existen¢ni generalizace.

Pfipomindme, Ze A[t/x] znadi, Ze term ¢ je substituovatelny za proménnou x
ve formuli 4, je-li term individuova konstanta nebo individuova proménna x takova,
ze po dosazeni do formule A neni v dosahu kvantifikitoru, ktery vaZe proménnou x.

Nejdiilezitéjsi zakony pro zapamatovani indikujeme pomoci ,,#
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a)

b)

c)

d)

e)

f)
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-Vx A
Vx-A
-Vx-A
Vx A

G

Vx (AAB)
dx (AVB)
dx (A—B)

1107

(Vx AvVx B) —
Vx(A—B) —
dx (AAB) -
(3x A—3x B) —

Vx (A—B)
dx (A—B)
Vx (A—B)
dx (A—B)

R

dx (AAB)
dx (AAB)
Vx (AVB)
Vx (AVB)

R

VxVy R(x,y)
Ax3y R(x,y)

AxVy R(x.y)
AyVx R(x,y)

IR

Vx A — At/x]
Alt/x] > 3Ix A
VxA—3x A

dx-A De Morganovy zdkony (DM) *
-3x A

Ax A

-3x A

(Vx AAVx B) zdikony distributivity
(3x Av3Ax B)  kvantifikdtori
(Vx A—3x B)

Vx (AVB) zdkony distributivity
(Vx A—>Vx B) kvantifikdtorii

(3x AANIx B)

dx (A—B)

(A—Vx B) (podminka: presunem kvantifikdtoru

(A—3x B) se 7zadnd proménnd v A nestane

(Ax A—B) v antecedentu volnd)

(Vx A—B)

(AA3Jx B) (podminka: presunem kvantifikatoru
(3x AAB) se zddna proménna v nekvantifikované
(AVVx B) formuli A nebo B nestane napravo

(Vx BVA) od <> volnd)

VyVx R(x,y)  zdkony zdmény pofadi kvantifikdtorii =
Ay3x R(x,y) *
Vy3x R(x.y)
Vx3y R(x,y)

zdkon konkretizace (,,univerzalni instanciace) =
zdkon abstrakce (,existen¢ni generalizace®) *
zdkon partikularizace o



4. Vybrané logicky pravdivé formule

4.1

1)

2)

3)

Cviceni - vybrané logicky pravdivé formule

Uvedte De Morgantv zakon v zakladni varianté a popiste, jak z ni odvo-
dit varianty dalsi.

Uvedte zékon univerzalni instanciace (tj. zakon konkretizace) a zakon
existen¢ni generalizace (tj. zakon abstrakce). Vysvétlete jejich intuitivni
platnost.

Uvedte, pro které kvantifikatory (a vyrokové spojky) plati distributiv-
nost v podobé ekvivalence.
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5. Logicky ctverec

Aristotelska a posléze tradi¢ni scholasticka logika pracovala prevazné jen s mo-
nadickymi predikaty, je tak zjevné pouze fragmentem PL1. Ctyfi specifické dru-
hy vyrokd, jejichz vzajemné vztahy byly v tradi¢ni logice studovany, jsou uspora-
dany v logickém Ctverci (angl. ,square of opposition®, vzacnéji ,,logical square®).
Ptilezitostné pro tyto vyroky budeme pouzivat historické oznaceni ,,soud®

Tyto vyroky jsou tvaru QAB, kde Q je klasicky kvantifikator V ¢i 3,
v misté subjektu (pfipomenme si S-P strukturu) se nachazi monadicky pre-
dikat A a v misté predikatu se nachazi monadicky predikat B. (Jind pouzivand
znaceni namisto A aBjsou: SaP,PaQ,MaN, anebo F a G.) Kdyz budeme nize
mluvit o neprdzdnosti terminu P, je tim minéno, Ze existuje individuum, které
ma vlastnost oznacenou terminem-predikatem P.

U vyroku z logického ¢tverce jsou rozeznavany dva druhy vlastnosti:

Kvantita soudu

* soud je obecny, pokud se v ném pres individua kvantifikuje pomoci
obecného kvantifikatoru

* soud je ddstecny, pokud se v ném pres individua kvantifikuje pomoci
existen¢niho kvantifikatoru

Kvalita soudu

* soud je kladny, pokud se v ném nevyskytuje zapor (negace)
* soud je zdporny, pokud se v ném vyskytuje zdpor (negace)

Na zakladé moznych distribuci kvality a kvantity vznikaji celkem ¢tyti druhy
vyrokii-soudii. Ty byly ve stfedovéku reprezentovany pismeny:

a, e, i, 0,
pri¢emz a znaci obecny kladny soud, i zna¢i ¢aste¢ny kladny soud, e znaci
obecny zaporny soud, o znaci ¢aste¢ny zdporny soud. Pismena a a i pochdzi
ze samohlasek latinského slova ,,affirmo’, tj. tvrdim; pismena e a o pochazi ze
samohlasek latinského slova ,,nego, tj. popirdam. S pomoci téchto pismen jsou
druhy soudt formalizovatelné nasledujicim zptisobem:
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Druhy soudit
» ,Kazdé A je B.“ AaB obecny kladny soud
* ,Néktera A jsou B.“ AiB castecny kladny soud
* ,Z4dné A neni B. AeB obecny zdporny soud
* ,Néktera A nejsou B.“ AoB cdstecny zaporny soud

Zde je srovnani vyjadreni téchto ¢tyf druhd vyrokd v tradi¢ni logice,
v PL a v Boolové algebre. Nakonec v poslednim sloupci je vyjadteni v PL, jez
pracuje s omezenymi kvantifikatory:

el ot | FL e
AaB Vx (A(x)—B(x)) ANB=A (AUB=B) | (Vx€EA) B(x)
AiB Ix (A(x)AB(x)) ANB =0 (Ax€A) B(x)
AeB Vx (A(x)™—B(x)) |ANB=¢ (Vx€A) -B(x)
AoB Ix (A(X)A-B(x)) | ANB20 (AUB=B) | (Ax€A) ~B(x)

Pohotové chapani formuli PL, jimiz prepisujeme vyroky diskutovanych
¢yt druht, je jednou z nejdulezitéjsich dovednosti, kterou adept logiky musi
v tvodnim kurzu ovladnout. Jako pomiicku zde proto uvddime prevypravéni
téchto ¢ty formuli do ,logictiny*

* Vx(A(x)™B(x)) Vsechna AjsouB. tj. CojevA,jevB.
nebo: Je-li x v (mnoziné) A, tak je i v (mnoziné) B.
Nékterd A jsou B.  tj. Neéco je v priniku A a B.
nebo: Alespon jedno x je v (mnoziné) A i v (mnoziné) B.

e dx (A(x)AB(x))
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* Vx (A(x)™—B(x)) Zddn4 A nejsou B. tj. Nic neniv priiniku A a B.
nebo: Je-li x v (mnoziné) A, tak neni v (mnoZiné) B.

* Jx (A(x)A-B(x)) Néktera A nejsouB. tj. Né&jaky prvek A neniv B.
nebo: Alespon jedno x je v (mnoziné) A, ale neni
v (mnoziné) B.

Vyroky diskutovanych ¢tyf druhti maji rozmanité vztahy, jez byly predmeé-
tem logického z4jmu. Tradi¢ni logika téchto vztahtl uznavala vice nez moderni
logika, jez si ponechala v plné platnosti jen prvni z nize uvadénych ¢tyf vztahd.
Zbylé vztahy neplati v moderni logice obecné; pti¢ina jejich neplatnosti je vidéna
v souvislosti s moznosti, Ze nékteré terminy-predikaty mohou byt prazdné.

Vztahy vyroku logického ctverce

* kontradiktoricnost (kontradikénost, protikladnost): spravny opak, nega-
ce daného vyroku; dané vyroky maji vidy opa¢nou pravdivostni hodnotu
napt. ,VSechny labuté jsou bilé“~, Nékteré labuté nejsou bilé“
* subalternost (podrazenost): 1ze prejit od a k i (nikoli v§ak naopak), lze
prejit od e k o (nikoli v8ak naopak), ¢ili a implikuje i a e implikuje o
napt. ,VSechny labuté jsou bilé“~, Nékteré labuté jsou bilé*
* kontrdrnost (protiva): vyroky a a e nemohou byt oba pravdivé, oviem
oba mohou byt nepravdivé
napt. ,Viechny labuté jsou bilé“~, Zadné labuté nejsou bilé“
* subkontrdrnost (podprotiva): vyroky o a i nemohou byt oba nepravdivé,
ov$em oba mohou byt pravdivé
napt. ,Nékteré labuté jsou bilé“~, Nékteré labuté nejsou bilé*

Subalternost dle moderni logiky obecné neplati, protoze napriklad
obecny kladny vyrok ,,V$echny labuté jsou bilé* je pravdivy i za okolnosti, kdy
zadné labuté neexistuji, a tedy ¢aste¢ny kladny vyrok ,,Nékteré labuté jsou bilé“
neni pravdivy. Podobné pro ptipad obecného zaporného vyroku, jenz obecné
neimplikuje ¢aste¢ny zaporny vyrok. Obecnd neplatnost subalternace se vSak
prenasi i na kontrarnost a subkontrarnost.

Kontrarnost dle moderni logiky totiz obecné neplati proto, ze v definici
je podminka, Ze je-li obecny kladny vyrok pravdivy, tak je nepravdivy obecny
zaporny vyrok (a naopak), coz znamend, ze ten obecny kladny vyrok impliku-
je ¢astecny kladny vyrok, coz ale neplati; neboli, negace obecného zdporného
vyroku neni subalternovana obecnému kladnému vyroku. Zcela podobné pro
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subkontrarnost, ktera v definici predpoklada, ze negace ¢aste¢ného kladného
vyroku, tj. obecny zaporny vyrok, implikuje ¢aste¢ny zaporny vyrok.

Schématické vyroky diskutovanych ¢tyt druhi jsou pro ndzornost na-
naseny na vrcholy ¢tverce tak, aby byly vyjadfeny i vyse diskutované vztahy
kontradiktori¢nosti, (sub)kontrarnosti a subalternace. (V soudobé literature
obvykle najdeme ve vrcholech ¢tverce velkd pismena A, E, I, O.)

Logicky ctverec
a kontrarnost e
s s
u 'foo A u
b - {\o b
a '?o'. '\t‘ a
/ 70, /
t t
e YAS °
r "\g a"c' r
n {\"\. -90 n
a *0 l.I"f, a
c c
e e
] subkontrédrnost o

K dal$im studovanym vztahtm patfi tzv. obraty. Jedna se o transformace
zachovavajici ekvivalentnost (tj. vzajemné vyplyvani) ¢i implikovani (tj. vyply-
vani) vyrokit. Obraty jsou platné i v moderni logice; transformované formule
lze ziskat pomoci znamych tautologii VL a logicky pravdivych formuli PL.

obrat prosty (konverze vyroku) — kvantita je zachovana

AiB<BiA dx (A(x)AB(x)) < dx (B(x)AA(x))
AeB<>BeA Vx (A(x)—™-B(x)) < VxBx)——-Ak))
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obrat po ptipadé - kvantita je oslabena

AaB—BiA Vx (A(x)—B(x)) — 3dx(A(x)AB(x))
(predpokladem platnosti tohoto vztahu je ale neprazdnost A)

AeB—BoA  Vx(A(x)™-B(x)) — 3Ix (A(x)A—-B(x))
(predpokladem platnosti tohoto vztahu je ale neprazdnost A)

V literature ¢asto nalezneme ekvivalentni transformaci nazyvanou ob-
verze. Ptiklady dvojic vyrokd jsou ,Vechna A jsou B“~,Z4dn4 A nejsou non-
-B%, ,Vsechna A jsou non-B“~,,Zadné A nejsou B, ,Nékterd A jsou B“~, Nékte-
ra A nejsou non-B ,Néktera A jsou non-B“-, Néktera A nejsou B“ (V téchto
vyrocich ovéem nemusi ,non-“ znamenat jednoduse —.)

Nutno poznamenat, Ze logicky ¢tverec jako takovy je znaénym zjedno-
dusenim jazykové i logické situace, usouvztaznuje totiz pouze nékteré vyroky.
V jeho obvykle prezentované formé logicky ¢tverec nezahrnuje napiiklad sin-
gularni vyroky (nékteti stfedovéci logici ale do logického ¢étverce singularni
vyroky kladli, byt je museli upravovat na kvantifikujici vyroky). Logicky ¢tve-
rec neklasifikuje ani vyroky, v nichz kromé kvantifikatoru vystupuji jiné logic-
ké spojky, nez v obvyklém prepisu vyrokt logického ¢tverce (srov. napriklad
»Neéco je kulaté nebo hranaté).

5.1 Vennovy diagramy a logicky ctverec

Vennovy diagramy jsou grafickym mnozinovym vyjadfenim vyrokt. (Hned
upozoriujeme, ze Vennovy diagramy jsou odli$né naptiklad od kdysi velmi
znamych diagramt Eulerovych.)

Zaklad Vennova diagramu pro reprezentaci sémantického obsahu vyro-
kit se dvéma monadickymi predikaty je nasledujici. Vzhledem k univerzu U na-
kreslime dva kruhy reprezentujici mnoziny A a B takto:
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Univerzum je tedy rozdéleno na ¢tyfi zakladni podmnoziny, z nichz do tif je-
jich grafickych vyjadfeni budeme graficky vyznacovat sémanticky obsah vyro-
ki logického ¢tverce. Pro nasledujici vyklad bude vyhodné si zavést pomocnou
terminologii pro tfi vyobrazeni vyzna¢nych podmnozin (s poslednim z nich
se ovSem setkdme aZ pri protindni tii kruhd, viz niZe kapitolu o sylogismech).
(V literatufe se ¢asto muzeme setkat s tim, Ze misto tvara se k oznaceni disku-
tovanych podmnozin uzivaji pismena a-d.)

pulmésic rybicka srdicko

Y%

Vennovymi diagramy schematicky vyznacujeme, za jakého stavu své-
ta je dany vyrok pravdivy. Casteéné vyroky jsou pravdivé, kdyZz aspon néjaké
individuum ma tu ¢ onu vlastnost. Obecné vyroky jsou pravdivé, kdyz
nékterou vlastnost zadné individuum nema. Vyznacujeme tedy nezbytnou
podminku platnosti vyroku.

Caste¢né vyroky do vyse uvedeného diagramu vyznalujeme pomo-
ci kiizku, ktery reprezentuje néjaké (tj. alespon jedno) individuum, o kterém
dany vyrok muze platit.

(7) V pripadé ¢aste¢ného kladného vyroku zakreslujeme kizek

do graficky vyjadieného priiniku obou mnozin, tedy do rybicky. Vyznacujeme
tim tedy takovy stav, kdy alespon jedno individuum ma vlastnosti A i B.
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Vennuv diagram castecného kladného vyroku

A B

(0) V ptipadé ¢astecného zaporného vyroku zakreslujeme k¥izek
do té ¢asti mnoziny A, kterd je mimo mnozinu B, tedy do pilmésice. Vyzna-
¢ujeme tedy takovy stav, kdy alesponl jedno individuum ma vlastnost A, avsak
nema vlastnost B.

Venniiv diagram castecného zaporného vyroku

A B

Obecné vyroky vyznaujeme pomoci Srafovani, které reprezentuje to, Ze
v daném poli se zcela zddné individuum nenachézi. Srafovén je takto jaksi nega-
tivni, coz je rozdil viii $rafovani, které je zazité z Eulerovych diagrami. (V mnoha
novéjsich ucebnicich se misto $rafu radsi pouziva znak prazdné mnoziny, tj. ,,0%
v obrézcich mnohdy ,,J $rafovani je ale pfece jen vyhodnéjsi.)

(e) V pripadé obecného zaporného vyroku sSrafujeme pranik
obou mnozin, tedy rybicku. Vyznacujeme tedy takovy stav, kdy zadny prvek
A nenalezi zaroven do mnoziny B.

Vennuv diagram obecného zaporného vyroku

A B
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(a) V pripadé obecného kladného vyroku $rafujeme tu ¢ast mno-
ziny A, graficky ptlmeésice, ktera je mimo mnozinu B. Vyznacujeme tedy ta-
kovy stav, kdy zadné individuum nema vlastnost A, aniz by mélo vlastnost B;
nezavazujeme se vSak k existenci néjakého A.

Vennuv diagram obecného kladného vyroku

A B

Ackoliv se v pripadé obecného kladného vyroku vyznacovani toho, Ze
se zadné individuum v ptlmeésici nenachazi, zda neobvyklé, zcela presné re-
prezentuje to, co podle moderni logiky vyjadfuje dany vyrok. Uvédomme si
totiz, ze napriklad vyrok ,,Kazdy jednorozec je savec (ekvivalentné: ,,Pro kaz-
dé individuum plati, Ze je-li jednorozec, je savec®) je nepravdivy jen v ptipadé,
kdy existuji jednorozci, ktefi nejsou savci, avsak je pravdiva v pripadech, kdy
a) pro véechna x, kterd jsou jednorozcem (tj. formule J(x) je pravdiva) plati, ze
jsou savcem (atomicka formule S(x) je tedy také pravdiva), nebo b) zadni jed-
noroZci nejsou (atomicka formule J(x) je nepravdiva) a nikdo také nenf savcem
(atomicka formule S(x) je tedy také nepravdiva), anebo c) zadni jednorozci ne-
jsou (atomickd formule J(x) je nepravdiva), av§ak néjaka x, o nichz nic bliz§iho
nevime, jsou savci (atomicka formule S(x) je tedy pravdiva).

Didle si na Vennovych diagramech v§imnéme, ze pokud chceme vyjadrit
pravy opak tvrzeni, Ze A a B maji spole¢ny prvek, tak musime fici, Ze v priniku
A a B zadna individua nejsou. Pokud chceme vyjadrit pravy opak tvrzeni, Ze
vSechny prvky A (jsou-li jaké) jsou téZ v mnoziné B, tak musime fict, Ze existuje
alespon jeden prvek mnoziny A, ktery nenélezi do mnoziny B.

Ném jiz znamy obrazek logického ¢tverce nyni obohacujeme kromé
Vennovych diagramt danych ¢tyt vyroku i o formalni zapisy, v¢. ekvivalentt
odvoditelnych na zakladé De Morganovych zakoni a tautologii VL.
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5. Logicky ¢tverec

Logicky ctverec v moderni logice

obecny kladny vyrok
A%B

¥
»Vechna A jsou B.“

Vx (A(x)—B(x))
¢i: ~3x (A(x)A—-B(x))

castecny kladny vyrok
A@B
[
»Neékterd A jsou B.“

dx (A(x)AB(x))
¢i: = Vx (A(x)——B(x))

-
-~ f_o Q
N \\t'
.0
8\" fo .
2
S

obecny zaporny vyrok
A@B

[
»Z4dna A nejsou B.

Vx (A(x)—=B(x))
¢i: ~3x (A(x)AB(x))

castecny zaporny vyrok
A@B

[

»Neéktera A nejsou B.“

dx (A(x)A—-B(x))
¢i: = Vx (A(x)—B(x))
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5.2 Cviceni - vSechny druhy souda k danému vyroku

K nésledujicim vétam sestavte vSechny druhy soudu logického ¢tverce:

1) Kazdy ¢lovék je smrtelny.
2) Neékteré labuté jsou cerné.
3)  Zadny obéd neni zadarmo.
4) Neékteti lidé nejsou moudii.
5.2 Reseni - vSechny druhy souda k danému vyroku
1)
obecny kladny soud: »Kazdy ¢lovek je smrtelny®.
¢aste¢ny kladny soud: »Neéktery ¢lovék je smrtelny*.
obecny zdporny soud: »Z&dny clovék neni smrtelny*,
Castecny zaporny soud:  ,Néktery ¢lovék neni smrtelny*.
2)
obecny kladny soud: ~Vsechny labuté jsou cerné®
¢aste¢ny kladny soud: »Neékteré labuté jsou cerné®
obecny zaporny soud: »Z&dné labuté nejsou Cerné*,
castecny zaporny soud:  ,Nékteré labuté nejsou cerné®
3)
obecny kladny soud: »Kazdy obéd je zadarmo".
¢aste¢ny kladny soud: »Néktery obéd je zadarmo®
obecny zaporny soud: »Z&dny obéd neni zadarmo".
¢asteény zaporny soud: »Néktery obéd neni zadarmo*.
4)
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obecny kladny soud:
¢aste¢ny kladny soud:
obecny zaporny soud:
¢aste¢ny zaporny soud:

,Vsichni lidé jsou moudfi®
,Nékteti lidé moudri
»Zadni lidé nejsou moud#i®.

¥ 7¢¢

»Neékteri lidé nejsou moudri®
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5.3 Cviceni - negace vyroku logického ¢tverce

Slovné vyjadrete negaci (¢i: spravny opak) daného schematického vyroku a ur-
Cete, o jaky druh soudu se jednd. Podobné jako ve VL, negaci vyroku V nerozu-
mime doslova =V, ale vyrok W, ktery je ekvivalentni -V, srov. logicky ¢tverec.
1) Vsechna A jsou B.

2) Néktera A jsou B.

3)  Zadné A nejsou B.

4) Néktera A nejsou B.

5.3 Reseni - negace vyroki logického &tverce

1) »Néktera A nejsou B.“ - ¢aste¢ny zaporny soud.
2) »Z4dnd A nejsou B.“ - obecny zéporny soud.

3) »Nektera A jsou B.“ - ¢aste¢ny kladny soud.

4) »V$echna A jsou B.“ - obecny kladny soud.
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5.4 Cviceni - negace vyroku logického ctverce

(vybér z moznosti)

Urcete ten vyrok z nize nabizenych moznosti, ktery je negaci vyroku daného:

1)

Vsechny discipliny jsou naro¢né.

a) VSechny discipliny jsou naro¢né.
b) Z&dné discipliny nejsou naro¢né.
c) Nékteré discipliny nejsou naro¢né.
d) Neékteré discipliny jsou naro¢né.

3)
Z4dni védci nejsou vievédouci.

a) Nékteri védci nejsou vievédouci.
b) Zadni védci nejsou vievédouci.
¢) Vsichni védci jsou vSevédouci.
d) Nékteri védci jsou véevédouci.

5)
Vsichni cestovatelé jsou odvazni.

a) Vsichni odvazni jsou cestovateli.
b) Zadni odvazni nejsou cestovateli.
c) Zadni cestovatelé nejsou odvazni.
d) Néktefi cestovatelé nejsou odvazni.
e) Nékteri odvazni nejsou cestovateli.
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2)
Néktera téhotenstvi jsou rizikova.

a) Néktera téhotenstvi jsou rizikova.
b) Zadn4 téhotenstvi nejsou rizikova.
¢) Vechna téhotenstvi jsou rizikova.
d) Néktera téhotenstvi nejsou rizikova.

4)
Nékteré dny nejsou pracovni.

a) Vechny dny jsou pracovni.
b) Nékteré dny jsou pracovni.
¢) Nékteré dny nejsou pracovni.
d) Zadné dny nejsou pracovni.

6)
Nékteti ucitelé jsou ptisni.

a) Nektefi pfisni nejsou uciteli.
b) Nekteri uditelé nejsou prisni.
c) Zadni uditelé nejsou ptisni.
d) Vsichni ucitelé jsou pfisni.
e) Vsichni ptisni jsou uciteli.
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7)
Z4dné souziti neni bezproblémové.

a) Nékteré souziti neni bezproblémové.

b) Kazdé souziti je bezproblémové.

¢) Nic bezproblémové neni souzitim.

d) Néco, co je bezproblémové, neni sou-
Zitim.

e) Nékteré souziti je bezproblémové.

9)
Kazdy, kdo je opily, je obtizny.

a) Kazdy, kdo je obtizny, je opily.
b) Kazdy, kdo neni opily, je obtizny.
¢) Nékdo neni opily a je obtizny.
d) Nékdo je obtizny a neni opily.
e) Nékdo je opily a neni obtizny.

11)
Nikdo, kdo pil, nesmi tidit.

a) Nékdo pil a nesmi ridit.

b) Nékdo smi ridit a nepil.

¢) Nékdo pil a smi fidit.

d) Nikdo, kdo nepil, nesmi fidit.
e) Nikdo, kdo smi tidit, nepil.

8)
Nékterd piva nejsou alkoholicka.

a) Néktera piva jsou alkoholicka.

b) Néco, co je alkoholické, neni pivo.
c) Vechna piva nejsou alkoholicka.
d) Vsechna piva jsou alkoholicka.

e) Z4dna piva nejsou alkoholickd.

10)
Nékdo je zamilovany a je $tastny.

a) Nikdo, kdo neni zamilovany, neni
$tastny.

b) Nikdo, kdo je zamilovany, neni $tastny.

¢) Nikdo, kdo neni $tastny, neni zami-
lovany.

d) Nékdo neni zamilovany a neni $tastny.

e) Nékdo je $tastny a neni zamilovany.

12)
Nékdo je chytry a neni namysleny.

a) Nékdo neni chytry a je namysleny.
b) Nikdo, kdo je chytry, neni namysleny.
¢) Nikdo, kdo je namysleny, neni chytry.
d) Kazdy, kdo je chytry, je namysleny.
e) Nékdo je namysleny a neni chytry.
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5.4 Reseni - negace vyroki logického ctverce
(vybér z moznosti)

1)¢) 2)b) 3)d) 4) a) 5)d) 6) c)
7)e) 8)d) 9)e) 10) b) 11) ¢) 12) d)

5.5 Cviceni - ekvivalence vyrokii logického ctverce

Ke kazdému nasledujicimu schematického vyroku formulujte ekvivalentni vy-
rok, ktery je bud vyrokem z logického ¢tverce (napt. ,VSechna A jsou B“) nebo
je jeho pfimou negaci (napt. ,Neni pravda, Ze vSechna A jsou B*). Urcete rov-
néz, o jaky druh soudu z logického ¢tverce se jedna:

1) 5)

Neni pravda, Ze néktera A nejsou B. Vsechna A jsou B.
2) 6)

Neni pravda, Ze zddna A nejsou B. Nékterd A jsou B.
3) 7)

Neni pravda, Ze néktera A jsou B. Z4dn4 A nejsou B.
4) 8)

Neni pravda, Ze vSechna A jsou B. Neéktera A nejsou B.

5.5 Reseni - ekvivalence vyroki logického ¢tverce

1) »V$echna A jsou B.“ - obecny kladny soud.
2) »Neéktera A jsou B.“ - ¢aste¢ny kladny soud.
3) ,Z4dna A nejsou B.“ - obecny zéporny soud.
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»Néktera A nejsou B.“ - ¢aste¢ny zaporny soud.

»Neni pravda, Ze nékterd A nejsou B.“ — obecny kladny soud.
»Neni pravda, Ze Zddna A nejsou B.“ - ¢4ste¢ny kladny soud.
»Neni pravda, Ze nékterd A jsou B.“ - obecny zaporny soud.
»Neni pravda, Ze vSechna A jsou B.“ - ¢aste¢ny zaporny soud.

Cviceni - ekvivalence vyrokii logického ctverce
(vybér z moznosti)

Z nize nabizenych moznosti vyberte ten vyrok, ktery je ekvivalentni vyroku
danému:

1)

2)

3)

Neni pravda, Ze néktefi stavari nejsou architekty.

a) Nékteri stavari nejsou architekty.
b) Neékteri stavari jsou architekty.
¢) Vsichni stavafi jsou architekty.
d) Z4dn{ stavati nejsou architekty.

Neni pravda, Ze nékteré latky jsou omamné.

a) Nékteré latky nejsou omamné.
b) Zadné latky nejsou omamné.
¢) Nékteré latky jsou omamné.
d) Vsechny latky jsou omamné.

Neni pravda, Ze vsichni politici jsou ¢estni.
a) Zadni politici nejsou estni.
b) Vsichni politici jsou Cestni.

¢) Nékteti politici nejsou Cestni.
d) Nékteti politici jsou Cestni.
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4)

5)

5.6

1)¢c)
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Nenf pravda, Ze néktefi prognostici jsou skeptici.

a) Vsichni prognostici jsou skeptici.
b) Z4dni prognostici nejsou skeptici.
c) Nékteri prognostici jsou skeptici.
d) Neékteti prognostici nejsou skeptici.

Neni pravda, Ze nékteré problémy nejsou resitelné.
a) Vechny problémy jsou fesitelné.
b) Zadné problémy nejsou fesitelné.

¢) Nékteré problémy nejsou fesitelné.
d) Nékteré problémy jsou resitelné.

Reseni - ekvivalence vyroki logického ¢tverce
(vybér z moznosti)

2)b) 3)¢) 4) b) 5) a)



6. Analyza slozitéjsich vét prostiedky PL

Pokud mame za ukol formalizovat véty ptirozeného jazyka prosttedky PL, je tfeba
spravné postihnout to, co dana véta vlastné rika. Velké potize obvykle zprvu ¢ini
nalezeni vztahu mezi predikaty (resp. atomickymi formulemi), protoze naptiklad
implikace nebyva ve vété nijak indikovana. Nize se nau¢ime tento vztah pohoto-
véji analyzovat, kdyz se seznamime s jazykovym kvantifikitorem ,,pouze®.

Ptipomindme, ze pokud ve vété chybi kvantifikator a mél by tam byt, proto-
ze se ve vyroku implicitné kvantifikuje (srov. napt. ,,Kravy maji rohy®), dany vyrok
obvykle formalizujeme jakozto obsahujici vepredu stojici V. Nejde v$ak o stopro-
centni pravidlo, napfiklad vyrok ,,KdyzZ je nékdo krava, ma Sest zaludkil“ je obecny
vyrok, a¢ obsahuje vyraz ,nékdo", jenz obvykle indikuje 3, zde je to vSak V.

Znamou komplikaci je, Ze a¢ néjaka ¢eska véta obsahuje dvoji mluvnicky
zépor, nejéastéji jde o pripad ,,Zddna A nejsou B, dand véta vlastné vyjadtuje
jen jednu logickou negaci.

Casto uplatnitelnou zdsadou je, ze je-li ve vété dominantni vyraz ,,nékte-
ry/néktei{“ (3), pak atomické formule spojujeme konjunkci. Je-li ve vété domi-
nantni vyraz ,kazdy/vsichni“ (V), pak atomické formule spojujeme implikaci.
Srov. jak je tomu ve formalizacich vyroki logického ¢tverce.

Véty, s nimiz se mizeme setkat, jsou ramcové tfi druht:

1) jedna se o singularni véty (napf. ,Adam m4d vlastnost F* nebo ,Adam
a Bara jsou ve vztahu R“),

2) véty, v nichz se vyskytuje jeden ¢i vice kvantifikdtorti a dva ¢i vice predikatd,

3) véty, které obsahuji dva a vice vét druhu 1) a 2), jeZ jsou spojeny néjakou
vyrokovou spojkou.

V ptipadé vét druhu 2) se jedna o:

a) véty z logického ¢tverce (napt. ,V$echna A jsou B),

b) véty strukturné podobné vétam z logického ctverce (napt. ,VSechno je
A nebo BY),

c) véty, které maji v zakladé podobnou formu (napf. ,VSechna A jsou B
nebo C“ ¢i ,,Kazdé A je ve vztahu R k nékterému B).

Neboli, véty druhu 2) roubujeme na mustr, jimz jsou ¢tyfi nam jiz znamé for-
mule, jeZ jsou formalizacemi vyroki logického ¢étverce.
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6.1 Cviceni - zapis vyroku z logického ctverce
symbolismem PL

Jiz v predchozi kapitole jsme si ukazali priklad prepist vét, které zde procvicu-
jeme. Do cviceni v§ak kromé formalizaci vyrokt logického ¢tverce zahrnujeme
i vyroky, jez jsou pfimymi negacemi takovychto vyroku.

1) Vsichni soudci jsou spravedlivi.

2) Neékteri hraci jsou vasnivi.

3) Z4dni nocleznici nejsou domdci.
4)  Néktera jidla nejsou zdrava.
5) Neni pravda, Ze vSechna prvocisla jsou licha.

6) Neni pravda, Ze nékteré kocky stékaji.

7) Nenf pravda, Ze zadni teoretici nejsou uzite¢ni.
8) Neni pravda, Ze nékteré muchomtirky jsou jedlé.
9) Ne v8echny banany dozravaji.

10)  Neni vSechno zlato, co se t¥pyti.

6.1 Reseni - zapis vyroku z logického ¢tverce
symbolismem PL

1) Vx (S(x)—S'(x)) 6) =3x (K(x)AS(x))

2) dx (H(x)AV(x)) 7) =Vx (T(x)—-U'(x))
3)  Vx(N(x)—=D(x)) 8)  ~Ix (M(x)—J(x))

4)  Ax JNZ(x)) 9)  ~Vx(B(x)™D(x))
5) -Vx (P(x)—L(x)) 10) —~Vx (Z(x)—T(x))
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6.2 Priklady - nezvyklé véty s vice monadickymi
predikaty

Nasledujici véty prirozeného jazyka formalizujte prostfedky PL. Provadéjte
vzdy co nejpeclivéjsi analyzu, kterd zahrnuje vsechny predikaty:

1)
Namorniky jsou jenom ostrované.

Vx (N(x)—0(x))

Uvédomme si, Ze nutnou podminkou daného vyroku je plnéni vlastnosti ,byt
ostrovan, namotrnici se totiz ,rekrutuji‘ vylu¢né z ostrovant.

2)
Pouze ostrované jsou namorniky.
Vx (O(x)<~N(x))

Tato véta je ekvivalentni pfedchazejici vété, Vx (N(x)—>O(x)) <> Vx (O(x)<N(x)),
opét se namornici rekrutuji jen z ostrovand. To je patrné i z alternativniho vy-
jadfeni ,,Kazdy je ostrovanem, pokud je namornikem® Z tohoto si mizeme
odvodit pravidlo, ze $ipka implikace sméfuje k tomu predikatu, pfed nimz je
jazykovy kvantifikator ,,pouze” (,jenom®, ,,vylu¢né®).

3)
Nékteti ostrované nejsou namotrnici, ale Francis Drake je namornik.
(Fx (O(x)A~(N(x))AN(d)

Tento vyrok je souvétim spojenym konjunkci (vyjadfenou pomoci ,,ale). Dru-
hy ¢len této formule je atomicka formule. Pfipominame, Ze ,Francis Drake® je
jméno individua (proto je ve formalizaci konstanta ,,d“), nikoli néjakého pre-
dikatu.
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4)
Kdo je rybaf, neni namornik nebo neni ostrovan.
Vx (R(x)=(~N(x)V~0(x)))

Tento vyrok je rozvitou formou obecného kladného soudu, kdy namisto néja-
kého B(x) ma v konsekventu =N (x)V—-0O(x).

5)
Kdo je rybaft, neni namornik nebo ostrovan.
Vx (R(x) =~ (N(x)VO(x)))

Pro v8echna x plati, Ze je-li rybarem, tak neni takovy, Ze je namornikem nebo
ostrovanem. Neboli:

Zadny rybar neni namornik nebo ostrovan.

Jde také o rozvinutou formu obecného zaporného soudu, namisto néjakého
B(x) je v konsekventu N(x)VO(x). V§imnéme si rozdilu vzhledem k minulému
prikladu: v ném opakované slovo ,,neni (viz ,neni ostrovanem®) indikovalo,
ze prvni vyskyt slova ,neni se neaplikuje na cely konsekvent, jak je tomu
v tomto prikladu.

6)
Kdo je rybaft, neni ndmornik nebo je ostrovan.
Vx (R(x)=>(~N(x)VO(x)))

Cili kdokoli, kdo je rybat, neni namoinikem nebo je ostrovanem. Vidime tedy,
ze vsunuti ,je“ za ,,nebo* omezilo dosah ,neni“ pouze na predikat ,,(byt) na-
mornikem® (tedy podobné jako omezilo v ptikladu 4) dosah prvniho ,,neni*
vsunuti druhého ,,neni®).

7)
Vsichni rybafi nejsou namorniky nebo ostrovany.

=Vx (R(x)—>(N(x)VO(x)))

Po kratkém zamysleni zjistime, Ze slovnim ekvivalentem véty dané opravdu je:
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Neni pravda, Ze v8ichni rybafi jsou namorniky nebo ostrovany.

Je tedy ekvivalentni tomu, Ze existuji takova x, ktera jsou rybarem a zaroven
nejsou namornikem nebo ostrovanem:

Ix (R(x)A-(N(x)VO(x)))

Tedy ,.Vsichni A nejsou B je ekvivalentni ,Ne vSichni A jsou B®. To je také
ekvivalentni ,Neni pravda, Ze vSichni A jsou B“ a rovnéz i ,Nékteré A neni B,

6.3 Priklady - véty zahrnujici i binarni predikaty

Nasledujici véty prirozeného jazyka formalizujte prostfedky PL:
1)

Andrea ma rada pouze lékare.

Vx (R(a,x)—™L(x))

Neboli: pro vSechna x plati, Ze pokud ma Andrea to x rada, tak x je lékaf.

2)

Andrea ma rada (vSechny) lékare.

Vx (L(x)™R(a,x))
Neboli: pro vSechna x plati, je-li to x lékaf, tak Andrea ma rada to x.
3)

Andrea neobdivuje nikoho, kdo neni logik.

Vx (-L(x)——-0(a,x))

Neboli: pro vSechna x plati, ze pokud x neni logik, tak ho Andrea neobdivuje.
Ekvivalentné diky transpozici implikace Vx (O(a,x)—L(x)):

Andrea obdivuje pouze logiky.
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4)
Neexistuje nikdo, koho by Andrea obdivovala a nebyl logik.
—3dx (O(a,x)A—L(x))

Neboli: neni pravda, ze existuje nékdo takovy, koho Andrea obdivuje a neni
logikem. Této vété je ekvivalentni véta:

Kazdy, koho Andrea obdivuje, je logik.
tedy: Andrea obdivuje pouze logiky.

5)
Kazdy muz ma rad néjaké zvire.

Vx (M(x)=3y (Z(»)AR(x,))))

Neboli: pro vSechna x plati, Ze pokud x je muz, tak existuje néjaké y takové, ze y
je zvife a x ma rad to y. Kvantifikace existenénim kvantifikatorem se vztahuje az
k predmeétu toho, co x, ktery je muzem, déla, proto tento existencni kvantifika-
tor vkladame az za znak implikace (¢ili celou formuli nezapisujeme jako Vx3y

(M(x) = (Z()AR(x.))).

6)
Kdo se boji, nesmi do lesa.

Vx (B(x)=>Vy (L(y)=>=S(xy)))

Neboli: pro vSechna x, jestlize x se boji, tak plati pro kazdé y, které je lesem, Ze
x do toho y nesmi.

7)
Neékteti lidé nemaji nikoho radi.
Ax (L(x)AVy (L(y) = ~R(x.9)))

Formalni z4pis této véty by mohl vyvolat urcité pochyby, avak vyraz ,,nikoho“
(na rozdil od ,,nic®) se da povazovat za gramaticky signal, ze jde opét o lidi,
v analyze proto piSeme L(y); takovouto analyzu vsak zde uvadime spiSe pro
ukazku mozného cizelovani logickych analyz vyrazii pfirozeného jazyka.
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8)
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.
Vx (K(x,))>-K(m,x))

Neboli: pro véechna x plati, Ze kamaradi-li x s Ladou, tak Milan s tim x nekama-
radi. Nutnou podminkou je zde to, ze Milan se nekamaradi (s nékym), proto je
tato podminka vyjadfena v konsekventu.

9)
Josef je strycem nékoho, kdo je manzelkou Petra.
Ax (S(j-x)AM(x,p))

Neboli: existuje x takové, ze Josef je strycem toho x a to x je manzelkou Petra.

10)
Kazdy ¢lovék je mladsi nez jeho rodice.
Vx (C(x)=Vy (R(y,x) > M(x.y)))

Neboli: pro véechna x plati, Ze je-li x ¢lovékem, tak pro vSechna y plati, zZe je-li
y rodi¢em x, tak x je mladsi nez y.

11)
Kazdy clovék ma otce a matku.
Vix (C(x)=(O(x)AM(x)))

Implicitné se vSak tou vétou rozumi, Ze kazdy ¢lovék ma néjakého otce a néjakou
matku, takze by tak byla na misté formule Vx (C(x)—TyAz (O(y,x)AM(2,x)))
(a taky by mélo byt dodéno, Ze y#z; podobné hned v nasledujicim ptikladu).

12)
Kazdy, kdo ma otce, ma i matku.

Vx (3y O(y,x)—3z M(z,x))

Z uz vy$e fec¢enych diivodi by zfejmé byla vhodna tato analyza, nebot je v ni
explicitné predvedena existence obou rodicti.
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13)
Kazdy obyvatel vesnice ma pribuzného starsiho nez on.
Vx (y (V()NO(xy)) =3z (P(2x)AS(2x)))

Neboli: pro vSechna x, pokud existuje y takové, Ze y je vesnici a x je obyvatelem
¥, tak existuje z takovy, Ze z je pribuzny x a ten z je star$i nez x.

14)
Kdo seje vitr, sklizi bouti.

Vx Ay (V(»)AS(x,p))—3Tz (B(2)AS'(x,2)))

Cili: pro viechna x plati, Ze pokud existuje néjaké y, které je vétrem a ten x seje
to y, tak existuje néjaké z, které je bouti a x sklizi to z. Existen¢ni kvantifikatory
jsou zde proto, Ze x neseje kazdy vitr a nesklizi kazdou boufi.

6.4 Cviceni - analyza vét s jednim binarnim
predikatem

Necht binarni predikatovy symbol R znamena binarni predikat ,,.x rozumi y*
Nasledujici véty formalizujte prostiedky PL.

1)  Kazdy né¢emu rozumi. 9)  Nékdo rozumi né¢emu.
2)  Vsemu nékdo nerozumi. 10) Vsemu nikdo nerozumi.
3) Kazdy nécemu nerozumi. 11) Neékdo nééemu nerozumi.
4)  Vsemu nékdo rozumi. 12) Vsemu kazdy rozumi.

5)  Kazdy rozumi vS§emu. 13) Nékdo rozumi vSemu.

6) Nécemu nékdo nerozumi. 14) Nécemu nikdo nerozumi.
7)  Nikdo nerozumi vemu. 15) Nékdo nerozumi nicemu.
8) Nécemu nékdo rozumi. 16) Nécemu rozumi kazdy.

82



6.4 Reseni - analyza vét s jednim binarnim predikatem

Vzhledem k vicezna¢nostem téchto vyrazii nejsou nabizena feseni jedind mozna.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

6.5

Vx3y R(x,y)
Vydx -R(x,y)
Vx3y -R(x,y)
Vydx R(x,y)
VxVy R(x,y)
Ay3x ~R(x,y)
VxVy =R(x,y)
Ay3x R(x,y)

9)
10
11
12
13
14
15
16

T — — — ~— —

Ix3y R(x,)
VyVx =R(x,y)
Ix3y -R(x,y)
VyVx R(x,)
AxVy R(x,y)
AyVx -R(x,y)
IxVy -R(x,y)
AyVx R(x,y)

Cviceni - analyza vét s jednim ternarnim

predikatem

Necht vyraz ,P(a,b,c)“ znamend ,,Adam ptjcuje Bare Cyrila“ Nasledujici véty
formalizujte prostredky PL.

1)
2)
3)
4)
5)

Nékdo ptij¢uje Bare Cyrila.

Adam ptij¢uje nékomu Cyrila.

Adam nékomu néco ptijcuje.
Nékdo nékomu néco pijcuje.

Adam kazdému néco pujcuje.

Nékdo nékomu véechno pujcuje.
Kazdy nékomu néco pujcuje.
Nékdo kazdému vsechno pujéuje.
Nékdo nikomu nic neptjcuje.

Nikdo nikomu nic nepijcuje.
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6.5 Reseni - analyza vét s jednim ternarnim predikatem

Vzhledem k vicezna¢nostem téchto vyrazii nejsou nabizena feseni jedind mozna.

1)  3JxP(xb,c) 6) JxAVzP(xy.2)
2)  dxP(a,x,c) 7)  VxdyAzP(xy.2)
3)  JxdyP(axy) 8) IxVyVzP(xy2)
4)  IxFy3z P(x,y,2) 9) IxVyVz -P(xy,2)
5)  VxdyP(axy) 10) VxVyVz -P(xy,2)

6.6 Cviceni - analyza vét zahrnujicich monadické
i binarni predikaty

Nasledujici véty prirozeného jazyka formalizujte prostifedky PL:

1) Vsichni muzi nejsou opilci.
2) Adéla obdivuje vsechny umélce.

3) Adam ma rdd pouze intelektudly.

4) Adam nema rad nikoho, kdo neni intelektudl.
5) Neexistuje nikdo takovy, Ze ho Adam md rad a neni to intelektual.
6) Misantrop kazdého nendvidi.

7) Veely sbiraji med.

8) Neéktefi studenti nemaji hudebni nadani.
9) Pes je vérny pritel clovéka.

10)  Nékdo ma rad kazdého, ale ne sdm sebe.
11)  Kazdé ¢islo délitelné 8 je délitelné 4.

12)  VSe, co se déje, ma svou pric¢inu.

13)  Zadny uceny z nebe nespadl.
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14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)

6.6

1)
2)
3)

4)

5)

6)
7)

8)

Kdo nic nedéla, nic nepokazi.

Kdo jinému jamu kopa, sam do ni pada.

Vsichni pritomni jsou starsi nez néktefi ¢lenové klubu.
Z4dny dobry ucitel nikoho zbyte¢né nepotrestal.

Bohdan jde do kina pouze tehdy, pokud jeho Zena neni doma.
Vsichni savci rodi ziva mladata.

Poslanim mudrce je vytvaret rad.

Mysli dobfe ten, kdo se k vécem dobte postavi.

Reseni - analyza vét zahrnujicich monadické
i bindrni predikaty

=Vx M(x)—0(x))

Vx (U'(x)—0(a,x))

Vx (R(a,x)—1(x))

Pro v8echna x plati, Ze jestlize Adam ma rad x, tak je x intelektual.

Vx (-I(x)—-R(a,x))

Pro vSechna x plati, Ze neni-li x intelektualem, pak Adam ho nema rad.
Vété dané je ekvivalentni: kazdy, koho ma Adam rad, je intelektudlem.
Srov. dale ekvivalent, jimz je 5).

—3dx (R(a,x)A—1(x))

Vété dané je ekvivalentni: kazdy, koho ma Adam rad, je intelektualem,
srov. 4).

Vx (M(x)—Vy N(x,))

Vi (V) =3y (M()AS(x)

Neboli: pro vSechna x plati, ze je-li x v¢elou, tak existuje néjaké y, které
je medem (x totiZ nesbira veskery med) a x sbira to y.

3x (S(0ATy (HGIAN()A-M(x,)))

Neboli: existuje néjaké x, které je studentem a existuje néjaké y, které je
hudebni a je nadanim a x nema to y. (Je otazkou, zda ,,mit (néco)“ je zde
treba chdpat jako sobésta¢ny predikat.)
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9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

86

Vi (P(x) =Yy (C) = (V) AP (1))

Neboli: pro vSechna x plati, Ze je-li x psem, tak pro kazdé y, je-li y
¢lovékem, tak to x je vérné tomu y a je pritelem toho y.

AxVy (R(x,y)A=R(x,x))

Stylisticky feceno jinak: nékdo md rad véechny ostatni.

Vx (C(x)=(D(x,8)~D(x,4)))

Neboli: pro vsechna x plati, Ze je-1i x ¢islem, tak pokud to x je délitelné
osmi, tak je to x délitelné ¢tyfmi. Spravna analyza tedy odliSuje predi-
kat ,,(byt) délitelny (¢im)“ od isel, jimiz je néjaké x délitelné; predikat
»(byt) délitelny (¢im)“ je totiz vyjadren tranzitivnim slovesem.

Vx (D(x)—3y P(y,x))

Pro vSechna x plati, Ze pokud se x déje, tak existuje néjaké y, které je pri-
¢inou x (slovo ,,mit“ zde totiZ nechapeme jako svébytny predikat).

Vi (U'(0)—3y (N()A-S(x))

Neboli: pro vSechna x plati, Ze pokud je x ucené, tak existuje néjaké y,
které je nebem a x nespadl z toho y.

VxVy (=D(xy) >=P(x.y))

Neboli: pro vSechna x a vSechna y plati, Ze pokud x nedé¢la to y, tak x ne-
pokazi to y.

Vxdy (3z (J(y)AK(x,,2)) > P(x,p))

Neboli: pro vSechna x plati, ze existuje y takové, ze pokud existuje
z takové, Ze y je jama a x kope to y tomu z, tak x pada do y.

Vx (P(x)—3y3z (K(y)AC(2,0)AS(x,2)))

Pro vSechna x plati, Ze pokud x je pritomny, tak existuji y a z takova, Ze y
je klub a z je ¢lenem y a x jsou star$i nez ti (néktefi) z.

Vx (Dx)AU'(x))—>—3y3z (Z(2) AP(x,3,2)))

Cili: pro viechna x plati, ze pokud x je dobré a uditel, tak neexistuje y
takové, Ze by existovalo z, které je zptisob a x by potrestal y tim z.

3x (K@AP(b) <3y (Z(b)A-D())

Cili: existuje x, které je kino a Bohdan jde do x, a to pravé tehdy, kdyz
existuje y takové, Ze y je Zenou Bohdana a to y neni doma.

Vix () =3y (ZG)AMG)ARG,)))

Pro vSechna x plati, Ze jestliZe x je savcem, tak existuje y, které je zivym
mlddétem a x rodi to y. Analyza Vx (S(x)—=Vy ((Z(y)AM(y)) >R(x.)))
by byla chybna proto, Ze jsou i takova ziva mladata, kterd nejsou rozena
savci, ale tfeba plazy (napt. jeStérka Zivorodd); jednd se ovSem o mimo-
logicky diivod, z ¢isté logického hlediska dana véta pripousti obé ¢teni.



20)

21)

Vi (M()=3y (RGIAV () AP(x,)))

Pro vSechna x plati, Ze je-li x mudrcem, tak existuje néjaké y, které je
rddem a x vytvari y, a x ma poslani vzhledem k y.

Vx ([Ay V(y)AJz (D(2)AP(x,0,2))] = [32' (D(2')AM(x,2"))])

Pro vsechna x plati, Ze pokud existuje y, které je véc, a zaroven existuje
z takové, které je dobré, a x se postavi k tomu y zpisobem z, tak existuje
Z', které je dobré a x mysli to z'.
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7. Ekvivalentni transformace

7. Ekvivalentni transformace

Podobné jako ve VL mtizeme i v PL jednak na syntaktické trovni procvi¢ovat jed-
nak ekvivalence formuli, jednak ekvivalence vyrok, které jsou formulemi forma-
lizovany. Jak je patrné i z nasledujicich prikladi, pii ekvivalentnich transformacich
formuli soustavné uplatiiujeme zejména De Morganovy zakony pro zaménu kvan-
tifikdtort a tautologie VL. Pfipomenime si, ze vzdjemné ekvivalentni formule vy-
plyvaji jedna z druhé a Ze fetézec ekvivalentnich transformaci mizeme pokladat
za diikaz koncové formule z kterékoli predchazejici formule.

7.1 Priklady - ekvivalence jednoduchych vyroki
formalné

Nisledujici vyroky, jez ramcové spadaji pod logicky ¢tverec, formalizujte pro-
sttedky PL a takto ziskané formule transformujte na formule ekvivalentni, kte-
ré pak vyjadrete slovné. Pti ekvivalentnich transformacich se snazime o to, aby
se symboly negace vyskytovaly nanejvyse pied atomickymi (pod)formulemi.

1)

Co je skute¢né, to je rozumné.
Formalné tedy:

Vx (S(x)—R(x))
Ekvivalentni formule:

< =dx = (S(x)™R(x)) DM zakon
< =3x (S(x)A—R(x)) tautologie VL

Slovné , Neexistuje néco skute¢né, co neni rozumné®. Dany vyrok je mimochodem
ekvivalentni vyroku ,,Pouze rozumné je skutecné® s formalizaci Vx (R(x)<S(x)).
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2)
Vrozené ideje neexistuji.

Formalné:
—3dx (V(x)AI(x))

Ekvivalentni formule:

< Vx = (V(x)AI(x)) DM zékon
< Vx (=V(x)V-I(x)) tautologie VL
< Vx (V(x)—-I(x)) tautologie VL

Slovné ,Nic vrozené neni idea“. Ekvivalentni je i ,Z4adn4a idea neni vrozena®,
protoze Vx (V(x)—-I(x)) <> Vx (I(x)—>=V(x)).

3)
Clovék je tvor spolecensky.

Formalné:
Vx (C(x)=>(T(x)AS(x)))
Ekvivalentni formule:
< =3x ~(C(x)—=(T(x)AS(x))) DM zékon
< =3x (C()A=(T(x)AS(x))) tautologie VL
< =3x (C()A(-T(x)V-S(x))) tautologie VL

Slovné , Neexistuje ¢lovek, ktery neni tvor nebo neni spolecensky®.

4)
Nic neni v rozumu, co by nebylo ve smyslech.

Formalné:

—3Jx (R(x)A—=S(x))
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(Jind vhodnd formalizace je Vx (—R(x)<——S(x)), kdy —S(x) reprezentuje pod-
minku a tedy antecedent implikace ,,co by nebylo ve smyslech; obrat ,,Nic neni
v rozumu® obsahuje ndm jiZ znamy dvoji gramaticky zapor cestiny, jenZ repre-
zentujeme jednim zaporem logickym. Vx (=R(x)<——S(x)) je ekvivalentni Vx
(—=S(x)=—R(x)) a tedy pak Vx (R(x)—S(x)).)

Ekvivalentni formule:

< Vx = (R(x)A=S(x)) DM zékon

< Vx (-R(x)V-—-S(x)) tautologie VL
< Vx (-R(x)VS(x)) tautologie VL
< Vx (R(x)—S(x)) tautologie VL

Slovné ,,Je-li to v rozumu, bylo to ve smyslech®

7.2 Cviceni - ekvivalence jednoduchych vyroka
formalné

Nasledujici vyrok formalizujte prosttedky PL a ziskanou formuli podrobte
ekvivalentnim transformacim tak, aby se symboly negace vyskytovaly jen pred
atomickymi (pod)formulemi. Vyslednou formuli vyuzijte k sestaveni ekviva-
lentu daného vyroku:

1) Kazdy ¢lovék je smrtelny.

2) Nékteré nemoci jsou lécitelné.

3)  Zadny tyran neni spravedlivy.

4)  Nektefi cyklisté nejsou ukdznéni.

5) Neni pravda, Ze véechna prvocisla jsou licha.

6) Neni pravda, Ze nékteré kocky $tékaji.

7) Neni pravda, Ze Zadny kaskadér neni akrobat.
8) Neni pravda, Ze nékteré muchomurky nejsou jedovaté.
9) Ne véechny banany dozravaji.

10)  Neni vSechno zlato, co se tfpyti.
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7.2

1)
2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

9)

10)

7.3

Reseni - ekvivalence jednoduchych vyroka
formalné

Vx (C(x)—S(x)) <> =Ix—(C(x)—S(x)) <> =Ix(C(x)A=S(x));

»Neni pravda, Ze néjaky ¢loveék neni smrtelny*

Jx (N(x)AL(x)) <> =Vx = (N(x)AL(x)) <> =-Vx (N(x)——L(x));

»Neni pravda, Ze zadné nemoci nejsou lécitelné®

Vx (T(x)—™-S(x)) < —3x ~(T(x)—-S(x)) <> —Ix (T(x)A=—-S(x)) <
—3x (T(x)AS(x));

»Neexistuje tyran, ktery je spravedlivy*.

Ax (C(x)A-U(x)) < =Vx ~(C(x)A-U(x)) <> = Vx (C(x)——--U(x)) <
—~Vx (C(x)>U(x));

»Neni pravda, Ze vSichni cyklisté jsou ukaznéni®

~Vx (P(x)—L(x)) < Ix ~(P(x)—L(x)) <> Ix (P(x)A—~L(x));

»Existuje prvocislo, které neni liché®

-3x (K(x)AS(x)) <> Vx = (K(x)AS(x)) <> Vx (K(x)—-S(x));

,Z4dna kotka nestéka“

—Vx (K(x)™-A(x)) < Ix ~(K(x)——A(x)) <> Ix (K(x)A—~—A(x)) <
Jx (K(x)AA(x));

»Existuje kaskadér, ktery je akrobat

—~3x (M(x)A-](x)) < Vx ~(M(x0)A-](x)) < Vx (M(x)—~~](x) <
Vx (M(x) =] (x));

»Vsechny muchomtirky jsou jedovaté®

-Vx (B(x)—™D(x)) <> Ix ~(B(x)—D(x)) <> Ix (B(x)A—D(x));
»Nékteré banany nedozravaji®.

~Vx (Z(x)=T(x) < Ax ~(Z(x)>T(x)) <> x (Z(x)A~T(x))s;

»Existuje zlato, které se netipyti®

Cviceni - ekvivalence vét s jednim binarnim
predikatem

Necht binarni predikatovy symbol R znamena binarni predikat ,,.x rozumi y*
Dany vyrok formalizujte prostfedky PL, nacez ziskanou formuli transformujte
pomoci De Morganovych zédkonil a vyjadrete ji slovné:
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1)
2)
3)
4)

7.3

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)

Kazdy né¢emu rozumi. 5)  Kazdy rozumi v§emu.
Vs$emu nékdo nerozumi. 6) Nécemu nékdo nerozumi.
Kazdy né¢emu nerozumi. 7)  Nikdo nerozumi ni¢emu.
Vs$emu nékdo rozumi. 8) Nécemu nékdo rozumi.

Reseni - ekvivalence vét s jednim binarnim
predikatem

Vxdy R(x,y) < ~Ix—-Iy R(x,y) <> ~IxVy ~R(x,y);

»Neni pravda, Zze nékdo nerozumi ni¢emu®.

Vydx -R(xy) < =Iy-Ix =R(x,y) < ~TyVx - -R(xy) < ~yVx R(x,);
»Neni pravda, Ze né¢emu rozumi kazdy*.

Vx3y -R(x,y) < =Ix—=Ty “R(x,y) < -IxVy R(x,y) < ~IxVy - -R(x,p);
»Neni pravda, ze nékdo v§emu rozumi®

Vydx R(x,y) < -Jy—Ax R(x,y) <> ~IyVx ~R(x,p).

»Neni pravda, ze né¢emu nikdo nerozumi*

VxVy R(xy) <> =3x-Vy R(xy) <> -3xTy -R(x,).

»Neni pravda, Zze nékdo né¢emu nerozumi®

dyAx ~R(x,y) < ~Vy=3x "R(x,y) < =VyVx -=R(x,y) < -VyVxR(xy).
»Neni pravda, Ze vSemu rozumi kazdy*.

VxVy -R(x,y) < ~Ix~Vy -R(x,y) < -Ixdy - -R(x,y) <> -3xTy R(x,).
»Neni pravda, ze nékdo né¢emu rozumi®

Ay3Ax R(x,y) < =Vy-Ix R(x,y) < =VyVx ~R(x,p).

»Neni pravda, ze véemu nikdo nerozumi®
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7.4

Cviceni - ekvivalence vyroku (vybér z moznosti)

Z nize uvedenych moznosti uréete véechny ty vyroky, které jsou ekvivalent-
ni vyroku danému. Pro pomoc ¢i ovéreni dany vyrok formalizujte a ziskanou
formuli prevedte na ji ekvivalentni formuli, jejiz slovni vyjadieni hledejte mezi
nabizenymi moznostmi:

1)

2)

3)

4)

94

Kazdé prase 1éta.

a) Neexistuje prase, které neléta.

b) Neni pravda, Ze nékteré prase neléta.

¢) Neni pravda, Ze neplati, Ze kazdé prase 1éta.
d) Ne vse, co 1ét4, je prase.

e) Zadné prase nelétd.

Neni pravda, Ze nékteré pendlovky nejsou kukacky.

a) Nékteré pendlovky nejsou kukacky.
b) Vsechny pendlovky jsou kukacky.
¢) Neékteré pendlovky jsou kukacky.
d) Nékteré kukacky nejsou pendlovky.
e) Co pendlovky, to kukacky.

Neni pravda, Ze zadni fidi¢i nejsou zavodnici.

a) Nékteri zavodnici jsou fidici.
b) Nékteri zdvodnici nejsou Fidici.
¢) Zadni tidici nejsou zdvodnici.
d) Nékteti ridic¢i jsou zavodnici.
e) Nékteri fidi¢i nejsou zdvodnici.

Nékteri medvédi jsou fikani.
a) Neexistuje medvéd, ktery by nebyl fikany.

b) Existuji fikani medvédi.
¢) Néco fikaného jsou medvédi.
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5)

6)

7)

8)

d) Neni pravda, Ze vSichni medvédi jsou nefikani.
e) Ne vSichni medvédi jsou fikani.

Neni pravda, Ze kazdy osel je védec.

a) Zadny osel neni védec.

b) Néktery osel neni védec.

¢) Jsou oslové, ktefi nejsou védci.

d) Kazdy osel neni védec.

e) Neni pravda, Ze neexistuje osel, ktery neni védec.

Neni pravda, Ze nékteré vcelky jsou liné.

a) Nékteré vcelky nejsou liné.

b) Kazda vcelka neni lind.

¢) Véechny vcelky nejsou pilné.

d) Neexistuji véelky, které jsou liné.
e) Zadné veelky nejsou liné.

Kazdy slon je plavec.

a) Neexistuje slon, ktery neni plavec.

b) Kazdy plavec je slon.

¢) Neni pravda, ze neplati, zZe kazdy slon je plavec.
d) Neni pravda, Ze néktery slon neni plavec.

e) Zadny slon nenf plavec.

Neni pravda, Ze néktefi ucastnici nejsou primi.

a) Kazdy ucastnik je pfimy.

b) Nékteti ticastnici jsou primi.

¢) Neni zadny ucastnik, ktery neni ptimy.
d) Existuje ucastnik, ktery je primy.

e) Ne kazdy ucastnik je nepfimy.
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9)
Nenf pravda, Ze zadny krajic neni namazany.

a) Kazdy krajic je namazany.
b) Néktery krajic je namazany.
¢) Neni pravda, ze zadny namazany neni krajic.
d) Existuje krajic, ktery je namazany.
e) Kazdy krajic neni namazany.
10)
Neékteré baliky jsou expresni.

a) Neexistuje balik, ktery by nebyl expresni.

b) Existuji expresni baliky.

¢) Néco, co je expresni, jsou baliky.

d) Ne véechny baliky jsou expresni.

e) Neni pravda, ze véechny baliky jsou expresni.
11)

Nenf pravda, Ze kazda zirafa je py$na.

a) Zadna zirafa neni py$na.

b) Néktera zirafa neni py$na.
¢) Ne vsechny zirafy jsou py$né.

d) Neni pravda, Ze neexistuje Zirafa, ktera neni pys$na.

e) Jsou zirafy, které nejsou pys$né.
12)
Nenf pravda, Ze nékteré $ifry jsou prolomitelné.

a) Nékteré $ifry nejsou neprolomitelné.

b) Kazda $ifra je prolomitelna.

¢) Vechny $ifry jsou neprolomitelné.

d) Neexistuji $ifry, které jsou prolomitelné.
e) Ne vSechny $ifry jsou neprolomitelné.
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7.4

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)
11)

12)

Reseni - ekvivalence vyrokii (vybér z moZnosti)

Ekvivalentni a) i b), protoze Vx (P(x)—L(x)) <> —3x (P(x)A-L(x)).
Ekvivalentni je také c), protoze Vx (P(x)—L(x)) <> == Vx (P(x)—L(x)).
Ekvivalentni jsou b) a e), protoze =3x (P(x)A-K(x)) <> Vx = (P(x)A-K(x))
< Vx (-P(x)V—--K(x)) < Vx (=P(x)VK(x)) < Vx (P(x)—K(x)).
Ekvivalentni je d), protoze ~Vx (R(x)™>—Z(x)) <> Ix ~(R(x)—>~Z(x))
< 3x (R(x)A—~=Z(x)) <> Tx (R(x)AZ(x)). Ekvivalentni je i a), protoze
Ax (R()AZ(x)) <> Tx (Z(x)AR(x)).

Ekvivalentni je bezpochyby b), protoze Ix (M(x)AF(x)) < 3Ix
(M(x)AF(x)). Dile je vSak ekvivalentni d), protoze Ix (M(x)AF(x)) <>
~Vx (M(x)==F(x)). Ovéem ekvivalentni je samozfejmé také c), protoze
dx (M(x)AF(x)) <> Ix (F(x)AM(x)).

Ekvivalentni jsou b) i ¢), nebot = Vx (O(x)—>V(x)) <> Ix (O(x)A=V(x)).
Ekvivalentni je rovnéz e), protoze =Vx (O(x)—>V(x)) <> =—=3x (O(x)A
-V(x)).

Ekvivalentni je samoziejmé d), protoze d) a véta dand maji stej-
nou formalizaci =3x (V(x)AL(x)). Ekvivalentni je jisté i e), protoze
—3x (V(x)AL(x)) < Vx (V(x)—™—L(x)).

Ekvivalentni jsou a) i d), protoze ¥Vx (S(x)—R(x)) <> =3x (S(x)A-R(x)).
Ekvivalentni je také c), nebot Vx (S(x)—™R(x)) <> ==Vx (S(x)—R(x)).
Ekvivalentni je pochopitelné c), protoze =3x (U(x)A—P(x)) < —3x
(U(x)A—=P(x)). Ekvivalentni je také a), protoze —~3x (U(x)A—P(x)) <>
Vx (U(x)—P(x)).

Ekvivalentni jsou b) i d), protoze —Vx (K(x)—-N(x)) <> Ix (K(x)AN(x)).
Ekvivalentni je ovSem také c), nebot —-Vx (K(x)—-N(x)) <> -Vx
(N(x)=K(x)).

Ekvivalentni jsou b) i ¢), protoze Ix (B(x)AE(x)) <> Jx (E(x)AB(x)).
Ekvivalentni je c), protoze = Vx (Z(x)—P(x)) <> =Vx (Z(x)>P(x)). Ekvi-
valentni jsou dale b) i e), nebot =Vx (Z(x)—P(x)) <> Ix (Z(x)A~P(x)).
Ekvivalentni je také d), protoze =Vx (Z(x)—P(x)) <> Ix (Z(x)A—P(x))
< ==3x (Z(x)A-P(x)).

Ekvivalentni je d), protoze =3x (P(x)AO(x)) <> =3x (P(x)AO(x)). Ekvi-
valentni je i ¢), protoze ~3x (P(x)AO(x)) <> Vx =(P(x)AO(x)) < Vx
(=P(x)vV-0(x)) <> Vx (P(x)—™=0(x)) a ,,byt neprolomitelny* je vyzna-
mové vlastné totéz, co ,,nebyt prolomitelny®
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7.5 Prenexni formy formuli

Zvlasté v prostredi informatiky jsou ¢asto diskutovany prenexni formy formuli
a rozmanita problematika o né se opirajici, zejm. skolemizace (k ni hned nize),
Herbrandova procedura, Robinsontv unifika¢ni algoritmus, rezolu¢ni dokazo-
vani, jejichz vysvétlovani je vS§ak nad ramec této knihy.

Formule A je v prenexni normdlni formé (&i prenexnim tvaru) pravé teh-
dy, kdyz ma tvar

Qx Qx,...Qx B,

kde Q, (pro 1 < k = n) oznacuje V nebo 3 a proménné Xp Xy X, jSOU od sebe
rizné (tj. Zddna se nevyskytuje dvakrat). Sekvence ,,Q x,Q x,...Q x “ se nazyva
prefix a ,,B“ se nazyva (oteviené) jddro formule A. (Formule Q x,Qx,..Q x, B
je zvdna univerzalni ¢i existen¢ni formule v souladu s tim, zda Q,, Q,, ...,.Q,
jsou jen obecné ¢i jen existen¢ni kvantifikatory.) Véta o prenexni normadlni for-
mé tika, Ze ke kazdé formuli A existuje formule B v prenexni normalni formé,
pri¢emz plati, Ze A<>B.

Tzv. Skolemova normdini forma je pak formule ekvivalentni formuli
v prenexni normalni formé, nicméné vsechny existen¢ni kvantifikatory a jimi
vazané proménné byly postupem skolemizace nahrazeny Skolemovou funk-
cf. Naptiklad formuli VxVy3z R(x,y,z) odpovida Skolemova normalni forma
VxVy R(xpf(x,9)).

K prevodu formuli do jejich prenexni normalni formy pouzivime De
Morganovy zakony a dalsi transformacni logické zakony (ty pouzivame jako
pravidla, ¢ili zdkon A—B je pravidlem A / B). Zejména pro presun kvantifi-
katort ven, tj. dopfedu, jsou pouzivany nasledujici ¢tyfi zakony distributivity
kvantifikatort (v kapitole 4. jde o skupinu d), jeZ si zde pracovné oznacime:

(A—VxB) < Vx (A—B) -V
(A—3x B) < Ax (A—B) —3
(Vx A—B) <> dx (A—B) Y—
(Ax A—B) <> Vx (A—B) o

Pti presouvani kvantifikatortt musi byt proménné vhodné prejmenovavany (de
facto vyménény za jinou proménnou), abychom zabranili tomu, Ze proménné
za¢nou byt vazany jinym kvantifikatorem.
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1)
Zde je prvni priklad transformaci formule do jejtho prenexniho normal-
niho tvaru:

Vx3y R(x,y)—>3zVx R(z,x)
< Vxdy R(x,y)—=3zVw R(z,w) pfejmenovani proménné (w/x)
<« 3z (Vx3y R(x,y)—=>Vw R(z,w)) —3
< JAVw (VxIy R(x,y) > R(z,w)) d
<« 32V wax 3y R(x,y)—>R(z,w)) V—
< AVwIxVy (R(x,y)—=R(zw)) -
2)
Priklady obvykle mohou byt feseny vice zptisoby, jak si ted ukazeme:
AxVy R(x,y) > VxIy R(x,y)
< AxVy R(xy) = VwIz R(w,2) piejmenovani proménnych (w/x, z/y)
<« Vw (AxVy R(x,y)—3z R(w,2)) -V
< V¥wdz (3AxVy R(x,y) > R(w,2)) —3
<« VwazVx (Vy R(x,y)—R(w,2)) -
< ¥YwIzVady (R(x,y)—~R(w,2)) YV—

Danou formuli bychom totizZ mohli upravovat i v jiném potadi aplikace pravidel:

AxVy R(x,y)—=>Vx3y R(x,y)

AxVy R(x,y) > VwIz R(w,z2) piejmenovani proménnych (w/x, z/y)
Vx (Vy R(x,y) > Vwiz R(w,z)) -

Vx3y (R(x,y) >V wlz R(w,z2)) V—

VxIyVw (R(x,y)—3z R(w,z)) d

Vx3AyV w3z (R(x,y) = R(w,z)) —3

110110

Oba ziskané vysledky jsou vSak ekvivalentni a mohou byt dale prevedeny
na identickou formuli pomoci zakont pro zaménu poradi kvantifikatord. Pravé
dosazenou formuli Vx3yV w3z (R(x,y)—R(w,z)) bychom tak upravili tfeba na:

<« VxVwaydz R(x,y)—~R(w,z)) zaména poradiJ a V
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O néco vyse dosazenou formuli Vw3zVx3y (R(x,y)—R(w,z)) bychom témito
zakony zase upravili postupné nasledovné:

< YwVx3zy (R(x,y)—=R(w,z)) zdména poradiJ a V
<« VwVx3dydz R(x,y)~R(w,z)) zdména poradi a3
< VxVwdydz (R(x,y)—=R(w,z)) zdména poradi V a V

3)

Nas$ posledni priklad méd kromé jiného pripomenout, Ze formule, jeZ ne-
jsou tvaru implikace, lze po vhodnych prevodech na tvar implikace prevést, aby
pak mohly byt aplikovany vyse uvadéné zakony pro distribuci kvantifikatort:

Ix P(x)VvAx ~P(x)
« —3x P(x)—3x ~P(x) tautologie VL
< -3xP(x)—3y -P(y) pfejmenovéani proménné (y/x)
< Jy (-3x P(x)—-P(y)) —3
o 3y (Vx-PW—-P() DM
< Fydx (-P(x)—-P()) V—
< Jxdy (-P(x)—>-P()) zdména poradi a3

7.6 Cviceni - prenexni formy formuli
Nasledujici formule upravte do prenexni normalni formy. Pro tpravu tfeti for-
mule pouZijte zdkon 3x (AAB) <> (AAJx B).

1) AxVy R(x,y)vVVxIy R(x,y)
2)  Vx(P(x)—Vy (Qxy) >~ VzR(y2)))
3) Ax P(x)AIx Q(x)
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7.6 Reseni - prenexni formy formuli

O N R

2 171t =

11371070

AxVy R(x,y)vVVxIy R(x,y)
=3xVy R(x,y) = Vxdy R(x,y)
Vx=Vy R(x,y) = Vxdy R(x,y)
Vx3y -R(x,y)—>Vx3y R(x,y)
Vxdy -R(x,y) > Vwiz R(w,z)
Vw (Vx3y -R(x,y)—>3z R(w,2))
Vwaz (VxAy -R(x,y)>R(w,2))
Vw3z3x (Ay —~R(x,y)~R(w,2))
Vw3zAxVy (-R(x,y) > R(w,z2))

Vx (P(x)—>Vy (Q(x,y)=~VzR(y,2)))
VxVy (P(x)—(Q(x,y)—>=Vz R(y,2)))
VxVy (P(x)—(Q(x,y) 3z —R(y,2)))
VxVy (P(x)—3z (Q(x,y)—>~R(y,2)))
VxVydz (P(x)—(Q(x,y) >—R(»:2)))

Ix P(x)A3x Q(x)

Jx P(x)AJy Q(y)

dy (Ax P(x)AQ(y))
3y (Q()A3x P(x))
JyAx (Q(y)AP(x))
dx3y (Q(y)AP(x))
JxIy (P(x)AQ(y))
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8. Negace vyroki

8. Negace vyroku

V tomto cvi¢ebnim okruhu navazeme na procvi¢ovani negaci vyroku logic-
kého ¢tverce. Nyni vsak k explicitnimu a tedy kontrolovatelnému provedeni
ukolu vyuzijeme PL. Dany vyrok formalizujeme, ziskanou formuli A neguje-
me na ~A a provedeme ekvivalentni transformace, vysledkem bude formule B,
pri¢emz se budeme snazit, aby se symboly negace vyskytovaly v B nejvyse pred
atomickymi podformulemi; vyslednou formuli B vyjadfime slovné.

8.1 Priklady - negace vyroka formalné

Nasledujici vyroky formalizujte prostfedky PL, takto ziskané formule negujte
a tyto negované formule transformujte na formule ekvivalentni, které pak vy-
jadrete slovné:

1)

Vsechny moderni vlaky jsou rychlé.
Formalizace:

Vx (M(x)AV(x))~R(x))
Negace:

~Vx (M(x)AV(x))~R(x))
Ekvivalenty negace:

< Jx = ((M(x)AV(x))™R(x))) DM zakon
< Jx (M(x)AV(x))A—-R(x))) tautologie VL

Tedy ,,Nékteré moderni vlaky nejsou rychlé®.

103



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

2)
Neékteti moudii lidé nejsou vychytrali.

Formalizace:
3x (LE)AM(x)A-V(x))
Negace:
~3x (L) AM(x)A=V(x))
Ekvivalenty negace:
& Vx ~(LAMX)A-V(x)) DM zékon
© Vx (L(@)AM(x)—--V(x))  tautologie VL

< Jx (L(x)AM(x))—>V(x)) tautologie VL

Tedy ,,V$ichni moudfi lidé jsou vychytrali®

8.2 Cviceni - negace vyroka formalné

Nasledujici vyroky formalizujte prostiedky PL, takto ziskané formule negujte
a tyto negované formule transformujte na formule ekvivalentni, které pak vyja-
drete slovné. Pti ekvivalentnich transformacich se snazte o to, aby se symboly
negace vyskytovaly nanejvyse pred atomickymi (pod)formulemi.

1) Neékteré pomalované sedacky nejsou laciné.

2) Neéktera prirozena ¢isla jsou suda.

3) Nékterd prvodisla jsou délitelna dvéma a péti.

4) Nikdo, kdo je soudny, neni ukvapeny nebo vérolomny.

5) Vsichni pritomni jsou star$i nez nékteti ¢lenové klubu.
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8.2 Reseni - negace vyroki formalné

1)
Formalizace:
Ax (PIAS(x))A~L(x))
Negace:
~3x (P)AS(x)A-L(x)))
Ekvivalenty negace:
< Vx = ((P(x)AS(x))A—-L(x))) DM zékon
< Vx (=(P(x)AS(x))V—-—L(x))) tautologie VL
< Vx (- (P(x)AS(x))VL(x))) tautologie VL
< Vx ((P(x)AS(x))—L(x))) tautologie VL
Tedy ,VSechny pomalované sedacky jsou laciné®.

2)
Formalizace:
Jx (P(x)AC(x))AS(x))
Negace:
=3x (P(x)AC(x))AS(x))
Ekvivalenty negace:
< Vx = ((P(x)AC(x))AS(x)) DM zékon
< Vx (=(P(x)AC(x))V-S(x)) tautologie VL
< Vx (P(x)AC(x))—=S(x)) tautologie VL
Slovné ,,Z4dné prirozené ¢islo neni sudé®.

3)
Formalizace:

dx (P(x)N(Dél(x,2)ADEl(x,5)))
Negace:

=3x (P(x)A(DéEl(x,2)ADéEl(x,5)))
Ekvivalenty negace:

< Vx = (P(x)A(DE&l(x,2)ADEl(x,5))) DM zéakon
< Vx (=P(x)V-(Dél(x,2)ADEl(x,5))) tautologie VL
< Vx (P(x)—>—(Dél(x,2)ADél(x,5))) tautologie VL

Tedy ,,Zadné prvocisla nejsou délitelnd dvéma a péti‘
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4)
Formalizace:

Vx (S(x)==(U(x)VV(x)))
Negace:

~Vx (S(x) =~ (U(x)VV(x)))
Ekvivalenty negace:

< Jx = (S(x)—-(U(x)VV(x))) DM zakon
< Jx (Sx)A==(U(x)VV(x))) tautologie VL
< Jx (SOA(U(x)VV(x))). tautologie VL
Slovné ,,Nékdo soudny je ukvapeny nebo vérolomny*.
5)
Formalizace:
Vi (P(x)—Fy (KG)AS(x5)))
Negace:

~Vx (P(x) =3y (K(n)AS(x,)))

Ekvivalenty negace:

< Jx ~(P(x) =y (K(n)AS(x,))) DM zakon
< Jx (P(x)A—=Ty (K(y)AS(x,y))) tautologie VL
< Jx (P(x)AVy ~(K(»)AS(x,0))) DM zéakon
< Jx (P(x)AVy (K(y)—=-S(x,0))) tautologie VL

Slovné , Existuji pritomni, ktefi nejsou starsi nez jacikoli ¢lenové klubu®

8.3 Priklady - ekvivalentni transformace negaci formuli

Nasledujici formule nejprve negujte a poté provedte ekvivalentni transformace
tak, aby se symboly negace vyskytovaly jen pfed atomickymi (pod)formulemi.
Opakované uplatiujte zejména De Morganovy zakony (jak z PL, tak z VL):

1)

AxVy (P(x)AQ(x,))
Negace:

—~3AxVy (P(x)AQ(x,y))
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Ekvivalenty negace:

< Vx=Vy (P(x)AQ(x.)) DM zakon
< VxIy = (P(x)AQ(x,y)) DM zékon
< Vxdy (-P(x)V-Q(x,y)) tautologie VL
< VxIy (P(x)—-Q(x,) tautologie VL
2)
Jx (P()AQ(x))VR(x))
Negace:
~3x (P(x)AQ(x))VR(x))
Ekvivalenty negace:
< Vx 2 ((P(x)AQ(x))VR(x)) DM zdkon
< Vx (= (P(x)AQ(x))A—R(x)) tautologie VL
< Vx ((-P(x)V-Q(x))A—R(x)) tautologie VL

Jina varianta:

=3x ((P(x)A\Q(x))VR(x))

< Vx = ((P(x)AQ(x))VR(x)) DM zékon
< Vx (- (Px)AQ(x))A-R(x)) tautologie VL
< Vx ((-P(x)V-Q(x))A—R(x)) tautologie VL
3)
Vx (P(x)—3y (Qx,y)A3z Q(y,2)))
Negace:

=Vx (P(x)—3y (Q(x,y)A3z Q(3,2)))
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Ekvivalenty negace:

< Jx = (P(x)—y (Qx.)AIz Q(y,2))) DM zakon
< Jx (P(x)A=Ty (Qx,»)AIz Q(1,2))) tautologie VL
< JAx (P()AVy = (Q(x,9)AIz Q(y,2))) DM zakon
< Jx (P(x)AVy (-Qx,»)V-3z Q(,2))) tautologie VL
< Ax (P)AVy (=Q(x,))VVz = Q(3,2))) DM zakon

8.4 Cviceni - ekvivalentni transformace negaci formuli

Nasledujici formule negujte a ziskané formule transformujte na formule ekvi-
valentni. Pfi ekvivalentnich transformacich usilujte o to, aby se symboly negace
vyskytovaly nanejvyse pfed atomickymi (pod)formulemi a to v co nejmensim
poctu:

1) Vx(P(x)—VyR(xy)

2) AxVy (R(x,y)A=R(x,x))

3)  VaVy (=R(x,y)——R(x)))

4)  Vx(P()=3y (QARK.)))

5  Vx(P(x)>Vy Q)= REx)AS(x)))

6) Vxdy 3z (P(y)AR(x,p,2)) VS(x,))

7) xS (PMAQUNA=R(x,))

8)  Vx(P(x)=Ay (QMARxY)AS(x.y)))

9)  Ax (P(¥)AR(ax))VIy (R(y:D)AR())

10)  Vx ((P(x)AQ(x))VIy3z (P(2) AR(x,3,2)))
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8.4 Reseni - ekvivalentni transformace negaci formuli

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

Ax (P(x)Ay =R(x.y))

Vay (R(x,y)—~R(x,x))

Axdy (=R(x,y)AR(x,y))

Jx (P()AVy (Q(y)——R(x,y)))

Jx (P()ATy (QUIAR(x,y)—>—S(x,9))))
AxVy (Vz (P(y)=—-R(x,y,2))A=S(x.,))

Vix (S(x)=Vy (P()AQ(y)) R(x,y)))

Jx (P()AVy (Q()AR(x,y)—>S(x,)))

Vx (P(x)™~R(a,x))AVy (R(y,b) >R(y))

Jx (P(x) >~ Qx)AVYVz (P(2) > ~R(x,,2)))

8.5 Cviceni - negace vyroku (vybér z moznosti)

Z nize nabizenych moznosti urcete pravé ten jediny vyrok, ktery je negaci daného
vyroku. K nalezeni feseni pouzijte formalni prfepis a ekvivalentni transformace:

1)

2)

Nikdo, kdo je uspéchany, neni $tastny nebo klidny.

a) Kazdy, kdo neni uspéchany, je stastny nebo klidny.

b) Nikdo, kdo neni uspéchany, neni $tastny nebo klidny.
¢) Nékdo, kdo je uspéchany, neni $tastny nebo klidny.
d) Nékdo, kdo je uspéchany, je $tastny nebo klidny.

e) Nékdo, kdo neni uspéchany, je Stastny nebo klidny.

Kazdy, kdo je nadany, je umélec nebo védec.

a) Nékdo je nadany a je umélec a védec.

b) Nékdo je nadany a neni umeélec a neni védec.

¢) Nékdo neni nadany a neni umeélec a védec.

d) Nikdo, kdo je nadany, neni umélec nebo védec.

e) Nikdo, kdo neni nadany, neni umélec nebo védec.
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3)

4)

Kazdy, kdo neni amatér, je pokrocily nebo profesional.

a) Nékdo, kdo neni amatér, je pokrocily nebo profesional.

b) Nékdo, kdo je amatér, neni pokro¢ily nebo profesional.

c) Kazdy, kdo je amatér, je pokrocily nebo profesional.

d) Nikdo, kdo je amatér, neni pokro¢ily nebo profesional.

e) Nékdo, kdo neni amatér, neni ani pokro¢ily, ani profesional.

Nékdo neni otuzily a je horolezec nebo polarnik.

a) Nékdo je otuzily a neni horolezec nebo polarnik.

b) Nékdo neni otuzily nebo neni ani horolezec, ani polarnik.
c) Kazdy je otuzily nebo neni ani horolezec, ani polarnik.

d) Kazdy je otuzily nebo neni horolezec a polarnik.

e) Nikdo, kdo je otuzily, neni horolezec a polarnik.

8.5 Reseni - negace vyrokii (vybér z moznosti)

1)
2)
3)

4)

d), protoze ~Vx (U'(x)—=(S(x)VK(x))) < Ix —(U'(x)—~(S(x)VK(x)))
< Ax (U' (x)A==(S(x)VK(x))) < Tx (U (x)AS(x) VK (x))).

b), protoze ~Vx (N(x)—(U'(x)VV(x))) < Ix ~(N(x)—=(U'(x)VV(x)))
< Jx (N(x)A=(U'(x)VV(x))) < Ix N)A(-U'(x)A=V(x))).

e), protoze ~Vx (—A(x)=(P(x)VP'(x))) <> Ix ~(~A(x)=(P'(x)VP'(x)))
< Jx (~AX)A-(P(x)VP'(x))) < Ix (—AX)A(=P(x)A—-P'(x))).

c), protoze ~3Ax (—O(xX)A(H(x)VP(x))) < Vx =(-O(x)A(H(x)VP(x)))
< Vx (-O(x)V-(H(x)VP(x))) <> Vx (O(x)V-(H(x)VP(x))) < Vx
(O(X)V(~H(x)A—P(x))) < Vx (O(x)V(H(x) T P(x))).
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9. Kategoricky sylogismus

Aristotelav kategoricky sylogismus je Gsudek, ktery ma pravé dvé premisy, vys-
$i premisu a nizsi premisu, a jeden zavér. Premisy a zavér jsou sloZeny praveé
a pouze ze tii terminii, tj. (obvykle monadickych) predikatt:

* subjektu S
* predikdtu P
* stredniho (i medidlniho) clenu M

Vyrazy ,subjekt” a ,predikat” maji jiny vyznam nez v modernim vykladu PL,
vSechny S, P i M jsou (obvykle monadickymi) predikaty. Kazdy vyrok obsazeny
v bézném sylogismu je vyrokem z logického ¢tverce. Obsahuje proto vzdy dva
z téchto termint. Pravidla pro rozmisténi téchto termini v sylogismu jsou pak
nasledovna:

* subjekt S je termin, ktery stoji v zavéru na misté subjektu (subjektu
ve smyslu PL) a vyskytuje se ve druhé premise

* predikat P je termin, ktery stoji v zavéru na misté predikatu (predikatu
ve smyslu PL) a vyskytuje se v prvni premise

* stfedni ¢len M se vyskytuje v obou premisach, avsak nikoli v zavéru.

Co nesplnuje dosud pravé uvedené podminky, nenf kategoricky sylogismus.
Z hlediska rozmisténi termint jsou kombinatoricky mozné pravé 4 figu-
ry; prvni tii objevil Aristotelés, ¢tvrta byla pridana v pozdni antice Galénem.

I. figura II. figura III. figura IV. figura
MP PM MP PM
SM SM MS MS
SP SP SP SP

Pro kazdou z figur je 4%, tj. 64, moznych distribuci druhti soudi z logic-
kého ¢tverce, tedy vyrokil druhu g, i, e, 0, mezi terminy premis a zavéru. Cel-
kem je tedy 4x4%, tj. 256 modii kategorickych sylogismd, tedy druht asudki.
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Aristotelés a jeho pokracovatelé z téchto 256 modii vybrali jen ty, je-
jichz zavér vyplyva z premis. Stredovéka logika rozeznavala 19 platnych modd,
z nichz v8ak 4 nejsou platné, pokud je urcity z termint tzv. prazdny; bez tohoto
pozadavku je tedy 15 platnych modii sylogismi. (Pfiklad takového modu je
sylogismus druhu darapti, III. figura, ktery uvedl B. Russell: ,VSechny sklenéné
hory jsou hory®, ,Vsechny sklenéné hory jsou ze skla® .. ,Nékteré hory jsou
ze skla®; prislusny stfedni termin M nesmi byt neprdzdny, aby $lo o skute¢né
platny sylogismus.) Za pfedpokladu neprazdnosti ur¢itych termind je platnych
celkem 24 modt. Klasické sylogistika proto méla specifické pravidlo urcujici,
ze stfedni termin musi byt alespon v jedné premise tzv. vycerpan (distribuovan,
pouzit) v celém rozsahu.

Zavérem poznamenejme, Ze néjaky soud se v sylogistice dokazuje tak,
ze se vyhledava stfedni termin obsazeny v tom soudu obsazenym terminim
(subjektu a predikatu), tak aby mohl byt nalezen platny modus sylogismu.

9.1 Platné mody v jednotlivych figurach

Scholasticti logikové (zejm. Petr Hispansky) stanovili k lep$imu zapamatovani
platnych sylogismi mnemotechnické pomdicky, tedy slova, v nichz pravé samo-
hlasky a, e, i, nebo o indikovaly druhy soudi premis a zavéru. Souhlasky pak indi-
kovaly mozné operace s nimi: prvni pismeno slovniho oznac¢eni modu sylogismu
indikuje, od kterého modu prvni figury je odvozena platnost tohoto modu (napt.
vechny mody sylogismd, jejichz oznaceni zacina pismenem b, 1ze néjak prevést
na modus barbara). Ostatni souhlasky indikuji, na zéklad¢ jakych tprav je takové
prevedeni mozné: s — prostym obratem, p — obratem po pripadech, m - zaménou
premis, ¢ - pomoci ditkazu sporem. Zbyla pismena vyznam nemaji.
Platnymi mody v jednotlivych figurach jsou v tradi¢nim nazvoslovi:

* 1. barbara, celarent, darii, ferio
- za predpokladu neprazdnosti termint téz barbari, celaront

* II. baroco, camestres, cesare, festino
- za predpokladu neprazdnosti termint téz camestros, cesaro

* IIL. bocardo, datisi, disamis, ferison
- za predpokladu neprazdnosti termint téZ darapti, felapton (oba mody
byly ve stfedovéku fazeny mezi platné diky pfijimanému predpokladu
neprazdnosti M)
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* 1V. calemes (camenes), dimatis, fresison
- za predpokladu neprazdnosti termint téz bamalip (bramantip), fesapo,
calemos (prvni dva mody byly ve sttedovéku fazeny mezi platné, fesapo
diky predpokladu neprazdnosti M, bamalip rovnéz, ackoli nezbytna je
také neprazdnost P)

Prehled platnych modt sylogismt jednotlivych figur vyjadfenych tra-
di¢nim zépisem:

I barbara | barbari | celarent | celaront darii ferio
figura S=0 S=0
MP MaP MaP MeP MeP MaP MeP
SM SaM SaM SaM SaM SiM SiM
SP SaP SiP SeP SoP SiP SoP
II. baroco cesare cesaro | camestres | camestros | festino
figura S=0 S=0
PM PaM PeM PeM PaM PaM PeM
SM SoM SaM SaM SeM SeM SiM
SP SoP SeP SoP SeP SoP SoP
I11. bocardo | darapti datisi disamis | felapton | ferison
figura M=0 M=0
MP MoP MaP MaP MiP MeP MeP
MS MaS MaS MiS MaS MaS MiS
SP SoP SiP SiP SiP SoP SoP
IV. bamalip | calemes | calemos | dimatis | fesapo | fresison
figura P=0 S=0 M=0
PM PaM PaM PaM PiM PeM PeM
MS MaS MeS MeS MaS MaS MiS
SP SiP SeP SoP SiP SoP SoP
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Zde je piehled platnych modu jednotlivych figur vyjadienych formulemi
PL. Necht vyrazy S, P, M jsou v zapisech formuli PL v této tabulce zkratkami

za otevrené atomické formule S(x), P(x), M(x):

L barbara barbari celarent celaront darii ferio
S#0 S#0
MP |Vx (M—P) |Vx (M—P) |Vx (M—-P)|Vx (M—-P)|Vx (M—P) |Vx(M—-P)
SM |Vx(S—M) [Vx (S—M) |Vx (S—M) |Vx (S—M) [Ix (SAM) |Ix (SAM)
SP |Vx(S—P) [Ix(S—P) |Vx(S—-P)|Ix(SA—-P) |Ix (SAP) |Ix (SA—P)
1L baroco cesare cesaro camestres | camestros festino
S#0 S#0
PM |Vx (P—M) |Vx (P>-M)|Vx (P—>-M)|Vx (P—M) |Vx(P>M) |Vx(P—>-M)
SM |3x (SA—M) |Vx (S—M) |Vx (S—M) |Vx (S—-M)|Vx (S—=>-M)|Ix (SAM)
SP |3x (SA=P) |Vx(S—=P)|Ix (SA=P) |Vx (S—-P)|Ix (SA-P) |Ix (SA—P)
III. | bocardo darapti datisi disamis felapton ferison
M=0 M=0
MP |3x (MA-P) |Vx (M—P) |Vx (M—P) [Ix (MAP) |Vx (M—-P)|Vx (M—-P)
MS |Vx (M—S) [Vx (M—S) [Ix MAS) |Vx (M—S) [Vx (M—S) |Ix M—S)
SP |3x (SA=P) [Ix(SAP) |Ix(SAP) |Ix(SAP) |[Ix (SA-P) |Ix (SA-P)
Iv. bamalip calemes calemos dimatis fesapo fresison
P20 S#0 M=
PM |Vx (P—M) |Vx(P—M) |Vx(P—M) |dx (PAM) |Vx (P—>-M)|Vx (P—>-M)
MS [Vx (M—S) |Vx (M—=S)|Vx (M—=S)|Vx (M—S) |Vx (M—S) [Ix (MAS)
SP [3x(SAP) |Vx(S—-P)|3x (SA-P) [Ix (SAP) |Ix (SA—=P) |Ix (SA—-P)
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K jinému uréeni platnosti sylogismil, nez jakym je urceni na zakladé
shody se jmenovanymi platnymi mody sylogismd, slouzi nasledujici zakladni
pravidla. Prvni tfi jsou doporudena k zapamatovani:

* ze dvou ¢aste¢nych soudil nic neplyne (tj. alespon jedna premisa musi
byt obecna);

* ze dvou zapornych soudl nic neplyne (tj. alespon jedna premisa musi
byt kladna);

* kdyz jsou obé premisy obecné, zavér nemiize byt ¢astecny (pokud neni
zarucena neprazdnost termint);

* je-li jedna premisa zaporna, tak je i zavér zaporny;

* je-lijedna premisa ¢astecna, tak je i zavér ¢astecny.
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10. Ovérovani platnosti usudka
Vennovymi diagramy

Pro ovéfeni platnosti isudkti pomoci PL mame k dispozici nékolik prostredka.
Podobné jako ve VL muzZeme kromé syntaktickych prostfedka ditkazu vyu-
zit metodu protiptikladu, jez uplatiiuje sémantickou interpretaci formuli. Pro
urcitou skupinu usudki, mezi néz patti zejména kategorické sylogismy, se vSak
s oblibou vyuzivaji Vennovy diagramy. (Existuje i metoda vyuzivajici jiné dia-
gramy, a také napt. Genslerova metoda, kterd diagramy nevyuziva.)

Nejdfive se zaméfime na grafickou reprezentaci usudku pomoci Venno-
vych diagramii. Kazdy kategoricky sylogismus ma tfi terminy, tedy tti predika-
ty, jeZ jsou predikovatelné individuim. Predikaty interpretujeme jako mnoziny
amnoziny mizeme reprezentovat jako kruhy. Abychom dostali vSechny mozné
kombinace predikaci, nase tfi kruhy zastupujici dané predikaty S, P a M se bu-
dou protinat nasledovné:

M u

(Obdélnik znacici univerzum, ani indikaci univerza pismenem ,,U* uz nebude-
me v dal$ich diagramech vyznacovat.) Vidime, Ze univerzum je danymi predi-
katy roz¢lenéno tak, Ze miize existovat naptiklad individuum, které je S, Pi M
(nalezi tedy do mnoziny, ktera je prinikem S, P a M), anebo muze byt tieba
SaP aleneM, atd. Celkem je tu 2, tj. 8, rtiznych zakladnich podmnozin, jichz
miuize byt néjaké individuum prvkem.

Kazdou z premis kategorického sylogismu vyjadfime graficky podle
toho, o jaky druh vyroku jde z hlediska logického ¢tverce. Uplatiiujeme pritom
¢tyti nasledujici pravidla:
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i Kazda premisa kategorického sylogismu zahrnuje pravé dva pre-
dikaty a my pti grafickém znazornovani nebereme ohled na grafické vyjadre-
ni tfetiho predikétu pfitomného v sylogismu. Na prikladu vyznaceni premisy
»Vsechna S jsou M si vSimnéme, Ze nebereme ohled na mnozinu P:

S P

»Vsechna S jsou M.

M

« v

Receno jinak, pti $rafovani naptiklad ,Viechna S jsou M“ $rafujeme cely piil-
mésic v S (v¢etné ¢asti praniku S a M). (Existuje ovéem vyjimka, kdy ohled
na tfeti predikat brat musime - totiz kdyz by snad mélo byt individuum zazna-
¢eno pomoci ktizku tam, kde podle jiné premisy Zadné individuum neni a tak
je dana ¢ast grafu jiz vy$rafovana.)

ii. Protoze Srafovani dvou obecnych premis by splyvalo, pro kazdou
z nich pouzivame jiny smér Srafovani, totiz /// a \\\. Zde je ptiklad:

,Viechna P jsou M. /N
,Viechna S jsou M. ()
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P4

iii. = Pokud mame zaznacit ktizek do urcité ¢asti ptilmésice ¢i rybicky,
jsou dvé moznosti, tj. dva obrazce, do nichz ktizek zanést. Kizek v§ak kreslime
do obou obrazcti, nacez tyto dva kiizky spojime ¢arou, abychom pti vyhodno-
covani usudku védeéli, Ze v jednom obrazci se ono individuum ve skute¢nosti

nachazet nemusi. Pro priklad viz levy obrazek:

»Z4dna M nejsou P.“ (//)) »Nékterd M jsou P“  (x)
»Nékterd S nejsou M.“  (x) ~Vsechna M jsouS.“  (///)
S P S P

M M

(Alternativni metodou znaceni je kresleni kiizku na hrani¢ni kfivku, ktera déli
pulmésic ¢i rybicku na casti, ale tato metoda znaceni neni vzdy vyhodnd.) Pra-
vy obrazek nam ukazuje ptipad, kdy niZsi premisa je na rozdil od vy$si obecna,
takze krizek mize byt presrafovan, a tedy prestane mit platnost, protoze obecna
premisa ur¢ila, Ze tam individuum pfece jenom neni. (Kdybychom pfijali pravi-
dlo, Ze obecnd premisa musi byt znacena dfive, nez ¢aste¢na, mohli bychom se
presrafovavani vyhnout. V nasem obrazku by tedy kiizek byl pouze v srdicku.)

iv.  Zavér nikdy nesrafujeme.

Nyni si popiSeme vyhodnocent této grafické reprezentace tsudku. Usudek je
platny, pokud se to, co ziskdme grafickym znazornénim premis, zcela shoduje s tim,
co bychom ziskali grafickym znazornénim zavéru. Premisy tedy maji plné determi-

v

novat ten stav, ktery iika zavér. Naptiklad (uvozovky ,, a “ budeme uz vynechavat):
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Nékterda M jsou P, (x)
Vsechna M jsouS. (///)

Néktera S jsou P.

S P

M

V ptikladu nalevo determinovaly premisy kromé jiného to, Ze v priniku S a P je né-
jaké individuum; a pravé toto vyslovuje i zavér — usudek je tedy platny. V ptikladu
napravo je tomu podobné, premisy dohromady sdéluji, Ze ve vy$rafovanych ¢astech
univerza nic neni; do toho spada i to, co fika zavér - Gsudek je tedy platny. Vidime
tedy, Ze zavér platného usudku vyslovuje to, co uz je néjak obsazeno v premisach.
V ptipadé neplatnych tsudki se miize stat typicky to, Ze zavér jde jaksi
mimo to, co fekly premisy. Anebo se muiiZe stat to, Ze zavér si dovoluje tvrdit néco,

VsechnaPjsou M.  (///)
Z4dnd M nejsouS.  (\\\)

Z4dnd S nejsou P.

S P

M

na co neni z hlediska toho, co premisy fekly, narok. Zde jsou dva ptiklady:

Néktera M jsouP. (%)
Viechna M jsouS.  (///)

Vsechna S jsou P.

S P
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V prikladu nalevo premisy determinovaly, Ze existuje S, které je P; zavér ale tvr-
di, Ze v§echna S jsou P. V prikladu napravo premisy determinovaly, Ze v§echna
S jsou P; zavér ale tvrdi, Ze existuje néjaké S, které je P. (Nize najdeme dalsi a né-
kdy vymluvnéjsi priklady, kdy se zavér miji s tim, co determinovaly premisy.)

Neplatné sylogismy jsou v zdsadé dvou druhil: a) takové sylogismy, kte-
ré by byly platné, kdyby mély adekvatnéjsi zavér; b) takové sylogismy, které
nemohou mit z premis vyplyvajici zavér, jenz by byl kategorickym vyrokem;
specialni podskupinu tvori takové sylogismy, jejichz platnost je podminéna ne-
prazdnosti prislusného terminu.

V piipadé nejistoty, zda je nase vyhodnoceni tsudku spravné, mizeme
uzit nasledujici pomticku: negujeme zavér a ten se pokusime graficky zanést
do diagramu; pokud lze zavér zaznacit (protoze premisy ,nechaly volné misto),
anebo je stav vyjadreny negovanym zavérem diky premisam dokonce jiz zazna-
¢en, usudek platny neni (znamenalo by to totiZ, Ze premisy mohou byt pravdivé,
ale zavér nikoli.) Zde jsou priklady:

Vsechna M jsouP.  (///) Vsechna M jsouP.  (///)
Vsechna Sjsou M. (\\\) ViechnaSjsouM  (\\\)
Vsechna S jsou P. Néktera S jsou P.

S P

M

V prikladu nalevo negaci zavéru, totiz ,Néktera S nejsou P, nelze zaznacit (kii-
zek bychom museli kreslit tam, kde podle premis Zddné individuum nenf), usu-
dek je tedy platny. V piikladu napravo negaci zavéru, tj. ,Zadna S nejsou P* lze
zaznacit (=), isudek tedy platny neni. Nékdy byva zptisob vyhodnocovéni se $ra-
fovanim negace zavéru podavan jako (jedina) metoda vyhodnoceni sylogismul.
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Kromé kategorickych sylogismi Ize pomoci Vennovych diagramu oveé-
fovat i usudky, které nejsou kategorickymi sylogismy. Napriklad lze tak ovéto-
vat usudky s dvéma az tfemi monadickymi predikaty a tfeba jednim singulér-
nim vyrokem, napf.:

Kazdy ¢lovék je smrtelny.
Sokratés je ¢clovek.

Sokratés je smrtelny.

Ovéfeni pomoci Vennovych diagramt je ponechano na ¢tenafi (v diagramu
jsou jen dva kruhy a ,,xs“ zastupuje Sokrata).

V pripadé, ze usudek obsahuje vice jak tfi monadické predikaty, je za-
potrebi takovy Venntiv diagram, ktery vyjadii nejen véechny zucastnéné pre-
dikaty, ale také vSechny prislusné mnozinové vztahy. Zptisob ptizptsobeni do-
savadnich diagram? si ilustrujeme na prikladu vyhodnoceni nasledujici platné
usudkové formy:

Vx (P(x)—Q(x)) (/1)
Vx (R(x)—>S(x)) (\\\)
Vx (Qx)—=S(x) (=)

Vx (P(x)™—R(x))
Zde je prislusny Venniiv diagram:
P Q

7/a

N R
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10. Ovérovani platnosti usudkd Vennovymi diagramy

10.1 Priklady - ovéfovani platnosti sylogismu
Vennovymi diagramy

Metodou Vennovych diagramt ovéite, zda je dany sylogismus platny:

1)
Vsichni savci jsou obratlovci. Vx (S(x)=0(x) (///)
Vsechny velryby jsou savci. Vx (V(x)—S(x)  (\\)
Vsechny velryby jsou obratlovci. Vx (V(x)—0(x))
vV O
S

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (jednd se o ptipad modu barbara). Neni
mozné, aby pti pravdivosti premis existovala velryba, kterd by nebyla obratlovcem.

2)
V3ichni savci jsou Zivocichové. Vx (S(x)—Z(x)  (//))
Vsichni jednorozci jsou savci. Vx (Jx)—S(x)  (\\\)
Nékteti jednorozci jsou Zivocichové. Ax (J(x)—=Z(x))
J z
S
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Tento usudek (ptipad modu barbari) neni platny, protoze pokud je mnozina
jednorozcti prazdna, zavér je nepravdivy, avSak obé premisy zaroven pravdivé.
Zavér by vyplyval z premis jediné kdyby bylo zaruceno, Ze mnozina jednorozct
je vzdy neprazdna, ¢ili kdyby byla pfidana premisa ,,Existuji jednorozci®.

3)
Vsichni gymnazisté maji maturitu. Vx (G(x)>M(x))  (//))
V3ichni vysokogkolaci maji maturitu. Vx (Vx)>M(x))  (\\)

Vsichni vysokoskolaci jsou gymnazisté.  Vx (V(x)—G(x))

Usudek neni platny. Z&vér z premis nevyplyva — néktei{ vysokoskolaci prece
mohou mit maturitu odjinud nez z gymnazia.

4)
Zadny ugeny neni mudre. Vx (Ulx)—-M(x) (///)
Kazdy filosof je uceny. Vx (Fx)=U) ()
Z4dny filosof neni mudre. Vx (F(x)——-M(x))
F M
U
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10. Ovérovani platnosti usudkd Vennovymi diagramy

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (piipad modu celarent).

5)
Z4dny podeziely neni obvinén. Vx (P(x)——-0(x)) (///)
Kazdy zatceny je podeziely. Vx (Z(x)—P(x)) (\\\)
Nékteti zat¢eni nejsou obvinéni. Ax (Z(x)A=O(x))
Z 0
P

Usudek neni platny (jde o piipad modu celaront). Usudek by byl platny, kdyby
bylo zaruceno, Ze vzdy budou existovat néjaci zatleni, tj. kdyby byla ptiddna
premisa ,,Existuji zatéeni®.

6)
Kazdy hudebnik je umélec. Vx (H(x)—U(x)) (///)
Zé&dny zonglér nen{ hudebnik. Vx (Z(x)—-H(x)) (\\\)
Zé&dny zonglér neni umélec. Vx (Z(x)—>-U(x))

Usudek neni platny, zavér nevyplyvé z premis — néjaky zonglér mize byt tieba
malifem, coz je prece umélec.
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7)
V3e krasné je oblibené. Vx (K(x)—O(x)) /)
Neékteré zeny jsou krésné. Ax (Z(x)AK(x)) (%)
Neékteré zeny jsou oblibené. Ax (Z(x)AO(x))
ya o)
K

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (piipad modu darii).

8)
Z4dni milenci nejsou platonicti. Vx M(x)—=P(x)) (///))
Neéktefi sviidci jsou zaroven milenci. Ix (S(x)AM(x)) (x)
Neéktefi sviidci nejsou platonicti. Ax (S(x)A—P(x))
S P
M

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (piipad modu ferio).
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10. Ovérovani platnosti usudkd Vennovymi diagramy

9)
Nékteri literati jsou vysokoskolaci. dx (L(x)AV(x)) (x)
Nékteri studenti jsou literati. dx (S(x)AL(x)) (x)
Nékteti studenti jsou vysokoskoldci. dx (S(x)AV(x))
S vV
L

Usudek neni platny, z4vér nevyplyvéa z premis (ze dvou &asteénych premis nic
neplyne). Neni totiZ zaruceno, Ze by existovali néjaci studenti, ktefi by byli vy-
sokoskolaci (srov. ndhodnost vyskytu néjakého individua v srdicku Vennova
diagramu vyjadfujiciho tento usudek).

10)
V3ichni parasutisté jsou sportovci. Vx (P(x)—S(x)) /)
Neékteti lidé nejsou sportovci. Ix (L(x)A=S(x)) (x)
Neéktefi lidé nejsou parasutisté. Ix (L(x)A—=P(x))
L P
S

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (piipad modu baroco).
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11)
74dna voda neni barevna. Vx (V(x)—-Bx)) (///)
Kazda duha je barevnd. Vx (D(x)—B(x)) (\\)
74dna duha neni voda. Vx (D(x)—™—V(x))
D \V
B

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (piipad modu cesare).

12)
V3ichni vrahové jsou zlo¢inci. Vx (V(x)—Z(x)) (/1))
Z4dné nemluvné neni vrah. Vx (Nx)—-V(x) (\))
Z4dné nemluvné neni zlo¢inec. Vx (N(x)——Z(x))
N Z
V

Usudek neni platny, z&vér nevyplyva z premis — je mozné, Ze né&jaké nemluvné
je zlo¢inec.
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13)
Zé&dny geolog nenf historik. Vx (G(x)——-H(x) (///)
Kazdy archeolog je historik. Vx (A(x)—™H(x)) (\\\)

Nékteri archeologové nejsou geology. Ax (A(x)A~G(x))

A G

H

Usudek neni platny (pifpad modu cesaro). Byl by platny, kdyby bylo zaruéeno,
ze vidy existuji néjaci archeologové, tj. kdyby byla pridédna patfi¢na premisa.

14)
Kazdy hrdina je diistojny. Vx (H(x)—D(x)) (/)
Z4dny zbabélec neni distojny. Vx (Z(x)—=D(x))  (\\\)
Z4dny zbabélec neni hrdina. Vx (Z(x)——-H(x))
Z H
D

Usudek je platny, zavér vyplyvé z premis (piipad modu camestres).
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15)
V3echny kyseliny jsou Ziraviny. Vx (K(x)—Z(x)) /)
V3echny louhy jsou Ziraviny. Vx (L(x)—Z(x)) A\))
Nékteré louhy jsou kyseliny. Ax (L(x)AK(x))

Usudek neni platny. Premisy nezaru¢uji existenci louht, které by byly kyselinami.

16)
Co je krésné, to je vé¢né. Vix (K(x)—V(x)) (/N
Z4dna laska neni vééna. Vx (L(x)==V(x) ()
Neékterd laska neni krasna. Ix (L(x)A—K(x))
L K
V

Usudek nen platny (ptipad modu camestros). Usudek by byl platny, pokud by
bylo zaruceno, Ze vzdy existuje néco, co je laska.
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17)
S Certy nejsou zerty. Vx (C(x)—=-Z(x)  (//))
S nékterymi stradidly jsou zerty. Ax (S(x)AZ(x)) (x)
Néktera strasidla nejsou Certy. Ax (S(x)A-C(x))
S C
Z

Usudek je platny (ptipad modu festino).

18)
Kazdy muz je clovék. Vx M(x)=Cx) (/)
Nékteti muzi jsou silni. Jx (M(x)AS(x)) (x)
Vsechno silné je ¢lovékem. Vx (S(x)—C(x))

S C

M

Usudek neni platny, z4vér nevyplyva z premis — vyplyva jenom, ze néco silného
je clovékem.
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19)
Neékteti fotbalisté nejsou introvertni. dx (F(x)A—1I(x)) (x)
V3ichni fotbalisté jsou sportovci. Vx (F(x)—S(x)) /)
Néktefi sportovci nejsou introvertni. Ax (S(x)A—1(x))
S |
F

Usudek je platny (ptipad modu bocardo).

20)
Vsechna kouzla jsou zdbavn4. Vx (K(x)—Z(x)) (/)
Vsechna kouzla jsou podfuky. Vx (K(x)—P(x)) (\\)
Nékteré podfuky jsou zdbavné. Ix (P(x)ANZ(x))

Usudek neni platny (ptipad modu darapti). Muselo by byt zaruceno, ze vzdy
existuji néjaka kouzla.
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21)
Zé&dny Laponec nenf Indidn. Vx (L(x)—=-1(x)  (///)
Z4dny herec neni Laponec. Vx (H(x)—=-Lx) ()
Zédn}’l herec neni Indian. Vx (H(x)——1I(x))
| H
L

Usudek neni platny — miize existovat herec, ktery je Indién.

22)
Vsichni $ilenci jsou nebezpeéni. Vx (S(x)—N(x)) /)
Nékteri $ilenci jsou zajimavi. Jx (S(x)AZ(x)) (x)
Néco, co je zajimavé, je nebezpecné. dx (Z(x)AN(x))
Z N
S

Usudek je platny (ptipad modu datisi).
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23)
Neékteré $aty jsou modni. Ax (S(x)AM(x)) (x)
Vsechny $aty jsou odévy. Vx (S(x)—0(x)) /)
Nékteré odévy jsou modni. Ix (O(x)AM(x))
(@] M
S

Usudek je platny (ptipad modu disamis).

24)
Kazdy danék je savec. Vix (D(x)—S(x)) (/N
Kazdy bylozravec je savec. Vx (B(x)—S(x)) A\
Kazdy bylozravec je danék. Vx (B(x)—D(x))

Usudek neni platny - je mozné, Ze existuji bylozravci, ktef{ nejsou darci.
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25)
Z4dny Martan neni pozemstan. Vx (M(x)—-P(x)) (///)
Kazdy Martan je vesmifan. Vx (M(x)—>V(x)) (\\\)
Nékteti vesmifani nejsou pozemstani. dx (V(x)A—=P(x))

Usudek nenti platny (ptipad modu felapton). Muselo by totiz byt zaruceno, ze
vzdy existuji Martané, nasledné by byla neprazdnd i mnozina vesmirant.

26)
Z4dné prvocislo neni zaporné. Vx (P(x)—-Z(x)  (//))
Neéktera prvocisla jsou suda. Ax (P(x)AS(x)) (x)
Néco sudého neni zaporné. Ax (S(x)A-Z(x))
S Z
p

Usudek je platny (ptipad modu ferison).
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27)
Z4dny ptak neni kosmonaut. Vx (P(x)—-K(x)) (///))
Neékteti zivo¢ichové nejsou ptéci. Ax (Z(x)A=P(x)) (%)
Nékteti zivocichové jsou kosmonauti. Ax (Z(x)AK(x))

2 P

K

Usudek nenf platny - Zddny Zivo¢ich nemusi byt kosmonautem.

28)
V3ichni nad$enci jsou blézni. Vx (N(x)—B(x)) (///)
Vsichni bldzni jsou pomateni. Vx (B(x)—™P(x)) A\
Neéktefi pomateni jsou nad$enci. Ix (P(x)AN(x))
P N
B

Usudek neni platny (pfipad modu bamalip). Byl by platny, kdyby bylo zaruce-
no, ze vzdy existuji néjaci nadsenci.
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29)
Kazdy bésnik je snilek. Vx (B(x)—S(x)) (/N
Z4dny snilek neni praktik. Vx (S(x)=-P(x))  (\\)
Zédn}'f praktik neni basnik. Vx (P(x)—™—B(x))
P B
S

Usudek je platny (ptipad modu calemes).

30)
Nékteti optimisté jsou rozjateni. dx (O(x)AR(x)) (x)
Z4dny optimista neni pesimista. Vx (O(x)—-P(x)) (///))
Z4dny pesimista nenti rozjafeny. Vx (P(x)—™—R(x))
P R
o)

Usudek neni platny, zavér nevyplyva z premis — vyplyvé véta, ze néktefi rozja-
feni nejsou pesimisté.
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31)
Kazdy psychopat je blazen. Vx (P(x)—B(x)) /)
Z4dny blazen neni normaln. Vx (B(x)—>-N(x)) (\\\)
Nékteri normalni nejsou psychopati. Ix (N(x)A-P(x))
N P
B

Usudek neni platny (ptipad modu calemos). Byl by platny, kdyby bylo zarue-
no, ze vzdy existuji néjaci normalni.

32)
Nékteré masaze jsou erotické. Jx M(x)AE(x)) (x)
Co je erotické, je prijemné. Vax (E(x)P(x)) (7
Néco, co je ptijemné, jsou masaze. Ax (P(x)AM(x))
P M
E

Usudek je platny (ptipad modu dimatis).
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33)
Co je vzrusujici, je ldkavé. Vx (V(x)—L(x)) /)
Vsechno dobrodruzné je vzrusujici. Vx (D(x)—V(x)) (\\\)
Co je dobrodruzné, je lakavé. Vx (D(x)—™L(x))
D L
\"

Usudek je platny (ptipad modu barbara).

34)
Zadny metafyzik neni hudebnik. Vx (M(x)—-H(x)) (///)
Kazdy hudebnik je umélec. Vx (H(x)—U(x)) (\\\)
Nékteti umélci nejsou metafyziky. dx (U(x)A-M(x))

Usudek neni platny (piipad modu fesapo). Byl by platny, kdyby bylo zaruceno,
ze vzdy existuji néjaci hudebnici (pak by existovali i umélci).
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35)
Z4dny ptak neni veverka. Vx (P(x)—-V() (//))
Nékteré veverky jsou létavé. Ix (V(x)AL(x)) (x)
Nékterti 1étavi nejsou ptaky. Ix (L(x)A—P(x))
L P
Vv

Usudek je platny (ptipad modu fresison).

10.2 Cviceni - ovérovani platnosti sylogismu
Vennovymi diagramy

Pomoci Vennovych diagramt ovéite platnost nasledujicich sylogismi:

1)
Vsechny sykorky jsou pévci.
Vsechny konadry jsou sykorky.
Vsechny konadry jsou pévci.

2)

Kazdy muz je ¢lovek.
Kazdy snézny muz je muz.

Existuje snézny muz, ktery je ¢clovékem.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Vsichni (mi) kamaradi jsou vysokoskolaci.
Viichni lékafi jsou vysokoskoldci.

Nékteri (mi) kamaradi jsou 1ékari.

74dn4 $elma neni beranek.
Kazdy vlk je Selma.

Z4dny vlk neni berdnek.

Z4dny maniak neni podvodnik.
Kazdy suknickar je maniak.

Nékteti suknickari nejsou podvodnici.

Vsechno ochocené je pritulné.
Zadny manzel neni ochoceny.

Z4dny manzel nenf ptitulny.

Vsichni skladatelé jsou hudebnici.
Nékteti profesionalové jsou skladatelé.

Nékteti profesionalové jsou hudebnici.

Nikdo mazany neni prostomyslny.
Nékteti vyrostci jsou mazani.

Nékteti vyrostci nejsou prostomyslni.

Néktefi piloti jsou alkoholici.
Nékteti strojvadci jsou alkoholici.

Nékteti strojvadci jsou piloti.
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

142

Kazdy platonik je metafyzik.
Nekteii sokratici nejsou metafyzici.

Nékteri sokratici nejsou platonici.

Z&dni psoviti nejsou kokoviti.
Vsichni tygti jsou kockoviti.

Z4dni tygfti nejsou psoviti.

Kazdy pozemstan je zivocich.
Zadny mimozemstan neni pozemstan.

Zédn}'f mimozems$tan neni zivocich.

Z&dny pacifista nen{ militantni.
Kazdy terorista je militantni.

Neéktefi teroristé nejsou pacifisté.

Vse hodnotné je dtlezité.
Nic docasné neni dulezité.

Nic doc¢asné neni hodnotné.

Kazdy zlod¢j krade.
Vsichni lidé kradou.

Neékteti lidé jsou zlodéji.

Vsechno sladké je chutné.
Nic presoleného neni chutné.

Néco presolené neni sladké.



10. Ovérovani platnosti usudkd Vennovymi diagramy

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

Nic lidské neni vé¢né.
Nékteré problémy jsou vé¢né.

Nékteré problémy nejsou lidské.

Vsichni lakomci jsou sobecti.
Nékteti lakomci jsou spofivi.

Vsichni spofivi jsou sobecti.

Nékteri politici nejsou populdrni.
Vsichni politici jsou ob¢ané.

Nékteti obc¢ané nejsou popularni.

Vsechny maty jsou lé¢ivé.
Vsechny maty jsou rostliny.

Nékteré rostliny jsou lé¢ivé.

Zadny zivocich neni nesmrtelny.
Zadny kamen neni zivocich.

Zadny kdmen neni nesmrtelny.

Kazda hvézda je stalice.
Nékteré hvézdy jsou vyhaslé.

Néco, co je vyhaslé, je stélice.

Nékteré védy jsou abstraktni.
Vsechny védy jsou zajimavé.

Néco zajimavé je abstraktni.
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24)
Kazdy lyzaf je sportovec.
Kazdy cyklista je sportovec.

Kazdy cyklista je lyzat.

25)
Zadny mravene¢nik neni mravenec.
Kazdy mravenecnik je hmyzozravec.

Neékteti hmyzoZravci nejsou mravenci.
26)

Z4adné ndhoda neni zékonitd.

Nékteré nahody jsou vyhry.

Nékteré vyhry nejsou zédkonité.
27)

Z&dny hrubién neni dzentlmen.

Neéktefi lidé nejsou hrubiani.

Neékteti lidé jsou dzentlmeni.

28)
Vsechny koné jsou sudokopytnici.
Vsichni sudokopytnici jsou obratlovci.

Nékteri obratlovci jsou koné.
29)

Kazda ropucha je zaba.

Z4dna z4ba neni princezna.

Z4dna princezna neni ropucha.
30)

Neéktefi spisovatelé jsou muzikanti.

Z&dny spisovatel neni zdme¢nik.

Zédn}'f zdmed¢nik neni muzikant.
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31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

Vsichni dinosaufi vymfeli.
Zadni vymfeli nejsou veseli.

Nékteti veseli nejsou dinosaufi.

Nékteti oblibenci jsou vysokoskoldci.
Kazdy vysokoskolak je inteligent.

Nékteri inteligenti jsou oblibenci.

Co je rizikové, stresuje.
Kazdy obchod je rizikovy.

Kazdy obchod stresuje.

Z4dn4 kara nenf pika.
Kazda pika je karta.

Nékteré karty nejsou kary.

Z4dn4 ryba neni rak.
Nékteti raci jsou sladkovodni.

Existuje néco sladkovodniho, co neni ryba.

Nékteti basnici jsou zZurnalisty.
Nékteti basnici jsou pisnickari.

Nékteri pisnic¢kari jsou zurnalisty.

Z4dna pijcka neni pifjemna.
Nékteré ptijcky jsou riskantni.

Co je riskantni, je pfijjemné.
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38)

39)

40)

Vsichni malifi jsou umélci.
Neékteti uditelé nejsou umélci.

Nékteri uditelé nejsou malifi.

Kazdy vklad je s trokem.
Zadny Gvér neni bez troku.

Neéktery uvér je vkladem.

Neékteti filosofové jsou materialisté.
Nékteri lidé nejsou materialisté.

Nékteti filosofové nejsou lidmi.

10.2 Reseni - ovéfovani platnosti sylogismii Vennovymi

diagramy

(Usudky 1-35 jsou varianty usudkii z piikladi v sekei 10.1.)

1)
2)

3)
4)
5)

6)
7)
8)
9)

10)
11)
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Usudek je platny (ptipad modu barbara).

Usudek neni platny (piipad modu barbari); aby byl platny, muselo by byt
zaruceno, ze vzdy existuji snézni muzi.

Usudek neni platny — nemusime mit zddného kamarada lékate.

Usudek je platny (ptipad modu celarent).

Usudek neni platny (ptipad modu celaront); aby byl platny, muselo by
byt zaruceno, ze vzdy existuji néjaci suknickari.

Usudek nent platny - né&jaky manzel maze byt piitulny.

Usudek je platny (ptipad modu darii).

Usudek je platny (ptipad modu ferio).

Usudek neni platny — nemusi existovat néjaky strojviidce, ktery by byl
zaroven pilotem.

Usudek je platny (ptipad modu cesare).

Usudek je platny (pfipad modu cesare).



10. Ovérovani platnosti usudkd Vennovymi diagramy

12)
13)

14)
15)
16)

17)
18)

19)
20)

21)
22)
23)
24)

25)

26)
27)
28)

29)
30)
31)

32)
33)
34)

35)
36)

37)

Usudek neni platny - klidné je mozné, ze néjaky mimozemstan je Zivocich.
Usudek nent platny (ptipad modu cesaro); aby byl platny, muselo by byt
zaruceno, ze vzdy existuji néjaci teroristé.

Usudek je platny (ptipad modu camestres).

Usudek nent platny - nemusi existovat zadny ¢lovék, ktery by kradl.
Usudek nenti platny (ptipad modu camestros); aby byl platny, muselo by
byt zaruceno, Ze vzdy existuje néco presoleného.

Usudek je platny (piipad modu festino).

Usudek neni platny - klidné mtizou existovat spofivi lidé, ktefi nejsou
sobecti.

Usudek je platny (ptipad modu bocardo).

Usudek nenti platny (ptipad modu darapti); aby byl platny, muselo by byt
vzdy zaruceno, Ze existuje mata.

Usudek neni platny - klidné muze existovat kamen, ktery je nesmrtelny.
Usudek je platny (ptipad modu datisi).

Usudek je platny (ptipad modu disamis).

Usudek neni platny - je mozné, Ze existuje cyklista, ktery je sice sportov-
cem, nicméné nenf lyzafem.

Usudek neni platny (piipad modu felapton); aby byl platny, muselo by
byt vzdy zaruceno, Ze existuje néco, co je mravenec¢nik, nasledné by pak
existovalo néco, co je hmyzoZravcem.

Usudek je platny (ptipad modu ferison).

Usudek neni platny - to, ze né&jaci lidé jsou dzentlmeni, neni nutné.
Usudek neni platny (ptipad modu bamalip); aby byl platny, muselo by
byt zaruceno, ze vzdy existuji néjaci koné.

Usudek je platny (piipad modu calemes).

Usudek neni platny.

Usudek nen platny (ptipad modu calemos); muselo by totiz byt zaruce-
no, ze vzdy existuji néjaci veselici se.

Usudek je platny (ptipad modu dimatis).

Usudek je platny (ptipad modu barbara).

Usudek neni platny (ptfpad modu fesapo); muselo by totiz byt zaruceno,
ze vzdy existuji néjaké piky, nasledné by existovaly néjaké karty.
Usudek je platny (piipad modu fresison).

Usudek neni platny - nemusi existovat zidny pisnickaf, ktery by byl
zaroven Zurnalistou.

Usudek neni platny.

147



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

38)
39)
40)

Usudek je platny (ptipad modu baroco).

Usudek neni platny.

Usudek neni platny - premisami neni determinovano ani to, ze néktefi
filosofové jsou lidmi, ani to, ze néktefi filosofové nejsou lidmi.

10.3 Cviceni - urcovani, ktery vyrok vyplyva z premis

(sylogismy)

Z uvedenych moznosti a)-d) urcete pravé ten jeden vyrok, ktery z danych pre-
mis vyplyva a je tak zavérem platného sylogismu:

1)

2)

3)

148

Vsechny pravouhelniky jsou ¢tyfstranné.
Vsechny ¢tverce jsou pravouhelniky.

a) Vsechny Ctverce jsou Ctyfstranné.
b) Nékteré ¢tverce jsou Ctyfstranné.
c) Zadné &tverce nejsou Ctyistranné.
d) Neékteré ¢tverce nejsou Ctyfstranné.

Z4dné elipsy nemaji strany.
Vsechny kruhy jsou elipsy.

a) Vsechny kruhy maji strany.
b) Nékteré kruhy maji strany.

¢) Zadné kruhy nemaji strany.
d) Nékteré kruhy nemaji strany.

Ve protivné je nepfijemné.
Neékteré tchyné jsou protivné.

a) Vsechny tchyné jsou neprijemné.
b) Nékteré tchyné jsou nepfijemné.

c) Zadné tchyné nejsou nepifjemné.
d) Neékteré tchyné nejsou nepfijemné.
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4)

5)

6)

7)

Z4dny sympatak neni pobuda.
Neéktefi herci jsou sympataci.

a) Vsichni herci jsou pobudové.
b) Nékteri herci jsou pobudové.

¢) Z4dni herci nejsou pobudové.
d) Nékteti herci nejsou pobudové.

Vsichni vojaci jsou v armadé.
Nékteti piloti nejsou v armadeé.

a) Vsichni piloti jsou vojaci.
b) Nékteri piloti jsou vojaci.
c) Z4dni piloti nejsou vojéci.
d) Nékteri piloti nejsou vojaci.

Nic ptehnané neni odiivodnéné.
Vsechny naroky jsou odéivodnéné.

a) VSechny néroky jsou pfehnané.
b) Nékteré naroky jsou pfehnané.

¢) Zadné néroky nejsou piehnané.
d) Nékteré naroky nejsou prehnané.

Kazdé téleso je hmotné.
74dn4 idea neni hmotna.

a) Kazda idea je téleso.

b) Néktera idea je téleso.

¢) Z4dna idea neni téleso.
d) Néktera idea neni téleso.
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8)
Zadni polarnici nejsou zimomfivi.
Nékteri vyzkumnici jsou zimomfivi.

a) Vsichni vyzkumnici jsou polarnici.

b) Nékteti vyzkumnici jsou polarnici.

¢) Zadn{ vyzkumnici nejsou polarnici.

d) Nékteri vyzkumnici nejsou polarnici.
9)

Neéktefi $achisté nejsou Sampioni.

Vsichni $achisté jsou hraci.

a) Vsichni hradi jsou Sampioni.
b) Nékteri hraci jsou Sampioni.
¢) Zadni hraci nejsou $ampioni.
d) Nékteri hraci nejsou $ampioni.
10)
Vsechny obdélniky jsou pravothlé.
Nékteré obdélniky jsou rovnostranné.

a) Ve rovnostranné je pravouhlé.

b) Néco rovnostranné je pravouhlé.

¢) Nic rovnostranné neni pravouhlé.

d) Néco rovnostranné neni pravouhlé.
11)

Neéktefi pravnici jsou soudci.

Vsichni pravnici jsou vystudovani.

a) Vsichni vystudovani jsou soudci.
b) Nékteri vystudovani jsou soudci.

¢) Zadni vystudovani jsou soudci.

d) Nékteri vystudovani nejsou soudci.
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12)

13)

14)

15)

Z4dni modernisté nejsou postmodernisté.
Nékteri modernisté jsou staromilci.

a) Vsichni staromilci jsou postmodernisté.
b) Nékteri staromilci jsou postmodernisté.

c) Z4dni staromilci nejsou postmodernisté.
d) Nékteri staromilci nejsou postmodernisté.

Kazdy pocitac je stroj.
Zadny stroj nemysli.

a) Ve, co mysli, je pocitac.

b) Néco, co mysli, je pocitac.

¢) Nic, co mysli, neni pocitac.
d) Néco, co mysli, neni pocitac.

Nékteré rostliny jsou okrasné.
Ve okrasné je hezké.

a) V$echno hezké jsou rostliny.

b) Néco, co je hezké, jsou rostliny.
¢) Nic hezké nejsou rostliny.

d) Néco, co je hezké, nejsou rostliny.

Z4dn4 préce neni bez ndmahy.
Néco bez ndmahy je snadné.

a) Vsechno snadné je prace.
b) Néco snadného je prace.

¢) Nic snadného neni prace.
d) Néco snadného neni prace.
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10.3 Reseni - uréovani, ktery vyrok vyplyva z premis

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)

(sylogismy)

a) (jde o sylogismus modu barbara).
¢) (jde o sylogismus modu celarent).
b) (jde o sylogismus modu darii).

d) (jde o sylogismus modu ferio).

d) (jde o sylogismus modu baroco).
¢) (jde o sylogismus modu cesare).
¢) (jde o sylogismus modu camestres).
d) (jde o sylogismus modu festino).
d) (jde o sylogismus modu bocardo).
b) (jde o sylogismus modu datisi).

b) (jde o sylogismus modu disamis).
d) (jde o sylogismus modu ferison).
¢) (jde o sylogismus modu calemes).
b) (jde o sylogismus modu dimatis).
d) (jde o sylogismus modu fresison).

10.4 Cviceni - zjisténi, ktery vyrok vyplyva z premis

V niZe uvedenych Vennovych diagramech jsou zaznaceny dvé obecné premisy
néjakych kategorickych sylogismu. Ktizek navic znaci neprazdnost prislusné-
ho terminu. Urcete ten zavér, jenz je vzdy tvaru QSP (kde Q je kvantifikator
a S a P predikaty), ktery z téchto premis vyplyva a formulujte ho obecné slov-
»VSechna/Nékterd S jsou/nejsou P“). Tim, Ze je zaji$téna neprazdnost,
muzeme pracovat i s oslabenymi mody sylogismd, jez ke své platnosti zajisténi

neé (tj.

(sylogismy s doplnénim neprazdnosti)

neprazdnost pottebuji.
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10.4 Reseni - zjisténi, ktery vyrok vyplyva z premis
(sylogismy s doplnénim neprazdnosti)

1) »Neéktera S jsou P* (jde o ptipad modu barbari).

2) »Neéktera S nejsou P (jde o ptipad modu celaront nebo cesaro).
3) »Neéktera S nejsou P“  (jde o pfipad modu camestros nebo calemos).
4) »Neéktera S jsou P* (jde o ptipad modu darapti).

5) »Neéktera S jsou P* (jde o ptipad modu bamalip).

6) »Neéktera S nejsou P“  (jde o ptipad modu felapton nebo fesapo).

10.5 Cviceni - zjisténi, ktery vyrok vyplyva z premis
(sylogismy)

V nize uvedenych Vennovych diagramech jsou zaznaceny premisy kategoric-
kych sylogismi (a to téch, u nichzZ nemusi byt doplnéna neprazdnost termini).
Urcete zavér, jenz je vidy tvaru QSP (kde Q je kvantifikdtor a S a P predikaty),
ktery z téchto premis vyplyvd, a formulujte ho obecné slovné (tj. ,V§echna/Né-
kterd S jsou/nejsou P“):

1) 2)
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3) 4)
S%éP SE%P
M M
5) 6)
SE%P S§%P
M M
7) 8)
S P
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10.5 Reseni - zjisténi, ktery vyrok vyplyva z premis

(sylogismy)
1) »V$echna S jsou P“ (jde o ptipad modu barbara).
2) ,Z4dna S nejsou P (jde o ptipad modu celarent nebo cesare).
3) »Neéktera S jsou P* (jde o pripad modu darii nebo datisi).
4) »Neéktera S nejsou P“  (jde o ptipad modu ferio, ferison, festino nebo
fresison).
5) »Neéktera S nejsou P  (jde o pripad modu baroco).
6) »Z&dna S nejsou P“ (jde o pripad modu camestres nebo calemes).
7) »Neéktera S nejsou P“  (jde o ptipad modu bocardo).
8) »Neéktera S jsou P* (jde o ptipad modu disamis nebo dimatis).

10.6 Cviceni - ovérovani platnosti usudki, které nejsou
sylogismy, Vennovymi diagramy

Oveérte platnost nasledujicich usudkd pomoci Vennovych diagramd:

1)
Vsichni lidé jsou smrtelni.
Vsichni filosofové jsou lidé.
Sokratés je filosof.
Sokratés je smrtelny.

2)

Nékteré zuby jsou bilé.
Vsechno bilé je krasné.

Néco bilého nejsou zuby.
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3)
Vsichni statnici jsou politiky.
Neéktefi statnici jsou inteligentni.
Nékteti politici nejsou statnici.
Nékteti politici nejsou inteligentni.
4)

Z4dny materialista neni objektivni idealista.
Zadny subjektivni idealista neni materialista.

Nekteti nejsou objektivnimi idealisty a zaroven nejsou subjektivnimi idealisty.

(Viceslovné oznaceni ,,byt objektivni idealista“ mtizeme pro zjednoduseni po-
vazovat za monadicky predikat; podobné pro ,,byt subjektivni idealista®)
5)

Z4dny narkoman neni policista.

Kazdy dealer je narkoman.

Adam je dealer.

Adam neni policista.

6)
Vsichni ucitelé jsou vychovatelé.
Vsichni uditelé jsou vysokoskoldci.
Michal je ucitel.

Nékteti vychovatelé jsou vysokoskolaci.
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10.6 Reseni - ovéiovani platnosti usudki, které nejsou

1)
2)

3)
4)

5)
6)
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sylogismy, Vennovymi diagramy

Usudek je platny.

Usudek neni platny, zavér nevyplyva z premis - vyplyva véta ,Nékteré
zuby jsou krasné®“.

Usudek neni platny.

Usudek neni platny. Usudek by byl platny, kdyby bylo zaru¢eno, ze vzdy
existuji materialisté.

Usudek je platny.

Usudek je platny - tim, kdo je zéroven vychovatel a vysokoskoldk, je
prinejmensim Michal.
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11. Vyplyvani

Uz vyse v sekci 3.2.3 jsme si predstavili nejen intuitivni pojem vyplyvani, ale
i jeho rigordzni koreldt, ktery jsme zaroven porovnali s pojmem logického dii-
sledku. Nyni si ptipomeneme nékolik faktii o vyplyvani z rdmce VL, a pak si
nase poznatky o vyplyvani roz$itime. Ukazeme si, jakym zptisobem a z jakych
divodi neklasické logiky pojem vyplyvani modifikuji, resp. méni jeho extenzi.

Abychom pojem vyplyvani v logice explikovali, odhlizime od v$eho, co
je pro vyplyvani nepodstatné, a proto namisto vét pfirozenych jazyka zkouma-
me vztah vyplyvani mezi formulemi urcitého formalntho jazyka. Pfeklad mezi
ptirozenym a formalnim jazykem je véak notnou mérou zaloZen jednak na ide-
alizaci (je odhliZzeno od viceznacnosti jazykovych vyjadfeni), jednak na abs-
trakci (je vypusténo vse, co neni nezbytné k vystizeni vyplyvani). K tématu
prekladu se vratime za chvili.

Uz v ivodu jsme si fekli, Ze intuitivni pojem vyplyvani se spoléha na ne-
prili§ jasny pojem okolnosti, resp. nutnosti:

Vyplyvani (intutivni pojem)
Véta Vvyplyvazvét V, V,,..., V pravé tehdy, kdyz V je pravdivd za viech
okolnosti (tedy nutné), za nichz jsou pravdivé rovnéz véty V,, V,, ..., V.

of

Vime, Ze v ramci VL lze exaktné, tj. rigorézné presné, vyjadrit pojem
okolnosti, jez zptisobuji pravdivost, a to prostfednictvim pojmu valuace:

Vyrokové-logické vyplyvani

Vyrokové-logickd formule A vyrokové-logicky vyplyvi z vyrokové-
logickych formuli A, A, ..., A pravé tehdy, kdyz A je pravdivd pti kazdé
valuaci, pti niZ jsou pravdivé vSechny vyrokové-logické formule A , A , ..., A .

Také vime, ze v ramci PL lze exaktné vyjadrit pojem okolnosti, jez zptisobuji
pravdivost, jinak nez ve VL, a to prostfednictvim pojmu interpretace:

Vyplyvani

Formule A vyplyvd z formuli A, A, ..., A pravé tehdy, kdyz A je prav-
divd v kazdé interpretaci, pfi niZ jsou pravdivé vSechny formule A, A, ..., A .
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V obou pripadech je tedy ve hie ponékud odli$ny pojem pravdivosti
- jednou jsou relevantnim faktorem valuace, podruhé interpretace. Uz jsme
fekli, Ze s vyplyvanim si vysta¢ime i v bohatsich logickych systémech, nez PL;
pojem interpretace byl totiz koncipovan dostate¢né obecné.

Vyplyvani (v¢. VL-vyplyvani) se tyka uréitych formuli uréitého formal-
niho jazyka, tedy ur¢ité logiky (VL, PL, modalni logiky, ...). Vztah vyplyva-
ni mezi formulemi je v téchto logikach jednoznacné dan. Nezavisle na tom
existuje intuitivni a ne vzdy zcela jednoznac¢né urcitelné vyplyvani mezi véta-
mi prirozeného jazyka. Pii prekladu, tedy logické analyze pfirozeného jazyka
prostiedky ur¢ité logiky, dochazi k explikaci intuitiviniho pojmu vyplyvani tim
¢i onim zptisobem. Vlastné tim ztotoznujeme uréitou nejednoznaénou relaci
vyplyvani, jeZ se projevuje v prirozeném jazyce, s ur¢itou jednoznac¢nou relaci
ve VL, PL ¢i jiném logickém systému.

Vime, ze pfi prekladu se ndm mohou ze zfetele ztratit uréité instance
této relace. Ztotoznime-li naptiklad intuitivni vyplyvani s VL-vyplyvanim, in-
stance jako tfeba ({,,Kazdy ¢lovék je smrtelny., ,,Sokratés je clovék.“}, ,,Sokratés
je ¢lovék.“) bude vypusténa z vyplyvani, ponévadz této konkrétni dvojici (pre-
misy, zavér) odpovida dvojice ({p,q}.,r), ktera neni instanci relace VL-vyplyvé-
ni. Vidime tedy, Ze preklad z ptirozeného jazyka do formalniho, tedy vlastné
explikace vyznamu vyrazii pfirozeného jazyka prostiedky formalni logiky, ma
netrivialni dasledky.

Abstrakce od véci nepodstatnych pro vyplyvani zase vede k tomu, Ze
vyrazy jazyka jsou rozdéleny na vyrazy z hlediska vyplyvani relevantni a nere-
levantni. Prvé skupiné vyraza se fika logické vyrazy, druhé skupiné mimologické
vyrazy. Napriklad sltivka ,,a% ,,nebo’, anebo ,,kazdy* patii do skupiny logickych
vyrazi. To jsou slova, ktera maji v logickych systémech korelaty, totiz jejich lo-
gické explikaty jako A, V, V (témto vSem se nékdy rika logické pojmy).

Mimologické vyrazy patii do skupiny slov z hlediska vyplyvani nepod-
statnych, jediné, co nas na nich zajim4, je jejich vzdjemna odli$nost a poptipadé
téz jejich skladebnost, resp. schopnost skladebnosti. VL tfeba odlisuje véty jed-
noduché a slozené, pficemz ty jednoduché od sebe odlisuje pomoci znaki ,,p
WP, s P, abstrahuje pti tom jak od jejich vyznamii, tak od jejich pravdivos-
ti. PL ¢ini podobné, u predikat ovSem kromé vzajemné odli$nosti rozpoznava
jesté jejich aritu (a obor aplikability).

To, co je ziskdvano z néjaké véty prirozeného jazyka pii tomto prekladu,
je jen jeji logickd forma. Ta vznikne tim, Ze logické vyrazy jsou nahrazeny jejich
exaktnimi koreldty a mimologicka slova jsou nahrazena de facto metajazyko-
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vymi proménnymi (u zajmen jsou to dokonce pravé proménné). Zde je ilustra-
tivni priklad. Vyrazy v prostfednich radcich jsou pribézné vznikajici produkty
abstrakce-prekladu, posledni fadek obsahuje vyslednou formuli PL:

Ve, je-li to 7ivé, hybe se to.“
Ve, je-li to R e to.”
Vx - x Z H x

Vx (z (x) - H (x))

Idea logické formy se opira o myslenku, Ze to logicky podstatné na zkou-
mané vété je shodné s tim, co je logicky podstatné napiiklad také na vété ,Vse,
je-li kousavé, tak je to $téné“. Od obsahu slov ,,zivé" ¢i ,kousavé® totiz mizeme
abstrahovat. Mizeme misto nich dat jakdkoli jind mimologicka slova a z hle-
diska logiky budeme uvazovat stale tutéz logickou strukturu, jez se podili
na vyplyvani. V nasledujicich odstavcich si ukdzeme, jak je toto klasické pojeti
logické formy ponékud modifikovano.

Nejprve si ukdzeme ptipady, kdy abstrakce od vyznamu, resp. od inten-
ze, jazykovych predikatd, tedy to, Ze jsou pojednavany jako logicky vzato neut-
rélni, vede k nespravnému urceni platnosti usudki. Jim odpovidajici formalni
usudek totiz nebude platny, a¢ jejich jazykovy korelat ano (lze najit i opac¢né
ptipady). Zde je konkrétni ptiklad:

Ajevys$inezB. V(a,b)

B je niz$i nez A. N(b,a)

PL totiz chépe dané véty, a tedy i prislusné predikaty, jako tzv. intenziondlné ne-
zdvislé, mohou mit tedy libovolné extenze (rozsahy). Naptiklad je to interpretace
S(V)={{c,B)}, S(N)={{Bse)}, kterd ukazuje, ze dany formalni usudek (usudkova
forma) je neplatny. Jazykovy tsudek ale platny je: vyznam predikatu ,,(byt) vyssi
nez (nékdo)“ je vztazen k vyznamu predikatu ,,(byt) niz$i nez (nékdo)*.

Pojem analytického vyplyvdni se tyka pravé téchto pripadut, kdy néco
vyplyva z néceho pti fixovanych vyznamovych vztazich daného ptirozeného
jazyka. Formalni vyjadfeni téchto vztahti nazval Rudolf Carnap vyznamové po-
stuldty (angl. ,,meaning postulates®; objev nalezi Johnu Kemenymu). V nasem
ptikladu je vyznamovym postulatem VxVy (V(x,y)<>N(y,x)). DodrZzeni vyzna-
mového postulatu by tedy vedlo k interpretaci respektujici intuitivni vyznam,
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totiz napt. 3'(V)={(a,p)}, 3'(N)={(B,a)}. (Dalsi takové piiklady tsudki sesta-
vime tfeba s dvojicemi obrattl jako napt. ,stary mladenec*—,neZenaty muz
srov. usudek ,VSichni stafi mladenci jsou pfitazlivi. Tudiz vSichni neZenati
muzi jsou pritazlivi)

Pamatujme si tedy, Ze ackoli néjaka véta vyplyva z jinych vét analyticky,
nevyplyva jest¢ logicky. Prfi (logickém) vyplyvani totiz abstrahujeme
od vyznamu specificky ¢eskych slov jako naptiklad ,,vy$si“ a ,,nizsi‘ resp. jejich
vyznamovych vazeb, a netraktujeme je jako néjaka logicka slova.

Vyse uvedena neschopnost analyzovat takovéto usudky, v nichz jsou
evokovany intenze, jez jsou na sebe navazany, neni jedina dan za abstrakci
od intenzi (tedy od toho, co vyznamové predikaty znamenaji, totiz od vlast-
nosti a vztahit). Klasicka PL se omezila jen na préci s extenzemi predikata (tj.
s extenzemi vlastnosti a vztaht). Analogicky pro jiné druhy vyraza. Toto ome-
zeni na extenze je vidét z toho, ze predikatové symboly interpretujeme jakozto
znamenajici rovnou ty ¢i jiné mnoziny individui. Pro pfipad vét: intenzemi vét
jsou propozice, kdezto jejich extenzemi jsou pravdivostni hodnoty.

V disledku diskutovaného omezeni na extenze vyrazi neumi klasicka
logika zachytit platnost nemalé skupiny usudkd, v nichz intenze figuruji. Zde
jsou tii ptiklady, zacneme nasledujicim sylogismem:

Sira je zluta.
Zluta je barva.

Sira je barva.

Pro spravné vystizeni neplatnosti tohoto isudku je zapotiebi odlisit zlutost jako
vlastnost aplikovanou na individua, jez jsou sirou, a Zlutost jako entitu, ktera
se fadi mezi barvy. Jinymi slovy, vyraz ,,zlutd“ se v usudku vyskytuje ve dvou
rozdilnych supozicich, referuje k riiznym vécem, a konkluze pak vznikla na z4-
kladé ekvivokace. Pritom se v$ak zda nezbytné postulovat vlastnosti, coz je ale
proti duchu PL1.

Podobny zavazek k vlastnostem by mélo plausibilni vysvétleni nasleduji-
ciho usudku, ktery ve svém zavéru pres vlastnosti explicitné kvantifikuje:

Bedfich ma rad svou Zenu. 3y (Z(y,b)AR(by))
Karel ji ma rad také. R(k,?)

Bedrich a Karel maji spole¢nou vlastnost. 3? (Mit(b,?)AMit(k,?))
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S urcitym zjednodusenim bychom mohli k formalizaci daného usudku vyuzit
logiku tfid obohacenou o A-operator, tedy PL vyssiho fadu (srov. nize kapi-
tolu 18.). Vlastnost ,mit rad svou Zenu‘ bychom pak modelovali jako Ax Jy
(Z(y,x)AR(x,y)), tedy jako uréitou tfidu. Nagez prvni premisa by byla vlastné
vysledkem aplikace této tfidy na b. Podstatnéjsi je, Ze v zdvéru by se vyskytovala
proménna pro tidy, v jejimz oboru by mohla byt pravé Ax Iy (Z(y,x)AR(x,p)),
coz ale v klasické PL bez A-operdtoru neni mozné. Dalsi obtiz tkvi v tom, Ze
v daném usudku muiZe byt ve skute¢nosti fe¢ o vlastnosti reprezentovatelné po-
moci Ax Iy (Z(y,b)AR(x,»)), tj. Ze Bedfich ma rad Karlovu zenu.

Treti ptiklad obsahuje bohaté diskutované véty o propozicnich postojich
(angl. ,,propositional attitudes®):

Anna se domniva, ze v Patizi prsi. D(a,?)
V Pafizi neprsi. -P
Anna se domnivé néco nepravdivého. 3? (D(a,?)A—Pravdivy(?))

V pripadé tohoto tsudku vyvolava pochyby uz analyza druhé premisy pomoci
nuldrniho (vzacné nazyvano: medadického) predikatového symbolu P. Nami
vsak bude diskutovana az potiz, ze na mistech oznacenych ,?“ nemiize stat vy-
raz, jehoz pfimou sémantickou hodnotou je pravdivostni hodnota. Musi tam
stat propozice, tedy intenze vnotené véty ,,v Parizi prsi; v zavéru je pak zapo-
tfebi proménna pro propozice. Agent totiz nema postoj k pravdivostni hodnoté
té véty, jez mu ani nemusi byt znama, ale k ji vyjadfované propozici.

Jak si pov$iml jiz Frege, v druhé premise vystupuje véta ,,v Parizi pr$i
jakozto referujici pfimo na svou pravdivostni hodnotu. Ptislu$ny vétny kontext
nazval pfimy (ném. ,gerade®, angl. ,direct®, ale pouziva se i prtihledny, angl.
»transparent®), kdezto kontext vyskytu véty v prvni premise nepfimy (ném.
»ungerade®, angl. ,,oblique®, ev. nepriihledny, angl. ,opaque®). V soucasnosti se
bézné pouziva oznadeni extenziondlni / intenziondlni kontext. (Fregeho teorie
o smyslu a vyznamu, ,,Sinn”“ a ,Bedeutung®, coz jsou de facto intenze a extenze,
je stru¢né diskutovana v kapitole 16. Identita.)

Casto proponovanym fesenim téchto potizi ve druhé poloviné 20. st. je
pfijmuti intenzi jakozto pfimych sémantickych hodnot vyrazi, tedy intenziondl-
ni sémantika. Samotné intenze nakonec byvaji reprezentovany riizné, obvykle se
v8ak pritom zachovava, Ze vyraz ma kromeé intenze jesté i extenzi, takze sémanti-
ka je slozita bud z divodu, Ze v daném kontextu ma vyraz tu ¢i onu sémantickou
hodnotu, anebo ma v kazdém kontextu na riizné drovni vyznamu hodnoty obé.
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Tzv. hyperintenziondlni sémantika si pak v$§ima toho, Ze ani béZné uziva-
ny model intenzi, jakozto funkci z moznych svét nedokaze vysvétlit nuance,
jez jdou strukturalné za tyto intenze. Jinymi slovy, modelovat vyznam napti-
klad vSech matematickych vét jakozto jednu jedinou funkci z moznych svétt
do pravdivostni hodnoty Pravda je prili§ hrubé. Tento model totiz neodstini
sémanticky rozdil tfeba mezi ,1+1=2“ a Fermatovym teorémem ,, VxVyVzVn
((x"+y"=z")—>(n<3))“. Agent miize mit postoj k sémantickému obsahu jedné
véty, aniz by mél postoj k sémantickému obsahu druhé véty. Nésledujici tisudek
je tedy intuitivné vzato neplatny, a¢ podle konvencionalni intenzionalni logiky
uzivajici pojem mozného svéta platny je:

Xenie vi, ze 1+1=2.

Xenie vi, Ze VxVyVzVn ((x"+y"=z")—(n<3))

Postulovanim hyperintenzi, jez jsou s to adekvatné vystihnout odlisnosti vy-
znamu logicky ekvivalentnich vyraz, komplikuje hyperintenzionalni séman-
tika a logika interpretaci (formalnich) vyrazt jesté vice, neZ intenziondlni sé-
mantika a logika. Jenze vyhnout se takovymto tsudkiim by znamenalo vyhnout
se exaktnimu urceni platnosti jazykovych usudkt v dostate¢né $ifi.

Neklasickych logickych systémi je celd fada, zde je nebudeme viechny
piedstavovat, ani vyjmenovavat (srov. alespoii ,Uvod do logiky: klasicka vyro-
kova logika®). Prakticky v§echny tyto logiky vznikly ve snaze 1épe vystihnout
intuitivni pojem vyplyvani. V nasledujicim vykladu zminime okruhy znamych
logik a logickych systémil, jez se snazi rozsifit oblast kontrolovatelnych jazyko-
vych tsudkii podobnymi postupy.

Pro prvni okruh si pfipomenme pocetnou skupinu neklasickych logik,
které jsou relativné konzervativnim rozsifenim klasické VL nebo PL, nebot se
vydaly cestou dil¢iho obohaceni mnoziny logickych vyrazt. Uz z prvniho dilu
této knihy vime, Ze naptiklad moddlni logika je VL nebo PL obohacena o exaktni
korelat slov jako ,,nutné“ nebo ,mozna’, epistemickd logika o exaktni korelat slov
jako ,vi“ ¢i ,domniva se, deontickd logika zase o ,povinné“ apod. (Obor mo-
dalnich ¢i epistemickych logik je oviem rozlehly a zasahuje i mimo naznacené
oblasti.) Dalsi neklasické logiky zase rozsifuji oblast formalizovatelnych vyra-
zt, naptiklad erotetickd logika prindsi roz$ifeni o otazky. Specificky na podkladu
modalni PL je stavéna tempordlni logika, jez umi modelovat slovesné ¢asy a ¢aso-
va oznaceni jako napt. ,predtim®, ,,1. 1. 1977“ (srov. tak bézné usudky jako ,,Za-
ruka kon¢i 31. 12. 2014. Dnes je 1. 2. 2015. Tudiz zaruka jiz skoncila.“).
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Dalsi neklasické logiky se vydaly cestou hlubsi revize principt klasické
logiky. Naptiklad trojhodnotova logika pripousti oznamovaci véty, jejichz prav-
divostni hodnota neni jasna (napf. véty o budoucnosti ,,Zitra bude namorni
bitva®, nerozhodnutelné véty jako ,Kral Francie je holohlavy®, ,,3+0 je sudé
¢islo®). Dalsi vicehodnotové logiky, zvlasté pak fuzzy logika, se vydaly i smé-
rem k obohaceni o logické modely slov jako ,hodné, ,stfedné malo* Vlast-
né tim znac¢né reviduji Princip dvouhodnotovosti (bivalence), tedy omezeni
se na (nejvyse) dvé pravdivostni hodnoty.

Nakonec zminime uz jen jeden okruh neklasickych logik. V nich do-
chazi primarné ke korekcim vlastnosti klasického pojmu vyplyvani. Uz v pred-
chozi knize jsme zminovali relevancni logiku snazici se revidovat vztah mezi
vyplyvanim a (materialni) implikaci. Na trovni diikazovych technik pak na-
chézime obdobu v substrukturdlnich logikdch. Ideové pribuzné snahy prinasi
nemonotonni logiky. Ty se rozchazeji s klasickym pozadavkem monoténnosti
vyplyvani (definici viz zahy nize), protoze zohlediuji nemonotonni usuzovini
(angl. ,non-monotonic reasoning”). Zde je motiva¢ni ptiklad:

Typicti ptaci 1étaji.
Tweety je ptak.

Tweety 1ét4.

Tento tsudek je bézné chapan jako platny. Je-li vyplyvani monotdénni, tak obo-
hatime-li mnozinu premis o dal$i premisu, zavér bude stale vyplyvat. Jenze
jakmile do naseho prikladu priddme premisu ,,I'weety je tu¢nak®, zavér zjevné
vyplyvat prestane.

Pripomenme si zde trojici znamych vlastnosti klasického pojmu vyplyva-
ni, mezi nimiz je monoténnost. Necht Cn(I') je mnozina sémantickych dusledk
mnoziny formuli I, ¢ili Cn(T") je mnozina vSech formuli, jez vyplyvaji z I':

i. monotonnost vyplyvani: jestlize I'CA, tak Cn(I')SCn(A), ¢ili vyplyva-li
AzA A, .. A, tak A vyplyvd i z mnozZiny obsahujici A, A, ..., A, ané-
jakou dalsi formuli B

ii. reflexivnost vypl}'rvéni I'SCn(T), cili jestlize A je jednouz A, A,, ..., A,
tak AvyplyvdzA, A, .., A

iii. tranzitivita vyplyvam Cn(Cn(F))CCn(F) ¢ili dasledky dasledki I' jsou
také dasledky T, t. jestlize A, A,..,A FAaB,B,..,B,AEA,tak
A,A,.,A,B,B,..,B,AEA
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Dalsi priklady tsudkd, které jsou pro klasickou logiku obtizné a motivu-
ji jeji pripadné revize (napf. parakonzistentni logiku), tvofi nékteré sémantické
paradoxy. Ty vyuzivaji véty, jejichz pravdivostni hodnota je v daném kontextu
tézko urcitelna (napt. ,Tato véta je nepravdivd®). V nedavné dobé byl napriklad
znovuobjeven a modernizovan paradox platnosti (angl. ,paradox of validity):

1+1=2.

Tento usudek neni platny.

Z tzv. Jourdainova lharského paradoxu zase mizeme sestavit tento podivny
usudek:

Zavér toho usudku je nepravdivy.

Premisa toho usudku je pravdiva.

Z implikace v tzv. Lobové paradoxu muzeme sestavit nasledujici zlomyslny
usudek:

Tento tsudek je platny.

Kazdy tisudek je platny.

11.1 Cviceni - vyplyvani

1)
Uvedte definici (logického) vyplyvani.
2)
Vysvétlete rozdil mezi vyplyvanim v intuitivnim smyslu, vyrokové-lo-
gickym vyplyvanim a (logickym) vyplyvanim.
3)
Zdtivodnéte, pro¢ analytické vyplyvani neni (logickym) vyplyvanim.
4)

Vysvétlete, pro¢ jsou navrhovany neklasické logiky. Uvedte ilustrativni
priklady.
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12. Interpretace formuli

Pti interpretaci formuli PL vychdzime z definice interpretace v sekci 3.2 ,,Sé-
mantika PL“ Pro ndzornost budeme interpretovat véts§inou formule, které od-
povidaji vétam prirozeného jazyka.

Pokud budeme interpretovat term, ktery je vlastné proménna, tak na-
misto ,3(x)[e]“ budeme psét jednoduseji ,.e(x)", v ptipadé konstant zase jed-
noduse ,,3(c)“ Pokud budeme zkoumat uzavienou formuli, budeme rovnou
uvadét jeji pravdivost/nepravdivost, tj. 3(A), nikoli pravdivost/nepravdivost
pti ohodnoceni, tj. nikoli 3(A)[e].

Skrtnutim znaku alfabety jako napf. et (ev. dvojice ¢e5fY) nize znacime,
ze dané individuum (ev. dvojice individui) nendlezi do interpretace ur¢itého
predikatového symbolu. Pokud to nebude uréeno jinak, necht vzdy U={a,3,y}.

12.1 Priklady - interpretace jednoduchych formuli
s monadickymi predikaty

Nisledujici véty prirozeného jazyka formalizujte prostfedky PL a ziskané for-
mule interpretujte tak, aby byly a) pravdivé, b) nepravdivé. Rozdilné interpreta-
ce téze formule odlime apostrofem, napt. 3, 3', 3. Podstata ukolu tkvi v tom,
ze vhodné interpretujeme konstanty (jsou-li jaké) a hlavné predikatové symbo-
ly. Pokud neni stanoveno jinak, necht U={a.,,y} a e(x)=y.
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1)
Aristotelés je filosof.
F(a)

Necht U={a,B,Y,...} a 3(a)=cL.

a) Formule je pravdiva, pokud indivi- b) Formule je nepravdiva, pokud
duum Aristotelés, tj. o, patfi do mno- Aristotelés nepatti do mnoziny filoso-
ziny filosoft, ¢ili kdyz S(a)e3(F). fu, tj. 3'(a)&S'(F), ¢ili patti do doplit-

Schematicky: ku mnoziny filosoft, tj. 3'(b)€S'(F€).
Schematicky:
3(F)={a,...}. 3'(F)={et,...}.
Graficky: Graficky:
F F
o
LJ 1J

Kde presné se nachdzeji ostatni individua z U neni v obrazku uréeno. Analo-
gicky nize.
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2)
Aristotelés je filosof, ale Bedfich nikoli.
F(a)A—F(b)

Necht U={a,B,y,...} a 3(a)=S(a)=a, I(b)=S(b)=p.

a) Formule je pravdivd, pokud Aristo- b) Formule je nepravdiva, pokud bud

telés do mnoziny filosoft patfi, kdezto Aristotelés nepatfi do mnoziny filo-

Bedtich nikoli. Cili kdyz 3(a)€3(F), softi, nebo Bedtich do ni patii. Zde si

kdezto 3(b)€3(F), neboli 3(b)EJ(FC): navrhneme interpretaci, podle niz ne-
plati ani jedno z toho. Takze Bedtich
nalezi do F tj. 3'(b)€S'(F), kdezto
Adam nikoli, ¢ili 3'(a)€S'(F), neboli
3'(a)eS'(FO):

S(F)={a.B} 3:(F)={0t,[5}
3(F(a))=1 3'(F(a))=0
F F
B o
U U
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3)

Nékdo nent filosof. (= Nékteti nejsou filosofy.)

dx —F(x)

a) Formule je pravdiva, pokud alespon
jedno individuum nenélezi do mnoziny
filosoft,, ¢ili kdyz 3(F) je vlastni pod-
mnozinou U, tj. 3(F)CU. Napiiklad:

S(F)={a}, ¢iliS(F)#U (4. 3(F)cU)

(Jiny ptiklad interpretace: 3" (F)=0.)
Interpretace celé formule je vypocita-
na vzhledem k pozménénym ohod-
nocenim ¢', dvakrat pritom bude pri-
fazena kvantifikované formuli —=F(x)
pravdivostni hodnota 1, coz v dtisled-
ku vede k tomu, ze S(Ix—F(x))=1.

dx —~F(x)
0la
10PB
10y
1
=
p
T
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b) Formule je nepravdiva vylu¢né
pti vyuziti krajni moznosti, jiz je, ze
v$echna individua z U nalezi do mno-
ziny filosoft:

3'(F)=U

V disledku toho bude pii jakémko-
li ohodnoceni e’ vidy 3'(F(x))[e']=1,
nasledné pak vzdy 3'(—F(x))[e']=0,
v disledku ¢ehoz 3'(Ix—F(x))=0.

Jx—~F(x)
0la
01p
0ly
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4)

Kazdy je filosof. (= VSichni jsou filosofy.)

Vx F(x)

a) Formule je pravdivd, pouze po-
kud vSechna individua z U patii
do mnoziny filosoft, tedy kdyz 3(F)
je nevlastni podmnozinou U:

S(F)={a,P.y}, ¢ili I(F)=U.

Podformule F(x) je otevfena a tak je
3(F(x))[e] podminéna ohodnocenim
e, pticem? pti daném ohodnoceni 3
(F(x)) [e]=1. Ovsem protoze celd for-
mule je uzavfend, zjistujeme rovnéz
pravdivostni hodnoty pti véech ostat-
nich ohodnocenich e’ pro kvantifika-
torem vdzanou promeénou x. ProtoZe
v8ak pfi vSech z nich S(F(x))[e']=1,
tak S(VxF(x))=1.

Vx F(x)
la
1B
Ly

b) Formule je nepravdiva, pokud
alespon jedno individuum z U ne-
patfi do mnoziny 3'(F), tedy 3'(F) je
vlastni podmnozinou U, tj. 3'(F)CU.
Napriklad:

Q' (F)={a,B,1}, ¢ili S'(F)=U.

Interpretace podformule F(x) je ne-
pravdivd uz pfi daném ohodnoceni
(pfipomenme si, ze e(x)=y), 3'(F(x))
[e]=0. Z tohoto si uz dovodime, Ze
cela uzavrena formule je také neprav-
diva, 3’ (VxF(x))=0.

Vx F(x)
la
1B
0y

0
F

171



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

a’) Jind interpretace, pfi niz by tato b’) Formule je nepravdiva i v dal-
formule byla také pravdiva, neexistuje. $ich pripadech. Napiiklad pti krajni
moznosti, kdy interpretaci F je 0, tj.

3"(F)={et.5:7}-

12.2 Cviceni - interpretace jednoduchych formuli
s monadickymi predikaty

Pro dané formule navrhnéte pozadovany druh interpretace — interpretujte tedy
zejména predikatovy symbol dané formule. Necht U={a.,3,y}.

1)

Navrhnéte takovou interpretaci formule —F(b) (jez je formalizaci napf.
vyroku ,,Bedfich neni filosof ), pfi niz je tato formule pravdiva.
2)

Navrhnéte takovou interpretaci formule Ix —F(x) (jez je formalizaci
napt. vyroku ,Nékdo neni filosof “), pfi niz je tato formule pravdiva.
3)

Navrhnéte takovou interpretaci formule Vx F(x) (jeZ je formalizaci napt.
vyroku ,,V$ichni jsou filosofy“), pti niz je tato formule nepravdiva.
4)

Navrhnéte takovou interpretaci formule 3x F(x) (jeZ je formalizaci napft.
vyroku ,Nékdo je filosof “), pfi niz je tato formule nepravdiva.
5)

Navrhnéte takovou interpretaci formule Vx —F(x) (jez je formalizaci
napt. vyroku ,Nikdo neni filosof“), pfi niz je pravdiva.

12.2 Reseni - interpretace jednoduchych formuli
s monadickymi predikaty

1) Naptiklad 3(F)={o.} pti 3(b)=p.
2) Napiiklad 3(F)={et,,y}=0; jiny ptiklad: 3'(F)={et,p}.
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12. Interpretace formuli

3) Naptiklad 3(F)={et,B,7}=0; jiny piiklad: 3'(F)={et,}.
4) Jediné 3(F)={et,B.,y}=0.
5)  Jediné 3(F)={erp.7}=0.

12.3 Priklady - interpretace formuli logického ctverce

Vyroky spadajici pod logicky ctverec formalizujte prostfedky PL a ziskané
formule interpretujte tak, aby byly a) pravdivé, b) nepravdivé. Uvazujme stale
U={o,p,y} (tfeba N. Armstrong, F. Borman, J. Gagarin).

divosti dané formule; pfi interpretaci formule jakozto pravdivé / nepravdivé se
snazime o shodu / neshodu s touto podminkou pravdivosti.

1)
Kazdy astronaut je bezchybny.
Vx (A(x)—B(x))
a) Formule fik4, Ze kazdé individuum, je-li v mnoziné A, tak je i v mnoziné

B. Takze formule je pravdivd, pokud ani jeden prvek mnoziny A nebude takovy,
Ze by nepattil do mnoziny B. Naptiklad:

3(A)={a}
3(B)={o,p}, cili I(A)=I(B)

V dasledku této interpretace predikatovych symbold, bude-li pfi néjakém
ohodnoceni e platit S(A(x))[e]=1, tak i 3(B(x))[e]=1. Pokud v§ak bude 3(A(x))
[e]=0, tak S(B(x))[e]=1 nebo 3(B(x))[e]=0. TakZe pii kazdém ohodnoceni e
plati 3(A(x)—B(x))[e]=1. Proto pak S(Vx(A(x)—B(x)))=1.

Vx (A(x) = B(x))
lal la
op11p Y
Oy 1 Oy
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Uvod do logiky: klasické predikitova logika

Srafy v obrédzku vyznacuji podminku pravdivosti dané formule a nase
interpretace tedy spravné neumistila zadné individuum do vy$rafované ¢asti.

b)  Aby formule byla nepravdiva, alespon v jednom radku ptislusné tabulky
hodnot (,sloupeckt’) musi byt 1—0:

3" (A)={oup}
3"(B)={B.y}

Pro alespoil jednu ohodnoceni x, jmenovité e(x)=a., plati, ze 3"'(A(x))[e]=1
a 3" (B(x))=0, nacez 3" (A(x)—B(x))=0. Proto 3" (Vx(A(x)—B(x)))=0.

Vx (A(x) = B(x))

la 0 O
181 1P
Oy 1 1y

Interpretace je tedy v rozporu s podminkou pravdivosti, nebot klade néjaké in-
dividuum tam, kde pti pravdivosti formule Zddné individuum byt nesmi (dana
oblast je $rafovana).

2)
Neékteri astronauti jsou bujafi.
dx (A(x)AB(x))
a) Formule tika, Ze alespon jedno individuum je v mnoziné A i v mnoziné

B. Staci proto, aby alespon v jednom radku byla 1 (¢ili 1A1), aby celd formule
byla 1. Napriklad tedy:

3(A)={a}
3(B)={ouB}, ¢ili S(A)NS(B)=0

Pro alespoii jedno ohodnoceni x, totiz e(x)=0a., plati 3(A(x))[e]=1 a I(B(x))
[e]=1, takze pak S(A(x)AB(x))[e]=1. Proto 3(Ix(A(x)AB(x)))=1.
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12. Interpretace formuli

dx (A(x) A B(x))
la 11a A B
0B 11P Y
Oy 10y

b)  Aby formule byla nepravdiva, tak musi byt kazdy radek roven 0, nebude
tedy existovat zadny spole¢ny prvek mnozin A a B:

3"(A)={a}
3"(B)={p}, ¢ili 3" (A)NS"'(B)=0

Protoze pak pti véech ohodnocenich e plati, ze 3" (A(x)AB(x))[e]=0, tak
3""(Ax(A(x)AB(x)))=0.

dx (A(x) A B(x))
la 00« A B

op 01 ¥
Oy 00y

0 -_H
3)
Zé&dny astronaut neni bojacny.
Vx (A(x)—-B(x))
a) Formule fika, Ze ani jedno x, které je prvkem mnoziny A, neni v mnozi-

né B. Takze formule je pravdiva, pokud ani jeden fadek nebude 0:

S3(A)={a,B}
3(B)={et,B,y}, ¢ili (A)NI(B)=0

Takto pokud S(A(x))[e]=1, tak 3(B(x))[e]=0 a tedy 3(—~B(x))[e]=1. Pokud 3(A-

(x))[e]=0, tak 3(B(x))[e]=1 a tedy 3(—B(x))[e]=0. Takze pfi jakémkoli ohodno-
ceni e plati 3(A(x)—B(x))[e]=1. Proto S(Vx(A(x)—>—-B(x)))=1.
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Vx (A(x) >~ B (x))

loa 1 10« A B
1B 1 10p @
Oy 1 01y

b) Formule je nepravdiva, pokud alespon jeden radek bude 0, coz je tehdy,
kdyz alespon jeden prvek mnoziny A bude zéroven prvkem mnoziny B:

3"(A)={o,B}
3"(B)={a}, cili 3"(A)NI"'(B)0

Jestlize ohodnoceni e ptifadi proménné x individuum a, tak bude 3" (A(x))[e]=1
a3"(B(x))[e]=1a tedy 3"'(—=B(x))[e]=0. Takze plati, Ze 3" (Vx(A(x)——B(x)))=0.

Vx (A(x) = - B (x))
lo 0 0 1a A B

%
I 1 10 ‘I{/A‘
Oy 1 10y "’j !

4)
Neéktefi astronauti nejsou bliZenci.
dx (A(x)A—-B(x))

a) Formule je pravdiva, kdyz alespon jedno individuum je v A, ale pfitom
neni v B:

3(A)={o,p}
3(B)={B,y} &ili S(A)US(B)=3(B), tj. mj. F(A)=0

Takto pro o coby ohodnoceni x bude 3(A(x))[e]=1 a I(B(x))[e]=0, takze

3(—B(x))[e]=1. TakzZe alespon pfi jednom ohodnoceni e bude 3(A(x)A—B(x))
[e]=1, proto S(Ix(A(x)A—-B(x)))=1.
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dx (A(x) A = B (x))

lao 110 a A
1B 001 P e @
0y 001y

b) Formule je nepravdiva, pokud kazdy prvek mnoziny A bude prvkem
mnoziny B. Pokud totiZ zadny fddek nebude roven 1, bude celd formule 0:

3"(A)={a}
3" (B)={a,y}, ¢ili 3"(A)US" (B)=3"'(B)

Takto pro uritou hodnotu x bude platit budto 3" (A(x))[e]=1a3"'(=B(x))[e]=0,
anebo 3" (A(x))[e]=0 a 3"'(—=B(x))[e]=1 nebo 3"'(—~B(x))[e]=0. TakzZe pti v§ech
ohodnocenich bude 3" (A(x)A—=B(x))[e]=0. Proto 3" (Ax (A(x)A—B(x)))=0.

dx (A(x) A = B(x))

laa 001 a A B
0B 010 e B
0y 001y

12.4 Cviceni - interpretace formuli logického ctverce

Nize uvedené vyroky logického ¢tverce a jejich primé negace formalizujte pro-
sttedky PL. Ziskané formule interpretujte tak, aby byly a) pravdivé, b) neprav-
divé. Uvazujme jen U={a,f3,y}:

1)

Vsechna A jsou B.
2)

Néktera A jsou B.
3)

Z4dna A nejsou B.
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4)

Neéktera A nejsou B.
5)

Nenf pravda, Ze néktera A nejsou B.
6)

Nenf pravda, Ze zadna A nejsou B.
7)

Nenf pravda, Ze néktera A jsou B.
8)

Nenf pravda, Ze v§echna A jsou B.

12.4 Reseni - interpretace formuli logického ¢tverce

Své vysledky 1)-4) konfrontujte s priklady 12.3. Pro 5)-8) plati stejné moznosti
interpretace predikatovych symbolil jako poporadé pro 1)-4).

12.5 Priklady - interpretace formuli s binarnimi
predikaty

Véty prirozeného jazyka formalizujte prosttedky PL a ziskané formule inter-
pretujte tak, aby byly a) pravdivé, b) nepravdivé. Pokud neni uvedeno jinak,
necht U={a,f,y,umt}; dale e(x)=p, e(y)=a, I(m)=u, I(p)=r.
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12. Interpretace formuli

1)
Magda ma rdda Petra.
R(m,p)

a) Formule je pravdiva, pokud dvojice

b) Formule je nepravdiva, pokud dvo-

(Magda,Petr) patti do mnoziny dvojic jice (Magda,Petr) nepati{ do mnoziny

individui, ktera jsou ve vztahu R:

S(R)={(w,m),...}

R (m,p)
1 um

2)
Magda ma rada nékoho.
Ix R(m,x)

a) Formule je pravdiva, pokud mezi
pary individui, ktera se maji rada (jsou
tedy vztaZena relaci R) je alespon jeden
par takovy, ze jejim prvnim clenem je
Magda. Naptiklad:

S(R)={(w,0)}, cili S(R)=0

Jx R (m,x)

1 na
wp
wy
uu
u

o O © O

dvojic individui ve vztahu R:

S(R)={¢em7,...}

R (m,p)
0 umw

b) Formule je nepravdiva, pokud
neni ve vztahu R ani k jednomu indi-
viduu, jez je hodnotou x. Tedy napii-
klad kdyz:

3 (R)={{mseey. (e Cemr) ettt
NrACAD

dx R (m,x)

0 po
up
wy
wu
[T

oS O © O
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3)
Nékdo ma rad nékoho.
Ax3y R(x,y)

Necht U={a,[3,y}.
a) Formule je pravdiva, pokud exis- b) Formule je nepravdiva, pokud neni
tuje alespon jeden par individui, ktera ani jeden par individui, ktera jsou spolu

jsou spolu v relaci R. Naptiklad: v relaci R. Tedy jediné kdyz:
SR)={aup)(B.6)) S(R)={ererytonfytonr)prery
¢ili S(R)#0 NiGiALaZANeIAve /AN 8
¢ili (R)=0
Ax3y R (x,) AxIy R (x,)
0 aa 0 aa
1 ap 0ap
0 ay 0 ay
0 Ppa 0 Ppa
1Bp 0pp
0By 0By
0ya 0ya
0vp 0vp
0 vy 0 vy
1 0
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4)
Neékdo mé rad kazdého.
AxVy R(x,y)

Necht U={a,3,y}.
a) Formule je pravdiva, pokud ales- b) Formule je nepravdivéd, pokud ne-
pon jedno individuum je takové, Zze existuje ani jedno individuum, které
je v relaci R ke kazdému individuu. je v relaci R ke kazdému individuu.

Napriklad: Napriklad:
SR)=H(B.)(B BB S(R)={(B.c)(p1)}
AxVy R (x) AxVy R (x,)

0 oo 0 aa
0 ap 0 ap
0 ay 0 ay
1 Ba 1 fa
1 BB 0 BB
1 By 1 By
0ya 0ya
0vp 0vyp
0 vy 0 vy
1 0
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5)
Kazdy ma rad nékoho.
Vxdy R(x,y)

Necht U={a.,,y}.
a) Formule je pravdiva, pokud pro b) Formule je nepravdivd, pokud ne-
vSechna jednotlivd individua plati, Ze plati, Ze kazdé individuum je v relaci
je vrelaci R k alespon jednomu indi- R k alespon jednomu individuu. Na-

viduu. Naptiklad: ptiklad:

SR)={{auB).(B-):{r8)} S(R)={etB(B1){v.8)}

Vx3dy R (x,) Vxdy R (x,y)
Oaa Oaa
lap Oap
Oay Oay
0pa 0pa
0pp 0pp
1By 1By
0Oya Oya
1yp 1yp
Oyy 0yy

1 0

12.6 Cviceni - interpretace formuli s binarnim
predikatem

Nize uvedené vyroky formalizujte prosttedky PL. Ziskané formule interpretujte
tak, aby byly a) pravdivé, b) nepravdivé. Uvazujme jen U={a,,p,y}, e(x)=p, e(y)=a,
S(a)=a.
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1)

Neékdo mé rdd Annu.

2)

Nikdo nema rad nikoho.
3)

Kazdy ma rad kazdého.
4)

Nékdo ma rad kazdého.
5)

Kazdy ma rad nékoho.

12.6 Reseni - interpretace formuli s binarnim
predikatem

Reseni tikoli 4)-5) srov. s feSenimi v ptikladech 12.5.
1) dx R(x,a)

a) Formule je pravdiva, pokud Anna b) Formule je pravdivd, pokud ne-
je tim, k némuz je alespon jedno in- existuje individuum, které by mélo
dividuum v relaci R, tedy ma Annu Annu rado. Tedy jediné kdyz:

rado. Naptiklad:

SR)={{y,0)} 3(R)=0
Jx R (x,a) Jx R (x,a)
0 aa 0 aa
0 Ppa 0 Pa
lya 0ya
1 0
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2) VxVy -R(xy)

a) Formule je pravdivd, pouze pokud b) Formule je nepravdiva, pokud ale-
pro vechna x a pro véechna y plati, Ze spon jedna dvojice individui je k sobé

k sobé nejsou vztazeny relaci R: vztazena relaci R. Napriklad:
S(R)=0 S(R)={{a,p)}, &ili S(R)SU?
VxVy -R (x,) VxVy -R (x,y)

10 aa 10 aa
10 ap 01 ap
10 ay 10 ay
10 o 10 Ba
10 BP 10 BB
10 By 10 By
10 ya 10 yo
10y 10 yB
10 vy 10 vy
1 0

3) Resent je stejné jako pro piiklad 2), ovem s tim, Ze interpretace v 2.b) je
pro pripad pravdivosti a interpretace v 2.a) je pro pripad nepravdivosti.

12.7 Priklady - interpretace rozmanitych formuli

1)

Je-li dano:

UZ{a)B)Y}y
S(P)={p},

navrhnéte takové ohodnoceni, pti niz bude pravdiva formule:
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12. Interpretace formuli

P(x).
P(x) je otevienou formuli, nebot jediny vyskyt jeji jediné proménné je volny.
Bude proto pri dané interpretaci predikdtového symbolu P pravdiva jen tehdy,

kdyz e(x)=P. Pii vSech jinych ohodnocenich bude nepravdiva.

2)
Je-li dano:

U={(X,[3,'Y},
3(P)={B.v}
3(b)=B,
zjistéte pravdivost nasledujici formule:

P(x)AP(b).

Nejprve je tfeba stanovit ohodnoceni pro x. Jestlize e(x)=[3 nebo e(x)=y,
tak pfi takovém ohodnoceni e bude dana formule v této interpretaci 3 pravdi-
va, tj. S(P(x)AP(b))[e]=1. Jestlize vak e(x)=c, S(P(x)AP(b))[e]=0.

3)
Je-li dano:

U={a,B.v}
SR)={(ce,B)(B.B)}

zjistéte pravdivost formule:

Ay R(xy).

Tato formule je otevfena, a proto je jeji pravdivost odvisla od ohodnoceni e pro
volnou proménnou x. Jestlize e(x)=a, tak S(IyR(x,y))[e]=1, protoze existuje
alespori jedna dvojice obsahujici o jako prvni ¢len, jmenovité (o,f), kterd je
prvkem 3(R). Podobné pro e(x)=P. V pfipadé e(x)=y toto splnéno neni, takze
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S(3yR(x,y))[e]=0.

4)
Je-li dano:

U:{a)lg)Y})
zjistéte pravdivostni hodnotu formule:

Vx P(x)—P(x).

Lze zjistit, Ze dana formule je logicky pravdiva, tj. pravdiva v kazdé in-
terpretaci. Pro kazdou interpretaci 3 takovou, ze 3(P)#U, plati, Ze antecedent
je 0 a tim padem pfi jakémkoli ohodnocenti e plati, Ze dana formule je pravdiva.
Zbyva uz jen interpretace 3'(P)=U, jenZe pfi ni je sice antecedent 1, nicméné

konsekvent nemiize byt pfi zidném ohodnoceni e nepravdivy, takze i pfi této
interpretaci je dana formule pravdiva.

5)
Je-li dano:

U:{a’ﬁ)Y}y
SR)={(onB).(B.B) (v}

zjistéte pravdivost nasledujici formule:
Vx R(xp).
Lze zjistit, Ze ani pti jednom ohodnoceni e neni dana formule pravdiva.

Naptiklad pti e(y)=f neplati, Ze by vSechny prvky U byly k B vztazeny relaci R.
Aby tomu tak bylo, muselo by byt napt. S(R)={{cL,B),(B.B).{Y.B)}
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6)
Je-li dano:

U={(X,[3,'Y},
3(P)={a}, (Q)={p},

zjistéte pravdivost formule:

Vx P(x)—3x Q(x).

Jednad se o formuli tvaru implikace, nejdfive proto zjistime pravdivostni
hodnoty jejich ¢lent. Protoze vSak antecedent ma hodnotu 0 (podtrzeni je zde

uvadéno jen pro lepsi orientaci), tak vysledna hodnota je 1.

Vx P(x) = dx Q(x)

la 0 a
0p 1p
0 1
1
7)
Je-li dano:
U={(X,[3,'Y},

S(P)={aup}, S(R)={{cup)(cur)),
zjistéte pravdivost formule:
Ax (P(x)AVy =R (x,)).

Pfi vyhodnocovani takovychto formuli je tfeba myslet na to, Ze je-li na-
priklad hodnotou x individuum o, tak formule P(x) nabyva pravdivostni hod-
notu, kterou Ize snadno vypocist, ale v pfipadé Vy =R (x,y)) musime projit celé
univerzum a otestovat kazdé y na to, zda spliuje danou formuli. Podstatné pti
tomto je, Ze hodnota x je zafixovana, je to v tuto chvili a.. Analogicky pro dalsi
hodnoty x. Zde je vyhodnoceni celé formule pti vSech ohodnocenich:
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Ax (P(x) AVy =R (x,9))
[10 oo

la 0040 0([5
01 ay
(10 pa
11{10 BB
L10 By
[10 ya
01{10 yB
L10 yy

01

8)
Je-li déno:

U={a,B.v}
3(P)={ouB}, S(Q={B.1)}

zjistéte pravdivost formule:

Vx3y (P(x)=>Q()).

Také v tomto pfipadé musime pravdivostni hodnotu celé formule
vypodist s ohledem na vzajemnou souhru hodnot proménnych. Tentokrat bude
tabulka hodnot pod formuli vypadat takto:

Vxdy (P(x) = Q)
la 0 O
la 1 1P
la 1 1y
13 0 0a
I 1 1P
I 1 1y
0Oy 1 0o
oy 1 1B
Oy 1 1y

1
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Formule je pravdiva proto, Ze ke kazdému x existuje néjaké y, jez spliuje danou
podminku. To znamenad, zZe pro kazdou trojici fadku jako tfeba a-o-a (toto je
pséano ve sloupecku), musi byt pod — pravdivostni hodnota 1, tj. k danému in-
dividuu jako o existuje néjaké vhodné y (pro a je to splnéno hned dvakrat, viz
0-1-1 pod —). Srov. téZ nasledujici priklad.

9)
Je-li dano:

U={(X,[3,'Y},
3(P)={oB}, I(Q={B:1)},

zjistéte pravdivost formule:

IxVy (P(x)=Q()).

Podobné jako v minulém pripadé budeme mit nasledujici tabulku hodnot:

3x¥y (P(x) — Q())
la 0 Oa
la 1 1P
laa 1 1y
IB 0 0
Ip 11
IB 1 1y
0y 1 0a
0y 1 1B
Oy 1 1y

1

Formule je pravdiva, protoze tu je alespoi jedno individuum x, jmenovité vy,
k némuz jsou vSechna y v souvislosti, jez je popsana formuli P(x)—Q(y).
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10)
V zdjmu srovnani 8) a 9) necht opét U={a,B,y}, S(P)={a.B}, I(Q)={B.y}
Mg¢jme formule:

Vx¥y (P(x) = Q()) 3xdy (P(x) = Q)
la 0 0 o la 0 0 a
la 1 18 la 1 18
la 1 1y la 1 1y
IB 0 0« I 0 0«
Ip11P I 11
IB 1 1y Ip 1 1y
Oy 1 0« 0Oy 1 0«
oy 1 18 0y 1 18
Oy 1 1y Oy 1 1y

0 1

Formule VxVy (P(x)—Q(y)) je nepravdiva proto, ze ke vSem x nejsou v§echna
y takova, jak popisuje P(x)—>Q(y), coz se pozna z toho, Ze pod — nejsou samé
jedni¢ky. Formule 3x3y (P(x)—Q(y)) by zas byla pravdiva i tehdy, kdyby byla
jednicka pod — jen jedinkrat.
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13. Ovéfovani, zda je formule logicky pravdivd metodou protipiikladu

13. Ovérovani, zda je formule logicky
pravdiva metodou protiprikladu

Uz v ramci VL jsme se seznamili s nékolika metodami zjistovani, zda je dana for-
mule tautologii. Zvlasté jsme procvicovali metodu protiprikladu, jez je zaloZena
na tom, ze dana vyrokové-logicka formule neni tautologii, pokud existuje alespon
jedno ohodnoceni, pfi némz je dana formule nepravdiva. Metoda protiptikladu
v prostiedi PL je pfimou analogii: dand formule PL neni logicky pravdivd, pokud
existuje alesponl jedna interpretace, pfi niz je dana formule nepravdiva.

Metoda protiptikladu je vlastné dikaz sporem. To znamend, Ze na-
$im vychodiskem je predpoklad, ze néco neplati. Pokud se tento predpoklad
o neplatnosti nepodafi potvrdit — protoze disledek daného predpokladu vede
ke sporu, predpoklad neplati. V nagem ptipadé to znamena, Ze neexistuje inter-
pretace, pfi niZ je dand formule nepravdiva.

Zde je ilustrace takového diikazu. Zapis jako ,,1: =A“ znamen4, Ze inter-
pretaci formule —A je pravdivostni hodnota 1 (popt. ,,0: A“ znamena, ze A je
nepravdiva):

1. 0:=A—(BV-A)

2. 1: A dtisledek kroku 1. na zakladé definice —
3. 0: (BV—A) disledek kroku 1. na zakladé definice —
4. 0: A dtsledek kroku 2. na zakladé definice —

5. 0:B dtsledek kroku 3. na zakladé definice V

6. 0: A dtisledek kroku 3. na zakladé definice A

7. 1: A dusledek kroku 6. na zakladé definice —

ProtozZe tu je spor mezi kroky 4. a 7., neplati predpoklad diikazu sporem, totiz
krok 1. Takze protoZe dana formule nemuzZe byt nepravdiva, coz predpokladal
dukaz sporem, je logicky pravdiva.

Takovyto dikaz jsme v ramci VL reprezentovali distribuci pfislusnych
pravdivostnich hodnot do postupné vznikajicich fadku, pricemz kazda prav-
divostni hodnota byla pod tou podformuli, jiz je v prabéhu tvah pfifazena.
Pokud doslo k tomu, Ze by ur¢ité podformuli v diisledku prosazovani predpo-
kladu dtikazu sporem nalezely dvé pravdivostni hodnoty, tento spor byl de-
monstrovan tim, Ze dané dvé pravdivostni hodnoty byly zapsany tuénym fe-
zem. V ramci PL by tento zptisob nebyl vyhodné pouzitelny, proto volime az
zpusob, ktery je ukazan v nasledujicich ptikladech.
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13.1 Priklady - ovérovani, zda je formule logicky
pravdiva metodou protiprikladu

Metodou protiptikladu ovérte, zda je dand formule logicky pravdivd. Pomoci
3(p)=1 nebo 3(p)=0 budeme znacit, Ze interpretace provéfované formule je
1 nebo 0.

1)

Jako vzorovy ptiklad si ovétime logicky pravdivou formuli, kterou pro-
slavil Raymond M. Smullyan jakozto formalizaci intuitivné jisté nikoli logicky
pravdivé véty:

.....

Zde je dana formule (pro lepsi nazornost piseme y, a¢ bychom mohli y korekt-
né pfejmenovat na x):

Ax (P(x) = Vy P(y))
1. Predpokladejme, ze cela formule ¢ (jak ji budeme znacit) je nepravdiva,
tj. 3(¢)=0.

2. Aby 3()=0, tak nesmi existovat individuum x takové, Ze by byla pravdi-
vou oteviend formule za 3, ¢ili musi byt 3(P(x)—Vy P(y))[e]=0 pti jakémkoli
ohodnoceni e.

3. Necht U={a,B}; pak tu jsou dvé riznd ohodnoceni e, (x)=a. a e (x)=P, pti
nichz je S(P(x)—>VyP(y))[e]=0:

(P(x)—>Vy P(y))
e: 0
e.: 0
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4. Pfi e, md interpretace celé formule vypadat tieba takto:

(P(x)=Vy P(y))
la 1o
0p
9
0

Uvédomme si, Ze 0 celé této formule je vysledkem aplikace — na 1 a 0. Prav-
divostni hodnota 1 je disledkem predpokladu sporem a vede tedy k tomu, Ze
3(P)={a...}, neboli a€I(P). Pravdivostni hodnota 0 je také disledkem pred-
pokladu sporem a vede k tomu, Ze aspon jedno individuum nesmi byt v inter-
pretaci P, tj. 3(P)#U. Zjevné kdyZz a€3(P), jak jsme ptijali pred chvili, tak tim
individuem, které neni v 3(P), je . Cili 3(P)={c.B}. Na§ predpoklad dikazu
sporem jsme tedy ve vétvi zpracovavajici e, prosadili.

5. Pti prosazovani pfedpokladu ditkazu sporem udéldme v pripadé vétve s e,
zcela obdobnou véc jako v bodé 4. Aby pfi e, platilo, Ze interpretace dané formule
je 0, tak musi byt pti tomto ohodnoceni 3(P(x))[e,]=1. To obnasi, ze 3(P)={B,...},
neboli BEI(P). Aby ptitom I(VyP(y))=0, tak musi byt 3(P)={ex,B}.

(P(x)=Vy P(y))
1p 0a
1f
0
0

N43 predpoklad diikazu sporem jsme tedy prosadili i ve vétvi zpracovévajici e,.
6. Jenze interpretace P v bodech 4. a 5. jsou zjevné neslucitelné, {o,}#{et,B},
je tu spor. Obé¢ interpretace byly pritom dusledkem predpokladu v 1., ze dand
formule neni logicky pravdiva. To tedy dohromady znamena, Ze dana formule
logicky pravdiva je.

2)

Samoziejmé neexistuje nikdo, kdo by mél tu moc, ze kdyz se napije, ze
by zacali pit i vSichni ostatni. Tuto skute¢nost v§ak popiseme vyrokem:

.....
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jehoz formalizaci je (namisto y mohlo klidné byt x):
3x P(x)>Vy P(y)

To je rozdil proti vy$e v 1) uvadéné logicky pravdivé vété ,,Existuje alespon jed-
Interpretovat pravé uvedenou formuli @ tak, aby byla nepravdiva a tedy

dokazat, Ze neni logicky pravdiva, neni obtizné.

1. Aby 3(¢)=0, tak musi kvili vlastnostem — platit 3(IxP(x))=1 a zdrovenl

S(VyP(y))=0. Necht U={a,3}.

2. Aby 3(3xP(x))=1, tak napiiklad 3(P)={a}.

3. Aby 3(VyP(y))=0, tak 3(P)#U, takze naptiklad 3(P)={a}.

4. Demonstrovali jsme tedy, Ze existuje interpretace, pti niz je dana formu-

le nepravdiva, takze formule logicky pravdiva neni.

3)
Nyni ovétime, zda je logicky pravdiva nasledujici formule:
(VxA(x)VVxB(x))—Vx (A(x)VB(x))

L. Dana formule @ neni logicky pravdiva, pokud existuje interpretace tako-

va, 7e 3(g)=0.

2. Aby 3(¢)=0, tak vzhledem k vlastnostem — musi platit (viz ptislusny
bod sémantiky PL pro formule sloZzené pomoci =), ze S(VxA(x)VVxB(x))=1
a 3(Vx(A(x)VB(x)))=0.

3. Aby S(VxA(x)VVxB(x))=1, tak 3(VxA(x))=1 nebo J(VxB(x))=1; celkem
jsou tfi ptipady. Abychom se vyhnuli prosettovani vSech tfi vétvi, zkusime hledat
interpretaci pro A a B teprve aZ po zjisténi moznosti, ze 3(Vx(A(x)VB(x)))=0.
4. Aby 3(Vx(A(x)VB(x)))=0, tak musi existovat individuum, které je mimo
mnoziny A a B. Kdyz U={a,,y}, tak naptiklad méjme 3(A)={a} a I(B)={p},
¢ili y nenf ani v mnoziné A, ani v B. Takze kdyz e(x)=y, tak pfi tomto e plati, Ze
S(A(x)VB(x))[e]=0 a tedy S(Vx(A(x)VB(x)))=0.

5. Jenze kdyz existuje individuum vy, které neni ani v mnoziné A, ani
v mnoziné B, tak 3(VxA(x))=0 a S(VxB(x))=0, takze S(VxA(x)VVxB(x))=0.
Ale my jsme chtéli, aby 3(VxA(x)VVxB(x))=1. To by ale muselo byt napt.
3(VxA(x))=1, coz by v§ak znamenalo, Ze 3(A)=U.
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6. Demonstrovali jsme tedy, Ze interpretace takova, kdy by antecedent
zkoumané ¢ byl 1 a konsekvent zkoumané ¢ byl 0, by byla sporna, ¢ili neexis-
tuje. Dana @ je tudiz logicky pravdiva.

4)
Nyni provéfime opaény smér implikace pravé ovérené logicky pravdivé
formule, totiz formuli :

Vx (A(x)VB(x)) = (Vx A(x)VVx B(x))

L. Dand ¢ neni logicky pravdiva, pokud existuje interpretace takova, Ze
S3(¢)=0.

2. Aby 3()=0, tak 3(Vx(A(x)VB(x)))=1 a 3(VxA(x)VVxB(x))=0.

3. Aby 3(Vx(A(x)VB(x)))=1, tak AUB=U. Uvazme U={a,p}. Je vic moz-
nosti, kdy je splnéno AUB=U, naptiklad A=U. S ohledem na nepravdivost kon-
sekventu dané ¢ si ale vybereme moznost 3(A)={a}, 3(B)={p}.

4. Aby 3(VxA(x)VVxB(x))=0, tak ani 3(A), ani 3(B) neni rovno U. Takze
navrhujeme 3(A)={a} a S(B)={p}.

5. Nasli jsme tedy interpretaci takovou, Ze 3(¢)=0, takze dana ¢ neni logic-
ky pravdiva.

5)
Ovérme, zda je logicky pravdiva formule:
AxVy R(x,y)—>VyIx R(x,y)
L. Dana formule ¢ neni logicky pravdiva, pokud existuje 3 takova, ze

3()=0, tj. antecedent ¢ je 1 a konsekvent @ je 0.

2. Aby S(IxVyR(x,))=1, tak pii U={a,p,y} méme naptiklad I(R)={{c,cx),
(0uB).{ay)}, ¢ili jedno individuum, jmenovité o je ve vztahu R ke viem individuim.
3. Aby 3(Vy3xR(x,y))=0, tak nesmi platit, Ze v§echna individua jsou tako-
v4, ze existuje individuum x, které je k nim ve vztahu R. Takze napfiklad S(R)=
{{ou){au) gt (Kdyby S(R)={(aa)(ouB).{ev)}, tak by S(VyAxR(x,y))#0.)
4, Z4dna interpretace takovd, ze 3(¢)=0, tudiz neexistuje, dand @ je tedy
logicky pravdiva.
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6)
Ovérme, zda je logicky pravdiva prakticky stejna formule jako v minu-
lém pripadé, ovSem majici opa¢ny smér implikace:

Vydx R(x,y)—3xVy R(x,y)

Neni vSak tézké najit interpretaci, pti niZ je tato formule nepravdivd. Ante-
cedent je totiz pravdivy, i kdyz je interpretace R takovéito: S(R)={(a,ct),(c, ),
(B,y)}. VSechny prvky naseho t¥iprvkového U={a,f,y} jsou druhymi ¢leny da-
nych dvojic, tj. existuje k nim néjaké x. Jenze potom 3(IxVyR(x,y))=0, protoze
neexistuje individuum x, které by bylo ve vztahu R ke v§em individuim y.

7)
Ovérme, ze logicky pravdivou formuli neni ani tfeba:

Vx (A(x)—B(x))—3Ix (A(x)AB(x))

Existuje totiz interpretace, pfi niz je tato formule nepravdivd. Tedy jeji ante-
cedent je pfi ni 1 a konsekvent 0. Pro pfiklad necht tieba 3(A)=0 a 3(B)=U.
Nacez 3(A(x))[e]=0 pti jakémkoli ohodnoceni e, takze pii jakémkoli ohodno-
ceni 3(A(x)—=B(x))[e]=1, a proto I(Vx(A(x)—=B(x)))=1. Jenze S(A(x)AB(x))
[e]=0 pfi jakémkoli e, a proto J(Ix(A(x)AB(x)))=0. (VSimnéme si, Ze jsme tim
vlastné dolozili, Ze vztah subalternace obecného kladného vyroku a ¢aste¢ného
kladného vyroku neplati.)

8)
Nakonec si jesté ovétime, Ze nasledujici formule je logicky pravdiva:

—3xVy (R(x,y)<>—R(x,x))

Predpokladejme vsak naopak, Ze je pravdiva nenegovana podoba této formule,
tedy IxVy (R(x,y)<>—R(x,x)). Pro doklad navrhnéme interpretaci 3(R)={
(o,0u),(oB),{o,y)}. Pii této interpretaci by nenegovana formule byla pravdivéa
jediné tehdy, kdyby a byla ve vztahu R k sobé pravé tehdy, kdyz by ve vztahu
R k sobé nebyla. To je vSak vylouceno, tudiz nenegovana formule je dokonce
logicky nepravdiva. Nenegovana formule je mimochodem formalizaci kli¢ové
véty znamého Pseudoparadoxu holice, totiz:
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Existuje individuum, které holi v§echna a pouze ta individua, ktera ne-
holi sama sebe.

Negace této kontradikce je logicky pravdiva, jak jsme pravé dokazali.

13.2 Cviceni - ovérovani, zda je formule logicky

pravdiva metodou protipfikladu

Metodou protipiikladu ovéfte, zda je dana formule logicky pravdiva. Necht

U={a.p.y}-

1) Vx P(x)—P(a)

2)  IxQ—Q(a)

3) P~y Py)

4) P(x)—™Vx A(x)

5) =Vx A(x)< dx - A(x)

6) Vx (A(x)—™-B(x))—3x (A(x)A—~B(x))
7) Ix (A(x)VB(x))<>(Ix A(x)VvIx B(x))
8) Vx (P(x)VAxP(x))

9)  (PMAQx))Vx (P(x)AQ(x))

10)  (P()AQ(x))—3x (P(x)AQ(x))

11)  Vx Rp)A-Q(x))

12)  VxVyR(x,y)—Vx R(xx)
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13.2 Reseni - ovéfovani, zda je formule logicky

1)

2)

3)
4)

5)
6)

7)
8)

9)

10)

11)

12)
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pravdiva metodou protiprikladu

Vx P(x)—P(a) je logicky pravdiva. Aby antecedent této implikace byl 1,
tak S(P)=U. Ale pak do 3(P) patfi i o, jez je interpretaci konstanty ,,a
takze i konsekvent je 1. Pokud by o nepattila do 3(P), a konsekvent by
tedy byl 0, tak by antecedent nemohl byt 1.

dx Q(x)—Q(a) neni logicky pravdiva. Nepravdiva je napiiklad pri
3(Q)={B}, ponévadz tehdy sice 3(IxQ(x))=1, ale 3(Q(a))=0 (samoztej-
mé, Ze pii S(a)=a).

P(x)—3y P(y) je logicky pravdiva. Jestli ma byt konsekvent 0, tak 3(P)=0.
Jenze pak je 3(P(x))[e]=0 pti jakémkoli ohodnoceni e.

P(x)—Vx A(x) neni logicky pravdivé. Nepravdiva je naptiklad pti S(P)={p}
a e(x)=P, ponévadz tehdy 3(P(x))[e]=1, ale (VxP(x))=0.

—Vx A(x)<>3x ~ A(x) je logicky pravdiva.

Vx (A(x)——-B(x))—3x (A(x)A—B(x)) neni logicky pravdiva. Pfikladem
interpretace, pfi niz je dand formule nepravdiva, je 3(A)=0 a 3(B)=U.
Jx (A(x)VB(x))<>(Ix A(x)VIx B(x)) je logicky pravdiva.

Vx (P(x)V3x P(x)) neni logicky pravdiva. Kdyz 3(P)=0, pak pro véechna
ohodnoceni e plati, ze 3(P(x))[e]=0, a zdroven 3(IxP(x))=0.
(P(x)AQ(x))=Vx (P(x)AQ(x)) neni logicky pravdiva. Konsekvent celé
formule je 0, pokud 3(P)#3(Q)#U. Protoze chceme, aby za takovéto in-
terpretace danych predikata bylo S(P(x)AQ(x))[e]=1, tak chceme, aby
pti ohodnoceni e platilo dokonce 3(P)NI(Q)+#0. Ptikladem interpre-
tace, pfi niz je antecedent 1 a konsekvent 0 a dana formule tedy neni
logicky pravdivd, je proto naptiklad S(P)={at}, 3(Q)={a.,p}.
(P(x)AQ(x)—=3x (P(x)AQ(x)) je logicky pravdiva. Piedpoklad, Ze kon-
sekvent celé formule je 0 (za tcelem ditkazu sporem), obnasi, Ze je prazdny
pranik mnozin P a Q, tj. pti kazdém ohodnoceni e plati, ze 3(P(x)AQ(x))
[e]=0. Jenze pak antecedent nemtize byt 1, ¢ili je 0.

Vx (R(x,y)A=Q(x)) neni logicky pravdiva. Naptiklad je dand formule
nepravdiva, kdyz v interpretaci R chybi z U? alespon jedna dvojice indi-
vidui takova, Ze pfi tom ohodnoceni, jez ohodnocuje touto dvojici pro-
ménné x a y, plati 3(R(x,y))[e]=0.

VxVy R(x,y)—=Vx R(x,x) je logicky pravdivd. Kdyz R plati pro kazdou
dvojici x a y, tak plati i pro dvojici x a x.



14. Ovéfovani platnosti isudkt metodou protiptikladu

14. Ovérovani platnosti asudkit metodou
protiprikladu

Podobné jako v ramci VL, i v ramci PL Ize provétovat platnost usudkid nékolika
zpusoby, zejména vsak ditkazem zavéru z premis nebo metodou protiptikladu.

Metoda protiptikladu je vlastné ditkaz sporem. Metoda ma vsak silné
sémanticky rys, vychazi totiz z definice vyplyvani. Usudek totiz neni platny,
pokud existuje takova interpretace, pfi niz jsou véechny premisy pravdivé, ale
zavér nepravdivy, tj. kdyz zavér nevyplyva z premis. Nasim cilem proto bude
najit takovouto interpretaci. Pokud takova interpretace existuje, isudek platny
neni. Pokud ale takovou interpretaci nelze najit, isudek platny je.

Aplikace metody se podoba provérovani logické pravdivosti formuli
metodou protipiikladu. Vzhledem k tomu, Ze vyplyvani zavéru z premis ko-
responduje s logickou pravdivosti formule, jejiz zavér je implikovan konjunkci
premis, mizeme platnost dsudku zjistovat i provéfovanim logické pravdivosti
odpovidajicich formuli. Pfimé provérovani usudku je véak o néco pohotovéjsi.

Metodu si vysvétlime na mnoha prikladech uvddénych az nize. Nasledu-
jici tfi priklady jsou vybrany proto, abychom si na nich ukazali nékolik zaklad-
nich strategickych postupt.

Podobné jako v prikladech interpretace formuli, pokud budeme inter-
pretovat term, ktery je vlastné proménnd, tak namisto ,,3(x)[e]“ budeme psat
jednoduseji ,.e(x)“, v ptipadé konstant zase ,3(c)“. Pokud budeme zkoumat uza-
vienou formuli, budeme rovnou uvddét jeji pravdivost/nepravdivost, tj. 3(A),
nikoli pravdivost/nepravdivost pti ohodnoceni, tj. nikoli 3(A)[e]. Skrtnutim
znaku alfabety jako napt. ,,&t“ nebo dvojice ,fetf)“ nize zna¢ime, ze dané in-
dividuum ¢i dvojice individui nenalezi do interpretace urcitého predikatového
symbolu. Pokud to nebude uréeno jinak, necht U={a.,3,y}.

1)

Ovérme platnost nasledujiciho usudku:

Vse se vyviji nebo méni.
Co se vyviji, to se méni.

Vse se vyviji nebo vée se méni.
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Nejprve provedeme jeho vhodnou formalizaci, ponévadz platnost jazy-
kového usudku budeme zjistovat na jeho formalizaci:

Vx (V(x)VM(x))
Vx (V(x)™M(x))

Vx V(x)VVx M(x)

Nyni budeme hledat takovou interpretaci zavéru, pfi niZ je zavér nepravdivy.
Tuto interpretaci se budeme snazit udrzet, byt nékdy s pfipadnymi modifikace-
mi, jez budou ¢inény v zdjmu toho, aby byly pravdivé premisy. Pokud takovou
interpretaci najdeme, usudek je neplatny; pokud takovou interpretaci nelze na-
1ézt, usudek je platny.

Necht U={0.,,8}. Usudky obecné provétujeme pro teoreticky nekonecné
U, ale v mnoha pripadech postaci se omezit na tti, nékdy dokonce jen dv¢ in-
dividua.
al)  Interpretace zavéru. Chceme, aby byl nepravdivy, tj. 0. Proto navrhneme
naptiklad S(V)={a}, 3(M)=0:

Vx V(x)VVx M(x)
la 0 a
0p 0p

(0] 0

0

bl) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1. Musime v$ak uplatnit
doposud ziskanou interpretaci (a tu modifikovat jen pokud je to nutné):

Vx (V(x)VM(x))
la 10 a
0B 00 P
0

Pfi stavajici interpretaci tato premisa neni pravdiva. Jenze ona by pravdiva byt
mohla, jen musime vhodné modifikovat interpretaci M (viz b2).

b2) Interpretace prvni premisy. Budiz nové 3(M)={f} (jde o modifikaci
pavodni interpretace, neznac¢ime ji viak 3', a¢ je odli$na od 3), pak prvni pre-
misa je pravdiva:
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Vx (V(x)VM(x))
la10 a
0op11p

1

a2) Interpretaci 3(M)={f} jsme samoziejmé navrhovali zaroven s ohledem
na to, aby pfi ni byl nepravdivy zavér:

Vx V(x)VVx M(x)
la 0«
0p 1B

(0] 0

0

cl)  Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1. Podivame-li se na fun-
govani doposud ziskanych dil¢ich interpretaci, zjistime, Ze tato premisa pravdi-
va neni:

Vix (V(x)—>M(x))
la 00 a
0p11p

0

c2)  To ale je$té neznamend, Ze usudek je platny. Druhou premisu totiz uci-
nime pravdivou, kdyZ se vyhneme tomu, aby v prvnim fadku tabulky hod-
not pod formuli bylo 1—0. Mdme pfi tom dvé moznosti. Kdybychom ptibrali
do 3(M)={p} také a - aby v daném tadku bylo 1—1, tak by byla pravdivou for-
mule Vx M(x), takze by se stal zavér pravdivy, coz nechceme. Zbyvéd moznost,
ze ubereme individuum o z 3(V), naéez 3(V)=0:

Vx (V(x)—>M(x))
Oal 0 a
oplr1p

1
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a3)  To je interpretace, ptiniz - jak jsme si uZ pti jejim navrhovani kontrolné
ovérili — je zavér v souladu se zamérem nepravdivy:

Vx V(x)VVx M(x)
0a 0a
0p 1p

(0] 0

0

b3)  Jenze jak zjiStujeme, pfi této interpretaci 3 prestane byt pravdivou prvni
premisa:

Vx (V(x)VM(x))
Oa 00 a
0p 11 B
0

Kdyz si zkontrolujeme cely postup zjistime, Ze vskutku nelze nalézt interpretaci,
pfi niz by vSechny premisy byly pravdivé a zavér nikoli. Usudek je tedy platny.

2)
Nyni si ukdzeme, jak vhodné navrhnout interpretaci zavéru dsudku, je-
hoz formalizace ma na zac¢atku 3. Méjme rovnou formdlni znéni prikladu:

Vx (P(x)=Q(x))
Ax (P(x)AQ(x))
Necht U={a,(3,y}.
al)  Interpretace zavéru. Chceme, aby zavér byl 0. Aby zavér byl 0, je vice moz-

nosti. My ale budeme rutinné volit interpretaci jako 3(P)={ex,,7}, 3(Q)={et.B.y} (4.
mnoziny jsou disjunktni a aspon jedno individuum neni v Zadné z nich):

3x (PN Q(x))
0a0 O0a
10O0P
0Oy 01y

0
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bl) Interpretace premisy. Chceme, aby premisa byla 1, nicméné musime re-
spektovat doposud navrzenou interpretaci, pfi nizZ je nepravdivy zavér:

Vx (P(x)—Q(x))
0Oal Oa
1 00P
Oy 1 1y

0

To, Ze je premisa nepravdiva, ale jesté neznamend, Ze tsudek je platny. Interpre-
tace druhé premisy se da totiz modifikovat tak, aby byla pravdiva.

b2)  Diky ndmi navrZené rutinni interpretaci pro zavér za¢inajici 3 snadno
vidime, co opravit, takze 3(P)={et.$,v}, 3(Q)={et.B.y}:

Vx (P(x)—Q(x))
Oal Oa
0poOo0Op
Oy 1 1y

1

a2) Interpretace zavéru. Samoziejmé, ze pti modifikované interpretaci musi
byt nepravdivy zavér:

Jx (P()A Q(x))
0a0 0a
0p0O0p
Oy 01y

0

Nasli jsem tedy interpretaci, pfi niZ jsou premisa pravdiva a zavér nepravdivy.
Usudek je tedy neplatny.

3)

V nasledujicim prikladu si ukdzeme dalsi dilezity strategicky postup: dé-
lat jen to, co je nutné, nedopoustét se nevynucenych, neodtivodnénych krokda.
Neni totiz vzdy potfeba navrhovat celou interpretaci nékterych predikatovych
symbolu a nasledné formuli, nékdy se staci pfi interpretaci omezit jen na nej-
nutnéj$i odivodnéné minimum.
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Provéfme platnost usudku:

Zédny pravouhly trojuhelnik neni pravidelny obrazec.
Kazdy rovnostranny trojuhelnik je pravidelny obrazec.

Z&dny rovnostranny trojahelnik neni pravouthly trojuhelnik.

Ve formalizaci jsou ,,PT* ,,PO* a ,RT“ zjednodusenymi formalizacemi ,,pravi-
delny trojihelnik®, ,pravidelny obrazec®, ,rovnostranny trojihelnik® Vnitfni
struktura téchto slozenych predikatd se totiz zjevné nepodili na vyplyvani, pro-
to od ni miZzeme abstrahovat:

Vx (PT(x)——-PO(x))
Vx (RT(x))>PO(x))

Vx (RT(x)——PT(x))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto napt. 3(RT)={a,...},
3(PT)={a.....}. Nedourcenost této interpretace neni piekdzkou urceni séman-
tické hodnoty prosetfované formule (namisto otaznik Ize psat napt. tecky):

Vx (RT(x)—™-PT(x))
1 o001 «
T perrep
¢ty ey
0

Interpretaci se nyni nesnazime ztplnit. Pro nepravdivost zavéru je totiz nutné
védét pouze o jediném individuu - my jsme si vybrali o -, Ze patti do interpre-
taci danych dvou predikatovych symbola.

b)  Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, proto musi byt
3(PO)={et,...}, aby kvili o nebyl antecedent 1 a konsekvent 0 (tj. aby nebylo
v daném rddku 1—0):

Vx (PT(x)—™—-PO(x))
1 all 0a
tprrep
¢y Tty
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Interpretaci stale nezuplnujeme, hned se totiz podivame, jak ovlivni pravdivost
druhé premisy.

) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, musime v$ak pritom
zohlednit doposud ziskané dil¢i interpretace predikatovych symboli:

Vx (RT(x)—PO(x))
1 a0 0 a
BT TP
Ty Ty

Vidime, Ze tato premisa nemtiZe byt pti dané interpretaci pravdiva.

Pfi revizi dosavadniho postupu pak zjistime, ze interpretaci, pfi niz by
byly viechny premisy pravdivé a zévér nepravdivy, ani nelze navrhnout. Usu-
dek je tedy platny, jeho zavér vyplyva z jeho premis.

Shrnujeme. Pfi ovéfovani platnosti tsudkd nejprve navrhneme takovou
interpretaci, pfi niZ je zavér nepravdivy. Tuto interpretaci se snazime prosadit
i v premisach; nasim zdjmem je, aby v8echny byly pravdivé; onu ptiivodné na-
vrzenou interpretaci proto podle potfeby modifikujeme. Pokud to neni nevy-
hnutelné, interpretaci se snazime navrhnout jen ¢asteCnou a rozsitovat ji, jen
pokud je to potteba.

14.1 Priklady - usudky s jednim monadickym
predikatem

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zékladé definice vyplyvani a definice in-
terpretace, urcete platnost nasledujicich asudk.

1)
Gabriela je letuska.

Nékdo je letuska.
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Formalizace:

L(g)

dx L(x)

Necht U={a,f,y,...}, 3(g)=Y.
a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto napt. 3(L)=0:

dx L (x)
0 a
0p
0y
atd.
0
b)  Interpretace premisy. Chceme, aby byla 1. Interpretaci ale musime spo-

¢itat podle jiz ziskané interpretace predikatového symbolu L (nelze mit rozpor
v interpretaci):

L(g)
0y

Usudek je tedy platny (jde vlastné o zdkon abstrakce). (Jeho zévér vyplyva
z premis, nebot neni mozna takova interpretace, pri niz by véechny premisy,
zde jen jedna, byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy. Obdobné nize.)

) Adam je omylny.
Kazdy je omylny.
Formalizace:
O(a)
Vx O(x)
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Necht U={a,f,y}, 3(a)=a.
a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto nesmi byt 3(O)=U. S ohle-
dem na pravdivost prvni premisy volime 3(O)={a}:

Vx O (x)
1 a
0p
0y

0

b) Interpretace premisy. Chceme, aby byla 1, ale musime pfitom zohlednit
dosud ziskanou interpretaci predikatového symbolu O:

O (a)
1 o

Usudek tedy neni platny. (Jeho zdvér nevyplyva z premis, nebot je mozn4 tako-
va interpretace, pti niz vSechny premisy, zde pouze jedna, jsou pravdivé a zavér
pritom nepravdivy. Obdobné nize.)

) Kazdy je smrtelny.
Nékdo je smrtelny.
Formalizace:
Vx S(x)
dx S(x)
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Necht U={a.,B,y....}, e(x)=P.
a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt 3(S)=0 (neni jind
alternativa):

dx S (x)
0 a
0 f
0y
0 atd.
0
b) Interpretace premisy. Chceme, aby byla 1, ale musime zohlednit dopo-

sud ziskanou interpretaci predikatového symbolu S:

VxS (x)
0«
0p
0y
0 atd.

0

Premisa tedy nemtize byt pfi nepravdivosti zavéru pravdiva.
Usudek je tedy platny (jde vlastné o zakon partikularizace).
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14.2 Cviceni - asudky s jednim monadickym

predikatem

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zékladé definice vyplyvani a definice
interpretace, uréete platnost nasledujicich usudkd. Pokud neni uvedeno nize
v prikladech jinak, necht U={a.,f,y}.

1)

2)

3)

Nékdo je vesely.
Alan je vesely.

Vsichni jsou smrtelni.

Néktefi nejsou smrtelni.
Kazdy je opily.

Adam je opily.

14.2 Reseni - usudky s jednim monadickym predikatem

1)

2)

3)

Usudek neni platny. Formalizace: 3x V(x) .. V(a). Necht 3(a)=c.. Aby
zavér byl 0, tak napt. 3(V)={et,f3,...}. Chceme, aby premisa byla 1, coZ se
pfi této 3 podatilo.

Usudek neni platny. Formalizace: Vx S(x) .. 3x =S(x). Chceme, aby z4-
vér byl 0, proto musi byt 3(S)=U. Chceme, aby premisa byla 1, coZ se pti
této 3 podatilo.

Usudek je platny (jde vlastné o zékon konkretizace). Formalizace:
Vx O(x) ..O(a). Necht 3(a)=0. Chceme, aby zavér byl 0, proto napt.
3(0)=fet,...}. Chceme, aby premisa byla 1, ale to se pfi této 3 nepodafi-
lo, neni to ani mozné.
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14.3 Priklady - tsudky se dvéma monadickymi
predikaty

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zakladé¢ definice vyplyvani a definice in-
terpretace, urcete platnost nasledujicich asudki.

1)
Kazdy ¢lovék je smrtelny.
Sokratés je clovek.

Sokratés je smrtelny.
Formalizace:

Vx (C(x)—S(x))
C(s)

S(s)

Necht U={o,m,a} (tj. S6kratés, Platon, Aristotelés), 3(s)=0.

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto 3(S)={e....}. To, zda =
a o jsou v této 3(S), nechdvame neurceno - nic nas nyni nenuti navrhovat, ze
tam jsou, nebo Ze tam nejsou.

S(s)

0o
b)  Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, a proto navrhujeme
3(C)={o,...}:

C(s)

1o
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) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, ale musime ptitom zo-
hlednit jiz ziskané interpretace predikatovych symbolt:

Vx (C(x) — S(x))
ta ??a
tm ?im
lo 000

0

Usudek je tedy platny.

2)
Nékteri ucitelé nejsou hudebnici.

Nékteti hudebnici nejsou uditelé.
Formalizace:

Jx (U'(x)A—H(x))

Ix (H(x)A—-U'(x))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto navrhneme, aby se S(H)
a 3(U’) neptekryvaly — jediné takto bude pod A ve vSech tadcich 0. Navrhuje-
me naptiklad S(H)={et,f,y}, 3(U")={a,B,7}, jeZ je optimalni pro zavéry, jez jsou
¢aste¢nymi vyroky:

Ix (H(x) A = U'(x))
0a001 a
1001 P
0yo010Yy
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b)  Interpretace premisy. Chceme, aby byla 1, pricemz zohlediiujeme
dosavadni interpretaci predikatovych symboli:

dx (U'(x) A =“H(x))
1l allOa
1 BO00O1P
0 yO0l1O0y
1

Usudek tedy neni platny.

) Co neni Cerné, je bilé.
Co neni bilé, je ¢erné.
Formalizace:
Vx (-C(x)—B(x))
Vx (-B(x)—C(x))

a) Interpretace zdvéru. Chceme, aby byl 0, proto napt. 3(B)={a.,p}, 3(C)=0;
nezbytné je, aby byl aspon jeden radek pod — roven 0 (tj. 1—0):

Vx (=B(x) = C(x))

0lal O«
011 0B
10y 0 Oy
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b)  Interpretace premisy. Chceme, aby byla 1, a pfitom vyuzivame nasi sta-
vajici interpretaci:

Vx (=C(x) = B(x))
10al la
1081 1P
10y 0 Oy

Jenze jak vidime, ve tfetim fadku hodnot je 0, a¢ my chceme 1. Jenze, abychom
méli i v tomto fadku 1, musela by byt 3 upravena tak, Ze by zas nebyl zavér ro-
ven 0. Z toho vidime, Ze neexistuje takova 3, pti niz by byla premisa pravdiva
a zavér nikoli. Usudek tedy je platny.

Y Jsou-li vSechna prvodisla licha, tak 2 neni prvocislo.
Néktera prvocisla nejsou licha.

Formalizace:
Vx (P(x)>L(x))>~P(2)
Ix (P(x)A-L(x))

Necht U={ ,,,.} (tj. urcita ptirozena ¢isla), 3(2)=,.

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0. Proto napf. 3(P)={
3=, )

1})2:'3}7

Ix (P(x) A —L(x))
0,001,
1,001,
0,010,
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b)  Interpretace prvni premisy. Pfi dosud navrzené interpretaci je kon-
sekvent, tj. =P(2), roven 0, av$ak antecedent, tj. Vx (P(x)—L(x)), roven 1:

Vx (P(x)L(x))=>~P(2)
[0, 11,

141,11, 001,
Lo, 10,

Po revizi postupu zjistime, Ze skute¢né nelze nalézt takovou interpretaci, pfi niz
by vSechny premisy byly pravdivé a zdvér nikoli. Usudek je tedy platny.

5)
Zé4dny narkoman nenf policistou.
Kazdy dealer je narkoman.
Karel je dealer.

Karel neni policistou.
Formalizace:
Vx (N(x)—™-P(x))

Vx (D(x)™N(x))
D(k)

-P(k)

Necht U={a,B,....K;...}, S(k)=K.
a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto 3(P)={x....}:

—P(k)
01k

b) Interpretace tfeti premisy. Chceme, aby byla 1, proto 3(D)={k,...}:

D(k)
1K
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c) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi ani jednou
nastat 1—0, protoze celd premisa by byla 0. Proto: 3(N)={x,...}. Zatim se neza-
jimame o 3(D(x)) ¢i S(N(x)) pro jind individua nez «:
Vx (D(x) = N(x))
k1l 1x
d) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1; ale tuto interpretaci
musime spocitat podle jiz dosazenych interpretaci predikatovych symboli. Jak
vidime, tyto dil¢i interpretace vedou k tomu, Ze interpretace prvni premisy je 0:
Vx (N(x)=>~P(x))
1k 001«
0

Usudek je tedy platny.

14.4 Cviceni - usudky se dvéma monadickymi predikaty

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zakladé definice vyplyvani a definice
interpretace, uréete platnost nasledujicich usudkd. Pokud neni uvedeno nize
v prikladech jinak, necht U={a,f3,y}.

1)
Kazdy hlupak je rozumbrada.
Adam je rozumbrada.
Adam je hlupék.

2)

Nékteti uditelé jsou hudebnici.

Nékteti hudebnici jsou uditelé.
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3)

4)

Co neni Cerné, je bilé.

Co je ¢erné, neni bilé.

Jsou-li vSechna prvodisla licha, tak 2 neni prvocislo.
2 je prvodislo.

Nékterd prvodisla nejsou lichd.

14.4 Reseni - usudky se dvéma monadickymi predikaty

1)

2)

3)

216

Usudek nent platny. Formalizace:
Vx (H(x)—R(x))
R(a)

H(a).

Necht 3(a)=a. Chceme, aby zavér byl 0, proto napt. 3(H)={et,...}. Chce-
me, aby druha (jednodussi) premisa byla 1, proto 3(R)={a.,...}. Chceme,
aby prvni premisa byla 1, pro coz musime zohlednit jiz ziskanou inter-
pretaci predikatovych symbold; prvni premisa bezproblémové pravdiva
je.

Usudek je platny. Formalizace:

Ax (U'(x)AH(x))

Ix (H(x)AU'(x))

Chceme, aby zavér byl 0, proto napt. 3(H)= {et,,7}, 3(U")={c.B,y}, dané
mnoziny maji tedy prazdny prinik. Chceme, aby premisa byla 1, ale pri
takové interpretaci, pfi niz je zavér nepravdivy, to neni mozné.

Usudek neni platny. Formalizace:

Vx (~-C(x)—B(x))

Vix (C(x)——B(x))

Chceme, aby zévér byl 0, proto napt. 3(C)={a,B}, 3(B)={B,y}, tj. néco je
v priniku danych mnozin. Chceme, aby premisa byla 1, coz se pii této
3 podatilo.



14. Ovéfovani platnosti isudkt metodou protiptikladu

4)  Usudek je platny. Srov. v pitkladech dokézani platnosti prakticky téhoz
usudku, ale bez premisy ,,2 je prvocislo®

14.5 Priklady - asudky s monadickym a binarnim
predikatem

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zékladé definice vyplyvani a definice in-
terpretace, urcete platnost nasledujicich asudk.

1)
Martina ma rada pouze matematiky.
Pavel je matematik.

Martina mé rdda Pavla.
Formalizace:

Vx (R(m,x)—>M(x))
M(p)

R(m,p)

Necht U={u,nt} (tj. Martina, Pavel), 3(m)=u, 3(p)=rm.
a) Interpretace zdvéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt S(R)={{ts7),...}:

R(m,p)
0um

b) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto musi byt
S(M)={m,...}:

M(p)
1In
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c) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, ale musime pfitom zo-
hlednit jiz ziskané dil¢i interpretace predikatovych symbolii:

Vx (R(m,x)—M(x))

fuu??u
Oumllm

Vidime vsak, Ze na misté ,2“ muiZe byt jakakoli distribuce pravdivostnich hod-
not kromé 1 pod R a 0 pod M. Nic ndm v tsudku nebrani v tom, abychom do-
savadni specifikaci 3 zuplnili tak (napt. na (R)={{m7). €ttty ), S(M)={x}), aby
prvni premisa byla pravdiva. Usudek tedy neni platny.

2)
Gabriela ma rada vsechny Verdiho opery.
Aida je Verdiho opera.

Gabriela ma rada Aidu.

Formalizace (,Verdiho opera“ zjednodu$ujeme na ,VO, nebot to neovlivni
ovéreni platnosti):

Vx (VO(x)—R(g.x))
VO(a)

R(g,a)

Necht U={a,y,v} (tj. Gabriela, Aida, Nabucco), 3(g)=y, 3(a)=au.
a)  Interpretace zdvéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt S(R)={¢yse1),...}.

R(g.a)
0vya

b) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto 3(VO)={a,...}:

VO(a)
1 o
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) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, ale musime zohlednit
doposud ziskané dil¢i interpretace predikatovych symboli:

Vx (VO(x)—R(g.x))
1 a00ya
Ty T Tyy

¢ vt tyy
0

Vidime, Ze doposud ziskané dil¢i interpretace neumozni, aby dand premisa
byla pravdiva. Takze nelze nalézt interpretaci, pfi niz jsou premisy pravdivé
a zavér nikoli. Usudek je tedy platny.

3)
Kazdy, koho méa Magda réda, je vojak nebo inzenyr.
Kry$pin neni inZenyr.
Ma-li Magda rada Kryspina, tak je Kry$pin vojak.
Formalizace:

Vx (R(m,x)—>(V(x)VI(x)))
=-I(k)

R(m,k)—V (k)
Necht U={u,x} (tj. Magda, Kry$pin), 3(m)=u, S(k)=k.
a) Interpretace zdvéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt 3(R)={(w,K),...}
a3(V)={x,..};

R(m,k)—>V(k)
1 wko0O0K
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b) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto musi byt
S(M)={x,..}:

- I(k)
10k

<) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1. Musime ptitom ale zo-
hlednit dosud ziskané dil¢i interpretace predikatovych symbolt:

Vi (R(m,x) ~>(V(x) V 1(x)))
fumw? tu??u
luxk 0 0k 00K

0

Aniz bychom museli danou interpretaci zapliovat, je zfejmé, ze pri neprav-
divosti zdvéru nemohou byt vSechny premisy pravdivé. Usudek je tedy platny.

4)
Kazdy, kdo ma rad Marii, ma rad Evu.
Z4dny student nema rad Marii.
Karel je student.

Karel nem4 rad Evu.
Formalizace:
Vx (R(x,m)—R(x,e))

Vx (S(x)—-R(x,m))
S(k)

—R(k.e)

Necht U={e,u,x}, 3(e)=¢, S(m)=u, I(k)=x.
a)  Interpretace zdvéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt 3(R)={(k,¢),...}.

-R(k,e)
0lxe
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b) Interpretace tfeti premisy. Chceme, aby byla 1, proto musi byt
3(S)={x....}.

S(k)
1K

) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto se nesmi ani jed-
nou vyskytnout fadek 1—>0. Zatim se nezajimame o jiné hodnoty x nez k, proto

S(R)={(k.e)bs518,... }:
Vx (S(x)——-R(x,m))
Ik 1 10xkw
d)  Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi byt
ani v jednom fadku 1—0. Prezkoumdame fungovani dosavadnich dil¢ich
interpretaci predikatovych symbolii:
Vx (R(x,m)—R(x,e))
Okwu 1 1xke
Vidime, zZe dosavadni dil¢i interpretace neohrozuji pravdivost premisy, inter-

pretaci lze tedy zuplnit tak, aby vSechny premisy byly pfi nepravdivosti zavéru
pravdivé. Usudek tedy neni platny.

14.6 Cviceni - asudky s monadickym a bindrnim
predikatem

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zdkladé definice vyplyvani a definice
interpretace, uréete platnost nasledujicich usudkd. Pokud neni uvedeno nize
v prikladech jinak, necht U={a,$,y}.
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1)
Marianna ma rada véechny matematiky.
Petr je matematik.

Marianna ma rada Petra.

2)
Gita ma rada pouze Verdiho opery.
Aida je Verdiho opera.

Gita ma rada Aidu.

3)
Beata ma rada nékteré vitéze.
Krystof neni vitéz.

Bedta nema rada Krystofa.

4)
Kazdy, kdo ma rad Borise, ma rad Cyrila.
Alan nema rad Borise.

Alan nema rad Cyrila.
5)
Kazdy, kdo ma rad Evu, ma rad Marii.
Z&dny student nemd rdd Marii.
Karel je student.

Karel nemd rdd Evu.

14.6 Reseni - usudky s monadickym a binarnim
predikatem

1) Usudek je platny. Formalizace:
Vx (M(x)—R(m,x))
M(p)

R(m,p)
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2)

3)

4)

5)

Necht U={u,7} (tj. Marianna, Petr), 3(m)=u, 3(p)=m. Interpretace za-
véru S(R)={{57),...}, interpretace druhé premisy: 3(M)={m....}; ale pak
nemtize byt interpretace prvni premisy rovna 1.

Usudek neni platny. Formalizace:

Vx (R(g,x)—>VO(x))

VO(a)

R(g.a)

Necht U={y,a,v} (tj. Gita, Aida, Nabucco), 3(g)=y, S(a)=a.. Aby zavér
byl 0, tak S(R)={{yset),...}; aby druha premisa byla 1, tak 3(VO)={a,...}.
Coz lze zaplnit na takovou 3, pti niZ je i prvni premisa 1 (napt. 3(R)=0).
Usudek nenf platny. Formalizace:

Ix (R(b,x)AV(x))

-V(k)

—R(b,k)

Necht U={f,k,7t} (tj. Bedta, Krystof, Pavel), 3(b)=p, S(k)=k. Aby zavér
byl 0: 3(R)={(B,K),...}, aby druha premisa byla 1: 3(V)={x,...}. Dosavad-
ni interpretaci lze zuplnit tak, Ze i prvni premisa je 1, napt. 3(R)={(B,k),
(B} S(V)={rem}.

Usudek neni platny. Formalizace:

Vx (R(x,b)™R(x,c))

—R(a,b)

—R(a,c)

Aby zévér byl 0, tak musi byt S(R)={(a,y),...}. Aby druhd premisa byla
1, tak musime tuto interpretaci rozsifit na 3(R)={{aLy).¢e:f),...}. Ale po-
kud hodnotou x je a, tak pak je v prvni premise v daném tadku 0—1,
takze interpretace muze byt bez problému zdplnéna tak, aby vsechny
premisy byly pravdivé, kdezto zavér nikoli.

Usudek je platny. Formalizace:

Vx (R(x,e)™R(x,m))

Vx (S(x)—™-R(x,m))

S(k)

—R(k,e)
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Necht U={a,f,Y,...}, 3(e)=¢, 3(m)=u, I(k)=K. Aby zavér byl 0, tak musi byt
S(R)={(K,€),...}; aby tieti premisa byla 1, tak 3(S)={k....}. Aby druhd pre-
misa byla 1, tak nesmi byt ani jednou 1—0, proto kdyz x je k, 3(-R(x,m))
[e] musi byt 1, proto S(R)={(k,&),{&5tt),...}. Hned se podivdme, jak to ovliv-
ni interpretaci prvni premisy; zjistime, Ze pti takovéto 3 je 0.

/4

14.7 Priklady - naroc¢néjsi usudky s jednou premisou

Pomoci metody protiprikladu, tedy na zdkladé definice vyplyvani a definice in-
terpretace, urcete platnost nasledujicich usudki.

K Vse se vyviji a méni.

Vse se vyviji a vSe se méni.
Formalizace:

Vx (V(x)AM(x))

Vx V(x)AVx M(x)

Necht U={a,p}.
a) Interpretace zévéru. Chceme, aby byl 0, proto napt. 3(V)={a,p}=U,
SM)={a.B}:

Vx V(x)AVx M(x)
1a 1a
1p 0p

1 0

0
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b) Interpretace premisy. Chceme, aby byla 1, coz pfi dosavadni interpretaci
ale nelze:
Vx (V(x)AM(x))
1a00 a
1800
0

Usudek je tedy platny. Lze si pov§imnout, ze premisa vlastné iika, ze 3(V)=3(M),
nasledné nejde udélat interpretaci zavéru takovou, aby byl nepravdivy. (Srov. od-
povidajici logicky pravdivou formuli PL.)

? Vse se vyviji nebo méni.

Vse se vyviji nebo vse se méni.
Formalizace:

Vx (V(x)AM(x))

Vx V(x)VVx M(x)

Necht U={a,p}.

a) Interpretaci, pti nichz je zavér 0, je vice a FeSeni tlohy by se nam vétvilo.
Vyjdeme proto z interpretace premisy, chceme aby byla 1. Optimalni volbou
je S(V)={a}, V(M)={p}, protoze se vyhyba extrému jako naptiklad 3(V)=0,
3(M)=U. Pak:

Vx (V(x)VM(x))
lal0 a
0B 11 B
1
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b) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, cozZ pti zvolené interpretaci sku-
tecné lze:

Vx V(x)VVx M(x)
1 a 0 a
0p 1p

(0] (0]

0

Usudek tedy neni platny.

Y Nékdo miluje kazdého.
Kazdy je nékym milovan.
Formalizace:
AxVy M(x,y)
Vydx M(x.y)

Necht U={a.,(,y}.
a) Interpretace zavéru. Chceme, aby b) Interpretace premisy. Chceme, aby
byl 0, proto napt. I(M)={(a,ar),{a1,B), byla 1, coz ale pti dané 3 neni mozné:

N2 GEX(ADA o AVEIVA DR o ik

VyAx M(x,y) JxVy M(x,y)
1 aa 1loaa
1 afp lLap
0 ay 0ay
1 o 1Ba
1 BB 1Bp
0 By 0By
1 ya lya
1ypB 1Lyp
0 vy 0vyy

0 0
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Usudek je tedy platny. (Srov. odpovidajici logicky pravdivou formuli PL.)

! Kazdy je nékym milovan.
Nékdo miluje kazdého.
Formalizace:
Vydx M(x,y)
AxVy M(x,y)

Necht U={a,3,y}.
a) Interpretace zavéru. Chceme, aby b) Interpretace premisy. Chceme, aby
byl 0, proto napt. I(M)={{a,at),(f,y), byla 1, pficemz respektujeme dosavad-
(y,B)}, jez uz je namyslena s ohledem ni interpretaci:
na vyhodnocovani premisy:

AxVy M (x,y) Vydx M(x,y)
1 oo 1l oaa
0 ap 0ap
0 ay 0 ay
0 Pa 0pfa
0 Bp 0pp
1 By 1By
0 ya 0ya
1 yp 1yp
0 vy 0 vy

0 1

Usudek tedy nenf platny.
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14.8 Cviceni - naroc¢néjsi usudky s jednou premisou

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zakladé definice vyplyvani a definice
interpretace, urcete platnost nasledujicich tsudkd. Pokud neni uvedeno nize
v prikladech jinak, necht U={a,f,y}.

1)
Vse se vyviji nebo vie se méni.
Vse se vyviji nebo méni.
2)
V3e se vyviji a vSe se méni.
Ve se vyviji a méni.
3)
Kazdy nékoho obdivuje.
Nékdo je obdivovan kazdym.
4)

Nékdo je obdivovan kazdym.

Kazdy nékoho obdivuje.

4

14.8 Reseni - naro¢néjsi tsudky s jednou premisou

1) Usudek je platny. Formalizace:
Vx V(x)VVx M(x)

Vx (V(x)AM(x))
Necht U={a,p}. Aby zévér byl 0, musi byt napiiklad 3(V)={a.f},
3(M)=0. Chceme, aby premisa byla 1, coz ale pti takovéto S neni moz-
né. (Srov. odpovidajici logicky pravdivou formuli PL.)

2) Usudek je platny. Formalizace:
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3)

4)

Vx V(x)AVx M(x)

Vx (V(x)AM(x))

Necht U={a,}. Aby zavér byl 0, musi platit, Ze ani intepretace V, ani M
neni rovna U. Ale zkusime vyjit od interpretace premisy. Aby premisa
byla 1, tak by muselo byt 3(V)=3(M)={a,p}=U. Jenze pak by nemohl
byt zavér 0. (Srov. odpovidajici logicky pravdivou formuli PL.)

Usudek nent platny. Formalizace:

Vx3y O(x,y)

IyVx O(x,y)

S ohledem na cile promyslime interpretaci obou formuli. Aby premisa
byla 1, tak napf. 3(O)={{(c,,a),(B,y)-(,B)}- Pii této 3 je ovéem zavér ne-
pravdivy, cozZ jsme chtéli.

Usudek je platny. Formalizace:

AyVx O(x,y)

Vx3y O(x,y)

Aby z&vér byl 0, tak napt. 3(0)={{c,0).{B,y).{y:B7}. Jenze pti tomto typu
interpretace premisa nemuze byt 1. (Srov. odpovidajici logicky pravdi-
vou formuli PL.)

14.9 Priklady - usudky, které jsou nebo pripominaji

kategorické sylogismy

Pomoci metody protiprikladu, tedy na zakladé definice vyplyvani a definice in-
terpretace, urcete platnost nasledujicich asudka.

1)

Z4dny ptak neletél do vesmiru.
Nékteti zivo¢ichové nejsou ptaci.

Nékteri zivoc¢ichové letéli do vesmiru.
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Formalizace (,LV* je zjednodus$enou formalizaci ,,letéli do vesmiru®):

Vx (P(x)——LV(x))
Ax (Z(x)A=P(x))

Ax (Z(x) ALV (x))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 1, a proto napiiklad S(Z)={etB.y},
S(LV)={er,B,1}:

Ax (Z(x)ALV(x))
0a0 0 a
oOpo1p
1y0O0y

0

b)  Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto musi byt vzhle-
dem k dosavadni interpretaci Z byt 3(P)={y,...}:

Ax (Z(x)A=P(x))
dla??2?a
0p?27?p
1y 110y

1

c) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, av§ak respektujeme pti-
tom dosud ziskané dil¢i interpretace predikatovych symboli:

Vx (P(x)——LV(x))
taa?210 a
201 P
Oy 110y

Vidime, Ze nam nic nebrani zuplnit interpretaci tak, aby i tato premisa byla

pravdiva. Takze tim bychom ziskali alespon jednu interpretaci, pfi niz jsou
vSechny premisy pravdivé a zdvér nepravdivy. Usudek tedy neni platny.
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2)
Z4dné prvocislo neni délitelné ¢tyfmi.
Néktera prvocisla jsou sudd.

Néktera suda ¢isla nejsou délitelnd ¢tyfmi.

Formalizace (,D4“ je zjednodu$enou formalizaci ,,(byt) délitelny &étyFmi, ne-
bot sloZenost ptivodniho predikatu neovliviiuje platnost tohoto usudku a tak ji
nemusime zohledfiovat):

Vx (P(x)——D4(x))
Ax (P(x)AS(x))

Ix (S(x)A—~D4(x))

Necht U={1,2,3,4}, e(x)=3.

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto napiiklad 3(S)={,},
3(D4)={,} (fakticky vzato je zavér pravdivy pravé kvili ¢islu ,, my ale nyni v za-
jmu sestaveni protipiikladu kontrafaktualné navrhujeme, Ze neni):

Ix (S(x)A—~D4(x))
0,010
0,010,
0,010,
1,001,

0

b) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, proto kdyz ohodnoce-
nim x je ,, tak toto ¢islo nesmi byt v interpretaci P, tj. 3(P)={,....} (¢islo ,,,“ je
preskrtnuto), aby v daném radku nebylo 1—0. Danou interpretaci dale neztpl-
nujeme, stejné bude celd premisa 1:

Vx (P(x)——D4(x))
2 110,
2 110,
2 110,
0,101,
1
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c) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, ale musime ptitom zo-
hlednit dosavadni dil¢i interpretace predikatovych symboli:

dx (P(x)A S(x))
2 .00,
2,00,
2,00,
0,01,

0

Vidime, Ze premisa pravdiva neni. Pfi revizi postupu zjistime, Ze opravdu ne-
lze nalézt takovou interpretaci, kdy by premisy byly pravdivé a zavér nikoli.
Usudek je tedy platny.

3)
Z4dni peceni holubi nelétaji.
Vse, co 1ét4, ma kridla.

Néco, co ma kridla, neni peceny holub.

Formalizace (,PH“ je zjednodu$end formalizace ,(byt) pe¢eny holub®, cozZ je
predikat, jehoz vnitfni struktura se nijak nepodili na platnosti tsudku):

Vx (PH(x)—-L(x))
Vx (L(x)—K(x))

Jx (K(x)A—PH(x))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byla 0, proto napt. 3(K)={et,,y} a 3(PH)
={G>B>Y}:

Ix (K(x)A =PH(x))
0a001 a
1001 P
0y010 vy
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b) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto musime zajistit, aby
pro o iy byl antecedent 0, kdyZ uz je pro né konsekvent 0. Proto 3(L)={et,....y}
(nasledné je premisa 1, protoze je 1 i ten fadek, kdy nevime, zda f3 je v 3(L)):

Vx (L(x)—K(x))
Oal0a
TR1ILP
0Oy10y

c) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, respektujeme vsak pri
tom dosavadni dil¢i interpretace predikatovych symbolu:

Vx (PH(x)—-L(x))
1l all0a
1 p222p
0 y1l110y

Aby tato premisa byla 1, sta¢i vhodné zuplnit interpretaci L na S(L)={et,5,7}.
Nasli jsme tedy interpretaci, pti niz jsou vSechny premisy pravdivé a zavér pri-
tom nepravdivy. Usudek tedy neni platny.

14.10 Cviceni - usudky, které jsou nebo pripominaji
kategorické sylogismy

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zdkladé definice vyplyvani a definice
interpretace, uréete platnost nasledujicich usudkd. Pokud neni uvedeno nize
v prikladech jinak, necht U={a,$,y}.

1)
Neékteri psi Stékaji.
Vsichni psi jsou domestikovani zZivoc¢ichové.

Nékteti domestikovani Zivocichové stékaji.
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2)
Pierre Boulez je dirigent.
Vsichni dirigenti znaji noty.
Vsichni dirigenti jsou hudebnici.

Neékteri hudebnici znaji noty.

3)
Z4dny cizinec nevidél vnitiek tohoto zamku.
Néktefi pfitomni nejsou cizinci.

Nékteti pritomni vidéli vnitfek tohoto zdmku.
4)

Z4dna kniha v mé knihovné neni napinava.

Vsechny detektivky jsou napinavé.

Z4dna kniha v mé knihovné neni detektivka.
5)

Neékteré zuby jsou bilé.

Vsechno bilé je krasné.

Néco bilého nejsou zuby.

6)
Zadny uceny z nebe nespadl.
Kazdy filosof je uceny.

Z4dny filosof z nebe nespadl.
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14.10 Reseni - usudky, které jsou nebo pripominaji

1)

2)

3)

kategorické sylogismy

Usudek je platny. Ve formalizaci pojimdme ,,domestikovani zivocicho-
vé“ jako jednoduchy monadicky predikat, proto ,DZ*:

Jx (P(x)AS(x))

Vx (P(x)—DZ(x))

Ax (DZ(x)AS(x))

Aby zavér byl 0, tak volime napt. 3(DZ)={et,B.v}, 3(S)={et,8.y}. Aby pak
prvni premisa byla 1, tak musi byt 3(P)={y,...}. Jenze kdyZz prosetiime
fungovani dosavadnich dil¢ich interpretaci predikatovych symbolt
v druhé premise, zjistime, Ze tato premisa nemtize byt pravdiva. Inter-
pretace vSak nejde pozménit tak, aby nakonec premisy byly pravdivé
a zavér nikoli.

Usudek je platny. Formalizace (,,znat noty“ nereprezentujeme pomoci
Ay (N(y)AZ(x,)), ale jen ZN(x), protoze pro ovéfeni platnosti usudku je
to dostate¢né):

D(b)

Vx (D(x)—ZN(x))

Vx (D(x)—H(x))

Ix (H(x)AZN(x))

Necht 3(b)=B. Aby zavér byl 0, tak napt. I(H)={et,B,7}, S(ZN)={er,B.7}.
Aby prvni premisa byla 1, musi byt 3(D)={f,...}. Kdyz doposud ziska-
né dil¢i interpretace vsuneme do druhé premisy, zjistime, ze nase 3(D)
zptisobuje 1—0 v radku, kde je . Kdyz bychom ale upravili interpretaci
tak, aby v daném radku bylo 1—1, tak by se situace 1—0 prenesla do tfe-
ti premisy.

Usudek neni platny. Formalizace (,VVZ“ je zjednodu$enou formalizaci
,vidét vnitfek tohoto zamku®):

Vx (C(x)™-VVZ(x))

Ax (P(x)A—~C(x))

Ix (P(x)AVVZ(x))
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4)

5)

6)

236

Aby zavér byl 0, tak napf. 3(P)={et,,v}, 3(VVZ)={et,p,y}. Aby druha
premisa byla 1, tak 3(C)={$,...}. Tuto interpretaci lze lehko zuplnit tak,
aby prvni premisa byla taky 1.

Usudek je platny. Formalizace (,KK* je zjednodusenou formalizaci pre-
dikatu ,,(byt) kniha v mé knihovné®):

Vx (KK(x)™—N(x))

Vx (D(x)—N(x))

Vx (KK(x)—-D(x))

Aby zévér byl 0, sta¢i napt. 3(KK)={a,...}, 3(D)={ct,...}. Aby druha pre-
misa byla 1, musime kvuli 3(D) dat S(N)={a,...}. Poté viak zjistime, ze
pti této 3 nemuize byt pravdiva prvni premisa. Tuto interpretaci ale nelze
nijak opravit a nahradit jinou interpretaci tak, aby vSechny premisy byly
pravdivé a zavér nikoli.

Usudek nent platny. Formalizace:

Ax (Z(x)AB(x))

Vx (B(x)>K(x))

dx (B(x)A—Z(x))

Od interpretace prvni premisy a nikoli od zavéru vychdzime proto,
Ze interpretace premisy je vyrazné jednodussi, byt u toho uz myslime
na budouci interpretaci zévéru. Navrhujeme naptiklad 3(B)=3(Z)=U.
Pii této interpretace je zavér vskutku 0. Aby pak byla druhd premisa 1,
musi byt S(K)=U, ¢emuz nic nebrani. Nasli jsme tedy interpretaci, pfi
niz jsou premisy pravdivé a zavér pfitom nepravdivy.

Usudek je platny. Formalizace (,SN“ je zjednodusenou formalizaci
»spadnout z nebe"):

Vx (U'(x)—>—SN(x))

Vx (F(x)=U'(x))

Vx (F(x)™—SN(x))

Aby zavér byl 0, musi byt napt. 3(F)={c,...}, 3(SN)={a,...}. Aby druhd
premisa byla 1, tak kvtli 3(F) musi byt 3(U")={a,...}. Jenze pak nemuize
byt pravdiva prvni premisa. Nelze vSak najit interpretaci, kdy by tomu
nebylo obdobné, tedy neexistuje interpretace, pfi niz by vechny premi-
sy byly pravdivé a zavér nikoli.
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14.11 Priklady - naroc¢néjsi usudky

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zékladé definice vyplyvani a definice in-
terpretace, urcete platnost nasledujicich dsudkd.

1)
Vsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Z4dny ¢len vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionét.
Vsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Zadny majitel obligaci neni akcioné.
Formalizace:

Vi (C()—(0(x)VA()
Vx (C(x) >~ (0(0)ANA(x)))
Vx (O(x)—C(x))

Vx (0(x)=>~Ax))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby zavér byl 0. Proto musi byt aspon
v jednom fadku 1—0, méjme tedy naptiklad 3(0)={a,...} a S3(A)={a.,...}:

Vx (O(x)—>—A(x)
l1a001 a
R
ty?eey

0

b) Interpretace tfeti premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi byt ani
v jednom radku 1—0. S ohledem na dosavadni interpretaci O proto musi byt

3(C)={a,...}:

Vix (0(x)—~C(x))
lalla
R p
ty?ey
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c) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi byt ani v jed-
nom radku 1—0; respektujeme pfi tom ale doposud ziskané dil¢i interpretace:

Vx (€)== (0(x)AA(x)))
la00 1all a
B epeep
y 22 2yt y

0

Vidime, Ze dand druhd premisa neni pravdiva. (Interpretace prvni premisy neni
potieba, prvni premisa je nadbyte¢nd, jak si lze ovéfit; pri navrzené interpretaci je
ovSem pravdiva.) Pfi revizi nadeho postupu zjistime, Ze ani neexistuje interpreta-
ce, pti niz by viechny premisy byly pravdivé a zavér nikoli. Usudek je tedy platny.

2)
Kazdy, kdo ma rad Jitiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Laidou, Petr nema rad Jiriho.
Formalizace:

Vx (R(x,j)—S(x,m))
Vx (K(x,])>—=K(m,x))
Vx (S(p,x) > K(x.k))

K{)==R(p,j))

Necht U={v,k,\, w7} (tj. Jiti, Karel, Lada, Milan, Petr), e(x)=x, 3(j)=t, 3(k)=K,
3=, S(m)=q.
a)  Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt 3(K)={(k,\),...}
aSR)={(m,1),...}:

K(k,])==R(p,j))
1kA001me
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b) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi byt ani
v jednom fadku 1—0. Proto 3(S)={(m,u),...} (zatim se nezajimame o jiné hod-
noty x nez m):
Vx (R(x,))—S(x,m))
lme 117w
) Interpretace tfeti premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi byt ani v jed-
nom fadku 1—0; proto S(K)={(w,x),{k,\),...} (nezajimame se o jiné hodnoty x
nez W):
Vx (S(p,x) ~K(x.k))
lnpnllpk
d)  Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, proto nesmi byt ani
v jednom radku 1—0. Zatim se nezajimame o jiné hodnoty x nez K; provéfime
nasi doposud ziskanou interpretaci 3(K)={(u,k),(i,A),...}:

Vx (K(x,)) = =K(m,x))

IKAOOI pnxk

Vidime, ze pti doposud ziskanych dil¢ich interpretacich neni druhd premisa
pravdiva. Revize postupu pak ukazuje, Ze ani nelze navrhnout interpretaci, pfi
niz by viechny premisy byly pravdivé a z&vér nikoli. Usudek je tedy platny.

3)
Kazdy lékar doporucuje antikoncepci.
Z4dna antikoncepce neni zcela spolehliva.

Nic zcela spolehlivého neni doporuceno lékarem.
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Formalizace:

Vx (L(x)=>Vy (A(y)>D(x.y))
Vx (A(x)==S(x))

Vx (S(x)=Vy (L(y)>~D(x.))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt aspon v jednom
fadku 1—0. Uvazme, Ze to bude v fadku, kdy hodnotou x je napt. a. Pfi tako-
vémto ohodnoceni x musi byt pravdivou S(x), proto 3(S)={a....}. Pti takovémto
ohodnoceni x musi byt nepravdivou oteviend formule Yy (L(y)—D(x,»)), tj.

musi byt napt. S(L)={....}, 3(D)={{a,p),...}:
Vix (S(x)—Vy (L(y)—D(x,y))

1a (20?2 2 aa
00

? B2
2y ?
0

b) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, pficemz doposud zis-
kand interpretace nds nuti k 3(A)={et}:

Vx (A(x)—™—S(x))
Oalolla
PR TEP
ty? ey

?
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c) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, ale pfitom musime zoh-
lednit doposud ziskané dil¢i interpretace, jeZ zatim vedou k tomuto:

Vx (L(x) = Vy (A(y)—D(x,y))
2a [ 0a??aa

Po inspekci vidime, Ze je moZno nasi interpretaci zuplnit tak, aby i tato premisa
byla pravdiv4. Tim by pfi nepravdivosti zdvéru byly pravdivé viechny. Usudek
tedy neni platny.

4)
Jestlize jsou vsichni opili, tak existuje aspon jeden dobrék, ktery je pod-
nécuje.
Adam nikoho nepodnécuje.

Jestlize jsou vsichni dobraci, tak existuje aspon jeden opilec, ktery je
podnécuje.

Za formalizaci budeme povazovat:

Vx (O(x)—3y (D) AP(y,x))
Vx —P(a,x)

Vx (D(x)—3y (O(y)AP(y,x))

a) Interpretace zavéru. Chceme, aby byl 0, proto musi byt aspon v jednom
radku 1—0. Uvazme, Ze to bude v fadku, kdy hodnotou x je napt. a. Pfi tako-
vémto ohodnoceni x musi byt pravdivou D(x), proto 3(D)={a,...}. Pfi tako-
vémto ohodnoceni x musi byt nepravdivou oteviend formule 3y (O(y)AP(y,x)),
pti¢emz my si vybereme tu interpretaci, kdy 3(O)=0 (ponévadz prvni premisa
bude pak pravdivd); 3(P) nechdvame neurlenu:
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Va (D) = 3y (O () A P(yx))
1 a ([0 o 0?aa
0 0{0B 0?pa
[0y 02y«

e B 72

b) Interpretace prvni premisy. Chceme, aby byla 1, ale pfitom musime zo-
hlednit doposud ziskané dil¢i interpretace, jez vedou k tomuto:

Vx (O(x) = 3y (D(y)AP(y,x))

0 a ?
0p 2
0y 2 {
1
c) Interpretace druhé premisy. Chceme, aby byla 1, pficemz doposud zis-

kand interpretace ndm nechévd moznost, ze 3(P)={¢eter).feotfy.Ceny),...}=0,
takze druha premisa je skute¢né pravdiva:

Vx =P (a,x)
10 aa
10 ap
10 ay

1

Dosavadni interpretaci Ize nékolika zptisoby ztplnit. Takze jsme nasli mnozinu
interpretaci, pfi nichz je zdvér nepravdivy a vSechny premisy pravdivé. Usudek
tedy neni platny.
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14.12 Cviceni - naroc¢néjsi usudky

Pomoci metody protiptikladu, tedy na zékladé definice vyplyvani a definice
interpretace, uréete platnost nasledujicich usudka. Pokud neni uvedeno nize
v prikladech jinak, necht U={a,f,y}.

1)

2)

3)

4)

5)

Nikdo z pritomnych neni lékar.
Kazdy pozvany je ptitomen.
Jestlize Petr zval, Karel je pozvan.

Je-li Karel 1ékat, pak Petr nezval.

Kdo zna Markétu i Jitiho, ten Markétu lituje.
Neéktefi nelituji Markétu, ackoliv ji znaji.

Nékdo zna Markétu, ale ne Jifiho.

Jestlize jsou v$ichni nadsenci, tak existuje aspon jeden mrzout, ktery
s nimi nesouhlasi.
Anna se viemi souhlasi.

Jestlize jsou vSichni mrzouti, tak existuje aspon jeden nadSenec, ktery
s nimi souhlasi.

Kazdy, kdo ma radéji Annu nez Baru, obdivuje Gabrielu.
Dora Gabrielu neobdivuje.

Dora nemd Annu radéji nez Baru.

Kazdy muz ma v oblibé néjakého Zivocicha.
Adam nema v oblibé zadného Zivocicha.

Adam neni muz.
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6)

Kazdy, kdo je ekonom, doporucuje kazdou reformu.
Z4dna reforma neni zcela Gspésna.

Co neni zcela ispés$né, neni Zadnym ekonomem doporuceno.

14.12 ReSeni - narocnéjsi usudky

1)

2)

244

Usudek je platny. Formalizace:
Vx (P(x)=~L(x))

Vx (P'(x)=>P(x))

Z(p)—P'(k)

LK) —-Z(p)
Necht U={k,m,a} (tj. Karel, Petr, Adam), e(x)=mn, 3(k)=k, 3(p)=mn. Aby
zavér byl 0, tak musi byt S(L)={K,...}, 3(Z)={x,...}. Aby tfeti premisa byla
1, ani v jednom fadku nesmi byt 1—0, proto musi byt 3(P')={x,...}. Aby
druha premisa byla 1, ani v jednom fadku nesmi byt 1—0, proto musi
byt 3(P)={x....}. Jenze kdyZ doposud ziskané dil¢i interpretace uplat-
nime u prvni premisy, zjistime, ze pfi ohodnoceni x pomoci K nastavéd
1—0, proto premisa pravdiva byt nemdize.

Usudek je platny. Formalizace:

Vx ((Z(x,m)AZ(x,j))—~L(x,m))

dx (-L(x,m)AZ(x,m))

Ax (Z(x,m)A=Z(x,j))

Necht U={a,1,u} (tj. Adam, Jiti, Markéta); 3(j)=t, I(m)=u. Aby zavér byl
0, tak napt. 3(Z)={¢ettt, (L), {ept) (oL, (L)t} Zjistime, ze pii této
interpretaci je prvni premisa ve druhém radku v antecedentu 1, proto
musi byt konsekvent taky 1, odkud ziskavdme S(L)={(1,u),...}. Kdyz pak
vyhodnotime druhou premisu, zjistime, Ze nemize byt v druhém radku
pravdiva. Kdyz revidujeme dosavadni postup, zjistime, Ze oprava inter-
pretace tak, aby vSechny premisy byly pravdivé a zavér nepravdivy, neni
mozna.
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3)

4)

5)

6)

Usudek neni platny. Formalizace:
Vax (N(x) =3y (M()A=S(x.p))
Vx S(a,x)

Vx (M(x)—3y (N(»)AS(x.y))

Aby zavér byl 0, tak tfeba proto S(M)={a,...} a S(N)=0. Pak prvni premi-
sa je 1, coz jsme chtéli. V zajmu toho, aby i druha premisa byla 1, necht
tieba 3(S)={(a,0),{atB)(y),...} (pti F(a)=ar), coz mj. nijak neohrozuje
pravdivost prvni premisy.

Usudek je platny. Formalizace:

Vx (R(x,a,b)—>0(x,8))

—~0(d,g)

-R(d,a,b)

Necht U={a.,3,y,8}. Dale necht 3(a)=a., 3(b)=P, I(g)=y, 3(d)=9. Aby z4-
vér byl 0, tak musi byt 3(R)={(5,c,p),...}. Aby druha premisa byla 1, tak
musi byt 3(0)={),...}. JenZe v prvni premise, ma-li x jako hodnotu
9, tak v daném radku je 1—>0 a dand premisa kvili tomu neni pravdiva.
Usudek je platny. Formalizace:

Vi (M(¥) >3y (Z()AO(xp))

Vx (Z(x)——0(a,x))

- M(a)

Aby zavér byl 0, tak musi byt 3(M)={a,...}. Chceme, aby prvni premisa byla
1. Proto kdyZ antecedent prvni premisy je pfi néjakém ohodnoceni 1, tj.
S(M(x))[e]=1, napiiklad pti e(x)=0., tak musime predejit tomu, aby kon-
sekvent byl 0, ¢ili aby byl 1. Proto naptiklad 3(Z)={et,f} a 3(0)={(cL,B),...}.
Jenze nasledné nemuize byt druha premisa 1. Pfi ovéfeni postupu si potvr-
dime, Ze nelze najit takovou interpretaci, pfi niz by vSechny premisy byly
pravdivé a zavér nikoli.

Usudek nent platny. Formalizace:
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Vx (E(x)=Vy R(y)=>D(xy)))
Vx (R(x)=>~U(x))

Vi (~U(x) =Yy (E()—>-D(x))) ,

Aby zévér byl 0, tak v z4jmu pravdivosti antecedentu treba 3(U)={et,...}
av zdjmu nepravdivosti konsekventu tieba 3(E)={B....} a 3(D)={{c,p)....}.
V prvni premise prosetfeme pripad, kdy by x bylo ; antecedent je tehdy
1, proto chceme, aby konsekvent byl také 1. Kdyz zkoumame, jaké inter-
pretace R a D by ucinila tento konsekvent pravdivy, tak se pritom divame
i na to, jak to zaptisobi na druhou premisu. Pravdivost obou premis je
zarucena napiiklad kdyz 3(R)=0. Interpretaci lze nasledné zuaplnit tak,
aby obé premisy byly pravdivé a zavér pti tom nikoli.
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15. Axiomatické teorie a pojem ditkazu

V této kapitole si ozivime a pak rozsifime nékteré poznatky z kapitoly ,,13.
Axiomaticky systém VL a pojem dikazu“ z knihy ,,Uvod do logiky: klasicka
vyrokova logika®

15.1 Axiomatizace PL1

Vime, Ze axiomaticky systém (¢i formdlni systém, kalkul), jez je vyjadfenim
néjaké logiky, je kromé i. jazyka (bez sémantiky) dan ii. (kone¢nou) mnozi-
nou zakladnich, evidentnich, a tedy diikaz nevyzadujicich pravd, tzv. axiomi,
a za iii. (kone¢nou) mnozinou odvozovacich pravidel (alternativné nazyvanych
dedukcni &i derivacni pravidla). Z mnoziny vybranych formuli se tak pomo-
ci pravidel odvozeni dostdavame k dal$im formulim; tyto dokazované formule
jsou teorémy, tedy formule, k nimZ v daném axiomatickém systému existuje
diikaz. Timto zptisobem jsme s to ovladnout nekone¢nou mnozinu pravd, jez
jsou vyjadritelné danym jazykem.

Zde si uvedeme bézné uvazovany axiomaticky systém PL1. V bodé 2.a)
uvidime, Ze tento axiomaticky systém v sobé zahrnuje bézné pouzivany axio-
maticky systém VL.

1) Formalni jazyk
Viz kapitolu 3.1 (vyrokové spojky odli$né od — a — lze vypustit).

2) Axiomova schémata:

Axiomova schémata PL1

a)
Axiom 1: A—(B—A)
Axiom 2: (A—>(B—C))—>((A—B)—>(A—C))
Axiom 3: (-B——-A)—(A—B)

b)

Axiom 4: Vx A—A[t/x] Axiom specifikace
Axiom 5: Vx (A—B)—(A—VxB) Axiom distribuce
(kde A neobsahuje zadny volny vyskyt proménné x)
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Axiom 4 byva alternativné nazyvan Axiom konkretizace anebo téz Axiom uni-
verzdlni instanciace (angl. ,universal instantiation®, srov. nize pravidlo UI);
pfipomerime si, Ze ,A[t/x]“ znamena, Ze term ¢ je substituovatelny za x. Oba
axiomy jsme si uvedli jiz v seznamu logicky pravdivych formuli (kap. 4).

3) Pravidla odvozovani:

Pravidla odvozovani PL
Modus ponens (MP)

A—B
A

B

Pravidlo generalizace (PG)
Necht A je formule, ktera muize obsahovat volnou proménnou x.

A

Vx A

Pravidlo generalizace ma tzkou souvislost s Vétou o uzdvéru: Pro kaz-
dou formuli A, a libovolnou proménnou x, a kazdou teorii T plati, Ze T FA plati
pravé tehdy, kdyz plati T + Vx A.

Dodejme, Ze Pravidlo generalizace nelze pfeménit na axiom A—Vx A,
ponévadz tato formule neni logicky pravdiva, jak Ize snadno ukazat (uvazme,
ze A je B(x), pfi¢emzZ pro néjakou hodnotu je B(x) nepravdivd, takze Vx B(x)
je nepravdivd, a¢ pfi ur¢itém ohodnoceni je B(x) pravdiva). Je-li vSak A logicky
pravdiva nebo uzaviend formule, tak se A—Vx A chova jako logicky pravdiva.
V disledku budeme muset omezit platnost Véty o dedukci, viz sekci 15.3.
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15.2 Axiomatické teorie

Pojem axiomatického systému PL si hned rozsifime na pojem axiomatické te-
orie, ¢asto nazyvané formadlni teorie a v logickych textech obvykle jen teorie.
Axiomaticka teorie T je vlastné mnozinou vsech formuli, které Ize odvodit
z axiomi T pomoci odvozovacich pravidel T. Uéelem kazdé teorie je pojedna-
vat néjakou predmétnou oblast, tfeba oblast ostrého usporadani.

Jazyk kazdé axiomatické teorie T proto obsahuje specidlni symboly, casto
se tika i mimologické symboly, jez se tykaji pfedmétné oblasti, o nichz dana teo-
rie vypovida. Napriklad specialni symbol ,,< je prostfedek vypovidani o vztahu
ostrého usporadani. Dale axiomaticka teorie obsahuje specidlni axiomy tykajici
se pravé téchto specidlnich symbolil. Tyto axiomy jsou nazyvany téz mimolo-
gické axiomy (i viastni axiomy, nebo jen axiomy teorie. Ze specialnich axiomi
T lze vyvozovat dal$i tvrzeni této teorie. Jako specialni axiomy jsou brany vzdy
uzaviené formule, tj. sentence, protoze pro ty splyvé splnitelnost a pravdivost,
takze PG se pro né chova korektné. Nutno podotknout, ze specialni axiomy
nemusi byt logicky platné.

Axiomaticka teorie
Kazda axiomatickd teorie T je dana:
i. jazykem T, jez obsahuje specialni symboly T
ii. mnozinou specialnich axiomu T.

Teorii T chépejme jako jakousi nadstavbu néjakého axiomatického
systému PL. Pro ptipady s PL1 se pak nékdy hovoti o prvorddovych teoriich.
Axiomatické systémy PL, tedy predikdtové kalkuly, mtizeme na druhou stranu
chapat jako axiomatické teorie s prazdnou mnozinou specialnich symbola
a specialnich axiomd.

Proto teorii T vymezujeme jen tim, co presahuje néjaky axiomaticky sys-
tém PL, totiz mnozinou specialnich symbolii a mnozinou specialnich axiomd.
Nepotiebujeme tedy stanovovat mnozinu odvozovacich pravidel teorie T, cha-
peme ji jako totoZnou s tou mnozinou odvozovacich pravidel, kterou ma pfija-
ty axiomaticky systém PL.

Jak uz jsme naznacovali, pfikladem axiomatické teorie je teorie ostrého
uspordddani. Je to teorie s jazykem PL1, ktery je obohacen o specialni binarni
predikatovy symbol ,,<“. Axiomy této teorie jsou:
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Vx = (x<x) (ireflexivita <)
VxVyVz [(x<y)—=((y<z)—(x<z))] (tranzitivita <)

Specidlni axiomy teorie T vlastné implicitné definuji specialni symboly (resp.
jimi denotované objekty) v nich obsazené. Kdybychom dané axiomy zménili,
naptiklad bychom k témto axiomtum ptidali axiom:

VxVy ((x<y)V(y<x)V(x=y)) (totdlnost <)

tak bychom vymezili jiny vztah nez <, v daném pripadé vztah ostrého linear-
niho usporadani. Zminované tfi axiomy tedy tvori teorii ostrého linedrniho
usporadani. Dalsi dva obdobné priklady uvadime v kapitole 16. o identité, tj.
o (symbolu) =.

Axiomatizovany uz byly rozsdhlé partie matematiky; problémy axio-
matizace matematickych teorii jsou predmétem metamatematiky. Z pohledu
logiky patfi k nejzndméj$im teoriim rizné axiomatické teorie mnozin (ZFC,
NBG). V matematické logice je velkd pozornost vénovana axiomatickym teo-
riim aritmetiky.

Zde si uvedeme nejprve ptiklad teorie elementdrni aritmetiky. Jazykem
této teorie je jazyk PL1 s identitou (tento jazyk vysvétlujeme az niZe v kapitole 16.;
znaku = v8ak ¢tenaf jisté rozumi). Ten je obohacen o konstantu ,,0“ (nula, presné-
ji: nejmensi prirozené ¢islo) a funkéni symboly ,,S“ (naslednik, znac¢en nékdy po-
moci ' psanym za ¢islem), ,+“ (operdtor s¢itdni) a ,x* (operator nasobenti). Spe-
cidlni axiomy této teorie jsou tyto (kde ,EAn®, pro 1=n<7, je pracovni oznaceni):

EAl S(x)#0

EA2Z  (S()=S()—(x=y)
EA3 (x70)—>Ty (S()=x)
EA4 (x+0)=x

EA5 (x+S(y)=S(x+y)
EA6 (xx0)=0

EA7 (xx(S()=((xxy)+x)

Uzavéry téchto axiomu (napf. Vx (S(x)#0)) jsou axiomy Robinsonovy arit-
metiky znac¢ené Q; na tyto axiomy je zvykem struc¢né referovat pomoci ,,Qn"
(Robinsonova aritmetika je netplna teorie, napt. v ni nejsou dokazatelné, ani
vyvratitelné formule (x+y)=(y+x) ¢i (xxy)=(yxx). Navic je nerozhodnutelnd;
k pojmu nerozhodnutelnosti viz nize.)
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Peanova aritmetika, zna¢ena PA, vznikne z Robinsonovy aritmetiky pfi-

danim schématu axiomu indukce (pro libovolnou vlastnost P):
[P(0) A Vx (P(x)— P(S(x))] = Vx P(x)

(Jak dokédzal Kurt Godel ve své slavné Vété o netplnosti, k ni viz nize, Peanova
aritmetika je netiplna. Peanova aritmetika je také nerozhodnutelna.) Presburge-
rova aritmetika je slab$i nez Peanova aritmetika, jeji jazyk neobsahuje symbol
nasobeni X a z vy$e uvedenych axiom disponuje axiomy EA1, EA2, EA4, EA5
a schématem axiomu indukce. (Presburgerova aritmetika je tiplnd a rozhodnu-
telna teorie.)

Nyni uvedeme nékteré sémantické pojmy vztazené k pojmu axiomatické
teorie, predev$im pojem modelu teorie a sémantického diisledku teorie. Pfi-
pomenme si, ze definice modelu teorie je vlastné ptipadem modelu mnoziny
formuli, nebot teorii mtizeme vidét jako mnozinu formuli, jez jsou generovany
z axiomu T.

Model teorie

Jestlize M je struktura pro jazyk teorie T a v M je splnén kazdy z axi-
omi T, tak M je modelem teorie T. Znatime M E T.

Alternativné se tika, ze T plati v M nebo ze T je pravdivd v /M. Varianta se
splnénim (v ndmi uzivaném smyslu), podtrhuje senzitivitu vzhledem k ohod-
nocenim.

Pro ilustrativni priklad modelu teorie, pfirozena cisla jsou jakoZto
struktura N'modelem teorii Q i PA; Nje tzv. standardni model aritmetiky.

Poznamenejme, Ze v dusledku toho, ze axiomy T generuji teorémy, tak
pri korektnosti T plati, Ze kazdy teorém T je pravdivy v kazdém modelu T.
(O modelech teorif byla v rimci matematické logiky zjisténa spousta zajima-
vych poznatkt. Napriklad Skolemova-Lowenheimova véta (ve sméru ,,doli®)
tikd, Ze jestlize M je modelem T's (nejvyse) spocetnym jazykem, tak existuje
model M’ této T, ktery je (nejvyse) spocetny.)

Definici sémantického disledku mnoZiny formuli z kapitoly 3. nyni ex-
plicitné modifikujeme pro ptipad teorii.
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Sémanticky duasledek teorie

Formule A je sémantickym diisledkem teorie T, znaceno T F A, pravé
tehdy, kdyz je formule A splnéna kazdym modelem teorie T.

Alternativné se rikd, ze formule A je pravdivd v teorii T, nebo Ze je (tauto)lo-
gicky odvoditelnd z teorie T. (Pro srovnani: v ramci VL jsme mluvili o (tauto)
logickém diisledku mnoziny formuli T.) Napfiklad formule jako (x+y)=(y+x)
je sémantickym diisledkem PA.

K vlastnostem axiomatickych teorii viz nize sekci 15.4.

15.3 Dukaz a dokazatelnost

Dukazy spocivaji v syntaktické manipulaci s formulemi pomoci pravidel od-
vozovani. (Pfipomenme si téz, Ze axiomy muizeme vidét jako bezpredpokla-
dova pravidla.) Nevyzaduji tedy odvolani na sémantiku danych formuli, natoz
na néjakou (tfeba sémantickou) intuici. Pojmy, které jsme v této souvislosti de-
finovali v ramci VL, zlistavaji v platnosti.

Definici pojmu diikazu se zdrzovat nebudeme, je totiZ jen specialnim
ptipadem diikazu z predpokladii (téZ feceného ditkaz z hypotéz). V takovém dii-
kazu jsou pritomny predpoklady a vlastni dokazované formule, takze jsou urci-
tou formalni obdobou béznych tisudkd, jez sestavaji z premis a zavéra. Dikaz
z predpokladd jsme uz v ,,Uvodu do logiky: klasicka vyrokové logika“ (kap.
12) definovali tak, Ze nepottebuje tpravu formulace kvtli Pravidlu generaliza-
ce, jak je nékdy v literature ¢inéno. Stadi jen namisto o axiomatickém systému
mluvit o teorii 7.

Diikaz z predpokladi

Necht T je teorie. Konecné posloupnost formuli A, A, ..., A je ditkazem
ze systému predpokladii teorie T pravé tehdy, kdyz pro kazdé i takové, ze 1 <i=<n,
je formule A, bud

1) axiomem T nebo

2) je prvkem T nebo

3) je odvozena aplikaci nékterého odvozovaciho pravidla T na formule

Aj, o Ak, pticemzj, ..., k < i.
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Diikaz bez predpokladti ma T=0, proto v ném nedochazi k situaci 2).

Pfipomenme si, Ze rozlisujeme dikazy z predpokladi a dtikazy bezpred-
pokladové. Dikazy z predpokladii jsou vhodné pro ovérovani usudka kvili
tomu, Ze predpoklady odpovidaji premisam a dokazané formule zavérim od-
délenym od premis slivkem ,,tudiz. Kromé techniky pFimého ditkazu budeme
prilezitostné vyuzivat techniku ditkazu sporem (,,reductio ad absurdum®, ¢astéji
jen ,reductio’, coz se dopisuje do anotace prislusného kroku). Pti diikazu spo-
rem klademe negaci dokazovaného zavéru jako jeden z predpokladd, a pokud
odvodime formuli, kterd protifeci nékteré z diive uvedenych formuli (je s ni
ve sporu), tento predpoklad - tedy negace zavéru — neplati, a tudiz plati doka-
zovany zaver.

Pro jednoduchy ilustrativni priklad diikazu sporem dokazme A + (AVB)
(nasi teorii T je tedy {A}). Jednotlivé formule, zvané kroky ditkazu, po strané ko-
mentujeme anotacemi, jez indikuji, jak byla dana formule odvozena (aplikaci které-
ho pravidla na ktery krok). V zavorkach nyni pridavame je$té popisujici vysvétleni:

1. A predpoklad (¢ili to, co je nalevo od )

2. —(AVB) predpoklad ditkazu sporem (tj. negace toho, co je napravo od )
3. —~AA—=B DM (2) (De Morgantv zakon)

4, -A Simp (1,2) (zékon pro rozdéleni konjunkce)
5. (AVB)  reductio (4) (4 je ve sporu s 1, proto plati zavér)

Dutikaz sporem se zaklada na Veété o ditkazu sporem: T + A pravé tehdy, kdyz
Tu{=A} + =(B—B) (kde formule —(B—B) reprezentuje spor; ,, TU{=A}* se
Casto pise ,, T, A“). V sémantické obdobé této véty (s F namisto ) je TU{—A}
nesplnitelnou mnozinou formuli, tj. mnozinou formuli, ktera nemd model.

Pojem dokazatelnosti nyni rovnou ponékud rozsitime pro pripad doka-
zovani v teorii T.

Dokazatelnost formule

Formule A je dokazatelnd v axiomatické teorii T pravé tehdy, kdyz
v této teorii T existuje diikaz, jehoz je tato formule A poslednim ¢lenem. Zna-
¢ime T+ A.

Formule A je vyvratitelnd v axiomatické teorii T pravé tehdy, kdyz je v T do-

kazatelna formule —A. (Formule A, kterd neni dokazatelnd nebo vyvratitelna
v axiomatické teorii T, je nezavisla na T.)
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Teorém

Formule A je teorémem axiomatické teorie T pravé tehdy, kdyz je
dokazatelnd v T. Znac¢ime A (ev. T - A).

Kone¢né si uvedeme Vetu o dedukci (VD; Dedukéni teorém). VD poma-
hé zkracovat dukazy, ponévadz dokazeme-li (pfi predpokladech T), ze A + B,
tak mizeme za dokdzané povazovat i (A—B).

Véta o dedukci

Pro formuli B a kazdou uzavienou formuli A (tj. sentenci) jazyka teorie
T plati, ze TU{A} I B prave tehdy, kdyz T + (A—B).

Uvédomme si zavazny rozdil vzhledem k VD nami formulované pro VL: ny-
néj$i formulace se explicitné omezuje na uzaviené formule PL, tj. na sentence.
Duvodem je jiz vySe v sekci 15.1 uvadéna nikoli logickd pravdivost formuli
A—Vx A (protoze A miZze byt pravdiva, ale jeji uzavér nikoli), ¢ili nesmime
dovolit T - A—Vx A (dany axiomaticky systém PL ¢i teorie jej obsahujici by
nebyli korektni).

15.4 Vlastnosti axiomatickych teorii

V ramci logiky jakoZto oboru je studovana fada zajimavych vlastnosti axioma-
tickych teorii a souvisejicich abstraktnich problémd.

Naptiklad lze teorie studovat z hlediska jejich dtikazové sily. Teorie S je
silnéjsi nez T pravé tehdy, kdyz pro kazdou formuli A jazykt obou teorii plati,
ze jestlize T+ A, tak S - A, ale existuje formule A takova, Ze jestlize S F A, tak
neplati T + A. Naptiklad Peanova aritmetika PA je silnéjsi nez Robinsonova
aritmetika Q, ponévadz v PA je dokazatelna formule (x+y)=(y+x), jez neni do-
kazatelnd v Q. Dalsi zajimavé poznatky se tykaji moznosti rozsifovani teorii, ale
ty uz jsou za hranicemi nami koncipovaného tvodu do logiky.

Pfipomenme si z latky probirané v ramci VL, Ze ¢tyfi hlavni vlastnosti
axiomatickych systému jsou i. rozhodnutelnost — jsme s to rozhodnout o kazdé
formuli, zda je ¢i neni teorémem, ii. bezespornost — systém negeneruje protire-
¢ici si formule, a tim padem pak viibec vSechny formule, iii. korektnost - sys-
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tém generuje jen (logicky) pravdivé formule, a iv. iplnost - systém dokazuje
vSechny (logicky) pravdivé formule.
Nejprve definujeme spornost a konzistenci teorie:

Spornost/konzistence teorie (v¢. PL)

Teorie T je spornd pravé tehdy, kdyz je v T dokazatelnd jak A, tak —A.
Teorie T, ktera neni sporna, je bezespornd, konzistentni.

Jak je naznaceno v zavorce u ndzvu definice, pojem spornosti/konzistence teo-
rif je beze zmén aplikovatelny i na teorie bez specialnich axiomd, tedy formalni
systémy (kalkuly) PL.

To, ze teorie je spornd, obnasi, ze je v ni dokazatelna kazdd formule
daného jazyka. (Dale: plati-li T + A, tak TU{—A} je spornd.) Spornd teorie
nema zadny model, je to totiz vlastné mnozina formuli, ktera neni splnitelna.
Kazda bezesporna teorie naopak ma alespon jeden model; tato vlastnost teorii
je nékdy oznacovana jako sémantickd bezespornost (prislusny teorém pak angl.
»model existence theorem®). Formule A dokazatelna v T, tj. T F A, je pravdiva
v kazdém modelu T.

Dalsi dulezitou vlastnosti teorii je rozhodnutelnost (angl. ,,decidability®):

Rozhodnutelnost teorie

Teorie T je rozhodnutelnd pravé tehdy, kdyz existuje efektivni proce-
dura (algoritmus), ktera o kazdé formuli jazyka T rozhodne, zda je ¢i neni
teorémem T.

Alonzo Church a Alan Turing ovSem nezavisle dokazali nerozhodnu-
telnost PL1 (otdzka rozhodnutelnosti byla v té dobé diskutovana pod nazvem
»Entscheidungsproblem®, jako vyzkumny tikol ji stanovil matematik David Hil-
bert). Nasledujici neni definice, ale tvrzeni, k némuz existuje dikaz; ten zde
nepodavame.

Véta o nerozhodnutelnosti PL1

Z4dn4 axiomatickd teorie T zahrnujici systém PL1 neni rozhodnutelnd.

Dany vysledek ov§em neznamena néjakou absolutni nerozhodnutelnost: pravdivé
formule PL rozhodnutelné jsou (coz dokazal rovnéz Church), pouze nékteré ne-
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pravdivé formule nejsou rozhodnutelné. Dokonce plati, Ze v§echny formule tzv.
monadického fragmentu PL1 jsou rozhodnutelné. Rozhodnutelné nejsou pouze
nékteré nepravdivé formule polyadického (rela¢niho) fragmentu PLI.

Dalsi dulezitou vlastnosti je korektnost teorie (angl. ,soundness®):

Korektnost teorie

Axiomaticka teorie T je korektni pravé tehdy, kdyz plati, Ze jestlize
THA tak TEA.

Specialné plati, Ze jestlize I A, tak F A.

V podobé (zde rovnéz nedokazované) véty pro PL1 a teorie ji obsahujici:

Véta o korektnosti PL1

Pro kazdou (prvoradovou) teorii T, a to v¢. PL1, a kazdou formuli A ja-
zyka teorie T plati, ze kazda formule A, kterd je dokazatelnd z T, tj. T F A, je
sémantickym dusledkem T, tj. T F A.

Specidlné plati, Ze pro kazdou formuli A, jestlize F A, tak E A.

Konecné tu je definice pojmu tplnosti (angl. ,,completeness®):

Uplnost teorie

Axiomaticka teorie T je uiplnd pravé tehdy, kdyz plati, ze jestlize T F A,
tak T+ A.

Specialné plati, Ze jestlize F A, tak - A.

Pokud se nékdy hovoti o silné tiplnosti, pak je minéno: T E A pravé teh-
dy, kdyz T \ A, nacez slabou iiplnosti je minéno: F A pravé tehdy, kdyz + A.
Neékteti autofi pod silnou tplnosti rozumi to, Ze T je kone¢nou mnozinou for-
muli. Nékdy je uplnost teorie T zase definovéana takto: teorie T je uplna, kdyz
pro kazdou uzavienou formuli A z T plati, Ze A nebo F—A. Ptikladem uplné
prvoradové teorie je Presburgerova aritmetika.

Kurt Godel dokazal Vétu o sémantické tiplnosti PLI:
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Véta o sémantické uplnosti PL1

Kazda logicky pravdiva formule PL1 je dokazatelna, takze je-li F A,
pak F A, kde A je formule jazyka PL1.

Presnéji, Godel dokazal, Ze teorie T je konzistentni pravé tehdy, kdyz T mad
model, tj. existuje struktura, v niZ jsou vSechny véty T pravdivé. V disledku to
znamena, ze T k-, A pravé tehdy, kdyz A je pravdiva v kazdém modelu T.

Mnozi autofi formuluji na rozdil od nas Vétu o uplnosti PL1 jako ekvi-
valenci, tj. T + A pravé tehdy, kdyz T F A, a proto uz nemluvi o korektnosti,
ponévadz ji maji zahrnutu do jejich pojmu uplnosti. O korektnosti mluvi tito
autofi az v souvislosti s deduktivnimi systémy: korektni je ten deduktivni axio-
maticky systém PL, ktery ndm nedovoli odvodit neplatnou formuli.

Prabéiné shrneme, ze pro PL1 existuji bezesporné, uplné (a také ko-
rektni), av§ak nikoli rozhodnutelné axiomatické systémy (kalkuly). Stru¢né pak
tikdme, Ze PL1 je tiplnd, bezespornd, avsak nikoli rozhodnutelnd. (Pro srovnani
si pfipomenme, ze VL je Gplnd, bezesporna i rozhodnutelnd.)

PL druhého radu, PL2, je sice také bezespornd a nerozhodnutelnd, ale uz
neni uplnd. (Existuji ovéem jeji dokazovaci systémy, které jsou korektni vzhledem
k tzv. henkinovskym modeliim.) Dtikaz netiplnosti je proslulym vysledkem prace
Kurta Godela (ptivodni dikaz byl pozdéji zjednodus$en napt. Johnem Barkleym
Rosserem). Jim dokazana véta byva obvykle formulovana nasledovné.

Prvni Godelova véta o neuplnosti

vy,

Z4dné bezesporné a rekurzivné axiomatizovatelné rozsifeni Robinso-
novy aritmetiky Q (napt. PA), jejimz modelem je /N, neni tplnou teorii T.

Znamena to, Ze existuje formule pravdiva v 2N, ktera neni dokazatelnd,
ani vyvratitelna v takové T, jez by méla uvadéné charakteristiky. Takova Gode-
lova, resp. Rosserova formule zni: ,Nejsem dokazatelna v T. (Rekurzivni axio-
matizovatelnost znamena algoritmickou rozhodnutelnost mnoziny axiomd, tj.
vlastné efektivni zadani T.) Stoji za poznamku, Ze tato netiplnost je principidlni:
tzv. zaplnéni T vzniklé priddanim dané Godelovy, resp. Rosserovy formule je
pravé tak neuplnou teorii. Godeltiv diikaz je zaloZen na aritmetizaci syntaxe;
diky tomu muzZe kddovat formule, v¢. problémové formule ,,Nejsem dokazatel-
na v T% a déle na autoreferenci, tj. tzv. diagonalnim lemmatu.
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Druhd Godelova véta o netplnosti uz ve své dobé vzbudila nemensi roz-
ruseni, ponévadz protifecila smérujicim ideam Hilbertova programu, podle
néhoz mély byt v§echny matematické problémy feseny uvnitt jednoho formal-
niho systému finitnimi prostredky.

Druha Gddelova véta o netplnosti

Z4dné bezesporné a rekurzivné axiomatizovatelné rozsireni PA neni
teorii T, v niz je dokazatelna konzistentnost 7.

15.5 Cviceni - zdkladni pojmy axiomatickych teorii
a axiomatizace PL

1)
Uvedte, co znaci nasledujici zapisy:
a) THA
b) TEA
) MET
2)

Uvedte Pravidlo generalizace a vysvétlete, pro¢ ho nelze prevést na lo-
gicky pravdivou formuli.

Definujte pojem:
3)
axiomaticka teorie
4)
model teorie (tj. pravdivost teorie ve strukture)
5)
sémanticky duasledek teorie
6)
duakaz z predpokladu
7)

dokazatelnd formule a teorém

258



15. Axiomatické teorie a pojem ditkazu

8)
Véta o dedukci
9)
spornost / konzistence teorie
10)
rozhodnutelnost teorie
11)
korektnost teorie
12)
uplnost teorie
13)
Které vlastnosti ma PL1? Které ma PL2?
a) rozhodnutelnost, b) bezespornost, c) korektnost, d) uplnost.
14)
Formulujte Prvni Gédelovu vétu o netiplnosti.
15)

Formulujte Druhou Gédelovu vétu o netplnosti.

15.5 Reseni - zakladni pojmy axiomatickych teorii
a axiomatizace PL

1) a) THA  znamend, Ze formule A je dokazatelna v T, tj. je teorémem T
b) TEA znamend, ze formule A je sémanticky dusledek teorie T
¢) MET znamen3, Ze struktura M je modelem teorie T, ¢ili T je

pravdiva v .M

13)
PL1 nemd a) rozhodnutelnost, ma b) bezespornost, c) korektnost i d) Gplnost.
PL2 nema a) rozhodnutelnost, md b) bezespornost, ma c) korektnost,
nema d) dplnost.

Odpovédi na ostatni otazky lze snadno najit pfi postupném prochazeni kapi-
toly 15.

259



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

260



16. Identita

16. Identita

Jak uz bylo vyse feceno, PL1 byva z diivodu praktickych aplikaci ¢asto oboha-
covana o identitu (rovnost). Ontologicky vzato je identita relace, v niz stoji kaz-
dy prvek univerza, a to pouze a pravé vzhledem k sobé. V podobé proslulého
metafyzického Principu identity: Kazda véc je se sebou identickd. Mnozinové
vzato je identita relace, ktera je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je to tedy
relace typu ekvivalence. Znak identity je ¢asto chapan jako logicky (nikoli mi-
mologicky) symbol.

vIv /4

16.1 Rozsifeni jazyka PL o identitu

Iy

K zavedeni identity je tfeba rozsifit jazyk PL1, v¢. interpretace, a k axiomatizaci
PL1 ptidat jeden axiom a pravidlo.

Nejdtive rozsitime abecedu o binarni predikdtovy symbol identity, ,,="
Gramatiku rozsitime pfidanim bodu, podle néhoz je (t,=t,) formuli. Rovnou
identity piSeme infixni notaci; vnéjsi zavorky budeme prilezitostné vynechavat.
Formule tvaru —(¢,=t,) jsou obvykle zapisovany ,,(t, #t )"

Pak dodame interpretaci formuli tohoto tvaru: 3(t=t))[e]=1 pravé teh-
dy, kdyz 3(t,)[e]=3(t,)[e], tj. kdyZ oba termy denotuji jedno a totéz individuum.
Na rozdil od béznych predikatovych symboli ma tedy predikat ,,.=“ fixni interpreta-
ci, jmenovité relaci {(c,a),(B,p),...}, jez se sestava pouze a pravé z dvojic tvaru (E,E).

Nakonec priddme axiomy pro identitu.

Axiomy pro identitu
Axiom 6: Vx (x=x) Axiom identity
Axiom 7: VxVy ((x=y)—=(A<Aly/x])) Leibniziv zdkon
substitutivity identit
Axiom 8: VxVy ((x=y)=(flx)<>f(»)))

vevrs

tifikatort, disponujeme uz totiz Pravidlem generalizace. Axiom 8 prijimame,
jen pokud méame zavedeny funkéni termy. Axiomy 7-8 byvaji mnohdy zadava-
ny jako pravidla. Axiom 7 byva v oblasti filosofické logiky ¢asto nazyvan Leib-
niziwv princip substitutivity &i Princip substitutivity identit (angl. zkratka ,,SI“).
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Zde jsou aspon dva priklady z logiky a matematiky, které ukazuji, jak
dalezité je ptidani identity k PL1. Prvni ptiklad je teorii uspofdddni. To je teorie
s jazykem PL1%, ktery je obohacen o rela¢ni predikatovy symbol ,,<“ Axiomy
této teorie jsou:

Vx (x=x)
VxVy [((xsp)A\(y=x)) = (x=p)]
VxVyVz [((x=y)A(y=z))—(x=z)]

Pfidame-li k témto axiomim axiom:
VaVy ((x=y)V(y=x))

ziskame teorii linedrniho uspordaddni.

Druhym piikladem je teorie grup, jejimz jazykem je jazyk PL1=obohaceny
o binarni funkéni symbol ,,x ktery zastupuje néjakou operaci, a dale konstantu
»1% coz je tzv. neutralni (¢i jednotkovy) prvek. (Grupy jsou totiz tvofeny mnozi-
nami a na nich operujicimi operacemi; ptikladem grupy je mnozina celych ¢isel
s operaci s¢itdni, pfi¢emz neutrdlnim prvkem je ¢islo 0). Axiomy jsou:

VaVyVz ((xx(yxz))=((xxy)xz))
Vx (((xx1)=x)A((1xx)=x)))
Vx3y (((xxy)=1)A((yxx)=1))

Teorie Abelovych grup (prikladem je mnozina realnych cisel se s¢itanim) pak
vznikne pridanim axiomu:

VxVy ((xxy)=(yxx)),

protoze Abelova grupa je grupa, jez je komutativni.

Pomineme-li nyni oblast ¢isté logiky a matematiky, pfidanim identity se
zvy$uji nase moznosti kontrolovat platnost jazykové formulovanych tsudkd,
jmenovité téch, v nichz figuruje identita. Ta muze byt vyjadfena obraty jako
»j€ TOVNOo', je totéz", ,neni nic jiného nez® ale i pouze ,je*, které jsou pouzity
ve smyslu identity. Ukazme si pro ilustraci usudek, v némz zajmena ,,ja“ a ,,ty"
pro jednoduchost reprezentujeme jen pomoci proménnych:

262



16. Identita

Ja jsem Andrea. x=a
Ja nejsem muz. “M(x)
Andrea neni muz. -M(a)

Pravidlo odpovidajici axiomu 7 ndm umoznuje, abychom na zakladé prvni pre-
misy, v niz je tvrzena identita, dosadili do formule =M(x) za libovolny, tedy ne
nutné kazdy, vyskyt termu ,,x“ term ,,a“ a ziskat tak formuli ~M(a).

16.2 Paradoxy identity

Gottlob Frege demonstroval prekvapivé selhani Leibnizova principu substituti-
vity identit a to na nescetnékrat diskutovanych prikladech jako:

Xenie vi, Ze Jitfenka je Jitfenka. Xenie vi, Ze Jitfenka je planeta.
Jittenka je Vecernice. Jitfenka je Vecernice.

Xenie vi, Ze Jitfenka je Vecernice. ~ Xenie vi, Ze Vecernice je planeta.

Prvni premisa je pravdivd, Xenie totiZ vi, Ze uréity objekt je se sebou identic-
ky, coz je trividlni pravda. Podle druhého tisudku ma Xenie jistou empirickou
znalost. Druhd premisa obou usudka je identitou, kterd nam déva podklad pro
aplikaci Leibnizova principu, tedy k substituci do prvni premisy. Vyvozené
konkluze v$ak navzdory pravdivosti premis vitbec pravdivé byt nemusi, proto-
ze Xenie nemusi mit ony poznatky. Takze oba tsudky ve skute¢nosti platné ne-
jsou. Leibniztv princip substitutivity identit tedy neni korektnim odvozovacim
pravidlem, ackoli se jako korektni pravidlo jevi.

Frege si povs§iml, Ze na viné obecné neni nahodna faktudlni platnost
premisy tvrdici identitu. To doklada nasledujici ptiklad (Frege sam zmino-
val znalost tykajici se prisec¢ika jednd a druhé dvojice téZnic rovnostranného
trojuhelniku):

Xenie vi, Ze 8=8. Xenie vi, Ze 8 je Fibonacciho ¢islo.
8=23. 8=23.
Xenie vi, ze 8=2°. Xenie vi, Ze 2° je Fibonacciho ¢islo.
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Xenie jisté neni matematicky vSevédouci, nesmime ji tedy na zakladé pleja-
dy matematickych rovnosti pfipsat postoj k né¢emu, k ¢emu ve skutecnosti
postoj nema.

Jako feSeni problému Frege sice navrhl zachovat Leibnizav princip, ale
omezil jeho aplikabilitu a to tim, Ze revidoval principy formalizace danych jazy-
kové formulovanych tsudkd. Doslova navrhl opustit extenziondlni (denotacni)
sémantiku, podle niz vyraz ,,V* jednoduse denotuje objekt O. Postuloval totiz
entitu V (nazyval ji smysl, ném. ,,Sinn; v této knize se budeme drzet soudobé-
ho oznaceni vyznam), ktera stoji v sémantickém schématu mezi ,,V*a O (v této
knize O nazyvame denotdt, ale Frege volil dobové adekvatni termin vyznam,
ném. ,Bedeutung®). Takze vyraz ,, V* vyjadfuje vyznam V a denotuje denotat O,
jenz je ur¢en tim V. Sémantické schéma je takto Fregeho sémanticky trojiihelnik.
Zatimco vyraz ,,V* je s vyznamem V spjat sémantickou konvenci jazyka (,,sttl“
v ¢estiné znamend stiil), tak denotat vyrazu ,,V* je bud urcitelny analyticky (to je
ptipad matematickych a logickych vyrazii jako ,,2°“), nebo empiricky (naptiklad
je pozorovanim zjisténo, Ze denotatem vyrazu ,,Jittenka“ je Venuse).

Fregeho fe$eni diskutovaného (Fregeho) paradoxu identity je pak nasle-
dujici. Zatimco premisy vyjadiujici identitu se tykaji denotatu (tj., ,,Jitfenka je
Vecernice® je pravdiva proto, Ze denotat, totiz Venuse, je se sebou identicky),
premisy vyjadiujici postoje Xenie jsou vnitfné strukturovany tak, Ze vnorena
véta slouzi k poukazu na jeji vyznam. Xenie ma postoj k propozici, ze Jitfenka
je Jitfenka, nikoli k tomu, ze Venuse je se sebou identicka (coz ji mimochodem
viibec nemusi byt znamo). V duchu Fregeho koncepce jsou tedy agenti postojt
zavazani jen k rozuméni vyznamu svych slov, aviak extenzionalistickd séman-
tika je chybné zavazuje téZ ke znalosti jejich denotatd, tedy k matematickym
nebo empirickym znalostem. Fregem iniciovana sémantika se nazyva intenzio-
ndlni sémantika (dle historické terminologie je intenze néco, co urcuje extenzi);
ta je zevrubné zkoumana v prostredi filosofické logiky a formalni sémantiky.

Nyni z¢asti odboc¢ime k pozoruhodné Russellové teorii deskripci. Bert-
rand Russell reagoval na Fregem odhaleny Paradox identity radikalné jinym
zpusobem. Predné zduraznil skute¢nost, Ze je zdsadni rozdil mezi vlastnimi
jmény jako ,Venuse“ a deskripcemi jako ,Jitfenka® nebo ,kral Francie® (v an-
glickém jazyce jsou deskripce dobfe poznat podle ur¢itého ¢lenu, protoze jsou
vzdy tvaru ,the F kde F je néjaka vlastnost). K selhavani substituce dochazi
markantné tehdy, kdyz se pokousime substituovat nikoli vlastni jména, ale de-
skripce. Deskripce totiz neni pfimym pojmenovanim objektu, deskripce néja-
ky objekt pouze opisuje. Takze mluvéimu nemusi byt opisované individuum
znamo, coz pak vede k selhani, nebot pfi substituovani de facto skryté predpo-
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kladame, ze mu zndmo je. Dalsi problém tkvi v tom, Ze opisované individuum
ani nemusi existovat, jak je tomu naptiklad v pripadé deskripce ,,krdl Francie®

Vétu jako ,,Krél Francie je holohlavy® umél Frege vylozit jakozto sdélu-
jici néco o vyznamu (tj. fregovském smyslu) deskripce ,.krdl Francie®. Russell
se ale postulovani fregovskych smyslii zamérné vyhnul, a radsi trval na tom, Ze
deskripce nikdy nejsou prostredky reference k individuim. Tento nezvykly za-
vér ma své opodstatnéni v tom, Ze platnost isudkd neni ponechdna na empiric-
ké nahodé, zda v nich obsazena deskripce néjaky objekt popisuje nebo nikoli.
Russell tedy nezachazel s deskripcemi jednoduse jako s néjakymi termy, pro-
toZe to by pak musel umoznit jejich substituci na zékladé Leibnizova principu.
Russell misto toho prohldsil, ze deskripce jsou sémanticky nesobésta¢né entity;
jako takové prispivaji do vyznamu véty pouze svymi ¢astmi (totiz vlastnostmi
jako ,byt kral‘), neprispivaji do vyznamu véty opisovanym individuem. Tento
svlj nazor podporil metodou technické eliminace deskripci. Véta ,,Kral Fran-
cie je holohlavy“ totiz podle néj neni tvaru H(k), kde ,,k“ je term zastupujici
(neexistujici) individuum, ale tvaru:

Ax (K(x)AH(x))=>Vy (K(y) = (x=)))

Slovné: existuje individuum x takové, ze je-1i x kralem Francie a x je holohlavé,
tak pro kazdé y, je-li y kralem Francie, tak x je totozné s y (namisto této dru-
hé — muze byt <>). Vidime, Ze jadrem této analyzy je formalizace ¢astecného
kladného vyroku, k niz je pfipojena podminka Vy (K(y)—(x=y)), ktera zajis-
tuje jedine¢nost individua, jez ma byt kralem Francie; vSimnéme si, ze kli¢ové
pfitom bylo vyuziti =.

Po druhé svétové vélce se diky rozvoji modalni logiky a intenzionalni
sémantiky zaloZené na pojmu mozného svéta v pomérné rozsahlé debaté (R.
Carnap, R. Barcan Marcusovd, S. Kripke ad.) predevsim ptijalo, ze deskripce
jsou odli$né od vlastnich jmen individui. Vyznam deskripce byl v zdjmu fe-
$eni Paradoxu identity technicky modelovan jako funkce z tzv. moznych své-
td do individui. To umoznilo, aby deskripce ztstaly chdpany jako sémanticky
sobéstacné entity, které do vyznamu vét prispivaji individuem, které je uré¢eno
danym moznym svétem. Technicka implementace se ov§em po delsi dobu ne-
obesla bez omylt a potizi.
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16.3 Numerické kvantifikatory

S pomoci identity 1ze definovat fadu tzv. numerickych kvantifikatorii, z nichz
mnohé odpovidaji bézné pouzivanym jazykovym kvantifikatorim. Tyto kvan-
tifikdtory vzdy uvadime v kontextu schématické véty, v niz se individuim pri-
suzuje vlastnost P.

Nejcastéji se setkame s kvantifikdtorem ,existuje alespon jedno x, které
je P ale to je jen stylistickd varianta ,existuje x, které je P tj. 3x P(x). Jinak je
tomu s nésledujicimi dvéma kvantifikatory, pod nimiz hned uvadime pfislusné
formalizace:

Existuje nanejvyse jedno x, které je P.
VxVy (P()AP(y)) = (x=y))

Existuje presné jedno x, které je P.

Ax (P)AVy (P(y)—(x=y)))

Druhy kvantifikdtor srov. s vy$e Russellovou analyzu deskripci. Jeho zapis byva
nékdy zkracovan na Jlx P(x). Dalsi kvantifikdtory urcujici konkrétni pocet
predméti konstruujeme po zptisobu:

Existuji alespon tfi pfedméty s vlastnosti P.
Jx Jxx Ax, (P(x )AP(x,)AP(x)A(x, 26 ) A (X, 2x,) A (x, #x,))

Existuji pravé tfi predméty s vlastnosti P.
Foe A, Jox, (P(x JAP () AP ) A, 22,) A (6, 2,) A (x, £x,))
AVy (P(y) = ((y=x )V (y=x,)V(y=x,)))

V hotejsi i spodnéjsi z formuli zajistuje ((x,#x,)A\(x,#x,)A(x,#x,)), Ze hodnoty
X, X, a X, se vzdjemné lisi, takze individui s vlastnosti P nemize byt méné nez
3. Ve spodnéjsi z formuli pak ((y=x,)V(y=x,)V(y=x,)) zajistuje, Ze nejsou vice
nez 3 individua s vlastnosti P.

S identitou lze samoziejmé formalizovat i véty jako:

Vsichni kromé Adama maji vlastnost P.
Vx ((x#Fa)—P(x))
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16.4 Cviceni - zakladni poznatky o identité

Uvedte:
1)
Axiom identity
2)
Leibniziv zakon substitutivity identit
3)
Paradox identity
4)
Russellovu metodu eliminace deskripci na prikladu jako ,Prezident
USA je ¢ernoch®.
5)

Formalizujte véty:

a) ,Vsechna individua kromé Adama a Bary jsou P
b) ,,Alespon dvé individua jsou P

¢) »Pravé dvé individua jsou P

d) ,Nanejvyse dvé individua jsou P*.

16.4 Reseni - zakladni poznatky o identité

Pro odpovédi na 1)-2) viz 16.1. Pro odpovédi na 3)-4) viz 16.2.

5)

a) Vx (((x#Fa)A(x#b))—P(x))

b) Jx3x, (P(x)AP(x,)A(x,%x,))

¢) JxAx, (P(xIAP(x )A(x,2x )AVy (P(y) = ((y=x,)V(y=x,))))
d) Vx Vx,Vy (P(x)AP(x )AP() = ((y=x ) (y=x,)))
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17. Dukazové systémy

V této kapitole si v kazdé sekci nejdfive stru¢né pfipomeneme nékteré poznat-
ky z kapitoly 14. Dikazové systémy z knihy ,,Uvod do logiky: klasicka vyrokova
logika“ Poté si vysvétlime, jak se v danych dokazovacich systémech dokazuji
formule PL, coz je ukdzano na uvadénych prikladech (ke cviceni mtize ¢tenar
korektni v tom smyslu, Ze neumoziiuji z pravdivych formuli odvodit formuli
nepravdivou.

17.1 Hilbertovska dedukce

Uz vyse jsme vlastné uvedli axiomaticky systém Hilbertova typu. Zde ho jen
pro pohotovou referenci stru¢né pripomeneme:

1) Jazyk PL s operéatory -, =, V.

2) Mnozina axiomovych schémat (pfidavame i axiomy pro identitu):

Ax1: A—(B—A)
Ax2: (A—>(B—C))—(A—B)—(A—(0))
Ax3: (~B—-A)—>(A—B)
Ax4: VxA—A[t/x] Axiom specifikace
Ax5: Vx(A—B)—(A—VxB) Axiom distribuce
(kde A neobsahuje zddny volny vyskyt proménné x)
Ax6: Vx (x=x) Axiom identity
Ax7: VxVy ((x=y)—=(A<A[y/x])) Leibniziv zakon substitutivity identit
AX8: VaVy (=)= () =fiy)

3) Mnozina pravidel odvozeni:
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Modus ponens (MP) Pravidlo generalizace (PG)
A—B A

A [

— Vx A

B

podminka: Zadny vyskyt proménné x
nesmi byt volny ani v A, ani v Zzddné
jiné formuli nad

Prilezitostné budeme jako pravidlo uplatiiovat vyse uvadénou Vétu o dedukci
(VD), nebot to umoznuje zkracovat dikazy formuli.

Ackoli axiomd je vice nez v hilbertovské dedukei v ramci VL, dokazova-
ni neni snadnéjsi. Nage moznosti se vSak zvy$uji s rozsifenim poctu pravidel.
Nésledné se ale stira hranice mezi hilbertovskou dedukci a ptirozenou dedukei,
jiz se budeme vénovat zéhy. Stoji za zminku, Ze v sou¢asnych tvodech do logiky
se s hilbertovskou dedukci setkdme jen vzacné, v textech urcenych studenttim
matematiky.

17.2 Priklady - dikazy v hilbertovském systému
dedukce

1)
Dokazte Vx A  A[t/x], tedy tzv. Pravidlo univerzdlni instanciace (UI),
jez je obdobou Axiomu specifikace:

L. Vx A predpoklad
2. Vx A—A[t/x] Axiom specifikace (tj. Ax 4)
3. Alt/x] MP (2,1)
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S pomoci VD bychom dané pravidlo dokazali jednoduse takto:

1. FVxA—A[t/x]
2. VxAF Alt/x]

2)

Axiom specifikace (tj. Ax 4)
VD (1)

Dokaite, ze jestlize A, tak = A[t/x]. Tedy, ze je-li dokazatelnd formule
A, tak je dokazatelnd kazda jeji instance (tzv. Véta o instancich):

A

Vx A

Vx A—A[t/x]
Alt/x]

Ll e

predpoklad

PG (1)

Axiom specifikace (tj. Ax 4)
MP (3,2)

Dokazte (A—B) F (A—Vx B), tedy Pravidlo zavedeni V do konsekventu:

1 A—B

2. Vx (A—B)

3. Vx (A—B)—(A—Vx B)
4 A—VxB

Dokazte VxVy A F VyVx A:

VxVy A

VxVy A=Yy A
Vy A

Vy A—A

A

Vx A

VyVx A

N

predpoklad

PG (1)

Axiom distribuce (tj. Ax 5)
MP (3,2)

predpoklad

Axiom specifikace (tj. Ax 4)
MP (2,1)

Axiom specifikace (tj. Ax 4)
MP (4,3)

PG (5)

PG (6)
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5)
Dokazte Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) - Vx Q(x) s pomoci jiz dokdzaného
pravidla Univerzélni instanciace (UI), jehoz diikaz viz vyse v prikladu 1):

1. Vx (P(x)—Q(x)) predpoklad
2. Vx P(x) predpoklad
3. P(x)—Q(x) UI (1) (nasim ¢ je x)
4. P(x) UI (2) (nasim ¢ je x)
5. Q(x) MP (3,4)
6. Vx Q(x) PG (5)
6)
Dokazte Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) F Vx Q(x) bez pomoci UL
1. Vx (P(x)—Q(x)) predpoklad
2. Vx P(x) predpoklad
3. Vx P(x)—P(x) Axiom specifikace (tj. Ax 4)
4. P(x) MP (3,2)
5. Vx (P(x)—Q(x))—(P(x)—Q(x)) Axiom specifikace (tj. Ax 4)
6. P(x)—Q(x) MP (5,3)
7. Q(x) MP (6,4)
8. Vx Q(x) PG (7)
7)

Dokazte F A[t/x]—3x A, tj. zdkon existen¢ni generalizace. Vypomuze-
me si tautologiemi VL a DM pro zaménu kvantifikatort:

1. FVx-A—-A[t/x] Axiom specifikace (tj. Ax 4)

2. F—=Vx-A—-A[t/x] tautologie VL (z. = —; 1)

3. FA[t/x]>-Vx-A tautologie VL (z. transpozice —; 2)
4. FA[t/x]>3x A DM (3)
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8)

Dokazte A—B (kdy x neni volnd proménna v B) + 3x A—B. Vypomii-
zeme si tautologiemi VL a dale DM pro zaménu kvantifikatora, déle v diikazu
vyuzijeme pravidlo pro pfevod V do konsekventu, Vx (A—B) / (A—=Vx B):

1. +FA—B predpoklad

2. F-B—-A tautologie VL (z. transpozice —; 1)
3. FVx (-B——-A) PG (2)

4, F-B—Vx-A pravidlo zavedeni V do konsekventu (3)
5. F-B—>--Vx-A tautologie VL (z. ——; 4)

6. F-VYx-A—B tautologie VL (z. kontrapozice —; 5)
7. 3dx A—B DM (6)
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17.3 Pfirozena dedukce

Metoda prirozené dedukce PL je zobecnénim metody ptirozené dedukce VL.
Od této metody se lisi pouze tim, Ze pracuje s obecnéj$im jazykem PL a v sou-
vislosti s tim pouziva rozsifenou mnozinu vychozich deduk¢nich pravidel.

Z odvozovaci pravidel VL si v nasledujici tabulce pfipomeneme jen ¢ast.
Uvadime v ni i nékolik pravidel, které jsou zjevné patfiéné upravenymi tau-
tologiemi VL (kazda tautologie tvaru A—B je odvozovacim pravidlem A / B;
v ptipadé A<>Bpak A/ BaB/ A).

Modus ponens (MP) Modus tollens (MT)
A—B A—B
A -B
B -A
Disjunktivni sylogismus (DS) Pravidlo Dunse Scota (PDS)
nebo: event.
AVB AVB A AN-A
-A -B -A
B A B B
Hypoteticky sylogismus (HS) Reductio ad absurdum (RAA)
A—B A—B
B—C A—-B
A—C -A
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Pravidlo simplifikace (Simp)

Pravidlo pfiddni (Add)

nebo: nebo:
ANB ANB A B
A B AVB AVB
Pravidlo dvojité negace (——) Pravidlo zavedeni A
nebo: nebo:
——A A A A
— — B B
A -—A — —
ANB BAA

Pravidlo De Morgana (DM-VL)
nebo:

Pravidlo De Morgana (DM-VL)
nebo:

-(AVB) (AVB) -(AAB) ANB

~AA-B  ~(-AA-B) ~AV-B —(~AV-B)

Pravidlo prevodu V na — Pravidlo pfevodu — na VvV
nebo: nebo:
—AVB AVB —A—B A—B

A—B —~A—B AVB —~AVB

(V literature rada autort ukazuje ditkazy, v nichz uziji naptiklad Simp a poté
jimi pouzivané pravidlo komutativity, aby tak dostali konjunkci se zddanym
poradim konjunktiy; divodem pro uziti pravidla komutativity je to, Ze na rozdil
od nas tito autori formuluji Simp jen v jedné varianté.)

Pro odvozovani v ramci PL potfebujeme nové pridat pravidla pro zave-
deni a eliminaci kvantifikatora (,I znaci zavedeni, ,E“ znaci eliminaci). Tato
pravidla jsou korektni v tom smyslu, ze pomoci nich odvodime formule, jeZ
jsou pravdivé vzdy, jsou-li pravdivé formule predpokladu. V zajmu jejich ko-
rektnosti je vSak nezbytné pri aplikaci dodrzet nize uvedené podminky (vy-
svétleni nize).
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v Ul
A(x) Vix A(x)
Vx A(x) Alt/x]
Podminka: A(x) nebyla odvozena (Podminka: term t musi byt korektné

z néjakého predpokladu obsahujiciho substituovatelny za x, tj. A[t/x].)
x jako volnou proménnou.

E| E3

Alt/x] Jx A(x)

dx A(x) Alt/x]

(Podminka: term ¢ musi byt korektné Podminka: pfi kazdé nové aplikaci E3
substituovatelny za x, tj. A[#/x].) v diikazu musime namisto x zavést vzdy
novou (dosud nepouzitou) konstantu c.

(Pravidla pro zaménu kvantifikator si dokaZeme az nize.)

Nyni si vysvétlime motivaci pro uvadéné podminky. Nejdfive probereme
jiz vy$e diskutovanou podminku substituovatelnosti, ktera je uvedena pro pii-
pad I3 a EV. Kdyby nasi formuli ,,A“ byla naptiklad oteviena formule R(a,x),
tak by volba t, jimz by bylo ,,x“ jakoZto substituent za ,,a“ vedla po aplikaci
I3 k 3x R(x,x), ¢imz by doslo k vazani ptivodné volné proménné ,x*. Takze
z predpokladu, Ze a je v relaci R k x, bychom dosli k neopravnénému zavéru, ze
nékteré individuum je v relaci samo k sobé. Spravné je v§ak odvodit, ze néjaké
individuum je vztazeno relaci R k x. Proto musime volit proménnou odli$nou
od ,.x“, naptiklad ,,y, ¢imZ dostaneme Iy R(y,x). Podobné je tomu v pripadé
EV: napriklad od 3x R(x,y) chceme dojit k R(a,y), nikoli k R(y,).

Nyni si vysvétlime podminku u pravidla EJ. Predpoklad Jx A(x) je
pravdivy, pokud néjaké individuum je A. Uvazme, ze by mezi dal$imi pred-
poklady v diikazu byla tfeba formule 3x B(x). Jisté nemuizeme odvodit, Ze je to
jedno a totéz individuum, jez je A i B. Oba predpoklady jsou pravdivé i tehdy,
kdyz jejich pravdivost takfikajic zptisobuji jina individua. Zde je ukazka sprav-
né aplikace daného pravidla:
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L. Ax A(x) predpoklad
2. 3x B(x) predpoklad
3. C(b) predpoklad
4. A(c) E3 (1); ,,c* nikoli ,,b* (,b* by bylo chybné)

Pov$imnéme si jesté toho, Ze jako ¢ je pii EJ volena konstanta, nikoli promén-
nd. Z toho, Ze existuje néjaké A, protoze tfeba individuum b ¢ini pravdivou
formuli 3x A(x), nemizeme odvodit, ze libovolné individuum y je A, tj. A(y).
Kone¢né je tu jesté ptipad IV, tj. A(x) / Vx A(x). Podminka tohoto pra-
vidla zni, Ze formule A(x) nebyla odvozena z néjakého predpokladu obsahuji-
ciho x jako volnou proménnou.
Nyni pridame jesté pravidla pro zavedeni a eliminaci identity:

Na to, jak dokazovat rozmanité formule v systému prirozené dedukce,
Ctendr jisté prijde brzy sam, zde si fekneme jen to nejnutnéjsi. Uz ve VL jsme
se naucili slozené formule rozkladat na atomické a ty preskupovat na hleda-
né slozené formule. S pravidly pro kvantifikatory pak kvantifikované formule
ménime na nekvantifikované a naopak, coz podle potfeby kombinujeme
s postupy z VL.

Nize budeme nékolikrat uplatnovat podmiriovany ditkaz (angl. ,,conditi-
onal proof®). A¢ je to v anglicky psanych ucebnicich jedna ze ti{ obvykle probi-
ranych diikazovych technik a je téZ bohaté procvic¢ovana, u nés je prakticky ne-
znama. Podstata dokazovani tkvi v tom, Ze v nasem diikazu uzijeme poddukaz.
Z prvni a predposledni formule daného poddtikazu sestavime implikaci (ozna-
¢ovanou CP), jez je jiz normélni sou¢asti hlavniho diikazu. Zde je ukézka:
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L. Vx=P(x) predpoklad

2. Q(x) predpoklad vnoreného ditkazu
3. Lﬂ P(x) Ul(1)

4. Q(x)—-P(x) CP (2,3)

5. Vx (Q(x)—™-P(x)) IV (4)

Bez podminovaného diikazu je dokdzani nékterych formuli nemozné nebo vel-
mi obtizné.
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17.4 Priklady - dikazy v systému prirozené dedukce

1)

Dokazte Vx (A(x)—B(x)), A(a) F Ix B(x):
1 Vx (A(x)—B(x)) predpoklad
2. A(a) predpoklad
3. A(a)—B(a) UI (1)
4 B(a) MP (3,2)
5 3x B(x) 13 (4)
2)

Dokazte Ix (A(x)AB(x)) F Vx (A(x)V—C(x)):
1 dx (A(x)AB(x)) predpoklad
2. A(a)AB(a) E3 (1)
3. A(a) Simp (2)
4 A(a)V—C(a) Add (3)
5 Vx (A(x)V-C(x)) PG (3)
3)

Dokazte Vx P(x) F ((P(a)VP(b))VQ(x)):
1 Vx P(x) predpoklad
2. P(a) UI (1)
3. P(a)VP(b) Add (2)
4 (P(a)VP(b))VQ(x) Add (3)
4)

Dokazte VxVy R(x,y) F VyVx R(x,y):
L. VxVy R(x,y) predpoklad
2. Vy R(x,y) UI (1) (nasim ¢ je x)
3. R(x,) UI (2) (nasim ¢ je y)
4. Vx R(x,y) PG (3)
5. VyVx R(x,y) PG (4)
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5)

Ll

280

Dokazte Vx (A(x)AB(x)) F (Vx A(x)AVx B(x)):

Vx (A(x)AB(x)) predpoklad
A(x)AB(x) UI (1) (nasim ¢ je x)
A(x) Simp (2)

B(x) Simp (2)

Vx A(x) PG (3)

Vx B(x) PG (4)

Vx A(x)AVx B(x) zavedeni A (5,6)

Dokazte 3yVx R(x,y) F Vx3Iy R(x,y):

AyVx R(x,y) predpoklad

Vx R(x,a) E3 (1)

R(x,a) UI (2) (nasim ¢ je x)
Ay R(x,) 13 (3)

Vx3y R(x,y) PG (4)

Dokazte Vx (P(x)—Q(x)), Ix P(x) F Ix Q(x):

Vx (P(x)—Q(x)) predpoklad
Jx P(x) predpoklad
P(a) E3(2)
P(a)—Q(a) UI(1)

Q(a) MP (4,3)
Jx Q(x) 13 (5)

Dokazte Vx (A(x)—B(x)), Vy (=B(»)VC(y)) F Vx (A(x)=>C(x)):

Vx (A(x)—B(x)) predpoklad
Vy (=B(»)VC(y)) predpoklad
A(x)—B(x) UI (1) (nasim ¢ je x)

- B(x)VC(x) UI (2) (nasim ¢ je x)
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5. B(x)—C(x) ptevod V na — (4)
6. A(x)—C(x) HS (3,5)
7. Vx (A(x)—C(x)) PG (6)
9)
Dokazte Vx3y (P(x)AQ(»)) F AyVx (P(x)AQ(y)):
1. Vxdy (P(x)AQ(y)) predpoklad
2. Ay (P(x)AQ(y)) UI (1) (nas$im ¢ je x)
3. P(x)AQ(b) E3 (2)
4. Vx (P(x)AQ(b)) PG (3)
5. B¥x (POAQ))) 13 (4)
10)

Dokazte Vx (M(x)—=P(x)), Ix (S(x)AM(x)) F Ix (S(x)A=P(x)), tj. sy-
logismus modu festino:

1. Vx (M(x)——P(x)) predpoklad
2. Jx (S(x)AM(x)) predpoklad
3. S(a)AM(a) E3 (2)

4, M(a)——P(a) UI (1)

5. M(a) Simp (3)

6. —P(a) MP (4,5)

7. S(a) Simp (3)

7. S(a)A—P(a) 1IN (6,7)

8. Ix (S(x)A-P(x)) 13 (7)

11)

Dokazte Vx (M(x)—=P(x)), Vx (S(x)>M(x)) F Vx (S(x)—=P(x)), t.
sylogismus modu celarent:

1. Vx (M(x)——P(x)) predpoklad

2. Vx (S(x)—M(x)) predpoklad

3. M(x)——P(x) UI (1) (nasim ¢ je x)
4, S(x)—M(x) UI (2) (nas$im ¢ je x)
6. S(x)——P(x) HS (3,4)

7. Vx (S(x)—™—P(x)) PG (6)

281



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

12)

AN

13)

Al

14)

PN AR

15)

Ll NS
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Dokazte Vx —P(x) F ~3x P(x) (dtikaz sporem):

Vx —P(x)
——dx P(x)
dx P(x)
P(a)

-P(a)

—3x P(x)

predpoklad

predpoklad diikazu sporem
-~ (2)

E3 (3)

UI(1)

reductio (4,5)

Dokazte ~3x =P(x) + Vx P(x) (dtikaz sporem):

-3dx -P(x)
—~P(x)

dx —P(x)
P(x)

Vx P(x)

predpoklad

predpoklad diikazu sporem
13 (2)

reductio (1,3)

PG (4)

Dokazte x A(x)—Vx (B(x)—C(x)), A(a)AB(a) F C(a):

dx A(x)—Vx (B(x)—C(x))
A(a)AB(a)

A(a)

dx A(x)

Vx (B(x)—C(x))
B(a)—C(a)

B(a)

C(a)

predpoklad
predpoklad
Simp (2)

3 (3)

MP (1,4)
UI (5)
Simp (2)
MP (6,7)

Dokazte Vx ((A(x)VB(x))——C(x)), Ix A(x) F Ix =C(x):

Vx ((A(x)VB(x))——C(x))
dx A(x)

A(a)

(A(a)VB(a))—>~C(a)

predpoklad
predpoklad
E3 (2)
UI(1)
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o

16)

0 XN U R WD

17)

VxVy (P(x,y)=>~R(y:x)), P(a,b) F Q(b.a):

PN WD

— = = = \O
W =or

A(a)VB(a)
-C(a)
Jx -C(x)

Add (3)
MP (4,5)
13 (6)

Dokazte Vx (A(x)—B(x)), x (A(x)AC(x)) F Ax (C(x)AB(x)):

Vx (A(x)—B(x))
Ix (A(x)AC(x))
A(a)AC(a)
A(a)—B(a)

A(a)

B(a)

C(a)

C(a)AB(a)

Ix (C(x)AB(x))

predpoklad
predpoklad
E3 (2)

UI (1)
Simp (3)
MP (4,5)
Simp (3)
IA (7,6)

13 (8)

Dokazte VxVy (P(x,y)=—P(y.x)), VxVy (P(y,x)<~(Q(x,9)VR(y,x))),

VxVy (P(x,y)—>—P(y.x))
VxVy (P(y,x) <~ (Q(x,) VR(y,x)))
VxVy (P(x,y)=—R(y:x))
P(a,b)

P(a,b)—=—P(b,a)
P(b,a)<>—(Q(a,b)VR(b,a))
P(a,b)—=—R(b,a)

—P(b,a)
—(Q(a,b)VR(b,a))—P(b,a)
—=(Q(a,b)VR(b,a))
Q(a,b)VR(b,a)

—R(b,a)

Q(a,b)

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
UI(1)

(2x) UI (2)
(2x) UI(3)
MP (5,4)
E< (6)
MT (9,8)
—= (10)
MP (7,4)
DS (11,12)
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18)
Dokazte Vx (A(x)—B(x))—Vx (C(x)™A(x)), Vx ~A(x) F Vx - C(x):
1. Vx (A(x)=B(x))=>Vx (C(x)—~A(x)) predpoklad
2. Vx —A(x) predpoklad
3. -A(x) UI (2) (nasim ¢ je x)
4. - A(x)VB(x) Add (3)
5. A(x)—B(x) prevod V na — (4)
6. Vx (A(x)—B(x)) PG (5)
7. Vx (C(x)—A(x)) MP (1,6)
8. C(x)—™A(x) UI (7) (nasim ¢ je x)
9. -C(x) MT (8,3)
10. Vx-C(x) PG (9)
19)
Dokazte 3x A(x)—B(y) F Vx (A(x)—B(y)) (podminovany dikaz, CP):
1. Ax A(x)—B(y) predpoklad
2. A(a) docasny predpoklad pro CP
3. dx A(x) 13 (2)
4. |B@) MP (1,3)
5. A(a)—B(y) CP (2,4)
6.  Vx(Ax)—B()) PG (5)
20)
Dokazte Vx (P(x)—Q(x)) F (Ix P(x)—3x Q(x)):
1. Vx (P(x)—Q(x)) predpoklad
2. Jx P(x) docasny predpoklad pro CP
3. P(a) E3 (2)
4. P(a)—Q(a) Ul(1)
5. Q(a) MP (4,3)
6. dx Q(x) 13 (5)
7. | (AxP(x)—3x Qx)) CP (2,6)
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Dokazte Vx (A(x)—B(x)) F Vx (A(x)—(B(x)VC(x))) (podmifiovany

21)

dtikaz, CP):

1. Vx (A(x)—™B(x))

2. A(x)

3. A(x)—B(x)

4, B(x)

5. B(x)VC(x)

6. A(x)—(B(x)VC(x))

7. Vx (A(x)—(B(x)VC(x)))
22)

predpoklad

docasny predpoklad pro CP
UI (1) (nasim ¢ je x)

MP (3,2)

Add (4)

CP (2,5)

PG (6)

Dokazte F =Vx A(x)<>3x ~A(x), tj. De Morganuv zakon (dikaz formu-
le tvaru <> spociva v dtikazu obou smérua <, tj. v dtikazu —> a <):

1

-“Vx A(x)
—Jx - A(x)
-A(x)

Lﬂx -A(x)
—A(x)—3x -A(x)
—“=A(x)

A(x)
Vx A(x)
dx - A(x)

) <
dx - A(x)
-=Vx A(x)
Vx A(x)
—A(a)

A(a)
-~Vx A(x)

QU WD, TO RN RN

predpoklad

predpoklad diikazu sporem
docasny predpoklad pro CP
I3 (3)

CP (3,4)

MT (5,2)

—=(6)

PG (7)

reductio (1,8)

predpoklad

predpoklad diikazu sporem
-~ (2)

E3 (1)

UI (3)

reductio (4,5)
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Podle véty o dedukci odpovidaji tomuto teorému nésledujici odvozena dedukéni
pravidla, jez budeme znacit DM:

-Vx A(x) dx - A(x)
Ax —A(x) —Vx A(x)

Dukaz -3x A(x)<>Vx = A(x) je prakticky izomorfni, proto jsou ptislusna dvé
odpovidajici pravidla nize znacena rovnéz DM.

23)
Dokazte ~3x =(P(x)—Q(x)), =3x Q(x) - ~Vx P(x) (Pravidlo zamény
kvantifikatort, DM, je dokazano v prikladu hned vyse):

1. —3dx - (P(x)—Q(x)) predpoklad
2. -3x Q(x) predpoklad
3. Vx (P(x)—Q(x)) DM (1)

4. Vx —~Q(x) DM (2)

5. -Q(a) UI (4)

6. P(a)—Q(a) UI (3)

7. -P(a) MT (6,5)

8. dx —P(x) 13 (7)

9. -Vx P(x) DM (8)

24)

Dokazte =3x (P(x)A—~Q(x)), “Vx (-R(x)VQ(x)) F Ix =P(x) (Pravidlo
zamény kvantifikatort, DM, je dokdzano ob jeden priklad vyse):

1 —3dx (P(x)A=Q(x)) predpoklad
2 -Vx (-R(x)VQ(x)) predpoklad
3 Vx = (P(x)A—Q(x)) DM (1)

4. dx = (—-R(x)VQ(x)) DM (2)

5. ~(~R(2)VQ(a)) E3 (4)

6 -=R(a)A—Q(a) DM-VL (5)
7 R(2)A~Q(a) —~=(6)

8 ~(P(2)A=Q(a)) UL (3)
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10.
11.
12.
13.

25)

20 0N R W

\®}
N
=

Ll e

—P(a)V==Q(a)
—P(a)vQ(a)
—Q(a)

—P(a)

Jx -P(x)

DM-VL (8)
~=(9)
Simp (7)
DS (10,11)
13 (12)

Dokazte Vx (A(x)—™B(x))—>Vx (C(x)™A(x)), Vx ~A(x) - Vx = C(x):

Vx (A(x)—B(x))=Vx (C(x)—A(x)) predpoklad

Vx -A(x)

—A(x)

- A(x)VB(x)
A(x)—B(x)

Vx (A(x)—B(x))
Vx (C(x)—A(x))
C(x)—A(x)
—~C(x)

Vx -C(x)

predpoklad

UI (2) (nasim ¢ je x)
Add (3)

pfevod V na — (4)
PG (5)

MP (1,6)

UI (7) (nasim ¢ je x)
MT (8,3)

PG (9)

Dokazte Vx (P(x)—(x+a)) - —P(a):

Vx (P(x)—(x—a))
P(a)—(a+a)

a=a

-P(a)

predpoklad
UI (1)

I=

MT (2,3)

287



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

27)

® o=

4.
5.
6.

Dokazte & (t,=t,)<>(t,=t ), tj. zdkon komutativity =:

(t=t)
~(t=t)
(=1,

(t=t)
(t;=t)
F((t,=t)=(t,=t))

predpoklad

predpoklad ditkazu sporem
E=(1,2; na zakladé 1 dosazujeme

do ~(t,=x))
I=

reductio (3,4)
VD (1,2)

Smér b) <= bychom dokadzali zcela obdobné.

28)

AU

29)

S0 RNAN RN
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Dokazte Vx (Ay (x=y)—F(x)), (b=a) I F(a):

Vx (Jy (x=y)—F(x))
(b=a)

Jy (a=y)—F(a)
(a=b)

Jy (a=y)

F(a)

predpoklad
predpoklad
UI(1)
komutativita = (2)
13 (4)

MP (3,5)

Dokazte P(b), ~Vx ((x=b)—P(x)) - ~P(b):

P(b)

-Vx ((x=b)—P(x))
dx —((x=b)—P(x))

dx —(—(x=b)VP(x))

dx (=—(x=b)A—P(x))

Ix ((x=b)A—-P(x))
(a=b)A—P(a)
(a=b)

—P(a)

—P(b)

predpoklad
predpoklad

DM (2)

prevod = na V (3)
DM-VL (4)

== (5)

E3 (6)

Simp (7)

Simp (7)

E=(8,9)
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30)

31)

2SO N U R DD

Dokazte &= (t,=t,)—((¢,=t,)—(f,=t,)), tj. zdkon tranzitivity identity:

(t,=t,)
(t,=t,)
(t,=t,)

F((t=t)—(t=t,)
F(t=t,) > ((t,=t)=(t =t,)

predpoklad

predpoklad

E=(1,2; na zakladé 1 dosazujeme
do (x=t.))

VD (2,3)

VD (1,4)

Dokazte F(a)AVx (F(x)—(x=a)), (a¥Db), G(b) F Ix (G(x)A—F(x)):

F(a)AVx (F(x)—(x=a))
(a¥b)

G(b)

Vx (F(x)—(x=a))
F(b)—(b=a)

(b+a)

—~F(b)

G(b)A=F(b)

Ax (G(x)A—F(x))

predpoklad

predpoklad

predpoklad

Simp (1)

UI (4)

komutativita = (2)

MT (5,6)

Pravidlo zavedeni A (3,7)
13 (8)
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17.5 Gentzenovska dedukce

Pripomenme si, ze gentzenovskd prirozenda dedukce vychazi ze sekven¢niho kal-
kulu Gerharda Gentzena. Jednotkami dikazt jsou sekventy, jez jsou obecné tvaru:

I,A,A,.,A =B,

kde I je kone¢nd mnozina formuli. (Nékdy ke I' pfibirdme ne nutné disjunktni
mnozinu A.) Znak ,,=“ je obdobou dokazovatka ,,-, ov§em na rozdil od ného coby
metaznaku hilbertovské dedukee je v gentzenovské prirozené dedukci zadan systé-
mové. A, A,, .., A = Bje ekvivalentni s (A NAA...AA )—B. Na rozdil od hilber-
tovské (prirozené) dedukce je kazdy radek, tedy kazdy sekvent logicky pravdivy.

Aby byl kazdy sekvent logicky pravdivy, nesmi se nalevo vyskytovat nad-
byte¢né predpoklady. Proto se snazime v dtikazu pracovné pouzité predpokla-
dy v nasledujicich krocich pfesouvat napravo od =. Predpoklady volime ob-
pak preskupime na hledanou formuli.

Gentzenovska dedukce pouziva jeden hlavni axiom:

A=A Zdkladni axiom (ZA)

Deduktivni sila totiZ lezi na odvozovacich pravidlech, jichz je v gentzenovské
dedukci pouzivana cela fada.

Za vychozi, tj. nedokazovana, pravidla VL jsou obvykle volena ta nasle-
dujici. Pismeno ,,I“ zkracuje ,,introdukce® (tj. ,zavedeni®), pismeno ,,E“ zkracuje
»eliminace®. Pfipomenme si, ze napt. I je de facto VD a E— je de facto MP.
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IA EA
I'=A;A=B T = AAB
I, A= AAB I'= A (& B)
- E—
ILA=B I'=A;A= A—B
I'=A—B I,A=B
Iv EV
I'= A (¢ B) ILA=C;A,B=C;A,=AVB
I' = AVB ILA,A,=C
I- E-
INA=B;A,A= B I'=B;A= —B
ILA=-A A=A
[« E<
I'=A—B;A= B—A I'=A<B
I A= A<B I'= A—B (¢i B—A)

K témto pravidlim z prosttedi VL nyni ptibereme (zde rovnéz nedoka-
zovand) pravidla pro zachazeni s kvantifikatory. Je mozné lehce uvidét, ze IV je
vlastné Pravidlem generalizace, EV je pravidlem odpovidajicim Axiomu speci-
fikace, I3 je pravidlem odpovidajicim pravidlu existen¢ni generalizace.
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IV EV
I'=A r=VxA

r=VxA T = Alt/x]
Podminka: proménnd x se nevy- (Podminka: term t musi byt korektné
skytuje volné v zidné z formuli vI. substituovatelny za x, tj. A[#/x].)

13 E3
I = A[t/x] I = 3x A(x); A, Alc/x] = C

I'=3x A(x) r=2=C
(Podminka: term f musi byt ko- Podminka: pfi aplikaci E3 musime
rektné substituovatelny za x, tj. zaproménnou x substituovat vidy novou
Alt/x].) konstantu c, jez se nevyskytuje v zadné
z formuli v T, ani v Ix A(x), ani v C.

Pro¢ pravidla pro kvantifikatory vyzaduji takové omezujici podminky, jsme si
vysvétlili jiz vyse v sekei 17.3.

Rovnou si systém pravidel rozsifime o pravidla pro identitu. Prvni od-
povida Axiomu identity, resp. Pravidlu zavedeni =, druhé je vlastné Leibnizo-
vym pravidlem pro identitu (v kapitole o pfirozené dedukci, 17.3 jsme vsak
uvedli Pravidlo eliminace =, jez je ponékud jiné).

Axiom identity Pravidlo identity
= (t=t)
r'= (=) I = (A[t,/x]A[t/x])
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17.6 Priklady - dikazy v gentzenovském systému

dedukce
1)
Dokazte I' = A[t/x]—=3x A, tj. zakon existenéni generalizace:
1. I, Alt/x] = A[t/x] ZA
2. ILA[t/x] = 3Ax A 13 (1)
3. I = A[t/x]>3x A -
2)
Dokazte I' = Vx P(x)—>3x P(x), tj. zakon partikularizace:
1. I, Vx P(x) = Vx P(x) ZA
2. I, Vx P(x) = P(x) EV (1) (nasim ¢ je x)
3. I, Vx P(x) = 3x P(x) 13(2)
4. I' = Vx P(x)—3x P(x) I—(3)
3)
Dokazte I', (P(x)—Vx Q(x)) = (P(x)—Q(x)), tj. pravidlo eliminace V
z konsekventu:
1. I, (P(x)—Vx Q(x)) = (P(x)—>Vx Q(x)) ZA
2. I, (P(x)™Vx Q(x)), P(x) = P(x) ZA
3. I, (P(x)™Vx Q(x)), P(x) = Vx Q(x) E— (1,2)
4. I, (P(x)™Vx Q(x)), P(x) = Q(x) EV (3) (nasim ¢ je x)
5. L (P(x)>Vx Qx) = (P(x)—Q(x)) = (4)
4)

Dokazte I', (P(x)—Q(x)) = (P(x)—3x Q(x)), tj. pravidlo zavedeni 3

do konsekventu:

AR e

T, (P(x)—Q(x)) = (P(x)—Q(x)) ZA

I, (P(x)—™Q(x)), P(x) = P(x) ZA

T, (P(x)—Q(x)), P(x) = Q(x) E—(1,2)
I, (P(x)—Q(x)), P(x) = Ix Q(x) 13 (3)

I, (P(x)=Q(x)) = (P(x)—3x Qx)) = (4)
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5)
Dokazte I' = Vx P(x)—>Vx (P(x)VQ(x)):
1. I', Vx P(x) = Vx P(x) ZA
2. I, Vx P(x) = P(x) EV (1) (nasim ¢ je x)
3. I, Vx P(x) = (P(x)VQ(x)) Iv (2)
4. I, Vx P(x) = Vx (P(x)VQ(x)) Iv (3)
5. I' = Vx P(x)—>Vx (P(x)VQ(x)) I— (4)
6)

Dokazte T, (P(x)—Q(x)) = (Vx P(x)—Q(x)), tj. pravidlo zavedeni V
do antecedentu:

1 T, (P(x)—Q(x)) = (P(x)—Q(x)) ZA

2. I, (P(x)—™Q(x)), Vx P(x) = Vx P(x) ZA

3. I, (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = P(x) EV (2) (nasim ¢ je x)
4 T, (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = Q(x) E—(1,3)

5 T, (P(x)—Q(x)) = (Vx P(x)Q(x)) I—(4)

Dokazte ' = Vx (P(x)—Q(x)) = (Vx P(x)=>Vx Q(x)):

1 I, Vx (P(x)—Q(x)) = Vx (P(x)™Q(x)) ZA

2 I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = Vx P(x) ZA

3. I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = (P(x)—Q(x)) EV (1) (nasim ¢ je x)
4. I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x)= P(x) EV (2) (nasim ¢ je x)
5 I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = Q(x) E— (3,4)

6 I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = Vx Q(x) IV (5)

7 [, Vx (P(x)—Q(x)) = (Vx P(x) > Vx Q(x)) 1= (6)

Dokazte I' = Jx (P(x)AQ(x))—(Ix P(x)AIx Q(x)), tj. zdkon distribuce
J pres A:

1. I, 3x (P(x)AQ(x)) = IAx (P(x)AQ(x)) ZA

2. I, 3x (P(x)AQ(x)) = P(a)AQ(a) E3 (1)
3. I, 3x (P(x)AQ(x)) = P(a) EA (2)
4. I, 3x (P(x)AQ(x)) = Q(a) EA (2)
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® U

\O
~

PN LD

10)

I, 3x (P(x)AQ(x)) = Ix P(x) 13 (3)
I, 3x (P(x)AQ(x)) = Jx Q(x) 13 (4)
I, 3x (P(x)AQ(x)) = (Ax P(x)AIx Q(x)) 1IN (5,6)
I' = dx (P(x)AQ(x))—=>(TAx P(x)AIx Q(x)) 1= (7)

Dokazte I' = Vx (P(x) > Q(x))—(Ix P(x)—3Ix Q(x)):

[, Vx (P(x)—Q(x)) = Vx (P(x)™Q(x))  ZA
I, Vx (P(x)—™Q(x)), Ix P(x) = Ax P(x) ZA

I, Vx (P(x)—Q(x)), Ix P(x) = P(a) E3(2)

[, Vx (P(x)—Q(x)), Ix P(x) = P(a)>Q(a) EV (1)
I, Vx (P(x)—Q(x)), Ax P(x) = Q(a) E— (4,3)
I, Vx (P(x)—™Q(x)), Ix P(x) = Ax Q(x) 13 (5)

I, Vx (P(x
I'=Vx(

~

~Q(x)) = I P(x)~IxQx) 1 (6)
x)~Qx))~>(ExP(x)~>3x Qx) 1= (7)

—~

Dokazte I' = Vx (P(x)—Q(x))—=(Vx P(x)=Vx Q(x)), tj. zdkon distri-

buce V pres —:

PN U WD

11)

NAE IR e

[, Vx (P(x)~Q(x)) = Vx (P(x)—Q(x))  ZA

I, Vx (P(x)—Q(x)) = P(x)—Q(x) EV (1) (nasim ¢ je x)
I, Vx (P(x)™Q(x)), Vx P(x) = Vx P(x) ZA

I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = P(x) EV (3) (nasim ¢ je x)
I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = Q(x) E—(2,4)

I, Vx (P(x)—Q(x)), Vx P(x) = Vx Q(x) IV (5)
I, Vx (P(x)—Q(x)) = Vx P(x)—=>Vx Q(x) I—(6)
['= Vx (P(x)~Q)>(Vx P(x)>Vx Q(x) 1= (7)

Dokazte I' = (Vx P(x)VVx Q(x)) = Vx (P(x)VQ(x)):

I, Vx P(x) = Vx P(x) ZA

I, Vx P(x) = P(x) EV (1) (nasim ¢ je x)
I, Vx P(x) = P(x)VQ(x) IV (2)

I, Vx P(x) = Vx (P(x)VQ(x)) IV (3)

I, Vx P(x), Vx Q(x) = Vx Q(x) ZA
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I', Vx P(x), Vx Q(x) = Q(x) EV (5) (nasim ¢ je x)

I', Vx P(x), Vx Q(x) = P(x)VQ(x) IV (6)

I, Vx P(x), Vx Q(x) = Vx (P(x)VQ(x)) IV (7)

I, (VxP(x)VVx Q(x)) = Vx (P(x)VQ(x)) dikaz rozborem moznosti
0. T'=(VxPx)VVxQ(x)—=Vx (P(x)VQ(x)) I—(9)

S0 ® N

Dtikaz rozborem mozZnosti:

IA=C;I,B=C

I, (AVB) = C
12)
Dokazte I' = ((t,=t,)—=(t,=t))):
1. L, (t=t,) = (t=t,) ZA
2. L, (t=t) = ((t,=t)<(t,=t)) Pravidlo identity
(1; nasi A[t/x] je (x=t,))
5 (=) = (=)~ (=) E© (2)
4, [, (t=t) = (t,=t) Axiom identity
5. T, (t=t) = (t,=t) E— (3,4)
5. = (t=t)=>(t=t) I— (5)
13)
Dokazte I' = (¢t =t,)~((t,=t,) > (t,=t,)), tj. zdkon tranzitivity =:
1. T, (t=t)= (t=t,) ZA
2. L, (t,=t) = ((t,=t)<(t,=t,) Pravidlo identity
(1; nasi A[t/x] je (x=t,))
3. L, (t,=t,) = ((t,=t)>(t,=t)) E< (2)
4, = (t=t)=>((t=t,)~>(t=t)) I— (3)
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17.7 Metoda sémantickych tabel

Nyni si pfipomeneme a pak rozsifime metodu dokazovani pomoci sémantic-
kych tabel (angl. ,semantic tableaux®), stru¢né tablovou metodu, kterou prezen-
tujeme v podobé sémantickych stromii (angl. ,tree proofs®).

Pfi dokazovani formuli se jednd o dokazovani sporem, nebot pti
dokazovani zavéru z premis se zuzitkovava negace zavéru. (Metoda se vSak
dd pouzit napriklad i k hleddni modelu formule, coz si ukdzeme nize.) Véta
o ditkazu sporem tika, ze formule A, tj. zavér, je dokazatelna z mnoZiny pred-
pokladii T, tj. T + A, pravé tehdy, kdyz TU{—A} + =(B—B) (spor). Sémanticky
vzato to znamena, Ze jakmile ukdZeme, Ze mnozina TU{=A} je nesplnitelnou
mnozinou formuli (¢ili neexistuje interpretace, pfi niz by véechny prvky T a téz
formule —A byly pravdivé), tak A vyplyvaz T, tj. T E A (¢ili: tsudek T .. A je
platny). Napriklad {A—B, A} F B, protoze mnozina {A—B,A,~ B} je nesplni-
telnd. Jinymi slovy, dokazujeme, Ze jsou-li predpoklady pravdivé, zavér nemiize
byt nepravdivy.

Pii dokazovani sefadime pod sebe ty formule, jez jsou predpoklady.
Do jejich soupisu pripojime i negaci formule, jiz mame z téchto predpokladt
dokaézat, tedy negaci zavéru. Strom rozvijime od kofene smérem dola k listim,
pri¢emz hotejsi formule postupné dekomponujeme na jednodussi formule, jez
fadime nize pomoci uvddénych pravidel. Pfi tomto aplikujeme nize uvadéna
pravidla pro dekomponovani. Tato pravidla jsou dvojiho druhu, vétvici a ne-
vétvici. Ta pravidla, kterd strom nevétvi, volime prednostné. To proto, ze v kaz-
dé vétvi musime dekomponovat véechny ty formule, jezZ nebyly vyse v dané vét-
vi dekomponovany (u formuli zacinajicich V je to trochu jinak, viz nize). Dale
je vhodné prednostné dekomponovat nejdtive ty formule, jejichz hlavnim ope-
ratorem neni kvantifikator, ale néjaka vyrokova spojka. Samozfejmé, ze usilu-
jeme o brzké uzavirani vétvi.

Zde je priklad snazici se dokazat F(a) F Vx (F(x)AJy F(y)) (4. vlastné
ovérit isudek jehoZ jedinou premisou je formule nalevo od ):
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1. F(b) piedpoklad
-Vx (F(x)AJy F(»)) v negace zavéru

3. éx ~(F(x)AJy E(y)) va -V (2)

4. |ﬂ(F(a)AEIy E(y)) v 1(3)

5. -F(a) {ély F(y) v =A (4)

6. ’ ‘lfy —E(y) \a\b =3(5)

7. LF(a) v (6)

8. LF(b) v (6)
x

Jak 1ze dolozit konfrontaci s nize uvadénym seznam pravidel, tento jednoduchy
stromovy duikaz si vyzadoval pfesny postup jejich aplikace. Napriklad nego-
vanou konjunkci —(F(a)Ady F(y)) neslo dekomponovat ani dfive, ani pozdéji
(k dekompozici bylo uzito pravidlo znacené ,,—A%). Jiné diikazy naopak nejsou
v poradi aplikaci pravidel striktni, ale obecné vzato je dokazovani v ramci PL
méné volné nez dokazovani v ramci VL. Na nasi ukazce si nyni dale v§imnéme
toho, Ze se ditkaz vétvil (nékteré diikazy se nevétvi). Jak uz bylo feceno, vétve-
ni se snazime pokud mozno vyhnout jednak uplatnénim nevétvicich pravidel,
jednak volbou pravidel, kterd vedou k brzkému uzavirani vétvi.

Znak ,,v“ indikuje, ze dana formule byla niZe v ditkazu dekomponova-
na. Slozené formule, jeZ nejsou oznaceny pomoci ,,v/, jsme povinni dekompo-
novat, pfi¢emz v kazdé vétvi musi byt dekomponovany vsechny formule ozna-
¢ené ,,v/ . Dekomponovat nelze atomické formule a jejich negace. Dale nejsou
znakem ,,v/“ oznacovany formule zacinajici nenegovanym obecnym kvantifikd-
torem; to proto, zZe je dovoleno generovat nekone¢né mnoho jejich instanci, na-
ptiklad z Vx —F(x) generovat =F(a), =F(b), atd. K problému uvadéni konstant
jako ,a“ ¢i ,,b“ se vratime nize po uvedeni ptislusnych pravidel.

Znak ,,0“ (néktefi autoti pouzivaji ,, 1< néktet{ nic) znadi, ze dand vétev
je oteviend (a taky ukoncitelnd, k tomu niZe), tj. existuje interpretace, kterd spl-
nuje mnozinu formuli uvedenou v dané vétvi. Znak ,,x“ (nékteti pisi ,,.L" jini
formuli podtrhuji) indikuje, ze dana vétev je uzavrend, coz znamena, ze dana
mnozina formuli je nesplnitelna. Nesplnitelnd je pochopitelné ta mnozina for-
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muli vyskytujici se na néjaké vétvi, v niz je ptitomna jednoducha nebo slozend
formule A a zaroven —A.

Prenesené pak fikame, ze strom je otevieny, pokud obsahuje alespon jed-
nu ukoncenou otevienou vétev; jinak je uzavieny. Tuto terminologii zpfesnime
niZe. Rovnéz prehled pomocné symboliky v anotacich srov. nize.

Nyni si jesté stru¢né feknéme, ze metoda sémantickych tabel se da vy-
uzit i k nalezeni interpretace, je-li jaka, jez spliuje néjakou mnozinu formuli.
V nasem prikladu vyse je to 3(F)={et,p}, kterou lze vy¢ist z atomickych formuli
nebo jejich negaci a to v otevrené vétvi ditkazu.

Metoda sémantickych tabel se da rovnéz vyuzit k ovérovani logické
pravdivosti formuli. Strom pritom rozvijime jen od negace provérované for-
mule, nebot predpoklady tu nejsou zadné.

Zde je seznam odvozovacich pravidel z prosttedi VL. Néktera z nich pred-
pokladaji De Morganovy zakony ¢i prevod implikace na disjunkci. Je tomu tak
proto, Ze rozvétveni slozené formule odpovida disjunkci, kdezto dekompozice
slozené formule na formule, jeZ jsou zarazeny za sebou, odpovida konjunkci.
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17. Dtikazové systémy

Uz v ptirozené dedukci a gentzenovské dedukci jsme zminovali (popt.
i dokazali) pravidla pro zaménu kvantifikatori, nebo pravidla jejich eliminace.
Zde jsou jejich obdoby.

-V -3
-Vx A -3dx A
| |
Jx -A Vx-A
v 3
Vx A dx A
| |
Alc/x] Alc/x]

Podminka: konstanta c je ve vétvi jiz Podminka: konstanta c je ve vétvi za-
pouZita (jinak je c zavadéna jako zce- vadéna jako zcela nova.
la nova).

(Po chvilce zamysleni zjistime, ze dvé pravidla v prvnim fddku by slo nahradit
pomoci efektivnéjsich pravidel ~Vx A / -~ A[c/x] a ~Ix A / —~Alc/x], jejichz
zavéry jsou podminény v prislusném poradi stejné jako nase pravidla V a 3.
Kazdé z téchto efektivnich pravidel tedy jaksi sdruzuje dohromady pravidla
uvadénd ve sloupcich. Jesté dodejme, ze pravidlo V patii mezi tzv. y-pravidla
a pravidlo 3 patti mezi tzv. 8-pravidla.)

S podminkami omezujicimi aplikaci pravidel jako V a 3 jsme se setkali
uz vyse v sekcich o prirozené a gentzenovské dedukci. Nova konstanta musi byt
uzita pti aplikaci 3 proto, Ze pravdivost Ix A(x) zptisobuje néjaky objekt, je-
hoz jméno z Ix A(x) nezname; proto nejsme opravnéni postulovat, Ze je to ob-
jekt ur¢itého jména, coz bychom ¢inili zavadénim néjaké konkrétni konstanty.
Abychom zjistili, ze konstanta je nova, hleddme smérem nahoru v dané vétvi,
zda se tam nevyskytuje. Pokud se ve vétvi vyskytuje napriklad ,,a“ nelze pouzit
pti eliminaci 3 konstantu ,,a% ale konstantu ,,b‘, samoziejmé pokud je tato ,,b*
nova. Zde je schematicky ptiklad, v némz si téz ukazeme, jak a kde znacit no-
vost konstanty pfi eliminaci 3:
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1. Vy (F(y)vG(a)) dand formule; ta uz obsahuje konstantu ,,a“
2. -Vx F(x) v negace zavéru
|
3. Jx -F(x) /b =V (2); ,vb" vyznacuje, ze formule byla nize
| dekomponovana, a ptitom byla uzita nova
4, F(b) konstanta ,,b“ (uziti ,,a“ vedouci k ,,F(a)“ by
| bylo chybou)

Pti eliminaci V uzivime pokud mozno starou konstantu, tj. konstantu,
jez uz byla vyse ve vétvi uvedena. Dulezité také je, Ze pravidlo eliminace V
umoznuje opakované pouziti, tedy tvorbu novych konkrétnich instanci. Proto
nedavame zatrzitko ,,v“ a mluvime radéji o pouziti, nikoli o dekompozici, dané
formule. Zde je ukézka (to, Ze je ¢ara | naptiklad v kroku 2. pferusena, je jen
vysledkem typografického zjednoduseni, v daném kroku je my$lena jedna ne-
prerusovana ¢dra):

1. —P(a) dand formule

|
2. AxVy (R(x,y)AP(x)) vb  dand formule; ,,vb" vyznacuje, Ze

| formule byla nize dekomponovana,

| a pfitom byla uzita nova konstanta ,,b*
3. Vy R(by)AP(b))  \a,\b 3 (2);,\a“ nevyznaluje, ze formule

| byla dekomponovana, ale Ze je

| nékde niZe pouzita jeji instance

| obsahujici (starou) konstantu ,,a“

| podobné pro ,,\b*

4. R(b,a)AP(b) v/ V (3); instance formule 3., kdy ,,a“ je
| stara konstanta
5. R(b,b)AP(b) v/ V (3); jind instance formule 3 diky ,,b*

Pokud mtizeme v dtikaze volit mezi aplikaci pravidel V a 3, pfednostné
volime pravidlo 3, nebot to dikaz nevyhnutelné roz$ifuje o novou konstantu.
Kdybychom uz pred tim aplikaci V zavedli novou konstantu, museli bychom
pti aplikaci 3 zavést dalsi; kdyz ale za¢neme pravidlem 3, tak zavedeme novou
konstantu, kterou pti nasledné aplikaci pravidla V muzeme znovu vyuzit, aniz
bychom museli zavadét dalsi konstantu.
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Zde je prehled pomocného znaceni formuli:

* Vv formuli jsme dekomponovali (a proto ji uz nelze znovu dekom-
ponovat)
. formule budto a) jde pouzit znovu, nebot je to formule za-

¢inajici nenegovanym obecnym kvantifikatorem, anebo se
jedna b) o (negovanou ¢i nenegovanou) atomickou formuli,
anebo je c) vétev zahy uzaviena, takze formuli neni tfeba de-

komponovat

* Va formuli jsme dekomponovali a zavedli jsme pfitom novou
konstantu ,,a“

* \a formuli jsme pouzili a zavedli jsme pfitom novou konstantu

»a pokud tato uz nebyla dfive zavedena, pricemz v takovém-
to pripadé by se jednalo o starou konstantu

A zde je ptehled znaceni vétvi:

*o0 takto oznacena vétev je dokoncend a oteviena

. ni¢im neoznacena vétev je nedokoncend (mozna je neukondi-
telnd)

* X takto oznacena vétev je dokoncend a uzaviena

Nyni si ukdZeme, Ze nékteré stromy nelze uzavrit. Zde je ¢asto uvadény
priklad:

L. VxIyR(xy)  \a\b,.. piedpoklad
2. Elly R(a,p) /b UL (1)
3. Il{(a,b) E3(2)
4. E|Iy R(b,y) Ve UI (1)
5. I|{(b,c) E3 (4)
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Takto metoda sémantickych tabel zrcadli Churchtiv teorém o nerozhodnutel-
nosti polyadického (tj. rela¢niho) fragmentu PL1 (viz vyse sekci 15.5).

Tim se zaroven dostavame k obecnym logickym vlastnostem této diika-
zové metody. JakoZto systém je diikazova metoda sémantickych tabel:

* korektni - formule A dokazatelna T metodou sémantickych tabel je logicky
pravdiva formule, tj. TE A
* uplna je ale jen ¢astecné:
i. pokud A je sémantickym dtisledkem (vyplyva z) T, tj. T E A, tak A je do-
kazatelnd danou metodou, tj. existuje ptislusny stromovy diikaz (tablo)
ii. pokud A neni sémantickym duisledkem (nevyplyvd z) T, tj. T ¥ A, tak
k A muze, ale nemusi existovat ptislu$ny stromovy dtikaz (tablo); dikaz
neexistuje jen pro nékteré mnoziny formuli obsahujici rela¢ni predikaty.

Z hlediska vyhodnocovani stromovych ditkazii pak plati, Ze:

* uzavfeny stromovy ditkaz A z T znamena T F A
* otevieny (a dokonceny) stromovy dikaz A z T znamena T ¥ A
* neukoncitelny stromovy diikaz A z T neznamena, ze T ¥ A

Takze vétev je a) uzaviend, nebo b) oteviend a dokoncend, c) nedokoncend, pti-
¢emz piipad c) zahrnuje také to, ze d) je neukoncitelnd.

To, Ze je oteviena vétev dokoncend, pozname z toho, ze i) kazda dekom-
ponovatelna formule je dekomponovana a tedy zaskrtnuta zatrzitkem ,,v/“, nebo
ii) kazda formule zadinajici (nenegovanym) obecnym kvantifikitorem je uplat-
néna, pricemz kazda konstanta vyskytujici se v dané vétvi je pfitomna v jedné
instanci (tj. uplatnéni) této obecné kvantifikované formule. V zdjmu naplnéni
podminky ii) se snazime udrzovat mnozstvi konstant ve vétvi co nejmensi, aby-
chom pro né nemuseli vyrabét instance obecné kvantifikované formule.

Uplné nakonec doplnime pravidla pro identitu:

(t=1) (t=t) = (t=t)
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17.8 Priklady - diikazy metodou sémantickych tabel

1)

Dokazte Vx P(x) F P(a):

1. Vx P(x) \a predpoklad
—P(a) negace zavéru
|

3. P(a) Y (1)

X

Dand inference Vx P(x) I P(a) plati. (Neexistuje totiz ukoncena oteviena vétev
tohoto dtikazu sporem, tj. neexistuje model mnoziny formuli TU{-A}, kde T
jsou dané predpoklady a A dany zavér. Obdobné nize.)

2)
Dokazte Ix P(x) - —P(a):
L. 3x P(x) va predpoklad
—=P(a) v negace zaveéru
|
3. P(a) -=(2)
|
4. P(b) (1)
o

Dand inference 3x P(x) F —P(a) neplati. (Existuje totiz ukoncend oteviena
vétev tohoto ditkazu sporem, tj. existuje model mnoziny formuli TU{-A}, kde
T jsou dané predpoklady a A dany zavér. Obdobné nize.)
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3)

Dokazte Vx P(x) F =3x =P(x):

1. Vx P(x) \a predpoklad
——=3dx ~P(x) v negace zavéru
|

3. dx —P(x) va = (2)
|

4. -P(a) 3(3)
|

5. P(a) V(1)

X

Dana inference plati.

Y Dokazte R(a,b) F Ix R(x,b):
L. R(a,b) predpoklad
—3Jx R(x,b) v negace zavéru
3. |Vx = R(x,b) \a -3(2)
4. |—'R(a,b) V(3)
X

Dana inference plati.
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5)

Dokazte ~Vx P(x) F 3x ~P(x):

L. -Vx P(x) v predpoklad
—dx =P(x) 4 negace zavéru
|

3. dx —P(x) va -V (1)
|

4. -P(a) 3(3)
|

5. Vx ——P(x) \a -3 (2)
|

6. -—=P(a) Y (5)

X

Dana inference plati.

6)
Dokazte 3x (P(x)AQ(x)) F (Ax P(x)AJx Q(x)):
1. dx (P(x)AQ(x)) Ja predpoklad
2 =(3x P(x)Adx Q(x)) v negace zavéru
|
3. P(a)AQ(a) v 3
|
4. P(a) A (3)
5. Q(a) A (3)
/[ \
6. -dxP(x) v ~Ix Qx) v/ =A(2)
| |
7. Vx —P(x) \a Vx ~Q(x) \a (2x) =3 (6)
| |
8. —P(a) ~Q(a) (2x) ¥ (7)
X X

Dana inference plati.
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7)
Dokazte Vx (F(x)VG(x)) F (Vx F(x)VVx G(x)):
1. Vx (F(x)VG(x)) \a,\b predpoklad
2 -(Vx F(x)vVx G(x)) V4 negace zavéru
|
3. -Vx F(x) v =V (2)
4, -Vx G(x) v =V (2)
|
5. dx —F(x) va -V (4)
6. dx ~G(x) vb -V (4)
|
7. —-F(a) 3(5)
8. -~G(b) 3(6)
|
9. F(a)VG(a) v V(1)
/\
10.  F(a) G(a) Vv (9)
x |
11. F(b)V G(b) v V(1)
/\
12. F(b) G(b) VvV (11)
o X

Dana inference neplati.

308



17. Dtikazové systémy

8)
Dokazte Vx (F(x)—G(x)), Ix ~G(x) F Ix —~F(x):

1. Vx (F(x)—G(x)) \a predpoklad
2. Ix ~G(x) va predpoklad
3. —3Jx =F(x) v negace zavéru

|
4. -G(a) 32

|
5. F(a)—G(a) v V(1)

|
6. Vx ~—F(x) \a -3(3)

|
7. —-F(a) v Y (6)

|
8. F(a) - (6) (tento krok muze
byt vynechén)

/\

9. -F(a) G(a) —(5)
X X

Dana inference plati.
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9)

Dokazte Vx (F(x)VG(x)) F (Vx (F(x)VVx G(x))):

1. Vx (F(x)VG(x)) \a,\b predpoklad
-(Vx (F(x)VVx G(x))) V4 negace zavéru
|

3. -Vx F(x) v =V (2)

4. -Vx G(x) v =V (2)
|

5. dx -F(x) va -V (3)
|

6. dx - G(x) vb -V (4)
|

7. -F(a) 3(5)
|

8. -G(b) 3(6)
|

9. F(a)VG(a) v V(1)

/\
10. F(a) G(a) vV (9)
X |
11. F(b)vG(b) v V(1)
/\
12. F(b) G(b) vV (11)
o X

Dana inference neplati.
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10)

10.

11.

Dokazte Ix F(x)AJx G(x) F Ax (F(x)AG(x)):

Ix F(x)Ax G(x)
=3x (F(x)AG(x))
|
dx F(x)
dx G(x)
|
F(a)
|
G(b)
|
Vx = (F(x)AG(x))
|
~(F(2)AG(a))
/\
—F(a) ~G(a)
x

= (F(b)AG(b)) v

/ A\
=F(b) =G(b)
o X

Danad inference neplati.

v
v

va
/b

\a,\b

predpoklad

negace zavéru

A (1)
A (1)
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11)
Dokazte Vx (M(x)—M(a)), “M(a) F —~3x M(x):
1. Vx (M(x)—M(a)) \a,\b predpoklad
-M(a) predpoklad
3. —=3x M(x) v negace zavéru
|
4. Ix M(x) vb --(3)
|
5. M(b) 34
|
6. M(a)—M(a) v V(1)
/\
7. =M(a) M(a) —(6)
| X
8. M((b)—M(@) v V(1)
/\
9. -M(b) M(a) —(8)
X X

Dana inference plati.
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12)
Dokazte =Vx G(x)—3y F(y,a), Vx =F(x,x) - Iz (G(2)AF(z,2)):
1. -Vx G(x)—3y F(y,a) v predpoklad
Vx ~F(x,x) \a predpoklad
3. -3z (G(2)AF(z,2)) v negace zavéru
|
4. Vz - (G(2)AF(z,2)) \b -3 (3)
/N
5. -=VxG(x) v FyFE(ya) va — (1)
| |
6. Vx G(x) \b F(a,a) == (5);3 (5)
| |
7. G(b) -F(a,a) VY (6);V (2)
| X
8. =(G(b)AF(b,b)) v Y (4)
/ o\
9. =(G(b) =F(b,b)) = A (8)
X o

Danad inference neplati.
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13)
Dokazte Vx (F(x)—G(x)), ~3x G(x) + —~3x F(x):
1. Vx (F(x)—G(x)) \a predpoklad
. —3x G(x) v predpoklad
3. —3dx F(x) v negace zavéru
|
4. Jx F(x) va == (3)
|
5. F(a) 3(4)
|
6. Vx —-G(x) \a -3(2)
|
7. -G(a) V (6)
|
8. F(a)—G(a) v V(1)
/\
9. -F(a) G(a) — (8)
X X

Dana inference plati.
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14)

10.

11.

Dokazte Vx3y (F(x)AG(y)) F IyVx (F(x)AG(x)):

Vx3y (F(x)AG(y))
—~3AyVx (F()AG(y))
|
dy (F(2)AG(y))
|
F(a)AG(b)
|
F(a)
G(b)
|
Vy=Vx (F(x)AG(y))
|
Vydx ~(F(x)AG(y))
|
Ix —(F(x)AG(Db))
|
~(F(c)AG(b))
/\
=F(c) —-G(b)
0 X

Danad inference neplati.

\a
v

/b

v

\b

vC

predpoklad

negace zavéru

v (1)
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) Zjistéte, zda je logicky pravdivé formule Vx (P(x)—3x P(x)):

1. -Vx (P(x)—3x P(x)) v negace dané formule
2. E|Ix =(P(x)—3x P(x)) va -V (1)

3. |—|(P(a)—>5|x P(x)) v 3(2)

4. I|’(a) = (3)

5. -3x P(x) v -—(3)

6. ‘|v’x -P(x) \a -3(5)

7. |ﬂ)(a) Vv (6)

X

Dana formule je logicky pravdiva.
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16)
Zjistéte, zda je logicky pravdiva formule Vx (A(y) =B(x)) = (A(y) = Vx B(x)):
1. ~(Vx (A())=B(x)~(A()>VxB(x))) v negace dané
| formule
|
2. Vx (A(y)—B(x)) \a == (1)
3. ~(A(y)—Vx B(x)) v ~—(1)
|
4. A(y) ~—(3)
5. -Vx B(x) v == (3)
|
6. dx -B(x) va -V (5)
|
7. -B(a) 3(6)
|
8. A(y)—B(a) 4 Y (2)
/\
9. -A(y) B(a) —(8)
X X

Dana formule je logicky pravdiva.
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17)
Zjistéte, zda je logicky pravdiva formule (Vx A(x)—Vx B(x))—Vx
(A(x)—B(x)):
1. ~((Vx A(x)>VxB(x))>Vx (A(x)—B(x))) v  negace dané
| formule
|
2. Vx A(x)—Vx B(x) v o =)
3. =Vx (A(x)—B(x)) v (1)
|
4. Jx = (A(x)—B(x)) Ja VY (3)
|
5. —(A(a)—B(a)) v 34
|
6. A(a) == (5)
7. -B(a) -— (5)
/o \
8. -VxA(x)v VxB(x) \a —(2)
| |
9. 3x -A(x) vb B(a) -V (8)V(8)
| X
- A(b) 309
o

Dana formule neni logicky pravdiva.
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18)

Zjistéte, zda je logicky pravdiva formule VxVy ((x=y)—(y=x)):

~VxVy (=)= (y=x))
5||xﬁ Vy (x=y)=(y=x))
LVy ((a=y)—(y=a))
5||y ~((a=y)=(y=2))
|ﬂ((a=b)—>(b=a))

(|a=b)

—(b=a)

|ﬁ(b=b)

X

Dana formule je logicky pravdiva.

negace dané formule

-V (1)

Najdéte model (je-li jaky) mnoziny formuli {Vx (P(x)—3y R(y,x)), Vx P(x)}:

19)
1. Vx (P(x)—3y R(y.x))
Vx P(x)
|
3. P(a)
|
4. P(a)—3y R(y,a)
/\
5. —-P(a) IyR(y,a) vb
X |
6. R(b,a)
o)

\a
\a

dand formule
dand formule

V(2)
V(1)
—4)

3(5)

Model dané mnoziny formuli zahrnuje 3(P)={a}, S(R)={(B,cx)}.
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20)
Najdéte model (je-li jaky) mnoziny formuli {(Ix Q(x)—>Vy S(y.b)),
1z -S(z,b)}:

1. Ix Q(x)—>Vy S(y,b) dana formule
2 Jz =S(z,b) va dand formule
|
3. -S(a,b) 3(2)
/\
4, -IxQx) v  VyS(yb) \a -V (2)
| |
5. Vx—-Q(x) \a,\b S(a,b) ~3(4);V 4
| X
6. -Q(a) v (5)
|
7. -Q(b) Y (5)
o)

Model dané mnoziny formuli zahrnuje 3(Q)={e:,}, 3(S)={¢et:f7}.
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18. PL druhého fadu

18. PL druhého radu

V PL2 jsou na rozdil od PL1 povoleny i predikidtové proménné. Ty nabyvaji
jako hodnoty néjaké mnoziny, jmenovité podmnoziny univerza nebo podmno-
ziny kartézského soucinu univerza (tj. relace). Navic tyto predikatové promén-
né mohou byt kvantifikovany. Zndmym prikladem vyrazu PL2 je napft. zépis
Leibnizovy identity nerozlisitelnych entit:

VxVy (x=y) < VP (P(x)<>P(y)),

tedy Ze pro vSechna individua x a y plati, Ze x a y jsou identicka pravé tehdy,
kdyZz maji vSechny vlastnosti stejné (P je zde proménna pro vlastnosti). Pred-
métem PL2 jsou zejména vlastnosti binarnich relaci.

Jak uz bylo naznaceno, v nasich zapisech jsou znaky M, N, O, R, S pro-
ménné pro mnoziny/tfidy ¢i relace. (Jsou to objektové proménné, nikoli me-
tajazykové proménné zastupujici predikatové symboly.) V nasich definicich se
proménné jako napt. M (¢i R) vyskytuji ve formulich po obou stranach defini¢-
niho znaku ,,=,“ volné; pfedpokldda se pfitom, Ze celd definice je z objektového
hlediska formuli tvaru ekvivalence (kdy .=, zastupuje ,,<>“), jeZ je uzaviena
ptislusnym obecnym kvantifikatorem (kvantifikatory) VM (¢i VR).

Kromé logiky druhého radu se nékdy hovoii o logice vyssich fadii (nez
2), nékdy se tim mini v§ech fadt véetné fadu 2. Pod logikou vyssiho rada je
tedy myslena logika umoziujici kvantifikaci pres tfidy tfid (mnoZziny mnoZin),
resp. logika umoznujici kvantifikovat pres entity jakéhokoli fadu. Obory pro-
ménnych jsou pfitom omezovany na entity ur¢itého druhu, na tzv. sorty (sorta
individui, sorta tfid individui, sorta tfid tfid individui, atd.).

18.1 T¥idy

V logice se, z¢asti z historickych divodd, mnozinam tiké t#idy (angl. ,classes®).
Problematika ukazovana v této sekci pak byva nékdy nazyvana logika tiid. V jis-
tém smyslu se nejedna o nic jiného nez o preklad jazyka teorie mnozin, a v ni uva-
dénych poznatkd, do jazyka PL. Naptiklad si ukazeme, ze ,, MNN* Ize prostredky
PL vyjadfit s pomoci ,,(M(x)AN(x))“. Z jiného uhlu pohledu, operator N (resp.
jeho symbol ,,N*) se d4 definovat (proto niZe ,=,") s pomoci ,,(M(x)AN(x))"

321



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

Vsimnéme si, ze , MNN* je infixnim zapisem, prefixni ,,N(M,N)“ se neuziva.
Pripomenme si jesté, ze M, N, O jsou libovolné podmnoziny U.

V zéhy uvadéném prehledu pouzivame pii definovani neprili§ povédo-
mé zapisy jako ,,(MNN)(x)“ Pro jejich pochopeni si uvédomme, ze (MNN) je
néjaka mnozina O a my proto vlastné zapisujeme, Ze x patfi do O. (Pfi uzi-
ti lambda-notace se témto komplikacim mitizeme vyhnout diky A-operatoru,
protoze mtizeme psat jednodude napt. 0 =, Ax (M(x)A—M(x)); v PL se na-
proti tomu vzdy musi po strandch ,=,“ vyskytovat formule, napt. ,,0(x) =
(M(x)A=M(x))")

A¢ na jedné strané hovorime o definicich symbolt jako napt. ,,N na on-
tologické roviné se pfi postulovani napriklad MNN jedna o stavbu dané tridy,
proto miizeme z druhé strany hovofit jako o principech stavby tid:

df

Principy stavby tfid (definice tfidovych operatorii)

Doplnék tridy MC(x) = -~ M(x)
Prézdnd trida 0(x) =y (M(x)A=M(x))
Univerzdlni tfida U(x) = (M(x)V—-M(x))
Inkluze t¥id (MEN)(x) =, (M(x)—N(x))
Rovnost tFid (M=N)(x) =, (M(x)<>N(x))
Prunik t¥id (MNN)(x) =, (M(x)AN(x))
Sjednocent tiid (MUN)(x) =, (M(x)VN(x))

Jisté zde bude uZite¢né srovnani obdobnych notaénich prostiedkii jazy-
ka PL a jazyka teorie mnozin (tfid):

- A v - |
MC | N U

N
Il

Vzhledova podobnost operatortt danych dvou jazykt bude vyssi, kdyz si pri-
pomeneme, Ze ,M““ byva mnohdy znadeno napt. ,—-M* a dale ze ,—“a ,,<>
byvaji znaceny i ,,D“a ,=%
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V nasledujicim prehledu uvadime zakladni zakony pro operace se tfida-
mi (= je proto rovnost mezi tfidami), c¢emuz se nékdy fika algebra tfid, v logice
pak obvykle kalkul t7id. VSimnéme si zjevné isomorfie téchto zdkonil se zakony

VL, popt. PL.

Zakony tfid
(M)

MNN
MUN

(MNN)NO
(MUN)UO

MN(NUO)
MU(NNO)

MNM
MUM

MNN
MUN

MNP
MUQ
MNU
MUU

M

NNM
NUM

MN(NNO)
MU(NUO)

(MNN)U(MNO)
(MUN)N(MUO)

M
M

(MCUNC©)©
(MCNN©)©

SR

zakon dvojitého komplementu

zakony komutativity

zakony asociativity

zékony distributivity

zakony idempotence

De Morganovy zakony tfid

Zde pravé uvedené zakony jsou rovnosti (rovnosti mezi mnozinami),
kromé nich vsak plati i fada jinych zdkonii t#id. Napiiklad:

VYM (MEM)

VMVN ((MCN)A(NCM)—(M=N))

VMVNYO (MCN)A(NCO))—(MCO)

zakon reflexivity <
zakon (slabé) antisymetrie C
zakon tranzitivity C
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V axiomatickych teoriich tfid (v logice tfid) jde tudiz dokazovat rozma-
nité formule tykajici se tfid.

Za zminku stoji, Ze v teorii tfid Ize ovérovat platnost kategorickych sylo-
gism (nejen diky Boolové zptisobu formalizace). Napriklad ditkaz sylogismu
druhu barbara, jehoZ premisy a zavér jsou formalizovatelné Vx (MEP)(x), Vx
(SEM)(x) .. Vx (SSP)(x) vyuziva kromé univerzalni instanciace tranzitivity
SEMEP.

18.2 Cviceni - definice tfidovych operatorii

1)

Definujte mnoZinové relace a) doplnku (tj. M), b) inkluze (tj. ), c)
sjednoceni (tj. U), a d) priniku (tj. N).
2)

Definujte mnoziny-tfidy a) @, b) U; definujte c) relaci = mezi mnozina-
mi-tfidami.

18.2 Reseni - definice tfidovych operatort

«

Srov. vyse v sekci 18.1 tabulku ,,Principy stavby tfid (definice tfidovych operatort)

18.3 Cviceni - formalni popis mnozinové situace

Pomoci jazyka PL a ekvivalentné pomoci jazyka teorie mnozin (resp. ttid) vy-
mezte, piesné v kterych podmnozindch individua jsou. Sraf na daném obrazku
ukazuje, kde zadna individua nejsou.

324



18. PL druhého tadu

1)
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18.3 Reseni - formalni popis mnozinové situace

Zapis v PL: MnoZinovy zapis:
1) Vx (A(x)AB(x)) ANB
2) Vx (A(x)VB(x)) AUB
3) Vx - A(x) U-A
4) Vx -~ (A(x)VB(x)) (AUB)®©
5) Vx B(x) B

6) Vx (A(x)A—B(x)) ANB°

18.4 Binarni relace

O mnozinovém chédpani relaci jsme hovotili jiz vyse v sekci 1.2. Tyto n-arni
relace nad univerzem U jsou podmnozinami kartézského soucinu U™. Protoze
jsou relace mnoziny, vétsina principu jejich stavby je shodna s principy stavby
oby¢ejnych mnozin. Zajimavéjsi jsou proto az vlastnosti relaci.

V nasem zapisu relaci neuzivime mnohdy pouzivanou infixni notaci
(napt. ,,xRy“), pouzivame notaci vySe zavedenou v gramatice PL1 pro binarni
predikatové symboly. Pridavame druhoradové proménné pro binarni relace,
»R“ a ,8“ Z danych kontextll jako napt. ,0(x,y) je ziejmé, Zze ,,0“ oznaluje
prazdnou mnozinou dvojic.

V principech stavby se relace li$i od oby¢ejnych mnozin jen tim, Ze navic
existuji inverzni relace a dale kompozice (skladani) relaci.
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Principy stavby binarnich relaci (definice relacnich operatorii)

Doplnék relace R%(x,y) =y “R(x.y)

Inverzni relace R'(x,y) S R(y.x)

Prazdnd relace 0(x,y) =4 (RO6)A=R(x,))
Univerzdlni relace  U*(x,y) =y (R(x,y)V-R(x,y))
Inkluze relaci RSS(xy) =, (R(x,y)—S8(x.))
Rovnost relaci R=S(x,y) = (R(x,y)<S(x,p))
Priinik relaci RNS(x,) =y (RGe)NS(x,9))
Sjednoceni relaci ~ RUS(x,y) =, (R(x,y)VS(x,))
Kompozice relaci ~ R.S(xy) =, 3z (R(x,2)A\S(z,))

Inverzni relace je nékdy zvana konverzni relace. Kompozici relaci si ne-
pletme s rela¢nim soucinem a rela¢nim souctem, coz jsou star$i nazvy pro pra-
nik a sjednoceni relaci (kdyz ale nékteti autori hovori jen o soucinu relaci, mo-
hou uvazovat kompozici relaci).

Prikladem prazdné relace je ,nebyt identicky se sebou’ (pro zadné x totiz
neplati x#x). Prikladem univerzalni relace je ,byt v néjakém vztahu k (néce-
mu)‘ (kazda entita je alespon v néjakém vztahu k né¢emu). Prikladem k sobé
inverznich relaci je ,byt potomkem (nékoho)‘-,byt predkem (nékoho) nebo
,byt rodi¢ (nékoho)‘-,byt dité (nékoho) . Pfikladem relace v inkluzi je ,byt bratr
(nékoho)‘ vzhledem k ,byt pribuzny (nékoho)‘. Relace ,byt stryc® je definovatel-
na jako kompozice relaci ,byt rodi¢‘ a ,byt bratr; relace ,byt prarodi¢‘ je defino-
vatelna jako kompozice relaci ,byt rodi¢* a ,byt rodi¢®

Nejdulezitéjsi vlastnosti ze vzapéti uvedeného seznamu indikujeme pomo-
ci ,*“ ProtozZe se jedna jen o reflexivitu, symetrii a tranzitivitu, umét je definovat
nevyzaduje zvlastni logicky trénink, sta¢i jen dostate¢né jazykové povédomi. Déle
to, ze zadnd dvojice individui neni v relaci, jez by byla reflexivni / symetrickd /
tranzitivni, se jazykové nereprezentuje pomoci ,anti- ale pomoci ,,i- resp. ,a-
(ireflexivita, asymetrie, intranzitivita). Predpona ,,polo-“ (v angl. ,non-“) zname-
na, Ze nékteré dvojice individui v dané relaci jsou, nékteré nejsou.

327



Uvod do logiky: klasické predikitova logika

Vlastnosti binarnich relaci

Reflexivita Refl(R) =
Poloreflexivita  Polorefl(R) =,
Antireflexivita  Antirefl(R) =
Ireflexivita Irefl(R) =
Symetrie Sym(R) =y
Polosymetrie Polosym(R) =,
Antisymetrie Antisym(R) =,
Asymetrie Asym(R) =,
Tranzitivita Trans(R) =
Polotranzitivita  Polotrans(R) =,
Antitranzitivita  Antitrans(R) =
Intranzitivita Intrans(R) =,
Konexnost Con(R) =
Inkonexnost Incon(R) =
Euklidovska relace Eucl(R) =
Sériovad relace Serial(R) "
Totdlni relace Total(R) =

Vx R(x,x) *
Ix R(x,x)AJx = R(x,x)

=Vx R(x,x)

Vx ~R(x,x)

VxVy (R(x,y)=R(y,x)) *
IxAy (R(x,y)A=R(y,x)

AJxTy (R(x,y)AR(y,x))

VxVy ((R(x,p)AR(y,x)) = (x=y))
VxVy (R(x,y) == R(y,x))

VxVyVz (R(x,y)AR(p,2)) 2 R(x,2)) =
VxVyVz ((R(x,y)AR(y,2)) = R(x,2))
AV z (R(x,y)AR(y,2)) =~ R(x,2))
~VxVyVz (R(x,y)AR(y,2)) 2 R(x,2))

VxVyVz (R(x,y)AR(1,2)) - R(x,2))
Yy (x%9)— (R(sp) —R(10)))
AxAy ((xFy)A=R(x,y)A=R(y,x))

VxVyVz (R(x,y)AR(x,2)) R (y,2))
Vx3y R(x.y)

VVy (R(x))VR(.0)

Dané vlastnosti vymezuji druhy relaci, napriklad vlastnost reflexivity

vymezuje druh reflexivnich relaci.

Tranzitivitu lze alternativné definovat napf. pomoci VxVyVz ((R(x,y)
—(R(y,2)—R(x,2))) kviili zdkonu exportace (VL). Konexnost lze alternativné defi-
novat napf. pomoci VxVy ((x=y)VR(x,y)VR(y,x)) (na zdkladé tautologie VL).

Nékteré relace autori nazyvaji jinak. Napriklad totalni relace byvé zvana
linedrni relace. Ba co vic, naptiklad Vx R(x,x) je nékdy povazovana za definici
uplné reflexivity, pricemz za vlastni definici reflexivity je povazovana az VxVy

(R(x,y) 2 R(x,x)).

Vsimnéme si, ze dané druhy relaci nejsou navzajem disjunktni. Napti-
klad kazda asymetricka relace je téZ antisymetricka (asymetrie navic zahrnuje
ireflexitivitu). Polosymetrie je konjunkci negace symetrie a negace asymetrie.
Pod sériové relace zas spadaji reflexivni relace. Atd.
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Zde jsou priklady relaci urc¢itého druhu. Uvédomme si, Ze mnoho vzta-
hti ¢i relaci ma vice nez jednu z téchto vlastnosti, ¢ili jsou prikladem vice druht.

- reflexivni: ,byt identicky (se sebou)’, ,narcistné se obdivovat’

— poloreflexivni: ,milovat (nékoho)‘ (nékdo nemiluje sam sebe, nékdo ano)

— ireflexivni: ,byt Zenaty (s nékym); ,byt potomkem (nékoho)*

- symetricky: ,mit se rad navzajem s (nékym);, ,byt sourozenec (nékoho)‘

- polosymetricky: ,znat (nékoho)’, ,mit rad (nékoho)*

- antisymetricky: ,byt délitelny* (v oboru ptirozenych ¢isel)

- asymetricky: ,platonicky milovat (nékoho)’, ,byt otcem (nékoho)‘

- tranzitivni: ,byt potomkem (nékoho); ,byt vyssi nez (néco); ,byt pod-
mnozinou; <

- polotranzitivni: ,byt kofist’ (v potravnim retézci néktefi predatori
nejsou korist)

- antitranzitivni: ,porazit (nékoho) v turnaji‘ (kdyz x porazil y a y porazil
z, x neporazil z)

- intranzitivni: ,byt otcem (nékoho)*

- euklidovska: véci y a z, které se rovnaji stejnému x, jsou si rovny*

- sériova: ,mit predka’

Vyznamné jsou nasledujici specialni druhy relaci.

Specialni druhy binarnich relaci

Relace typu ekvivalence (R) =, Refl(R) A Sym(R) A Trans(R)
Cdstecné parcidlni uspordddni (R) = 4« Refl(R) A Antisym(R) A Trans(R)
Ostré uspordadani (R) =, Total(R) A Antisym (R) A Trans(R)

Céste¢né parcidlni uspordddni (angl. ,weak partial order*) je nékdy nazyvéno
kvazi uspofddani. Prikladem takové relace je relace = na mnoziné prirozenych
Cisel, anebo relace déleni prirozenych ¢isel m a n beze zbytku. (Relace < se od =
lisi tim, Ze < je ireflexivni, v dtisledku ¢ehoz je < ostrym usporadanim.) Dru-
hti uspotradanti je v literatufe definovano vice, zde jsme se dale omezili uz jen
na jednu definici ostrého usporadani. (Ptiklad axiomatizace teorie < viz v sekci
16.2, ptiklad axiomatizace teorie < viz v sekci 16.1.)

Binarni relace jsou nékdy vyobrazovany Sipkovymi diagramy. Kazda
$ipka ukazuje prvni a druhy ¢len néjaké dvojice, ktera je prvkem néjaké relace.
To znamend, Ze relace je ddna mnozinou $ipek. Pokud néjaka Sipka propojuje
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néjakou dvojici individui, ale je preskrtnuta, dand dvojice nepatfi do dané re-

lace. Pokud néjaka Sipka néjakou dvojici individui nepropojuje, dana dvojice

v relaci mtize byt, ale nemusi. Sipka propojujici tfi individua jako napt. a, f, y

reprezentuje dvé dvojice (a.,B), (B,y). Nékdy se pouziva obousmérna Sipka, jez

nahrazuje dvé jednosmérné $ipky vedouci opa¢nymi sméry. Zde jsou ukazky.
Diagram relace R={(a.,a0),(B,B),(y,y)}, kterd je reflexivni:

QQQ
a B v

Diagram relace R={(a.,3),{B,c)}, ktera je symetricka:

7 T\
) 3 !‘/—‘\x
« p o B

v event.

Diagram relace R={{(o.,),{B.y),(c,y)}, kterd je tranzitivni:

" N

X — X —P X X x X
a By a B v

event.
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18.5 Priklady - definice binarnich relaci

Protoze vztahy modelujeme jako relace, mizeme v jazyce PL1~ pohotové defi-
novat napriklad pribuzenské vztahy. Zde jsou konkrétni priklady:

Matka(x,y) =, (Zena(x)ADité(y,x))

Syn(x,y) =, (Muz(x)ADité(x.y))

Rodi¢(x,y) =, Dité(y,x)

Prarodi¢(x,y) =, 3Jz(Rodi¢(z,y)ARodi¢(x,2))
Sourozenec(x,y) =, 3z (Dité(x,2)ADité(y,2) \(x#y))
Bratr(x,y) =, (Muz(x)ASourozenec(x.y))
NevlastniSestra(x,y) =, Zena(x)A3z (Rodi¢(z,x)A—~Rodié(z,y))
Tchan(x,y) =, 3Jz(Chot(zy)A\Otec(x,z))

Teta(x,y) =y (Zena(x)AJz (Rodi&(z,y) ASourozenec(x,z)))
Zet(x,y) =, (MuZz(x)AJz (Chot(x,z)ADcera(z,y)))
Neter(x,y) =, Jz(Dcera(x,2)A

(Sourozenec(z,y)vVAw (Chot(w,y)ASouroze-
nec(z,w))))

Vsimnéme si, ze kazdou z relaci ,byt rodi¢ (nékoho)* a ,byt dité (néko-
ho)* (jez jsou k sobé inverzni) lze s vyhodou pouzit jako zaklad vystavby axio-
matické teorie pribuzenskych vztahii. Kazda relace tedy mize byt definovana
vice zpusoby. Napriklad relace ,byt otec (nékoho)* muze byt definovana bud
po zptisobu definice relace ,byt matka (nékoho), anebo s vyuzitim relace ,byt
rodi¢ (nékoho)*:

Otec(x,y) = (Rodi¢(x,y)A—Zena(x))

df

Dale si uvédomme, Ze unarni vztah (tj. vlastné vlastnost) ,byt matka’ je defino-
vatelny na zakladé své binarni obdoby:

Matka(x) =, dyMatka(x,y)

df
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18.6 Cviceni - definice binarnich relaci

Definujte nasledujici pribuzenské vztahy:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)

,byt otec (nékoho)*
,byt dcera (nékoho)

,byt sestra (nékoho)

,byt tchyné (nékoho)

,byt vnuk (nékoho)*

,byt stryc (nékoho)*

,byt snacha (nékoho)

,byt synovec (nékoho)*

18.6 Reseni - definice binarnich relaci

1)

3)
4)
5)
6)
7)
8)
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Otec(x,y)
Dcera(x,y)
Sestra(x,y)
Tchyné(x,y)
Vnuk(x,y)
Stryc(x,y)
Snacha(x,y)
Synovec(x,y)

Tdf
—df

df

—df

df

—df

df
df

(Muz(x)ADité(y,x))

(Zena(x)ADité(x,y))
(Zena(x)ASourozenec(x,y))

3z (Chot(z,y)AMatka(x,z))

3z (Rodi¢(z,x)ARodi¢(y,2))

(Muz(x)A3z (Rodié(z,y) ASourozenec(x,z)))
(Zena(x)A3z (Chot(x,2)ASyn(z,y)))

3z (Syn(x,z)A\(Sourozenec(z,y)

VAw (Chot(w,y)ASourozenec(z,w)))
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18.7 Cvicleni - vlastnosti binarnich relaci

Definujte uvedené druhy vlastnosti relaci:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

a) reflexivita, b) symetrie, c) tranzitivita

a) antireflexivita, b) antisymetrie, c) antitranzitivita

a) poloreflexivita, b) polosymetrie, c) polotranzitivita

a) ireflexivita, b) asymetrie, c) intranzitivita

a) relace typu ekvivalence, b) ¢astecné usporadani, c) ostré usporadani

Jsou nasledujici relace i. reflexivni, ii. symetrické, iii. tranzitivni?
a)=,b)#,¢)=<,d) C,e) C.

Uvedte priklad relace, ktera je:

a) reflexivni, b) symetricka, c) tranzitivni,

d) poloreflexivni, e) polosymetricks, f) polotranzitivni,
g) antireflexivni, f) antisymetrickd, i) antitranzitivni,

j) ireflexivni, k) asymetricka, 1) intranzitivni.

18.7 ReSeni - vlastnosti binarnich relaci

Srov. vy$e v sekci 18.5 tabulky ,Vlastnosti binarnich relaci“ a ,,Druhy special-
nich relaci“ a kromé definic viz téz priklady.

6)

a): 1. ano, ii. ano, iii. ano; b): i. ne, ii. ano, iii. ano; ¢): i. ano, ii. ne, iii. ano;
d): i. ne, ii. ne, iii. ano; e): i. ano, ii. ne, iii. ano.
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Frege 163, 263
Fregeho sémanticky trojuhelnik 264
funkce 22
argumenty 22
hodnoty 22
parcialni 22
totalni 22
vyrokova 18

G

Godel 251, 256, 257

Godelova véta o netplnosti 258
druhd 258
prvni 257

H

Hilbert 255
Hilbertv program 258
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Ch

Church 255

identita 261
Axiom identity 261
Leibniztv zakon substitutivity iden-
tit 261
Paradox identity 263
pravidlo 292
Princip identity 261
inkluze 20
intenze 162
interpretace 40, 41, 42, 43, 44, 167

J

jazyk metajazyk 43
objektovy 43
realizace ve strukture 42

K

kalkul 247
predikatovy 249
kartézsky soucdin 21
kompozicionalita 33

konstanty 17
individuové 17

kontext 163
extenzionalni 163
intenzionalni 163
nepiimy 163
piimy 163

kontradiktori¢nost 61



Rejstiik

kontrarnost 61
korektnost 256
Kripke 265
kvantifiktor 35
castecny 35
dosah 39
existen¢ni 19, 35
maly 19
numericky 35, 266
obecny 19, 35
velky 19
zobecnény 35

L

Leibniz 261
Leibniziiv princip substitutivity 261
logicka analyza ptirozeného jazyka 160
logicka forma 160
logicka pravdivost 51, 52
metoda protipfikladu 191
logické pojmy 160
logicky ¢tverec 59, 62, 67
logicky dusledek 11,53
logika 11
deonticka 164
epistemickd 164
erotetickd 164
fuzzy 165
modalni 164
nemonoténni 165
parakonzistentni 165
predikdtova 13
relevanéni 165
substrukturalni 165
temporalni 164
trojhodnotova 165

trid 321
vicehodnotovd 165
vyssiho radu 321

M

matrice 18
medialni (stfedni) ¢len 111
metamatematika 250
metoda protiprikladu 191, 199
mnozina 19
disjunktni 21
jednoprvkova 20
kardinalita (mohutnost) 20
komplementarni 21
prazdna 20
prinik 21
rozdil 21
sjednoceni 21
model 41, 44
mnoziny formuli 53
teorie 251
modus ponens 248, 270, 274
modus tollens 274

N

naivni teorie mnozin 22
nemonotonni usuzovani 165
nepravda 43

neprazdnost terminu 59
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o

obor uvahy 17

obraty 62

ohodnoceni 40, 41, 44
pozménéné 45
rozsifené 45

ostré usporadani 249

P

paradox identity 263
podformule 37
podmnozina 20
podterm 37
pravda 43
pravdivost 51
logicka 51, 52
v teorii 252
ve struktufe 52
pravidlo 301
5- 301
dedukéni 247
De Morgana 275
derivacni 247
Dunse Scota 274
dvojité negace 275
y- 301
generalizace 248, 270
identity 292
odvozovaci 247
prevodu disjunkce na implikaci 275
prevodu implikace na disjunkci 275
pridani 275
simplifikace 275
univerzalni instanciace 270
predikat 17,25, 111
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binarni 18, 26, 34
dyadicky 18
jednoduchy 26
jednomistny 26
klasicky 34
monadicky 18, 26, 34
n-arni 18, 34
omezeny 34
polyadicky 34
slozeny 26
symboly 18
terndrni 18
undrni 18
vicemistny 26

predikatova logika 33

abeceda 33

druhého fadu 321
gramatika 35
interpretace 40

jazyk 33

korektnost 256
monadicky fragment 256
nerozhodnutelnost 255
polyadicky fragment 256
prvniho radu 33
sémantika 40

syntax 33

uplnost 256

premisa 11

nizs 111
vy 111

prenexni normalni forma 98
proménna 38

fiktivni 38

individuova 18

korektni pfejmenovani 40
skute¢na 38



Rejstiik

vazand 38

volna 38

vyskyt vazany 38

vyskyt volny 38
propozi¢ni postoje 163

R

realizace 42, 44
reductio ad absurdum 274
relace 22
bindrni 22, 326
¢asteéné usporadani 329
doplnék 327
euklidovska 328
inkluze 327
inverzni 327
kompozice 327
konverzni 327
linearni 328
nélezeni 20
n-arni 22
ostré usporadani 329
prazdna 327
pranik 327
reflexivita 328
rovnost 327
sériova 328
sjednoceni 327
symetrie 328
ternarni 22
tranzitivita 328
typu ekvivalence 329
univerzalni 327
vlastnosti 328
Rosser 257
rozhodnutelnost 255

Russell 112,264
Russellova teorie deskripci 264
Russellitv paradox 22

S

sekvent 290
sémanticky disledek 252
sémantika 264
denota¢ni 264
extenziondlni 264
hyperintenzionalni 164
intenziondalni 163, 264
sentence 39
singleton 20
skolemizace 98
Skolemova normalni forma 98
smysl 264
sorta 321
soud 29
castecny 59
druhy 59
kladny 59
kvalita 59
kvantita 59
obecny 59
zéporny 59
splnovani 49
strom 299
otevieny 299
uzavieny 299
struktura 42, 44
algebraickd 42
realizace ve struktufe 42
relacni 42
splnitelnost 52
subalternost 61
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subjekt 17, 25,111

subkontrarnost 61

substituovatelnost 39

sylogismus 274
disjunktivni 274
hypoteticky 274
kategoricky 111
kategoricky (figury) 111
kategoricky (mody) 111

symbol 34
funkéni 34
mimologicky 249
specidlni 249

$ipkové diagramy 329

T

tablova metoda 297
Tarski 49
Tarského definice pravdy 49

Tarského definice splnovani 49

tautologie 14, 55
predikatové logiky 55

teorém 247, 254
dedukéni 254

teorie 262
Abelovych grup 262
axiomaticka 249

bezesporna (sémanticky) 255

dokazatelnost v 253
formalni 249

grup 262

konzistentni 255
korektnost 256

linedrni usporadani 262
mimologické axiomy 249
ostrého usporadani 249
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prvoradova 249

rozhodnutelnd 255

sémanticky disledek 252

specialni axiomy 249

sporna 255

uplnost 256

usporadani 262

vlastni axiomy 249
teorie 253

vyvratitelnost 253
term 35

funkéni 34

interpretace 44

substituovatelnost 39
tiidy 321, 322

algebra 323

kalkul 323

zakony 322, 323
Turing 255

U

univerzum 17, 42
diskurzu 17

uplnost 256
silnd 256
slaba 256

usporadani 329
Castecné parcialni 329
Caste¢né usporadani 329
kvazi 329
linearni 262
ostré usporadani 329
teorie 262

usudek 11
metoda protiptikladu 199



Rejstiik

\%

Vennovy diagramy 63, 117
véta 254
o dedukci 254
o dukazu sporem 253
o duikazu sporem 297
o instancich 271
o neuplnosti 257
o sémantické aplnosti 256, 257
o uzavéru 248
Skolem-Lowenheimova 251
vétev dokoncéenda 304
neukoncitelnd 304
oteviena 298, 304
uzaviena 298, 304
vyplyvani 11,52, 159
analytické 161
monoténnost 165
reflexivita 165
tranzitivita 165
ve strukture 53
vyrokové-logické 159
vyrazy 160
logické 160
mimologické 160

vyrok 18
kvantifikovany 18
negace 103
singularni 18
vyrokové spojky 14
vyznam 264
vyznamové postulaty 161

Z

zakon 56
abstrakce 56
De Morganovy zakony 15, 56
distributivity kvantifikatortd 56
dvojité negace 14
existen¢ni generalizace 56
idempotence 14
konkretizace 56
logicky 56
partikularizace 56
sporu 14
univerzalni instanciace 56
vylouceného tretiho 14
zamény poradi kvantifikitortt 56
zévér 11
zobrazeni 22
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Rejstrik ¢asto uzitych symbolil

Rejstriik casto uzitych symbolia

AN

1

w<—>7 | <>

~ ——

pravdivostni hodnota Pravda
pravdivostni hodnota Nepravda

metaznaky reprezentujici libovolné formule PL; pokud jsou uvadény
dohromady s proménnymi, napt. ,,A(x) jde vSak o znaky reprezentuji-
ci libovolné predikatové symboly arity 1

negace

konjunkce

disjunkce

(materialni) implikace
ekvivalence
Schefferova funkce
obecny kvantifikator
¢aste¢ny kvantifikator

oddéluje premisy a zavér (platného ¢i neplatného) usudku ¢i asudkové
formy

oddéluje predpoklady a zavér odvozovaciho pravidla; ovéem v piipa-
dech uziti ,,/“ bez mezer, napt. ,,x/y", indikuje, ze x je substituovano za y;
konecné v textu psaném béznou ¢estinou oddéluje ,,/“ alternativy
dokazatelnost formule napravo od ,,+* z mnoziny formuli nalevo od ,,+“
vyplyvani, tj. formule napravo od ,,F“ je sémanticky dusledek mnoZiny
formuli nalevo od ,,E*

interpretace, tj. (binarni) funkce sémanticky ohodnocujici (predevsim)
formule

struktura, event. model formule nebo mnoziny formuli ¢i teorie
ohodnoceni, tj. funkce sémanticky ohodnocujici individuové termy
(zejm. proménné)

pozménéné ohodnoceni (lisi se od e jen v hodnoté pro jednu proménnou)

mnozina obsahujici enumerované prvky

usporadand n-tice prvki
vztah nalezeni prvku do mnoziny
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N c >

CcC =

MC

X
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vztah priniku dvou mnozin

vztah sjednoceni dvou mnozin

vztah podmnoziny

vztah rovnosti (dle kontextu: rovnosti mnozin / pravdivostnich hodnot
/ individui)

znak prazdné mnoziny

znak univerza (domény), tj. univerzalni mnoziny

doplnék mnoziny M do univerza U

zatrzitko indikujici, Ze slozena formule byla v sémantickém tablu de-
komponovana

znak indikujici uzavreni vétve sémantického tabla

znak indikujici ukonceni oteviené vétve sémantického tabla

oddéluje mnoziny formuli a formule v sekventech gentzenovské de-
dukce
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