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Predmluva

Predmluva

Tato kniha je ¢asti vicedilného tvodu do logiky, jenz je zaméfen predevsim
na humanitni a spolec¢enskovédné publikum. Kniha vS$ak obsahuje material
uzite¢ny i pro jiné zajemce o logiku.

Nedokonceny rukopis knihy byl po mnoho let uzivan na Katedte filo-
zofie Filozofické fakulty Masarykovy univerzity, kde vyucuji dvousemestralni
uvod do logiky. Prvni verze rukopisu vznikla v roce 2000, z¢asti jako on-line
materidl. ProtoZe jsem v dobé psani rukopisu uz logiku vyucoval, narazil jsem
na potrebu dostatku cvicebnich prikladu. Ty jsem v nésledujicim obdobi vy-
vijel a usporadaval do cvicebné vhodného poradi. Kniha obsahuje pfiblizné
osmdesat procent autorsky puvodnich prikladii. V pribéhu let se mj. ukazalo,
ze z rukopisu ,,2004“ se dafi dobte studovat i dalkovym studentiim.

V roce 2014 se mi podarilo se k rukopisu ,,2004“ vratit a to diky popudu
dr. L. Dostalové a rovnéz podpore ji fizeného projektu Operaéniho programu
vzdélani pro konkurenceschopnost (OPVK) s ndzvem ,,Logika: systémovy ra-
mec rozvoje oboru v CR a koncepce logickych propedeutik pro mezioborova
studia“ (¢. reg. CZ.1.07/2.2.00/28.0216), spolufinancovaného ESF a MSMT CR.
Nékdejsi rukopis byl cely diikladné prehlédnut a rozifen, tedy v pravém smys-
lu inovovan. Zavérecné prace a tisk byly hrazeny pravé z OPVK Logika.

Uptimny dik patfi véem, kdo se podileli na kone¢né podobé knihy.
Predné je tfeba zminit oba recenzenty, dr. P. Hromka a dr. M. Peli$e. Jmeno-
vat je tfeba i nynéjsi magistry T. Ondracka, I. Pezlara, J. Razicku, J. Stépan-
ka, Z. Trévnicka, a dalsi, ktef{ se ujali kontroly piikladt i dalsiho textu. Zadny
ze jmenovanych pochopitelné nezodpovida za jakékoli nedostatky, které zi-
staly v knize. Kdyz jsme u toho, je mozné, ze kniha obsahuje preklepy a dalsi
chyby, mnohdy z typografickych dtvodu; tyto chyby ¢tenaf bud sam odhali
anebo miize konzultovat jejich on-line seznam na autorové webové strance.
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1. Uvedeni do logiky

1. Uvedeni do logiky

1.1 Logika jako véda o vyplyvani

Logika jako védni disciplina se nezabyva napriklad logikou déjin, Zenskou ¢i
muzskou logikou, atd. Nezabyva se myslenim ¢i jeho zakonitostmi, tim se pre-
ce zabyva psychologie. Rovnéz nebudeme prijimat definici logiky jako védy
o spravném usuzovani, byt logika jisty prvek normativity zahrnuje. Pfedbéz-
né feceno, logika se zabyva platnymi jazykové vyjadfenymi tsudky. Pii tomto
svém zkoumani vSak logika abstrahuje: odhliZi od toho, jak mysli nebo usuzuje
ten nebo jiny clovék; odhlizi od toho, jak I1ze tsudky chapat z hlediska treba
lingvistiky apod. Nasim vymezenim logiky bude:

Vymezeni logiky
Logika je véda o vyplyvani.

Namisto o vyplyvani by v tomto vymezeni mohlo byt (je to ekvivalentni): o lo-
gickém diisledku, anebo také: o platnych tsudcich.

Vyplyvani je urcity vylu¢ny vztah mezi vétami a mnozinami vét, jez jsou
organizovany v podobé usudktl. Vétam z téch mnozin se obvykle fika premi-
sy (¢i predpoklady), a vyvozovanym vétam zdvér (¢i konkluze). V nasem textu
budeme premisy a zavér oddélovat ¢arou ,, “ nebo pfi linedrnim zapisu

znakem ,,.". “; v béZné mluvé se nékdy setkavame s oddélujicim obratem ,,tudiz
nebo ,tedy*.

Usudek

premisa P,
premisa P,

premisa P,
zavér  Z

Nez definujeme pojem vyplyvani, zamysleme se nad ulohou usudki
obecnéji. Budeme pii tom naznacovat sounalezitost logiky s epistemologii.
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Usudky pouzivime béhem poznavéni k tomu, abychom z ur¢itého pravdivého
poznatku (je-li pravdivy) odvodili dalsi pravdivy poznatek. Logické odvozo-
vani je tedy prosttedkem prenosu pravdivosti: pokud jsou pravdivé véty P, P,,

. P, bude pravdiva i véta Z. Z jiného thlu pohledu, platné odvozeni je tim,
co odtivodnuje dany zavér: Z je odtivodnéno (je logickym diisledkem) P, P,,
... P.. V empirickych védach jako napt. biologie ¢i chemie odtivodiujeme po-
znatky zejména pomoci empirickych experimenti; ale ve filosofii ¢i matema-
tice pravdivost néjaké véty nemutizeme takto jednoduse verifikovat, pravdivost
téchto vét je tedy spi§ hypotetickd ¢i mozna, proto na logickém odvozovani
zalezi pravdivost mnohem vice.

Uvedme si ilustrativni priklad. Uvazme tezi ,,Bih existuje (na$im pii-
kladem by mohla byt tfeba Fermatova véta, o priklad tu vazné nejde). Tuto tezi
néktefi pokladaji za pravdivou, jini za nepravdivou. Neni ov§em znam zadny
jeji presvédcivy empiricky dikaz. Filosofické diikazy bozi existence proto maji
byt tim, co demonstruje pravdivost té teze. Vzorovym je tzv. ontologicky du-
kaz: ,,Bith md v§echny dokonalosti. Existence je dokonalost. Tudiz Btih existuje.”
(»Bth ma existenci®). Logicka forma tohoto tsudku se zda bezchybna a vskut-
ku o ni malokdo pochybuje. Pfesto tento diikaz nemtize rozhodnout zcela vse:
zavér je pravdivy, pokud jsou pravdivé premisy. Kdyz tedy nékdo zpochybnuje
tento diikaz, zamérné zpochybnuje pravdivost premis, protoze tim zpochybni
i pravdivost zavéru. Ani pravdivost premis, ani pravdivost zavéru vsak logika
bezprostfedné garantovat nemtize — garantuje jen vyplyvani zavéru z premis.

Tento priklad ndm mél ukazat motivaci pro nasledujici dvé definice.
Nejprve je tu definice platnosti tisudku:

Platnost usudku

Usudek U je platny pravé tehdy, kdyz jeho zévér Z vyplyva z jeho pre-
mis P, P, ..., P,.

Tato definice zavisi na pojmu vyplyvani. Abychom vztah vyplyvani odlisili
od jinych vztahti mezi vétami a mnozinami vét (naptiklad od vztahu nevyply-
vani), musime jej néjak vymezit, tedy uvést jeho definici:

Vyplyvani

Véta Z vyplyvda z vét P, P,, ..., P pravé tehdy, kdyz plati, Ze za vSech
okolnosti, kdy jsou pravdivé véty P,, P,, ..., P , je pravdiva rovnéz véta Z.

(Namisto ,Z“a ,P}, P,, ..., P, by klidné mohlo byt ,V“a ,V,, V,, ..., V. apod.)

10
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Vsimnéme si, ze v definici vyplyvani se hovori nikoli o aktualni prav-
divosti, ale o podminéné pravdivosti: pokud néjaké véty jsou pravdivé, tak je
néjaka véta pravdivd. Zamysleme se nad ilustrativnim prikladem:

Jestlize prsi, je mokro.
Prsi.

Je mokro.

(Namisto ,,Pr$i“ by mohlo byt aplnéjsi .V Brné prsi ale od toho odhlizejme.)
Zavér tohoto platného usudku vyplyva z premis bez ohledu na momentalni
pravdivost premis ¢i zavéru. Podobné jako platnost v matematice, ani logicka
platnost se nemize ménit stavem pocasi, zrovna tak jako se nemuze ménit vli-
vem momentalniho smyslenti lidi. Dobfe si tedy uvédomme, Ze Gsudek miize
byt platny (angl. ,valid®), a presto pouze nékdy miize mit aktualné pravdivy za-
vér. (Pochopitelné existuji i neplatné tsudky, jez maji nahodou pravdivy zavér.)
Platny tsudek s aktudlné pravdivym zévérem byva v ¢estiné nékdy nazyvan
dokonaly (nékdy v cestiné: korektni) usudek, angl. ,sound®, coz je tedy vice
nez jen ,valid®

Druhy dulezity prvek této definice je modalita ,,za vSech okolnosti®
Namisto pravé tohoto obratu by mohlo byt ,,vidy® nebo ,,nutné®, avsak dana
modalita by byla pfitomna, i kdyby v definici chybélo jeji slovni vyjadreni. To
proto, Ze ve hfe je podminénost pravdivosti a tu zptisobuje vlastné stav svéta;
napriklad stav svéta takovy, ze prsi, ovliviiuje pravdivost véty ,,Prsi“. Nepanuje
v$ak obecnd shoda o tom, co presné tato modalita je, jak ji pfesné vylozit. Vyse
uvedena definice tedy uvadi pojem vyplyvani, ktery je jen intuitivni, netech-
nicky. V zajmu presnosti je ale zddouci, aby v definici vyplyvani byl tento ne
zcela presny pojem vSech okolnosti nahrazen presnym, rigoréznim pojmem.
Jak uvidime v této knize, vyrokova logika nahrazuje tento intuitivni pojem
technickym pojmem valuace. Jind logika, naptiklad predikatova logika, vyuzi-
va urdity pribuzny, nicméné prece jen odli$ny pojem.

Z toho plyne, Ze striktné vzato neexistuje jedna jedind, dana logika, ale
ze tu jsou rtizné logické systémy ¢i logiky, které aspiruji na to byt vécné sprav-
nou explikaci pojmu vyplyvani. Mnozi logikové v této souvislosti mluvi o tom,
ze tikolem logiki je navrhovat dil¢i logiky, resp. diléi logické formalni jazyky,
v nichzZ je zachycena ta nebo jina relace logického diisledku (vyplyvani). Logika
tedy kromé toho, Ze je nastrojem naptiklad filosoft, je zaroven nécim, co samo
potrebuje filosofii logiky.

Volba logiky (logického systému) souvisi s nékolika obecnymi pozadav-
ky kladenymi na jednotlivé logiky. Jsou to na jedné strané jednoduchost (ne-
komplexnost struktur), dale expresivnost (schopnost zachytit bohatstvi struk-
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tur zkoumané oblasti, jmenovité jazyka) a adekvatnost (do niz expresivnost
z¢asti spada). Klasicka vyrokova logika je jednoduchym, nicméné maélo exp-
resivnim a také neprili§ adekvatnim logickym systémem. Vlastné dokaze stu-
dovat jen nékteré vztahy mezi nékterymi vétami a logicky disledek na téchto
vztazich zaloZeny. Snaha zbavit klasickou vyrokovou logiku téchto nedostatku
vedla jednak k rozvoji neklasickych vyrokovych logik, tedy logik implementu-
jicich jiné nez klasické logické zakony, jednak k jejimu nahrazovani sofistiko-
vangéjs$imi logickymi systémy.

Vratme se k tsudkiim. Usudky jsou normélné formulovany v &eitiné
nebo v jinych jazycich. My se vsak nebudeme vénovat urc¢ovani platnych nebo
neplatnych dsudku v takové podobé, v jaké jsou. Pfi studiu platnosti asudku
budeme v logice abstrahovat od toho, co se nam nejevi podstatné pro jejich
platnost. Timto zde nastupuje abstrakce a idealizace, jez jsou v moderni védé
typické. Umozni nam to lépe studovat pouze a pravé to, co nas na problému
zajimd. Studium logické formy Gsudku, kdy véty jsou nahrazeny jejich logicky-
mi formami, ndm navic umozni naraz postihnout spousty konkrétnich jazyko-
vych variant toho tsudku. Napriklad vyrokova logika studuje logickou formu,
jez vypada nasledovné:

P—q
p

q

Tuto logickou formu sdili mnoho jazykové formulovanych usudki, napriklad
ten vy$e formulovany usudek o préeni a mokru.

Pfi ovéfovani platnosti jazykové formulovaného usudku tedy jeho jed-
notlivé véty prevadime na logické formule, z nichz se sklada ona usudkovd
forma (ta je logickou formou néjakych usudki). Tento proces se nazyva for-
malizace, nékdy logickd analyza. Je-li formalizace daného usudku, tedy jeho
usudkova forma, platna, pak za platny prohlasime pravé onen jazykovy usudek,
jehoz je ta sudkova forma formalizaci. Ruzné logiky pritom nabizi rtizné od-
lisné formalizace, ponévadz nékteré logiky nedokdzi rozpoznat nékteré jevy,
jez se na vyplyvani podileji; je tu proto otazka rozumné volby mezi jednodu-
chosti aparatu a adekvatnosti vysledkda.

Jesté dodejme, Ze tsudky jako ten vyse ukazovany jsou platné svou lo-
gickou formou, tedy diky své strukture, jeZ je organizovana pomoci ,logického
vyraziva. Analogicky je tomu na trovni izolovanych vét — nékteré véty jsou
platné kvuli své logické formé, a tedy bez ohledu na empiricky stav svéta. Pro
priklad je takovou tfeba véta ,,Prsi nebo neprsi®, kde logickym vyrazivem je
»nebo” a ,ne-“ Od téchto vét odliSujme véty (a prenesené i usudky), jez jsou
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pravdivé analyticky, tedy kvili jazykovému vyznamu kli¢ovych vyrazii; napii-
klad véta ,,Stary mlddenec je muz® je pravdiva kvili tomu, jaky vyznam ma
v Cedtiné vyraz ,stary mladenec” a ,muz

Pted chvili jsme vlastné prodiskutovali diilezity rys moderni logiky, jimz
je uziti symbolické notace, formalismu. V logice vedl prechod na symbolickou
notaci k podobnému zrychleni vyzkumu jako v matematice. Symbolickd notace
umoznuje uztit vlastnosti a vztahy mezi pojmy tak, jak to neni pi bézném, vlast-
né zdlouhavém a mnohdy nepresném jazykovém vyjadreni leckdy ani mozné.

Narazili jsme tu i na otazku normativity logiky. Logika nema jen jakysi
deskriptivni charakter, nevyhnutné ma i charakter preskriptivni: do jisté miry
normuje, co vyplyva a co ne. Implementace logiky v modernich informatic-
kych prostiedcich (od pocitact po internet) zptsobila rozsahlé ovlivnéni i béz-
né populace; dal$i druhy vlivu mtizeme vidét tieba v nékterych filosofickych
diskursech. Normativita skryta v logice také vede k tomu, pro¢ je vibec vy-
ucovana. Logické mysleni md v zasad¢ kazdy. Logika se vSak vyucuje jednak
proto, abychom nasi schopnost logického mysleni prohloubili - abychom byli
s to chapat logické vztahy i na Grovni, ktera by jinak byla pro nas nedosazitelna,
jednak abychom své logické mysleni zptesnili — tedy upravili vzhledem k ur¢i-
tému normativnimu standardu.

Tento velmi stru¢ny tvod do logiky jako takové nyni ukonceme kon-
statovanim, Ze logika je obor blizky matematice (matematikové ji leckdy po-
vazuji za jednu z matematickych disciplin), tradi¢né je péstovana na filosofii,
ovéem mnoho vyzkumu a uziti je téZ v prostredi informatiky, nékdy i teoretic-
ké lingvistiky a rovnéz elektrotechniky. Soudoby status logiky lze nahlédnout
i z nasledujiciho telegrafického prehledu déjin logiky.

1.2 Stru¢né déjiny logiky

Logika jako véda vznikla az v obdobi vrcholu fecké filosofie, pricemz
diivody vzniku Ize hledat v reakci na sofistické teorie argumentace. Ctyfmi vy-
znamnymi udobimi déjin logiky jsou logika v antice, logika ve vrcholné a po-
zdni scholastice, logika v novovéku a logika v dne$ni a nedavné dobé. Mimo-
evropské piispévky k logice (Indie, Cina) zde nezmitiujeme.

Aristotelés ze Stageiry (384-322 pt. n. L) je zakladatelem logiky; logika
je nastroj (fec. ,,organon®); $est jeho spist o logice (Kategorie, Prvni analytiky,
Druhé analytiky, Topiky, O vyjadfovani, O sofistickych dikazech) je vydavano
souborné jako Organon; Aristotelés zkoumal fragment nynéjsi predikatové lo-
giky, sylogistiku; kategoricky sylogismus je isudek jako napt. ,VSechny velryby
jsou savci. Vsichni savci jsou obratlovei. Tudiz vSechny velryby jsou obratlovci.
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Stoikové, zejm. Diodéros Kronos (4. st. pt. n. 1.), Filon z Megary (3. st. pt.
n. 1), Chrysippos ze Sol (279-206 pt. n. l.) pracovali na vyrokové logice, zabyvali
se implikaci aj.; v antice jsou dale studovany napt. (logické) paradoxy (paradox
lhére, paradox rohatého, atd.).

Boéthius (cca 480-525) zprostredkoval logické poznatky antiky do stre-
dovéku.

Ve stredni a vrcholné scholastice je aristotelskd logika plné etablovana;
kromé sylogistiky jsou studovany jazykové obtize ovliviiujici logické usudky
(nauka o supozicich) ¢i paradoxy (sofismata); k nejznaméjsim logiktim pattili
filosofové Pierre Abélard (1079-1142), Albert Magnus (1170-1250), Jean Buri-
dan (cca 1300-1358), William Ockham (1287-1347).

Novovék se ohlasuje kritikou neplodnosti deduktivni aristotelské logiky
(Francis Bacon, 1561-1626), na coz bylo v poloviné 20. st. navazano v ramci
tzv. induktivni logiky.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) je duchovnim otcem moderni logi-
ky; jeho znamou ideou bylo, Ze napt. filosofické spory by bylo mozno fesit vypo-
¢tem (,Calculemus!®), coz predpoklada, ze by nas svét byl popsan symbolickym
jazykem, lingua characteristica universalis (tato idea byla inspirovana nékolik sto-
leti starymi tivahami Raimunda Lulla), ktery by byl vyuzit ve formalnim kalkulu,
v némz by se pocitalo, calculus rationator (jeho jednoduchou verzi skute¢né navr-
hl); kromé téchto velmi vlivnych ideji Leibniz napiiklad odlisoval neménné pravdy
analytické (,,pravdy rozumu®) a kontingentni pravdy empirické (,,pravdy faktt®).

Port-royalskd skola (zejm. Antoine Arnauld, 1612—-1694) sice rozvinula
stavajici logické poznatky (napft. teorii o extenzi a intenzi pojmu), ale logice
vtiskla psychologizujici vyklad jakozto védy o myslent; ucebnice logiky pocha-
zejici z této nazorové skoly jsou déleny na teorii pojmu, soudu a usudku a jako
takové jsou psany jesté na zacatku ve 20. stoleti.

Bernard Bolzano (1781-1848) byl prazsky (narodnosti némecky, obcan-
stvim tedy rakousky) matematik (zvl. anticipator teorie mnozin, kterou pozdé-
ji rozpracoval a proslavil matematik Georg Cantor, 1845-1912), filosof, logik,
teolog a socialni reformator. Ve spise Wissenschaftslehre (Védoslovi, 1837), jez
je vlastné metodologii védy, uvedl i svou logiku. V analyze nékterych pojmd,
zejm. pojmu vyplyvdni, predbéhl své vrstevniky o mnoho dekad. Bolzanovo
dilo ve své dobé zcela zapadlo.

Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) vyvinul dialektickou logi-
ku, coz neni logika, ale feknéme abstraktni metafyzika.

Kodifikaci tradicni logiky, tedy zejména aristotelské logiky a logiky port-
-royalské skoly, nalezneme v po mnoho dekad pretiskované ucebnici Johna
Stuarta Milla (1806-1871).

Od poloviny 19. stoleti se nékolik matematikd snazi o zasadni reformu
stavajici logiky, je navrhovéna symbolicka notace, jsou zavadény relace apod.
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K nejznaméj$im patti matematikové George Boole (1815-1864), Augustus De
Morgan (1806-1871), William Stanley Jevons (1835-1882), Charles Sanders
Peirce (1839-1914), Ernst Schroder (1841-1902), ale i tieba John Venn (1834-
1923) nebo Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898; pod pseudonymem Lewis
Carroll sepsal zejm. Alenku v 1i8i divil a za zrcadlem; znam je téz jako autor
mnoha logickych hadanek). Na rozvoj moderni logiky mél specificky vliv i tre-
ba matematik Giuseppe Peano (1858-1932). Samotna moderni logika ma vice
zakladatelt.

Gottlob Frege (1848-1925), matematik a logik, ktery proslul i jako z4-
kladni postava analytické filosofie, je nejvice chapan jako hlavni zakladatel mo-
derni logiky. Vyznam ma jeho Begriffsschrift (Pojmové pismo, 1879), v némz
zavedl a obhdjil symbolickou notaci (byt konkrétné ta jeho se neujala), vcet-
né naptiklad nyni klasickych kvantifikatort. Mnohonasobné zvétsil poznatky
predikatové logiky, navrhl jeji axiomatizaci, apod. Byl obhdjcem nepsycholo-
gického pojeti logiky, prispél k teorii pojmu i definice, ve filosofii matematiky
razil logicismus, podle kterého je matematika odvozena z logiky.

Logik, matematik a analyticky filosof, ale i politicky aktivista Bertrand
Russell (1872-1970) brzy po seznameni s Fregeho spisy v nich objevil moderni
logicky paradox, Russelliiv paradox. Ve snaze jej tesit navrhl teorii typii, kterd
byla pozdéji modifikovana a zdomacnéla v informatice. Pripojil se k logicismu
a spolu s matematikem a filosofem Alfredem North Whiteheadem (1861-1947)
sepsali monumentalni spis Principia Mathematica (tfi rozsahlé dily, 1910-
1913), v némz podali zaklady matematiky vyvozené z logiky (mezi matematiky
se nevzilo, dnes se v§ak vyskytuji snahy o neologicismus).

Ve snaze odlisit tuto moderni logiku od staré tradi¢ni logiky byly voleny
i nazvy formadlni logika, symbolickd logika, logistika (pravé tento termin dnes
oznacuje nauku o skladnictvi), v soucasnosti se ¢asto za timtéz ucelem nékdy
pouziva termin ,matematicka logika®“

Moderni logika Fregeho, Russella a dalsich (na popularizaci mél velkou
zasluhu i Rudolf Carnap, 1891-1970), rychle ziskava zajem i matematické ko-
munity, ktera se snazi logiku rozvijet jako svého druhu matematickou discipli-
nu. Nasledné se hovori o rozstépeni vlastni, tzv. filosofické logiky (v soucasnosti
se ale jedna predevsim o urcité neklasické logiky) a matematické logiky.

Za ¢asti matematické logiky se dnes maji: teorie modelt, teorie dikazt,
teorie mnozin, teorie rekurze (zvl. prvé dvé se zuzitkovavajiiv ramci souc¢asné
filosofické logiky). V prvé poloviné 20. stoleti mezi nejvyznamnéjsi matematic-
ké logiky patti Leopold Lowenheim (1878-1953), Thoralf Skolem (1887-1963),
Emil Leon Post (1897-1954), Haskell Brooks Curry (1900-1982), Alonzo Chu-
rch (1903-1995), Stephen Cole Kleene (1909-1994), Alan Turing (1912-1954),
a Kurt Godel (k nému hned nize); jsou dosahovany prvni ¢isté (meta)logické
poznatky majici dosah na vétsinu logik.
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Za nejvyznamnéjsiho logika 20. stoleti je nékdy povazovan Kurt Godel
(1906-1978; narozen v Brné v némecké-rakouské rodiné, po urcitou dobu mél
Ceskoslovenské obcanstvi); dokazal prekvapivé a vyznamné vysledky, zejm. tzv.
véty o neuplnosti, jez ovlivnily ideovou davéru ve formalismus matematika
Davida Hilberta (1862-1943), ktery se snazil partie matematiky axiomatizovat
a tedy problém pravdivosti prenaset na dokazatelnost.

Jiz od pocatku 20. stoleti je v logice bohaty myslenkovy kvas, jsou na-
vrhovény i alternativy klasické logiky. Napriklad Jan Lukasiewicz (1878-1956)
navrhuje trojhodnotovou logiku (tim opousti v klasické logice zakotveny Prin-
cip dvouhodnotovosti), Clarence Irwing Lewis (1883-1964) postupné dospiva
k zakladam moddlni logiky, matematik Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-
1961) a logik Arend Heyting (1898-1980) zakladaji intuicionismus ve filosofii
matematiky a intuicionistickou logiku.

Alfred Tarski (1918-1923) je povazovan za jednoho z vlivnych logik 20.
stoleti; kromé zakladii teorie modelii je znam predevsim pro definici sémantic-
kého pojmu pravdivosti a definici pojmu vyplyvdni.

Po II. svétové valce vyzkum v logice opanovalo studium a aplikace teorie
modeld (zejm. Abraham Robinson, 1918-1974), po urcitou dobu i teorie algo-
ritmtl. Kromé klasickych vysledkd, z nichZ nékteré velmi zndmé uvedl filosof
a logik Willard Van Orman Quine (1908-2000), prichazi od 80. let na scénu
neklasické logiky: modalni logika (rozvijena zejm. Saulem A. Kripkem, 1940-),
intuicionisticka logika, ale i epistémickd logika (Jaakko Hintikka, 1929-), deon-
ticka logika (Georg Henrik von Wright, 1916-2003), kromé riznych vicehod-
notovych logik i nekone¢néhodnotova fuzzy logika (matematik Lofti A. Zadeh,
1921-, nas Petr Hdjek, 1940-), intenziondlni logika (Richard Montague, 1930-
1971, i nas Pavel Tichy, 1936-1994), parakonzistentni logika (Graham Priest,
1948-), ad. Viz téZ posledni kapitolu této knihy.

1. Cvi¢eni - zakladni pojmy obecné logiky

1) Jaké je vymezeni logiky?
2) Co je platnost tsudku? Co je vyplyvani? Definujte.

3) Vysvétlete rozdily mezi logickou a tsudkovou formou. Uplatnéte pri-
tom termin formalizace.

4) Kdo je zakladatelem logiky? Kdo je zakladatelem moderni logiky?
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5)

6)

Co je tradi¢ni logika, moderni logika, formadlni logika, symbolicka logi-
ka? Co je klasicka a co neklasické logika? Jaky je rozdil mezi filozofickou
logikou a matematickou logikou?

Kdo byli a co vSechno pro logiku udélali Aristoteles, Leibniz, Bernard
Bolzano, Gottlob Frege, Bertrand Russell, Alfred Tarski ¢i Kurt Godel?
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2. Uvedeni do vyrokové logiky

2.1 Zikladni pojmy vyrokové logiky

Vyrokova logika, dale obvykle jen VL, je ¢asto charakterizovana jako logika
zkoumajici logické vztahy mezi vyroky.

Jako vyrok je obecné chapana véta (vzacné: sémanticky obsah véty), kte-
rd je pravdivd, nebo nepravdiva. Jako vyroky jsou tedy v logice uvazovany urci-
té oznamovaci véty prirozeného jazyka, totiz véty, u nichZ ma smysl se ptat, zda
je uvazovana véta pravdiva, ¢i nepravdiva, tedy lze polozit otazku ,Je pravda,
ze ..2% kde ,,...“ obsazuje dand véta. Takze vyroky jsou véty, avsak ne vSechny
véty jsou vyroky. Z daného vymezeni je zfejmé, Ze naptiklad véty rozkazovaci
(»Dones to!“), praci (,,Kéz by uz byla noc!) ¢i tazaci (,,Kolik je hodin?“), ovSem
i nékteré oznamovaci véty (,,Ahoj.“), nejsou v ramci klasické VL pojednavany,
nebot nejsou chapany jako nositelé pravdivosti, ¢i nepravdivosti.

Namisto ,,p, kde p je néjaky vyrok, mizeme v dusledku toho, ze je to
vyrok, rikat ,,Je pravda, ze p“ ¢i ,,Plati p*, ptip. ,, Ivrdim p* (Analogicky v pripa-
dé negovaného vyroku: ,Neni pravda, ze p“ ¢i ,,Neplati p*, popt. ,,Netvrdim p*.)

Vyroky délime na jednoduché, jinak feceno atomické, ev. elementdrni.
Z jednoduchych vyrokét mohou byt ur¢itym zptisobem tvoteny molekuldrni
vyroky, tedy vyroky sloZené (gramaticky feceno: souvéti).

Jednoduché vyroky budou reprezentovany vyrokovymi proménnymi
(zvanymi nékdy vyrokové symboly) jako naptiklad ,,p“ Prostfedkem pro sloze-
ni jednoduchych vyroki do slozeného vyroku jsou vyrokové spojky, napriklad
»V jimz v ptirozeném jazyce odpovidaji (nékteré) gramatické spojky, napriklad
»nebo". (Vyrokové spojky se spolu napt. se znaky s¢itani ¢i déleni fadi mezi ope-
ratory.) Vyrokové spojky jsou chapany jako vyjadreni pravdivostnich (vyroko-
vych) funkci. Takze jednoduché vyroky jsou nositelé pravdivostnich hodnot
a pravdivostni funkce jsou vyjadfeny vyrokovymi spojkami.

Tim, Ze klasickd VL je dvouhodnotova, pracuje se dvéma pravdivostni-
mi hodnotami, jmenovité pravda a nepravda, uplatiuje tedy klasicky Princip
dvouhodnotovosti (¢i Princip bivalence):

Princip dvouhodnotovosti

Kazdy vyrok je pravdivy, nebo nepravdivy.
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Pravdivostni hodnota slozenych vyroki je zavisla na pravdivostnich
hodnotach jednotlivych vyroka a vyrokovych spojkach jednoduché vyroky
spojujicich. VL tedy uplatiiuje Princip kompozicionality, jenz muze byt pro VL
formulovan takto:

Princip kompozicionality

Pravdivostni hodnota vyroku je jednozna¢né uréena pravdivostnimi
hodnotami jeho slozek, tj. pravdivostnimi hodnotami dil¢ich vyroku a sé-
mantikou spojek, jez tyto dil¢i vyroky spojuji.

Jakozto nastroj logické analyzy prirozeného jazyka je VL nastrojem
omezenym. Predevs$im se VL nijak nezajimé o strukturu jednoduchého vyro-
ku; ten je chapan pouze jako néco, co je pravdivé ¢i nepravdivé. To vede k ome-
zenosti aplikability VL, nebot neni s to ur¢it podil ¢asti atomického vyroku
na vyplyvani. Déle: zkoumanymi vyroky jsou vylu¢né urcité oznamovaci véty.
Dalsi skupinu nevyhod tvofi urcité odlisnosti pravdivostnich funkei od vy-
znamu gramatickych spojek. Zavaznym nedostatkem je to, ze se VL nezabyva
peclivé sémantickym obsahem, vyznamem vyroki; sémantika VL je totiz ex-
tenzionalistickd, za vyznam vyroku ma extenzi, jiz je pravdivostni hodnota, coz
znamend, ze véechny vyroky majici tutéZz hodnotu maji tyz vyznam, navzdory
jejich intuitivné rozdilnym smysltm.

Jesté je treba zminit, ze VL je v moderni civilizaci diky elektrotechnice
vSude kolem nas, nebot je implementovana v logickych obvodech, Gzeji logic-
kych hradlech. Logické hradlo je konkrétni (elektronickou) realizaci logické
spojky jako napt. disjunkce a propousti elektricky proud v souladu s funkéni
tabulkou disjunkce. Dalsi aplikaci VL, jez je soucasti naseho bézného Zivota, je
vyhledavani napt. pres vyhledavaci policko webového prohlizece, kdy logické
spojky jako tfeba spojka disjunkce umoznuji blize specifikovat dotaz.

2.1 Cviceni - zakladni terminologie

Zopakuijte si, co je:
1) vyrok

2) atomicky (elementarni) vyrok, molekularni (slozeny) vyrok
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3) vyrokova spojka
4) Princip dvojhodnotovosti

5) Princip kompozicionality

2.2 Pravdivostni funkce

Nez prejdeme k prehledtim jednotlivych pravdivostnich funkci, pfipomenme
si par zakladnich faktd o extenziondlnim, jmenovité mnozinovém, chapani
funkci. (K tomuto nasemu vykladu se ¢tenar muize poptipadé vratit pozdé-
ji.) Kazdd funkce mtize byt v principu zadana asociaci prvkt oboru argumen-
ti té funkce, tedy domény, a prvka oboru funkcénich hodnot, tedy kodomény.
Prikladem funkce je tfeba funkce, jejiz tabulkové vyjddreni je (levy a pravy
sloupec ukazuji poporadé doménu a kodoménu):

argumenty hodnoty
1 s
2 1
3 0
4 v
5 o
atd. atd.

(Mimochodem, nas$ priklad je ukazkou tzv. posloupnosti — posloupnost je
funkce z ptirozenych ¢isel do néjakych prvkil.) Asociaci argumentt s hodno-
tami se rika funkcni zobrazeni, nékdy prosté jen funkce.

Funkce mohou byt zadany bud soupisem vsech usporadanych dvojic
(argument, hodnota) (jeZ jsou vyobrazovany tfeba v tabulce) nebo funkénim
predpisem, tedy zptisobem vypoctu funk¢nich hodnot pro dané argumenty.

Totdlni funkce zobrazuji vSechny argumenty na néjakou hodnotu, kdez-
to parcidlni funkce jsou pro nékteré argumenty svého oboru nedefinované; kla-
sicka logika s parcialnimi funkcemi nepracuje.

Pravdivostni funkce (¢i vyrokové funkce) jsou ty funkee, jejichz oborem
argumentt i oborem hodnot jsou tzv. pravdivostni hodnoty. Pravdivostnimi
hodnotami jsou Pravda a Nepravda (angl. True and False), stru¢néji P a N
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(angl. T a F), a¢ je zvykem pouzivat pro né numericka oznaceni 1 a 0 (v tomto
poradi). Pravdivostni hodnoty reprezentuji to, Ze dany vyrok je pravdivy, resp.
nepravdivy.

Podle poctu clentl v argumentu, jimz je obecné néjaka n-tice, rozlisu-
jeme aritu (arnost, Cetnost) funkce: jsou tu naptiklad funkce unarni (n=1),
bindrni (n=2, tj. argumenty jsou néjaké dvojice (X,Y)), terndrni, atd. Aritu vy-
znacujeme ¢islici v hornim indexu, tedy napt. f2. Pravdivostni funkce jsou tedy
funkcemi z n-arniho kartézského soucinu {1,0}" do mnoziny {1,0}. Protoze po-
et usporadanych n-tic pro dvouprvkovou mnozinu pravdivostnich hodnot je
2", pocet prislusnych n-drnich pravdivostnich funkci je 2 na 2”. Pfirozeny jazyk
svymi vyjadfenimi ov§em uchopuje jen malou ¢ast z tohoto mnozstvi.

Nyni si uvedeme kompletni prehledy nuldrnich, unarnich a binarnich
pravdivostnich funkeci. V poznamkach pod prislusnymi pravdivostnimi tabul-
kami uvadime stru¢né poznamky k funkcim oznac¢enym téZ specialnim sym-
bolem, k tém hlavnim z nich se vratime v textu nize. Uvadime rovnéz alterna-
tivni symboly vyrokovych spojek, s nimiz je mozné se v literature setkat.

OdliSujme konjunktor, tedy symbol pro vyrokovou spojku, od pravdi-
vostni funkce konjunkce. (Symboly ,A“ a ,,&* jsou symboly téze spojky zvané
konjunkce.) Odlisujeme také konjunkeci, tedy pravdivostni funkci, od véty tva-
ru konjunkce, a¢ ta byva nékdy oznac¢ovana piimo jako konjunkce. Analogicky
pro ostatni symboly spojek a pravdivostni funkce. Clenim konjunkce se #k4
konjunkty, clentim disjunkce disjunkty.

Nularni pravdivostni funkce

£ f
1 0

2

V logickych textech prilezitostné zminované nularni funkce jsou funk-
cemi jen pomyslné, v matematické abstrakci. Muzeme je vidét jako zakladni

kameny nekoneéné hierarchie funkei vys$si arity. Funkce f°, byva nékdy znacena
» 161, zas , 1 “ a mluvi se o nich nékdy jako o logickych konstantdch.

Unarni pravdivostni funkce

argument i fl, fl, f,
1 1 1 0
0 1 0 1
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2. Uvedeni do vyrokové logiky

Funkece f', je undrni verum (i ,true®).

Funkce f',, nékdy nazyvand ,aserce, byva znacena téz ,Id“, nacez je
nazyvana ,identita“ (,identicka funkce®). Srov. definici identity v predikatové
logice.

Funkece f',, znacena pomoci ,— (negatoru), se nazyva negace. Negace
byva alternativné ¢asto znacena pomoci ,,~ ¢i pomoci pruhu-¢ary nad zna-
kem (¢asti formule ¢i celou formuli). Blize k této unarni pravdivostni funkci
nize.

Funkce f', je undrni falsum (i ,false®).

Binarni pravdivostni funkce

argu- | £ [ £, | &5 | B | £ | B | ] B | B | B | B | P | £ | e | Bos [ Fe
ment | T | v |« - olv]| T v 5 LK
a1 1f{1rf1)1j1ry1f1ry1J0j0{0[0|0O]|0O]|O0O]|O
dQoy|1f1f1yj1jo0jo0fojo|1|1|1|1[0|0]|]O]|O
©o,1nf1fryojoj1|y1rfofojrj1rfofofrjyrjo|o
©,00f1fof1joj1jo0of1rjo|j1jo0j1jof1jo0|1]|0

Bindrni pravdivostni funkce maji dvouclenny argument. Kombinatoric-
ky vzato existuje pfesné 16 takovych (totalnich) pravdivostnich funkei. Ty zna-
méjs$i byvaji oznacovany symboly, které uvadime jednak v tabulce, jednak nize.

Funkce £, je bindrni verum, nékdy téz nazyvana ,tautologie“ (znacena
»1“1,, T jako vyse); srov. vSak nize definici tautologie.

Funkce f?,, znad¢end pomoci ,,v* pripadné pomoci ,v* (z latinského
»vel), se nazyva disjunkce. Disjunkce se chova jako pri¢teni (pfipocteme-li po-
moci disjunkce k néjakému vyroku pravdivy vyrok, vysledek bude pravdivy),
odtud nazev logicky soucet. Blize k této pravdivostni funkci nize.

Funkce f2,, zna¢ena nékdy znakem ,,<— se nazyva obrdcend implikace
(event. konverzni implikace, zpétnd implikace) a funguje obdobnym zptisobem
jako implikace, ov§em s obracenym poradim vyrokovych proménnych, tedy
jako g—p.

Funkce f, znacena pomoci ,,— se nazyva implikace. Misto znaku ,,—*
se pouziva i ,,0% ¢i ,,=* (Pozor: kdyz néktefi autofi pouzivaji zardz > a — , ¢i
navic dokonce =, pouze jedna ze Sipek oznacuje klasickou funkeci implikace,
nejpravdépodobnéji je to D.) Blize k této pravdivostni funkci nize.

Funkce 2, znadend pomoci ,,<> se nazyva ekvivalence (vzacnéji rovno-
znacnost). Misto ,,<>“ se pouziva i .= ¢i ,,& Blize k této pravdivostni funkci
nize.
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Funkce f2, znac¢ena pomoci ,A% se nazyva konjunkce. Misto znaku ,A“
se zejména v anglosaském prostfedi pouziva ,&"“ V mnoha, zvlasté v infor-
matickych textech se leckdy pouziva tecka (,,.“ ¢i ,0“), eventudlné mala tecka
majici tvar ¢tverecku, coz naznacuje, Ze konjunkce se jakozto booleovska ope-
race chova jako nasobeni; odtud nazev logicky soucin (srov. ze napriklad plati,
ze (1.x)=x, kde 1 reprezentuje pravdivy vyrok a x hodnotu néjakého vyroku).
Blize k této pravdivostni funkci nize.

Funkce f%, znacena ve starsi literatute zpravidla znakem ,,/ avSak i,
novéji ,, T event. ,NAND* z anglického ,,not and", se nazyvé Shefferova funkce.
Blize k této pravdivostni funkci nize.

Funkce f?,,, znacena pomoci ,vv ¢&i ,,#“ nebo ,v ba i ,,@ se nazyva
vylucovaci disjunkce (v latiné vyjadfovana pomoci ,aut ..., aut ...“), anebo ,,no-
nekvivalence®, , kontravalence” ¢i ,,alternace®; je znacena té7 ,,&<|=" v prostte-
di informatiky byva znacena ,,XOR" z anglického ,exclusive or®. Blize k této
pravdivostni funkci nize.

Funkce 2., znalend ve star$i literatufe zpravidla znakem ,,|“ (ale i po-
moci ,,.|.<), novéji , L v informatice ,NOR® z anglického ,,not or®, se nazyv4
Nicod-Peirceova funkce, nékdy dokonce Schroderiiv operdtor.

Funkce £, se nazyva bindrni falsum, nékdy téz nazyvana ,kontradikce®
(znacena ,K*“ nebo ,,L“ jako vy$e); srov. vSak nize definici kontradikee.

Zbyvajici binarni funkce z této tabulky maji také jméno a oznaceni sym-
bolem, ale setkat se s nimi Ize vzacné.

Ruzni autofi pouzivaji rizné sady symbolt. Zde jsou dvé nejcastéji
pouzivané pétice vzajemné si odpovidajicich symboli; prvou z nich budeme
pouzivat v této knize, s druhou se setkdme u mnoha anglicky pisicich autoru:

«
>

-/ A A\ — <~
~ & v ) =

n-arni pravdivostni funkce

vy

Samoziejmé existuji také pravdivostni funkce vyssi arity, jez jsou vzdy
pocetnéjsi druhem - trojmistnych je 2 na 2%, tj. 256, ¢tyfmistnych je 2 na 2% tj.
65536, atd.). Témito funkcemi se zde zabyvat nebudeme uz proto, ze je Ize de-
finovat pomoci nami jiz uvedenych funkci nizéi arity (srov. zptisoby takového
definovani v kapitole o odvozovani vyrokovych spojek).

Pro ilustraci si zde uvedeme jen prilezitostné zminovanou ternarni
pravdivostni funkei if-then-else (,jestlize ..., tak ..., jinak ...“). Ta je definovatel-
nd napt. pomoci ((p—=g)A(=p—r)):
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2. Uvedeni do vyrokové logiky

p q r if p than g else r
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0

2.3 Nejznaméjsi pravdivostni funkce

Nyni si blize vS§imneme nejvice diskutovanych pravdivostnich funkci. K je-
jich definovani vyuzZijeme mirné zjednodusené pravdivostni tabulky, v nichz
funk¢ni hodnotu piseme - zde pro nazornost tu¢nym rezem — pod operator, tj.
symbol vyrokové spojky, a ¢leny argumentt pod vyrokové proménné. (Prav-
divostni tabulky vyrokovych spojek objevilo na prelomu 19. a 20. stoleti vice
autort, zminovani byvaji E. Schréder, Ch. S. Peirce, B. Russell, L. Wittgenstein,
E. Post, pticemz dva naposledy zminovani jsou povazovani za objevitele tabul-
kové metody zjistovani prabéhu pravdivostnich hodnot.)

Negace (—, ,,ne“)

—p
01
10

Pravdivostni funkce negace je v ptirozenych jazycich vyjadfovana po-
moci ,,ne jez slouzi k negovéni (popirani) celého vyroku. Casto jde o pred-
ponu ,,ne-“ spjatou uz se slovesem, v jinych ptipadech se jedna o obraty ,,Neni
pravda, ze ...% i ,Neplati, ze ...“, kde tfi tecky zastupuji libovolny vyrok. Jistou
zvlastnosti Cestiny je obcasné vyjadrovani negace gramatickym dvojim zapo-
rem, na coz musime byt v analyzach opatrni. V§imnéme si, ze formélné fun-
guje negace tak, ze obraci pravdivostni hodnotu vyroku, na néjz je aplikovana.
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Priklady vét: ,Neprsi®, ,Neni pravda, Ze Adam ma auto, ,Neplati, ze
spojenim dvou kapek vznikaji dvé kapky*, apod.

Konjunkce (A, »a“)

P Ag
111
100
001
000

Vzhledem k jejim vlastnostem lze pravdivostni funkci konjunkce vhod-
né vyuzit k explikovani vyznamu gramatické spojky ,,... a ...“ mezi vyroky, resp.
jejich ptimych stylistickych ekvivalentt ,,... a soucasné ...“ ¢i ... a zdroveri .5

nebo ,,... i...5 ,,... a také ..% zatimco .5 ..., pfitom ... ,,..., pficemz ..."
kdezto ...“. Méné primymi stylistickymi variantami pro vyjadreni konjunktivni-
ho spojenti jsou gramatické spojky ..., ale ... ,...., avsak ..., v nékterych ptipa-
dechi,,..., ovsem .5 ..., le¢ .5 ..., nicméné .5 ..., jenZe .5 ,,... takovy, Ze ...%
e MYbTZ ), n€Kdy je to jen carka (..., ... ).

Priklady vét: ,,Préi a je mlha® ,,Pavel bézi, zatimco Kvido stoji®, ,,Petr
i Pavel maji auto®, coz je zkrdcena podoba véty ,,Petr ma auto a Pavel ma auto®.

Vyrok slozeny pomoci konjunkce je pravdivy jen tehdy, kdyz jsou oba
dil¢i vyroky pravdivé. U souvéti spojenych napt. pomoci ,,ale” se nam vsak zda,
Ze véta uvozena spojkou ,,ale“ néjak rusi ¢i ,neguje® informaci podanou hlavni
vétou, srov. napt. ,,Petr md auto, ale Pavel taky®. Z hlediska pravdivosti celého
souvéti je vSak tato skute¢nost az dopliujici, miizeme ji pominout, ponévadz
pravdivostni podminky daného souvéti jsou shodné s témi, které ma stylisticky
ekvivalentni souvéti ,,Petr ma auto a Pavel ma auto®

Konjunkce md vlastnost zvanou komutativita, takze ¢leny, na néz se
aplikuje, 1ze libovolné prohodit. U vétsiny konjunktivné slozenych vyrokii
opravdu nezalezi na poradi ¢lent, tedy dil¢ich vyrokd. Vyjimkou jsou az vy-
roky jako ,,Adam se vyboural a opil se®, kdy zaména dil¢ich vyroki na ,,Adam
se opil a vyboural se” vede ke zméné podavané sémantické informace. Tento
sémanticky rozdil na§ model gramatické spojky ,,a“ ignoruje, abstrahuje od néj,
ponévadz se zamérfuje jen na pravdivost a jeji odvislost od pravdivosti slozek.
(Dany problém je feSen jednak v ramci pragmatiky, jednak v ramci neklasické
logiky, napt. v dynamické logice.)
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Disjunkce (v, ,nebo®)

R
111
110
011
000

Pravdivostni spojka disjunkce je v pfirozenych jazycich nejlépe zachy-
cena pomoci vyrazu ... nebo ... ptipadné ,,... ¢i ... Nutno ovSem podotknout,
ze mnohdy neni jasné, zda je vyjadfovana tato nevylucovaci disjunkce, nebo
vylucovaci disjunkce. Vyrok spojujici dil¢i vyroky spojkou disjunkce je totiz
pravdivy i tehdy, kdyz jsou oba vyroky pravdivé, nejen jeden z nich. Nékdy se
proto k ,,... nebo ...“ dodava dovétek ,,anebo oboji*, tikava se i ,bud plati p nebo
q nebo oboji*; nékdy se vylucovaci disjunkce indikuje tim, Ze je uzita ¢arka
pred ,nebo). Proto se o disjunkci hovori v pripadé jejiho pouziti v prostredi
ptirozeného jazyka jako o nevylucovacim nebo.

Priklady vét: ,,Pr$i nebo je mlha® ,,Auto ma Petr nebo Pavel®

Implikace (—, »jestlize, pak®)

P—4
111
100
011
010

Implikaci v pfirozenych jazycich vyjadiujeme spojenimi jako ,jestlize ...,
pak .5 pticemz ,jestlize“ miize byt vyjadfeno pomoci ptipony ,,-Ii“ u slovesa.
Dalsimi priklady jsou ,.kdyz ..., tak ...“ nebo ,,pokud ..., tak ...%

Priklady vét: ,Pokud mam dobrou néladu, jdu na prochazku ,Je-li ¢is-
lo délitelné ¢tyfmi, pak je sudé®

Tento druh implikace, ktery se v klasické logice pouzivd, se z urcitych
historickych duvodi nazyva materidlni implikace, ptipadné filonskd implikace
(podle Filona z Megary, ktery ji jako prvni definoval takto). Prvni ¢len implika-
ce se nazyva antecedent, druhy konsekvent. Antecedentu se fika dostatecnd pod-
minka a konsekventu nutnd podminka, ¢imz je reflektovano to, Ze souvéti tvaru
implikace mutize byt pravdivé, ackoli neni naplnéna podminka z antecedentu.
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Je tieba si dobtfe uvédomit a mit na paméti, ze implikace je pravdiva, pokud je
jeji konsekvent pravdivy; dale: implikace je pravdiva, pokud je jeji antecedent
nepravdivy.

Jak vidime, pravdivostni funkce materialni implikace funguje tak, ze slo-
zeny vyrok nabyva hodnoty pravda i tehdy, je-li prvni vyrok nepravdivy a dru-
hy pravdivy, srov. tieti fadek, tj. fadek, v némz je argumentu (0,1) pfifazena
hodnota 1. Klasicka logika totiz v ptipadé implikace nebere zfetel na kauzalni
podminénost, ba ani jinou souvislost jevi, o nichz se v dil¢ich vyrocich hovori.
A¢ ve vété ,Jestlize prsi, je mokro® citime pfimou zavislost mokra na prseni,
logika jakoby fikd, ze muze byt mokro, prestoze nepr$i — uvazme, Ze projel
kropici viiz. Klasickd logika se vskutku nezabyva zadnou kauzalni, resp. fyzi-
kalni souvislosti jevil a tak véta ,Je-li Praha vétsi nez Brno, pak v Ostravé prsi
nabyva z logického hlediska stejného priibéhu pravdivostnich hodnot jako véta
tvaru implikace, ktera néjakou souvislost vyjadtuje. Jesté jednou: reprezento-
vat materialni implikaci kazdé implikativni jazykové spojeni je chybou - jako
dulezity priklad uvazme dale tfeba tzv. subjunktivni kondicionaly ,,Pokud ho-
dime papir do ohné, shoti, u nichz zahy pfijdeme na rozpor mezi intuitiv-
nimi pravdivostnimi podminkami a definici materialni implikace (problém
subjunktivnich kondiciondld je zkouman v neklasické, resp. filosofické logice).

Z pedagogickych diivodii je mozno chovani implikace ve tfetim radku
objasnit na prikladu slibu otce synovi , Jestlize bude$ mit na vysvédceni vyzna-
menani, dostanes kolo“. Pokud syn splni dany predpoklad a otec splni slib, tak
implikace je splnéna, tedy 1. V pripadé $patného vysvédceni a nesplnéni slibu
je implikace rovnéz splnéna, tedy 1. Implikace je ovéem nesplnéna, 0, pokud
syn dostane vysvédc¢eni s vyznamenanim, ale otec nedodrzi slib, neda mu kolo.
Implikace je nicméné splnéna i tehdy, kdyz syn nema vysvédceni s vyzname-
ndnim, av$ak otec mu dé kolo a to naptiklad proto, Ze zachranil topici se spo-
luzacku.

Ekvivalence (<, ,,pravé tehdy, kdyz®)

ped
111
100
001
010

Fungovani ekvivalence, stejné jako i jeji vyjadfeni pomoci obratil ,,...
pravé tehdy, kdyz ... nebo ,,... tehdy a jen tehdy ... (Ci ,.... je totéZ jako ... even-
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tualné i ,,..., pokud ... anebo i ..., neboli ... ,,..., ¢ili ...%), je jisté znamo. Véta
tvaru ekvivalence je pravdiva tehdy, kdyz jsou oba jednoduché vyroky bud
pravdivé, anebo nepravdivé. Nékdy byva ekvivalence nazyvana obousmérnd
implikace, a to proto, Ze formule (p—q)A(g—p) je ekvivalentni s formuli p<>q.
(V anglicky psanych logickych textech se vyjadreni ekvivalence ,,if and only if“
zkracuje na ,,ift“; Cesky ekvivalent neni zaveden.)

Priklady vét: ,Prirozené ¢islo je prvocislem tehdy, kdyz ma pravé dva
délitele®, ,Duha vznika pravé tehdy, kdyz za desté sviti slunce®

Porovnani tabulek nejznaméjsich vyrokovych spojek

negace konjunkce disjunkce implikace ekvivalence
»ne*) (»a“ (,,nebo* (»jestlize, | (,pravé tehdy,
pak®) kdyz“)
- P pArq pvq P—4q JAndl|
01 111 111 111 111
10 100 110 100 100
001 011 011 001
000 000 010 010

Pro zapamatovani tabulek jednotlivych pravdivostnich funkei je dulezi-
té si uvédomit, v kterém radku, tedy pro jaky argument, se dana funkce odlisu-
je ve vysledné hodnoté od hodnot v ostatnich radcich:

e konjunkce je pravdiva jen tehdy, kdyz jsou oba dil¢i vyroky pravdivé;
jinak je nepravdiva;

e disjunkce je nepravdiva jen tehdy, kdyz jsou oba dil¢i vyroky neprav-
divé; jinak je pravdiva;

e implikace je nepravdiva jen tehdy, kdyz prvni vyrok je pravdivy a dru-
hy nepravdivy; jinak je pravdiva;

e ckvivalence je pravdiva jen tehdy, kdyz jsou oba dil¢i vyroky bud
pravdivé, anebo nepravdivé.

Nadavkem pridejme alternativni tabulkové vyjadfeni ¢tyf nejznaméjsich
pravdivostnich funkci, jez se stalo populérni v nedavné dobé. (Pokud jsou v ta-
kovychto tabulkach vypustény indikace p a ¢, hodnoty p jsou vypsany ve zcela
levém sloupci, kdezto hodnoty g v hornim radku.)
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q q
A Vv
1 1| o
1| 1 1| 1
Pl o] o Pl ol 11]o
q q
—> —
1 1
1] 1| o0 11| o0
Pl ol 1] 1 Pl oo

2.4 Dalsi zajimavé pravdivostni funkce

Vylucovaci disjunkce (vv, ,budto, anebo®)

pvvg
101
110
011
000

Vylucovaci disjunkee, vyjadritelna v cestiné obraty jako ,,bud ..., nebo ...%
i ,bud,... anebo jen ...% se lisi od disjunkce nevylucovaci, v prostredi informa-
tiky byvd nazyvana ,,XOR" z anglického ,exclusive or®. Argumentim pfirazuje
stejné hodnoty jako negace formule tvaru ekvivalence, proto byva také nazyva-
na nonekvivalence. Jinym nazvem je kontravalence, nebot ptinasi pravdivostni
hodnotu pravda tehdy, kdyz maji p a g opa¢né pravdivostni hodnoty. Upozor-
nujeme, ze obecné se v klasické logice uplatnuje nevylucovaci disjunkce v.

Priklady vét: ,Budto si koupil auto Karel, anebo si koupil auto Pavel,
»Budto zkousku udéldm, nebo mi ukonéi studium®
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Shefferova funkce (T, »je neslucitelné®)

pTgq
101
110
011
010

Shefferovu funkci, nezfidka zna¢enou symbolem ,,/“ (ale i ,,|), ¢i novéji
1 v informatice ,NAND® (zkratka za angl. ,negated and*), miizeme v Cestiné
odhalit za obratem ,,... je neslucitelné s ...“. Funguje stejné jako negovana formu-
le tvaru konjunkce, tedy —(pAq); srov. novéjsi znacku i zkratku.

Priklad véty: ,,To, Ze vlddnouci strana zvysila dané, je neslucitelné s tim,
co ma ve volebnim programu

Nicod-Peirceova funkece ({, ,,ani, ani®)

plqg
101
100
001
010

Ceskym vyjadfenim snad nejvice odpovidajicimu Nicod-Peirceové
funkci, znacené symbolem ,,| ¢ novéji , < ,NOR® (zkratka za angl. ,nega-
ted or®), je obrat ,ani...,, ani ...“. Funguje stejné jako negovana formule tvaru
disjunkce, tedy —(pvq); srov. novéjsi znacku i zkratku.

Priklady vét: ,V zavodu nezvitézil ani Alan, ani Boris®, ,,Nejsem zadny
stafec, zadny vérici“ (L. Janacek).

Obracena implikace (<, ,,paklize®)

il
111
110
001
010
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Funkce f*,, znac¢end znakem ,,<— se nazyva obrdcend implikace, event.
konverzni implikace. Funguje obdobnym zptsobem jako implikace, ov§em
s obracenym poradim ¢lentl (tedy pokud druha ¢ast véty implikuje prvni cast).
Typicky je v cestiné vyjadrovana obraty jako ..., paklize ... ..., jestlize ... ¢i
e POkuUd .5

Priklady vét: ,Bude propustén, paklize je nevinny®, ,Budu se na tebe
zlobit, pokud mi nevrati§ mou knihu®

Negovana implikace (5, ,,a nikoli“)

pP+q
101
110
001
000

Funkei f*,, kterou muizeme nazyvat negovand implikace (znaceno
preskrtnutym znakem implikace) miizeme nalézt za obraty jako ,,..., a nikoli
s e ane L C .., ale ne S

Priklady vét: , Diamanty ukradl Adam, nikoli Bedfich, ,,Zakusek dosta-

nu ja, ale ty ne.”
2.5 Analyza vyroku pfirozeného jazyka prostredky VL

Vyse jsme si fekli, Ze pro ovéfeni platnosti usudkt formulovanych v pfirozeném
jazyce je potfeba tento usudek dat do vztahu s formalnim usudkem, jenz
muze byt chdpan jako prislusna logickd forma tisudku. V nasem pripadé bude
tato forma souborem formuli VL, pri¢emz tsudek formulovany v pfirozeném
jazyce prohldsime za platny, pokud je platny jemu korespondujici formdlni
usudek.

Potiz tkvi v povaze této korespondence, nebot se nejedna o stoprocentni
korespondenci: nékteré logické formule daného formalniho usudku neodpo-
vidaji zcela jednoznac¢né vétam ptirozeného jazyka. V této souvislosti se nékdy
rika, Ze véty ptirozeného jazyka skryvaji svou logickou formu (jiz je ona for-
mule). Jinymi slovy, analyza vyrokd prirozeného jazyka sice v jadru spociva
v mechanickém prevodu vyroku pfirozeného jazyka do formalniho jazyka VL,
avsak leckdy pfi tom narazime na tskali a nutnost idealizovat situaci.
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Prikladem logickych analyz vyroku ptirozeného jazyka jsou vlastné
uz priklady vyroku tvaru konjunkce, disjunkce atd., které jsme uvadéli vyse.
Pti formalizaci, tj. vlastné logické analyze, téchto vyroku postupujeme obecné
tak, ze kazdému jednoduchému vyroku pritadime jednu z vyrokovych pro-
ménnych, které mame k dispozici. V kazdém reSeném analytickém ptipadé
uzivame rizné vyrokové proménné pro kazdy svébytny jednoduchy vyrok. Li-
§i-1i se dva vyroky byt jen jedinym slovem, a nejedna se pfitom jen o néjakou
stylistickou obdobu, jsou pro nas odli$né, reprezentujeme je tedy odlinymi
vyrokovymi proménnymi. Zcela jednoduchy priklad pro ilustraci: ve vyroku
»Bedfich ma auto, Alik je pes, ovSéem Micka neni kiin“ identifikujeme tfi roz-
dilné jednoduché vyroky, totiz ,Bedfich ma auto, ,,Alik je pes, ,,Micka /neni/
kan®, které reprezentujeme po radé p, g, r. Vyrok ,,Micka neni kin® je ovéem
uz vyrok slozeny, obsahuje negaci, takze tomuto vyroku odpovida formule —r.

Jak vidime, u slozenych vyroki je dilezité peclivé odlisit jednotlivé
jednoduché vyroky, z nichz je onen slozeny vyrok slozen. Poté hledame pravdi-
vostni funkci, ktera nejlépe odpovida spojeni jednotlivych vyrokt ve slozeném
vyroku. Diilezité je, ze vhodna vyrokova spojka reprezentuje tytéz pravdivostni
podminky, jako ma nami analyzovany vyrok (resp. jeho ¢ast). Pro ilustrativni pii-
klad, vyrok ,,Bedfich ma auto a Alik je pes® je pravdivy pouze v jediném pripadé,
totiz pokud ma Bedrich auto a Alik je pes; v ostatnich pripadech je nepravdivy.
Zcela tytéz pravdivostni podminky reprezentuje pravdivostni funkce konjunkce,
proto je vécné adekvatni analyzovat vétu ,,Bedtich ma auto a Alik je pes“ pomoci
formule (pAg) - tato formule totiz vhodné koresponduje s danou vétou.

Pro vyznaceni struktury celého vyroku, toho, jaké podformule ur¢ita
vyrokova spojka spojuje, nam pomahaji kulaté zavorky. Téch musi byt vzdy
sudy pocet, ponévadz pocet levostrannych a pravostrannych zavorek musi byt
stejny. Napriklad ,,Jestlize Bedfich m4 auto a Alik je pes, tak Micka neni ko¢ka“
analyzujeme formuli ((pAg)——r); — se tedy aplikuje na pravdivostni hodnotu
formule (pAg) a pravdivostni hodnotu formule —r; p a g zde patiik sobé, jak je
indikovano dvojicemi zavorek (formule (pA(g——r)) strukturou koresponduje
jiné véte, totiz ,,Bedfich ma auto a jestlize Alik je pes, tak Micka neni kocka“
—r je v zépisu jednozna¢na formule, proto nezavorkujeme ani jako (—r), ani
jako —(r).

Pripomenme si, ze VL je s to analyzovat jen (nékteré) véty oznamova-
ci, nikoli véty rozkazovaci, tazaci apod. To proto, ze formule VL, ¢itajic v to
vyrokové proménné, maji sémantickou hodnotu pravda nebo nepravda, coz
rozkazovaci, tazaci apod. véty nemaji. Nize uvidime, Ze u nékterych slozenych
oznamovacich vét nelze urcit, ktera pravdivostni funkce by méla odpovidat
dané gramatické spojce. Priklady takovych vyroku jsou ,,Na Mésici jsou kra-
tery, protoze Mésic nemd atmosféru® nebo ,,Adam si mysli (domniva, véti, vi),
ze .. ad.
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2.5 Priklady - analyza vyroku prirozeného jazyka pro-
stiredky VL

1) Analyzujme pro ptiklad vyrok ,,Je-li motor zadreny, auto neni pojizdné®
Jisté rozezname, Ze jde o implikativni souvéti. Antecedentem je zde ,,motor je
zadfeny*, tedy p, konsekventem je ,,auto neni pojizdné®, tedy —q. Celd formule
je proto (p——q).

2) Vyrok ,,Pavel ma auto, zatimco Kvido nikoli“ analyzujeme jako vétu
o dvou vyrocich, druhy z vyroku je negovan. Vyrokova spojka reprezentujici
pravdivostni podminky vyjadfené danou vétou je konjunkce. Spravnou formu-
li je tedy (pA—g). VSimnéme si, Ze ,prevypravéni této formule zpét do Cestiny
»Pavel mé auto a Kvido nemd auto” je co do pravdivostnich podminek shodné
s ptivodni vétou.

3) M¢éjme vétu ,Neni pravda, Ze jestlize prsi a sviti slunce, vznika duha®
Elementarni vyroky tu jsou tfi: ,,pr$i“ (cemuz odpovida p), ,sviti slunce® (tedy
q), »vznika duha“ (tedy r). Gramatickymi spojkami jsou ,,neni pravda“ (¢emuz
odpovidad —), ,,a“ (A), »jestlize, pak® (—). Konjunkce spojuje ,,pr$i“ a ,sviti
slunce®, coz je antecedent implikace, jejimz konsekventem je ,vznikd duha®;
»heni pravda“ vyjadfuje negaci celé véty. Dohromady tedy —((pAagq)—7).

4) Analyzujme vyrok ,Prsi nebo neprsi® Nékdo by mohl uvazovat, Ze
zminované dva stavy pocasi se zcela vylucuji, a proto lze vyrok analyzovat
pomoci formule (pvv—p). Presto je v logice zvykem zde nepouzivat vylucova-
ci disjunkci, nebot jde o slovni vyjadreni slavného logického zakona o vylouce-
ném tretim, totiz (pv—p). VSimnéme si jesté, Ze je chybné analyzovat tuto vétu
treba jako (pvq); vyrok ,neprsi“ obsahuje vyrok ,,prsi“ jako svou soucast, coz
je vystizeno pri formalizaci —p; prfi formalizaci g vlastné chybné naznacujeme,
ze ,nepr$i“ je vyrok nezavisly na vyroku ,,prsi‘, coz by neblahym zptisobem
zkreslilo pravdivostni podminky.

5) Analyzujme schématickou vétu ,,Jestlize A nebo B, pak nikoli C nebo D,
pokud neplati E a F. Lehce identifikujeme dvojice vyrokt spojenych disjunkci,
totiz (avb), (cvd), (enf). Déale mlizeme zjistit, Ze prvni z téchto dvojic slou-
z1 jako antecedent implikace, tj. ((avb)—...). Konsekvent je sestaven tak, ze
—(cvd) je implikativné podminén pomoci —(eAf) ve smyslu obracené implika-
ce. Vysledkem analyzy je formule ((avb)—(—(cvd)<——(enf))), coz lze upravit
na ((avb)—(=(enf) >—=(cvd))).
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6) Analyzujme vétu ,Neni-li Adam v Praze, tak je den pracovniho volna
nebo statni svatek, a Adam je tedy u rodi¢t nebo u pratel Lze si uvédomit, Ze
vie je podminéno tim, Ze Adam neni v Praze, —p, coZ je tedy antecedent im-
plikace, kterd lezi ve schématu této véty. Konsekvent pak mluvi o néjakém ze
dvou druhti pracovniho klidu, tj. (qvr), pficemz za téchto okolnosti je Adam
u rodict ¢i u pratel, tj. (svt). Cela formule je tedy (—p—((gvr)A(svit))).

7) V pripadé ,,Snézi a je mlha nebo mrzne“ snadno identifikujeme kon-
junkci mezi p a q a disjunkci mezi g a r. Z hlediska logiky v$ak neni rozhod-
nutelné, jakym zptisobem maji zavorky vyznacit strukturu formule, tedy zda je
logickou strukturou této véty (pa(qvr)) anebo ((pAq)vr), gramatika ndm nijak
nenaznacuje, kde by zavorky mély byt. (Jak si Ize ovéfit, tyto rizné formule
maji pti valuacich vyrokovych proménnych odlisné hodnoty.) Z hlediska logi-
ky neni prtikazné, ze jev mlzeni se zpravidla vyskytuje souc¢asné s jevem prse-
ni - lze si predstavit, Ze za jinych atmosférickych podminek je tomu jinak, nasi
opakovanou empirickou zkusenost, ze prvni dva jevy spolu souvisi, nesmime
pti logické analyze uplatnit.

8)  Vyrok ,Je mokro, protoze pr$elo“ neni ve VL analyzovatelny jinak, nez
jako jednoduchy vyrok, tedy p. Nikoli jako (g—p) ¢i snad (p—q). Klasicka lo-
gika nijak nereflektuje momentalné platné kauzalni spojeni mezi témito dvéma
jevy. Snaha najit mezi pravdivostnimi funkcemi tu, jezZ odpovida gramatické
spojce ,,protoze®, sice zprvu narazi na uspéch, nebot vime, Ze nepravdivost jed-
noho z dil¢ich vyroki zptisobuje nepravdivost celku (to mimochodem vylu¢u-
je —). Nicméné se nam nechce uznat, ze dany vyrok je pouhym konjunktivnim
slozenim, tj. ,,Je mokro a prielo’, kdy je cely vyrok pravdivy, pokud jsou oba
diléi vyroky pravdivé. (Moznost, Ze by byl cely vyrok nepravdivy, pokud jsou
oba vyroky pravdivé, odpada, protoze by §lo o vyrok nepravdivy logicky - coz
odporuje nasi intuici o kontingentni pravdivosti daného vyroku.)

9) Zamysleme se nad vétou ,,Adam se domniva, Ze na Marsu je Zivot® Jisté
ji mtizeme chapat jako svého druhu souvéti slozené ze dvou vét, totiz ,Adam
se domnivd“ a ,Na Marsu je Zivot“ Jenze pravdivost nebo nepravdivost druhé
véty je irelevantni pro pravdivost celku. Cely vyrok je pravdivy, ¢i nepravdivy
odvisle od toho, zda Adam ma vztah k obsahu druhé véty. Sémantickym obsa-
hem druhé véty neni sama pravdivostni hodnota, ale to, ¢emu se nejen v logice
fika propozice, tedy sémanticky obsah véty; i proto je chybné modelovat gra-
matickou spojku ,,ze“ jakoZzto operujici na pravdivostnich hodnotach.
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2.6 Priklady - pienos pravdivosti

To, co jiz vime o pravdivostnich funkcich, méizeme vyuzit ve cvicebnich prikla-
dech, které spocivaji v urceni pravdivostni hodnoty vyroku na zédkladé prav-
divosti ur¢itych jinych vyrokd. Prevod téchto vyrokid do jazyka VL obvykle
pouzivame jen v méné prehlednych pripadech, bézné staci vepisovat determi-
nované pravdivostni hodnoty rovnou do slovniho zadani.

Pro ilustraci vyfesime nasledujici jednoduchy priklad. Slovni zadani:
Predpokladejme, Ze dva dané vyroky jsou oba pravdivé. Z vyrokt v nabidce
moznosti urcete ten jediny, ktery je pak rovnéz pravdivy.

Neumim némecky.
Umim anglicky.

i) Neumim anglicky nebo umim némecky.
ii) Neumim anglicky nebo neumim francouzsky.
iii) Umim francouzsky nebo umim anglicky.
iv) Jestlize umim francouzsky, tak umim némecky.
v) Jestlize neumim némecky, tak umim francouzsky.

Popis feseni. Protoze —n (,Neumim némecky®) je rovno 1, tak n=0 (— obraci
pravdivostni hodnotu); a=1 (,Umim anglicky®). Moznost i) proto odpada, ne-
bot (0v0) je rovno 0. Moznost ii) také odpada, nebot pravdivost (0vf) zavisi
na neznamé hodnoté vyroku f (,Umim francouzsky“); podobné odpadaji rov-
néz moznosti iv) a v). Zbyva moznost iii), u niz mame (fv1), coz je diky vlast-
nostem disjunkce rovno 1.

Podobné fesime i komplikovanéjsi podoby takovychto prikladii. Existu-
je tfeba varianta, kdy dva dané vyroky jsou predpokladany jako pravdivé:

Mam kamen a nemam ntizky.
Mam papir nebo mam ntizky.

ale z nabizenych vyrokt mame urcit ten jediny vyrok, ktery za daného predpo-
kladu pravdivy nent:

i) Jestlize nemam papir, tak mdm kamen.
ii) Jestlize mam papir, tak nemam kamen.
iii) Nemam papir nebo nemam ntizky.
iv) Jestlize mam papir, tak mam kamen.
v) Mam papir nebo nemam ntizky.
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Protoze (kn—n) (tj. symbolicky prepis prvni premisy) je rovno 1, tak diky defi-
nici konjunkce plati, ze k=1 a n=0 (nebot —n=1); z toho plyne, ze =k=0. Proto-
ze (pvn) je rovno 1, tak musi byt p=1. Moznost ii) je (p——k), ¢ili (1-0), coz
je dle definice implikace rovno 0. Spravnou odpovédi je tedy ii).
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3. Jazyk VL

Jazyky odliSujeme pfirozené (napt. ¢estina) a umeélé (napt. esperanto), pricemz
mezi umélé jazyky patii jazyky formdlni. Ptikladem umélého formélniho ja-
zyka je jazyk VL; ten se zdhy chystame predlozit. Jazyky miizeme zkoumat
v celku, tedy tak, jak jsou jejich znaky uzivany mluvéimi k vyjadieni jazyko-
vych vyznamt. Tehdy jde o zkoumani nalezici do pragmatiky, ponévadz jsou
uvazovany cinnosti uzivatelti daného jazykového systému. Abstrahujeme-li
od uzivatelu a jejich jazykovych aktd, zbydou nam (jazykové) znaky a jejich
vyznamy (denotaty, referenty), jejichz vztahy jsou predmétem sémantiky. Ab-
strahujeme-li déle od vyznamt, apod., a zkoumame jen znaky jako takové (jak
se Fetézi ve slozitéjsi znaky apod.), jsme v oblasti syntaxe. (Sémiotika jakozto
véda o znacich a znakovych soustavach ma tfi subdiscipliny: syntax, sémantiku
a pragmatiku.)

Ptirozené jazyky vznikly Zivelné a mnohé maji své uzivatele, ktefi jsou
spolu s lingvisty nejvice kompetentni k otazce jejich porozumeéni. V této po-
zici pochopitelné nejsme v pripadé umélych jazyki: ten, kdo nas s takovym
jazykem seznamuje, je proto povinen ozfejmit jeho syntax a sémantiku. Syntax
vlastné vymezuje, které znaky se pocitaji do onoho jazyka, zatimco sémantika
vymezuje, jak témto vyraziim rozumét. Pro presnost tedy dodavame, Ze jazyk
VL je dan svou syntaxi a sémantikou.

V ptipadé formaélnich jazykd se ukézalo, Ze pro rozvoj napiiklad logiky
je uzite¢né uvazovat druhové rozdilné sémantiky pro to, co bychom intuitivné
chapali jako jazyk VL. Zde v§ak budeme uvazovat pouze ¢isté klasickou sé-
mantiku. Syntax jazyka VL muize byt striktné vzato zadana odlisné, cemuz vzdy
odpovida prislusnd sémantika, takze tu vznikaji zcela konkrétni, odli$né jazyky
VL. Ty vSechny pfitom maji spole¢ny predmét: pravdivostni funkce, vztahy
mezi nimi, a jejich vyjadfeni témi nebo jinymi formulemi. (Opustime-li rimec
klasického chapani VL, mtizeme se setkat napriklad i s nazory, ze formule ja-
zyka VL oznacuji propozice.)

Jazyky obvykle chapeme nejenom jakozto kompoziciondlni (vyznam
slozeného vyrazu je odvoditelny z vyznamu slozek), ale také jakozto umoznuji-
ci generovani nekone¢né mnoha vét (formuli) daného jazyka, jez umoznuji vy-
jadrit nekone¢né mnoho vyznamu (,myslenek®). Je nasnade¢, Ze véty takového
jazyka — at uz véty chapané jakozto Cisté syntaktické, anebo z¢asti sémantické
entity — nelze zadat enumerativné. K jejich zadani proto slouzi rekurzivni defi-
nice, jez nam umoznuji o libovolném fetézci znakl rozhodnout, zda je, ¢i neni
vyrazem toho jazyka, a hlavné, co je jeho vyznamem, je-li prvkem jazyka VL.
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3.1 Syntax VL

Nyni uvedeme syntax na$eho jazyka VL. V ¢asti zvané abeceda urcujeme za-
kladni stavebni jednotky tohoto znakového systému, v casti zvané gramati-
ka generujeme z abecedy slova nad abecedou, tj. znakové retézce. V pripadé
jazyka VL se vyznamuplna slova nad abecedou nazyvaji spravné (ev. dobre)
utvorené formule, s.u.f. (ev. d.u.f; angl. ;wit®).

Abeceda

i. vyrokové proménné (jakozto symboly) p, g, 7, ... pj» g» 7> -
ii. vyrokové spojky (jakozto symboly) —, A, v, —, <>
iii. pomocné symboly (,)

Symbolt vyrokovych proménnych je uvazovan nekoneény pocet. Casto
byvaji oznacovany téz jako vyrokové symboly. Vyrokové spojky, ¢asto ozna-
cované jako (booleovské) funktory anebo (vétné) operdtory, jsou konstantami,
vzdy totiz oznacuji jen jednu urcitou funkci. Pomocné symboly nechapeme
jako nositele samostatného vyznamu. Nékdy se k oblym zdvorkdm za tcelem
lepsi ¢itelnosti pridavaji i hranaté zavorky a také mezery.

V zajmu rekurzivnosti nasi nasledujici definice uzijeme symboly A a B,
které jsou proménnymi zastupujicimi jakékoli, tedy i libovolné slozené formu-
le jazyka VL. V textech, jez maji blizko k matematické logice, jsou ¢asto misto
A a B pouzivany znaky @ a yanebo ora 8. Symboly A a B jsou vyrazy metaja-
zyka, coz je jazyk, kterym hovorime o jazyku VL.

Gramatika

i. Vyrokové proménné (p, g, 1, ...) jsou spravné utvorenymi formulemi
(s.u.f).

ii. Jestlize A a Bjsou s.u.f., pak —A, (AAB), (AVB), (A—B), (A<>B) jsou
s.uf.

iil. Nic jiného neni s.u.f.

Pod formulemi budeme nize rozumét pravé spravné utvorené formule
daného jazyka VL. Je-li takovou formuli sama vyrokova proménna, budeme
ji nazyvat atomickd formule (jini autoti tikaji atom &i prvotni formule), ostatni
formule jsou zvany molekuldrni (¢i sloZené) formule.

Gramatika nam umoznuje rozhodnout, zda jsou g nebo (p—(ga—r))
spravné utvorenymi formulemi daného jazyka VL. Formule g je s.u.f. proto, Ze
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splnuje bod i. Formule (p—(ga—r)) je s.u.f. proto, Ze spliuje body ii. a i. - re-
kurzi zjistime, Ze (p—(gA—r)) ma tvar (A—B), Ze jeji podformule (gA—r) ma
tvar (AAB), Ze —r ma tvar —A, a Ze p, q i r, splnuji bod i.

Bod gramatiky ii) se mtize v riznych systémech VL lisit. Napriklad tu
jsou jazyky jen s — a v, ba dokonce jen s T (alternativné 1). Ostatni vyrokové
spojky 1ze pak v daném systému odvodit. Dokonce i kazda n-arni vyrokova
spojka — pro n>2 - se da vyjadrit kombinaci z binarnich vyrokovych spojek.
Srov. k tomu bliZe kapitolu 5.

Nize budeme uzivat konvenci o vynechdvdni zdvorek v§ude tam, kde to
nebude na ujmu jednoznac¢nosti zépisu dané formule. Zpravidla budeme vy-
nechdvat zejména vnéjsi zavorky. Neékdy byva v logickych textech za tcelem
eliminace zavorek uplatiiovana konvence o priorité operatort: —, A, Vv, =, ¢,
pri¢emz — ma nejmensi silu, tj. poji se jen s bezprostredné nasledujici formuli.
Formule —pAgvr— s>t pak zkracuje (((((—p)agq)vr)—s)<>t); tuto konvenci
zde ovSem uplatiiovat nebudeme. Podobné nebudeme uplatiiovat nékdy uziva-
nou konvenci, podle niz — ma nejvétsi silu, takze napriklad pvg——ras zkra-
cuje nasi formuli (pvq)—(=rAs).

3.2 Nékteré dalsi syntaktické pojmy VL

Formule se vyznacuji syntaktickou skladebnosti, obsahuji podformule.

Podformule

i. Kazda formule A je (tzv. nevlastni) podformuli A.
ii. Je-li formule A tvaru —B, tak B je (tzv. vlastni) podformuli A.
iii. Je-li formule A tvaru (BAC), nebo (BvC), nebo (B—C), nebo (B<C),
tak B a Cjsou (tzv. vlastnimi) podformulemi A.
iv. Nic jiného neni podformuli formule A.

Podformuli naptiklad formule p—q jsou formule p—gq, p, g, nikoli v§ak fetézce
— nebo p—. Mohli bychom dale definovat pojem bezprostiedni podformule, ale
intuitivné je jasné, ze tieba p—q a —r, a nikoli p a q ¢i r, jsou bezprostrednimi
podformulemi (p—q)——r.

V logice se nékdy uplatnuji uvahy opirajici se o sloZitost (komplexitu)
formuli. Zde jenom naznacime, jak by se takovy pojem definoval: i. vyrokové
proménné maji slozitost nula, ii. formule tvaru —A maji slozitost o jedna vyssi
nez A, iii. formule tvaru A*B (kde * je binarni spojka) ma komplexitu o jedna
vy$si nez nejvyssi slozitost ze slozitosti A a B. (Nepletme si slozitost s délkou
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formule, kdy napriklad (p—q)——r ma délku 6, protoze ma 3 spojky a 3 ato-
mické formule.) O vystavbé formuli miizeme rovnéz uvazovat v tom smyslu,
Ze tu jsou tyto formule vytvdrejici posloupnosti. Naptiklad vytvarejici posloup-
nosti formule —((pvq)——r) je p, g, r, =1, (pvq), ((pvq)——r), =((pvg)——r).
Prakticky totéz zachycuji syntaktické stromy (pod)formuli, kdy v kofeni je sama
formule, v uzlech vétvi jsou slozené podformule a listy jsou tvoreny atomicky-
mi formulemi. Zde je ukdzka, napravo v uspornéjsi formé:

((pvg)—>—r) —
/N
(p\/q) —r Vv —
/N /N
p q p q 7

V souladu s vystavbou formuli podle gramatiky se hovofi o tom, Ze néja-
ka definice ¢i diikaz jsou vystaveény v souladu s indukci podle sloZitosti formule.
Princip indukce podle slozitosti formule tedy vyuziva skute¢nosti, ze uvazo-
vanou vlastnost ma kazda formule, totiz i. libovolna proménna, ii. ma-li tuto
vlastnost formule A, tak ji ma i formule —A, iii. maji-li tuto vlastnost formule
A a B, tak ji md i formule A*B.

3.3 Sémantika VL

Uz jsme vy$e fekli, ze ukolem sémantiky VL je ptiradit k (spravné utvorenym)
formulim jazyka VL vyznamy. Témito vyznamy jsou jednoduse pravdivostni
hodnoty 1 a 0. Nase sémantika ma dvé ¢asti: nejprve vyhlasime, ze vyrokové
proménné nabyvaji pravdivostnich hodnot 1 ¢i 0 odvisle od valuace (tj. pravdi-
vostniho ohodnoceni). Kazdou valuaci si mtizeme predstavit jako nekonecnou
posloupnost jednicek a nul, kdy prvni ¢len této posloupnosti je prifazen le-
xikograficky prvni proménné, druhy ¢len druhé proménné atd.; jina valuace se
od této lisi alesponl v jednom jediném c¢lenu. Poté vyhlasime, jak urcit pravdi-
vostni hodnotu u slozenych formuli. U¢inime tak pro nekone¢né mnoho moz-
nych slozenych formuli, nase definice je rekurzivni. V§imnéme si, ze v definici
interpretace jsou pak vlastné implementovany definice pravdivostnich funkei -
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v definici napriklad fikame, ze formule tvaru konjunkce je pravdivd pouze
v jediném pripadé, totiz kdyz jsou oba jeji ¢leny pravdivé.

Nyni se podivime na véc trochu ze$iroka. Pomoci vyroku se v ¢estiné
snazime mluvit o tom, jaky je svét, v jakém je stavu. Vyrok ,Alik je pes“ je
pravdivy, tj. nabyva pravdivostni hodnotu pravda, pokud stav svéta je takovy,
ze Alik je psem; analogicky pro ,,Kvido ma auto®; dané dva vyroky si ozna¢me
po tadé p a q. Dohromady jsou tu Ctyfi stavy svéta: Alik je pes, Kvido ma auto;
Alik je pes, Kvido nema auto; Alik neni pes, Kvido nema auto; Alik neni pes,
Kvido mad auto. Stavy svéta si ozna¢me po fadé v, v,, v,, v,. Kazdy stav svéta
nase dva vyroky ohodnocuje, ¢ini je pravdivymi nebo nepravdivymi. Napriklad
v, ¢ini vyrok p pravdivym, kdeZto q nepravdivym. Maizeme tedy Fici, Ze pravdi-
vost atomického vyroku/formule je pfimo urcena pravdivostnim ohodnocenim,
jimz je pravé v. Pravdivostnimu ohodnoceni budeme alternativné fikat valuace
(znacena v). V pripadé molekularnich vyroki jako pAg je pochopitelné jejich
pravdivost odvisla od vyznamu, tj. pravdivosti, jejich slozek. Vyrok jako pag
je pravdivy pravé tehdy, kdyz jsou pravdivé jeho slozky p a g, ¢ili kdyz valuace
pro p a g je shodnd, jmenovité je to hodnota 1. Pravé toto je implementovano
v nasledujici definici interpretace.

Technicky vzato mtizeme kazdou valuaci v chapat jako nekone¢nou po-
sloupnost jedni¢ek a nul, napt. v, je posloupnosti 101111...., jejiz prvni ¢len je
asociovan s prvni proménnou, druhy ¢len s druhou proménnou, atd.

Valuace

Kazda jednotliva valuace v je funkce zobrazujici v§echny proménné
na pravdivostni hodnoty 1 a 0.

Protoze kazda valuace je funkce, v(A) dava pravdivostni hodnotu pro formuli
A (podminka: A je atomicka formule). Jesté poznamka: nékdy v nasich uvahach
budeme pracovat s reprezentanty celych tfid valuaci; napfiklad budeme uvazo-
vat v, ktera dava pro p hodnotu 1 a pro g hodnotu 0, pficemz v je reprezentant
vSech rozmanitych valuaci, jez ohodnocuji portiznu taktéz r, s, atd., nicméné p
a q ohodnocuji stejné.

Intepretace 3(v,A), kde ,3 je pismeno ,,I psané kurentem, je bindrni
funkce, ktera je parametrizovana k valuacim a formulim. 3(v,A) davé pravdi-
vostni hodnotu, ktera formuli A pfislusi odvisle od valuace v. Je-li A proménna,
kterd dostava od v pravdivostni hodnotu 1, 3(v,A)=1; ¢ili intepretace atomické
formule A zcela splyvé s valuaci pro A, tj. 3(v,A) = v(A) (kde A je atomicka for-
mule). U molekularnich formuli je intepretace rovnéz odvisla od valuace, ale
uz na ni neni zcela redukovatelna. Zde je definice funkce intepretace:
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Interpretace

Interpretace 3 formule A na zékladé valuace v je 1, tj. 3(v,A) = 1, pravé
tehdy, kdyz plati, ze:
A je vyrokova promenna av(A)=1.
Aje tvaru =B a 3(v,B) =
A je tvaru BACa 3(v,B) = 3(V,C) =1.
A je tvaru BvC a 3(v,B) = 1 nebo 3(v,C)= 1.
A je tvaru B—>Ca 3(v,B) = 0 nebo S(v,C) = 1.
A je tvaru B—C a 3(v,B) = 3(,0).

oUW

Tim, Ze jsme vymezili, na kterych argumentech dava funkce S hodnotu 1, jsme
zdroven vymezili, na kterych argumentech ddva S hodnotu 0. V§imnéme si
dale, Ze podminky 1.-6. vylu¢uji, aby S byla funkci, jez ¢ini naptiklad pravdi-
vymi formule A i —A, anebo formuli AAB pravdivou, ale A nepravdivou.

Neékteti autori v ramci VL valuaci a interpretaci neodli$uji a jednoduse
tikaji, ze formule A je pravdiva na zakladé valuace. Tato jejich valuace spliu-
je pravé uvedené podminky 1.-6., uvazuji tedy nasi interpretaci, nikoli nasi
valuaci. Nase valuace totiZ slozené formule nijak neohodnocuje, coz zname-
n4, Ze je parcialni funkei definovanou na mnoziné formuli (nebo totélni funk-
ci definovanou nikoli na mnoziné formuli, ale jen na mnoziné vyrokovych
proménnych). Néktefi autofi pak rozeznavaji v v nasem smyslu a w (¢i
v s pruhem), kde w je rozsifeni v v souladu s podminkami 1.-6.; w je tak nere-
la¢ni obdobou nasi (relaéni, tj. bindrni) funkce 3.

Tato definice interpretace 3 je formulovéna v metajazyce, v némz zada-
vame jazyk VL. (V tomto metajazyce pouzivame nejen A a B jako proménné
pro libovolné formule, ale také slova jako ,nebo“ a ,,a“ s jejich obvyklym vy-
znamem.) Definice je rekurzivni, protoze nam pro libovolnou formuli daného
jazyka umoznuje uréit jeji sémantickou (rozuméj pravdivostni) hodnotu. Rika
se proto, Ze funkce interpretace 3 je definovana indukci podle slozitosti for-
mule A.

Nelze si nev§imnout, ze body 2.-6. vychézeji z definic pravdivostnich
funkci —, A, atd., jeZ jsme si formou pravdivostnich tabulek uvedli vyse. Bod 2.
tika, ze 3(v,—B) = 1 pravé tehdy, kdyz 3(v,B) = 0, ¢imz je také déno, Ze 3 (v,—B)
= 0, kdyz S(v,B) = 1; neboli je implementovéino, ze — ,ota¢i’ dodanou prav-
divostni hodnotu. Bod 2. fika, Ze formule tvaru konjunkce je pravdiva pravé
tehdy, kdyz jsou oba jeji ¢leny pravdivé. Atd.

Vsimnéme si jesté, Ze pri numerickém oznaceni pravdy a nepravdy po-
moci ¢isel 1 a 0, plati tyto vzorce pro vypocet pravdivostnich hodnot: 3(v,—A) =
1-A; (AAB) = min(A,B); 3(v,(AvB)) = max(A,B); 3(v,(A—=B)) = max(1-A,B),
popt. 3(v,(A—B)) = 1, pokud A<B, jinak 0; 3(v,(A<>B)) = 1, pokud A=B, jinak
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0. Tyto vzorce se vyuzivaji pti studiu zobecnéni a nadstaveb klasické VL, napt.
ve fuzzy logice.

V soucdasné logice se bézné setkavame se sémantikou na zakladé teorie
modelti (angl. ,model-theoretical semantics®). Prislusna definice vyuziva poj-
mu splnitelnosti (angl. ,,satisfaction®), jez se opird o pojem interpretace (inter-
pretacni funkee, ev. valuace); model je pak to, co spliuje formuli.

Splnovani

Interpretace S spliiuje formuli A pravé tehdy, kdyz:
1) A jevyrokova proménnd a 3(v,A)= 1.
2) Ajetvaru—BaS nespliiuje B.
3) Ajetvaru BACa 3 spliuje Bi C.
4) A je tvaru BvCa S spliuje B nebo C.
5) Ajetvaru B—C a 3 nespliiuje B nebo spliuje C.
6) A jetvaru B—Ca 3 splnuje B i C nebo nespliuje Bi C.

Splnitelna formule

Formule A je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnovana aspon jednou
interpretaci.

Model formule

Kazdou valuaci v, pfi niz je formule spliovana, nazyvame model for-
mule A.

Pro priklad, modely formule p<>q jsou valuace ptirazujici vyrokovym pro-
ménnym p, q po fadé¢ 1, 1 anebo valuace ptitazujici 0, 0. To, Ze v je model A, se
nékdy zapisuje jako v = A.

Definici splnitelnosti formule lze zobecnit i pro pfipad systém formuli
jako T (pod systémem rozuméjme pro jednoduchost mnozinu formuli).

Splnovani a splnitelnost systému formuli

Systém formuli T je splnén néjakou interpretaci 3 pravé tehdy, kdyz
kazda z formuli systému T je pfi této interpretaci 3 pravdiva.

Systém formuli T je spinitelny pravé tehdy, kdyz existuje interpretace 3
takova, Ze systém T je splnén tou interpretaci 3.
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Nékdy se pak rika, ze systém formuli T je logicky pravdivy pravé tehdy,
kdy?z je splnén kazdou interpretaci 3. Jeden ze zajimavych vysledki zkouméni
VL je Véta o kompaktnosti, ktera fikd, ze libovolny systém formuli T je splnitel-
ny pravé tehdy, kdyz kazda konecna c¢ast T je splnitelna.

Poznamenejme, ze v souvislosti se splnitelnosti (tzeji: tautologi¢nos-
ti) formuli byva zminovan problém SAT (,,satisfiability®), tedy otazka, zda pro
danou formuli existuje ohodnocenti jejich proménnych, pfi ném?z je pravdiva.
(Jako SAT, ¢i Problém booleovské splnitelnosti, se nékdy oznacuje rodina sou-
visejicich problémii.) Zatimco pro formule s nékolika proménnymi takovéto
ohodnoceni snadno nalezneme v kratkém case, s vy$$im poctem proménnych
exponencialné nartistd ¢as na vyre§eni tkolu. V soucasnosti pfevazuje nazor,
Ze nelze najit algoritmus, ktery by problém SAT vyfesil obecné pro jakoukoli
formuli. Tim se ovSem neméni nic na faktu, ze kazda formule VL je rozhodnu-
telna (byt neefektivné) z hlediska toho, zda je splnitelna.

Dodejme, ze alternativni sémantika klasické, anebo i neklasické VL, stu-
duje prirazovani sémantickych hodnot formulim v ramci algebry, odtud nazev
algebraickd sémantika; v ramci tohoto vyzkumu bylo dosazeno rady obecnych

vysledki.
3.4 Nékteré dalsi sémantické pojmy VL

Nyni si uvedeme skupinu sémantickych pojmt, které nepatti bezprostiedné
do definice sémantiky jazyka VL, ale maji s ni tzkou souvislost. Klicovymi
logickymi pojmy jsou pojmy tautologie a kontradikce. Obecnou definici: tau-
tologie je véta vzdy pravdiva, kdezto kontradikce je véta vzdy nepravdiva. Kon-
tradikei ziskdme negaci tautologie; a naopak: tautologii ziskdime negaci kon-
tradikce. Slivko ,vzdy“ znamena za vSech okolnosti, ve VL tedy pfi jakékoli
valuaci. Vyrokové-logické tautologie (¢i kontradikce) jsou tedy z definice jiné
nez tautologie definované zcela obecné. Nize v textu vSak budeme stru¢né mlu-
vit jen o tautologiich (kontradikcich). Jinym nazvem pro tautologie je logicky
platné formule.

Tautologie VL

Vyrokové-logickou tautologii je formule, ktera nabyva hodnoty 1 pfi
kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, tj. pfi kazdé valuaci. Je to
tedy formule, ktera je kazdou interpretaci splinovana.
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Priklady tautologii jsou tieba p—p ¢i p—(pvq), pro seznam vyznamnych tau-
tologii viz niZe kapitolu 5. Uvédomme si, ze formule A je v klasické VL tauto-
logii pravé tehdy, kdyz formule —A je nesplnitelna.

Kontradikce VL

Vyrokové-logickou kontradikci je formule, ktera nabyva hodnoty 0 pri
kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, tj. pfi kazdé valuaci. Je to
tedy formule, ktera nenf Zadnou interpretaci splinovana.

Priklady kontradikei jsou tfeba pa—p ¢i —(p—p). Kontradikce jsou nesplnitel-
né formule.

Z hlediska sémantiky jsou dvojice formuli vzhledem k sobé ekvivalentni
nebo neekvivalentni.

Ekvivalence formuli VL

Formule A je ekvivalentni formuli B pravé tehdy, kdyz jsou obé spl-
fovany pouze a pravé tymiz interpretacemi, tj. 3(v,A)=3(v,B) pti véech
valuacich v.

Priklady ekvivalentnich formuli jsou tfeba dvojice —=(pvq) a —pAr—q, p—p
a p—>(pvq), pAr—p a =(p—p).

Jak uvidime i tfeba z Principu ekvivalentniho nahrazeni, jenz umoznuje
tautologii snadno prebudovavat na dal$i tautologie, kazda formule je ekvi-
valentni nekone¢né mnoha formulim. To také obnasi, ze kazda tautologie je
ekvivalentni nekone¢né mnoha tautologiim. Analogicky totéz plati pro kon-
tradikce. Dokonce je oblast v§ech formuli rozdélena na vzéjemné disjunktni, tj.
neprekryvajici se, nekone¢né mnoziny formuli, pficemz v kazdé z mnozin jsou
si v§echny formule navzajem ekvivalentni.

Nékdy byva zminovan pojem dudlni formule. Dvé formule A a B jsou
k sobé dudlni (B je nékdy znacena A®) pravé tehdy, kdyz 3(v,B)=—3(v,A). To
znamend, Ze A ma hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz B ma hodnotu 0, a naopak;
jejich priibéhy pravdivostnich hodnot jsou ,zrcadlové’. Prikladem jsou tfeba
p a —p nebo pvg a =pA—q. Plati dokonce Véta o dualité, podle niz je A ekvi-
valentni B, jez se od A li$i zaménou dudlnich spojek v a A a tim, Ze namisto
atomickych formuli (proménnych) obsahuji jejich negace.

Nyni dame do souvislosti systémy formuli a formule, jez jsou splnény
vzdy, pokud jsou splnény vSechny véty z prisluného systému. Neznamena
to nic jiného nez to, ze dana formule vyplyva z daného systému formuli, ale
k tomu se vratime az niZe v samostatné kapitole. Pro nas je nyni dtlezité védét,

47



Uvod do logiky: klasicka vyrokové logika

ze T je mnozina predpokladu (¢i podminek) pro tvrzeni A a ze tautologie lze
tvrdit bez predpokladi. Namisto tautologicky diisledek se nékdy rika prosté lo-
gicky diisledek systému formuli.

Tautologicky dusledek systému formuli T

Formule A je tautologickym diisledkem systému formuli T, psano T |
A, pravé tehdy, kdyz 3(v,A)=1 pti kazdé interpretaci, pfi niz 3(v,B)=1 pro
kazdou formuli B, jez je prvkem T. V ptipadé T | A pro prazdny soubor T
piseme kratce | A.

Vsimnéme si, Ze pokud je mnozina T nesplnitelna, znamena to, Ze nema zadny
model, a tudiZ je A splnéna v kazdém modelu mnoziny T. (Je$té pozname-
nejme, Ze dany pojem lze rozsirit tak, aby za tautologicky dusledek byl bran
systém formuli S, takZe bychom méli T | S; | S je pak ptipad logicky pravdivé-
ho systému formuli. Mnozina tautologickych dusledktt mnoziny T se obvykle
oznacuje Cn(T), kde ,,Cn" je zkratkou za ,,consequence” (tj. diisledek) nebo se
pouziva Cl, coz zkracuje ,,closure” (tj. uzavér).

Konecné si uvedeme jesté dva pojmy. Oba se sice vazou k problematice
odvozovani (viz prislusnd kapitola 14.), ale maji vysokou relevanci k proble-
matice pravdivosti formuli. P¥islusnd dvé pravidla nds opraviuji transformo-
vat dané formule na jiné formule, pfi¢emz bude zachovana jejich pravdivostni
hodnota, v ptipadé Pravidla substituce dokonce tautologi¢nost (viz téz kapito-
lu 13. o axiomatickych systémech).

Pravidlo substituce ve VL

Nahradime-li ve VL-tautologii kazdy vyskyt urcité proménné urcitou
jednou a toutéz formuli, ziistane VL-tautologii.

Napriklad do tautologie p—p mutizeme substituovat (tj. dosadit) za p napiiklad
q anebo tieba gvr, a vysledky téchto substituci, totiz g—q i (qvr)—(gvr) jsou
rovnéz tautologie.

Pravidlo ekvivalentniho nahrazeni

Necht A je formule, ktera obsahuje alespon na jednom misté podfor-
muli B. Jestlize plati, Ze B je ekvivalentni s C, a jestlize formule A" vznikne
nahrazenim libovolného poétu vyskytti formule B formuli C ve formuli A,
pak A’ je ekvivalentni s A.

48



3. Jazyk VL

Napriklad ve formuli (pvgq)—p lze namisto prvniho vyskytu p dat formuli
PAD jezto je ekvivalentni p; vysledek nahrazeni, ((pAp)vq)—p, je ekvivalentni
(pvq)—p.

Vsimnéme si rozdilu mezi témito pravidly. Pti aplikaci Pravidla substi-
tuce nahrazujeme né¢im proménné, pii aplikaci Pravidla ekvivalentniho na-
hrazeni nahrazujeme né¢im podformule. Pfi aplikaci Pravidla substituce do-
sazujeme néco za kazdy vyskyt, pti aplikaci Pravidla ekvivalentniho nahrazeni
dosazujeme za libovolny pocet vyskyti.

3.5 Cviceni - terminologie VL

Zopakujte si, co je:

1) abeceda VL

2) gramatika VL

3) spravné utvorena formule VL (s.u.f.)
4)  podformule VL

5)  vyrokova forma

6)  vyrokova proménna

7) vyrokovy symbol

8)  vyrokovd spojka (jakozto symbol)
9) pravdivostni funkce

10)  valuace

11)  interpretace

12)  spliovani

13)  splnitelnost

14)  model
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15)  tautologie VL

16)  kontradikce VL

17)  ekvivalence formuli
18)  substituce

19)  ekvivalentni nahrazeni

20) tautologicky dusledek systému formuli
3.6 Cviceni - syntaktické/sémantické pojmy VL

Urcete, ktery termin z nize uvedenych dvojic terminii VL je termin syntakticky
(tj. patrici do oblasti syntaxe) a ktery je sémanticky:

1) a) tautologie b) spravné utvorena formule
2) a) gramatika b) interpretace

3) a) formule b) kontradikce

4) a) pravdivostni funkce b) vyrokova forma

5) a) tautologicky diisledek b) vyrokovy symbol

3.6 Reseni - syntaktické/sémantické pojmy VL

1)  Syntakticky: b) spravné utvorena formule, sémanticky: a) tautologie.

2)  Syntakticky: a) gramatika, sémanticky: b) interpretace.

3)  Syntakticky: a) formule, sémanticky: b) kontradikce.

4)  Syntakticky: b) vyrokova forma, sémanticky: a) pravdivostni funkce.

5)  Syntakticky: b) vyrokovy symbol, sémanticky: a) tautologicky disledek.
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3.7 Cviceni - zji$téni pravdivostni hodnoty formule pti
urcité valuaci

Zjistéte pravdivostni hodnotu dané formule pii nasledujici valuaci: v(p)=0,
v(@)=1, v(r)=0, v(s)=1:

D (pv(g—=-n)—q
2)  (pvne(ra—s)

3)  so(p=(=pve))
4)  (gr—s)—(pes)

5) ((pv—=gq)vr)—(sAn—s)

3.7 Reseni - zjisténi pravdivostni hodnoty formule p¥i
urcité valuaci

1) S, ((pv(g——r))—>q))=1, protoze 3(v,—r)=1, takze 3(v,(q——r))=1,
nacez 3 (v, (pv(g——r)))=1.

2) S ((pvr)e>(ra—s)))=1, protoze S3(v,—s)=0, takze SJ(v,(rA—s))=0,
S(v,(pvr))=0.

3) S (v, (se>(p—(—pvs)))=1, protoze I(v,(p—(—pvs)))=1 (protoze vime,
ze v(p)=0, pti niZ je cela implikace pravdiva, nemusime zjistovat pravdi-
vost jejiho konsekventu).

4) 3(v,((gr—s)—=>(p<>s))=1, protoze 3 (v,—s)=0, takze 3(v,(qr—s))=0 (po-
dobné jako v minulém prikladu nemusime uz zjistovat pravdivost jejtho
konsekventu).

5) S(((pv—q)vr)—(sa—s))=1, protoze 3 (v,—q)=0, takze 3 (v,(pv—q))=0

(podobné jako v minulém prikladu nemusime uz zjistovat pravdivost je-
jiho konsekventu).
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3.8 Cviceni - nalezeni modelu formule

Naleznéte alespon jeden model formule:

1) =(pvipag))

2)  (prg)V(=pv—q)
3)  =lprg)v(=pv—q)
4 =pvg)v(=pr—g)
5  =p-p).

3.8 Reseni - nalezeni modelu formule

1) Napt. v(p)=0, v(q)=1.
2)  Napt v(p)=1, v(q)=1.
3)  Napt. v(p)=1, v(q)=0.
4)  Pouze a pravé v(p)=0, v(q)=0.

5) Nelze nalézt model, nebot formule je nesplnitelna (je to kontradikce).

3.9 Cviceni - splnitelnost mnoZiny formuli

1) Urcete, zda je splnitelna mnozina formuli {(p—q), (pVvq), (—pAq)}.

2) Urcete, zda je splnitelna mnozina formuli {(p—7), (g—1), (pvq)}.

3) Urcete, zda je splnitelna nasledujici mnozina vyrokd. ,,Pravé tehdy, kdyz
neprospéji u zkousky, budu muset o prazdninich studovat, ,,Prospé-

ji u zkousky®, ,Neni pravda, Ze u zkousky neuspéji nebo budu muset
o prazdnindch studovat®
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3.9 Reseni - splnitelnost mnoziny formuli

1)
2)

3)

Dané mnozina formuli je splnitelnd a to jen pti valuaci v(p)=0, v(q)=1.

Dana mnozina formuli nedava zprvu uvidét vhodnou valuaci, jez by
byla modelem vSech formuli, zkusime tedy valuace po radé otestovat.
Uvazme pro zacatek v(p)=v(q)=v(r)=1. Lze lehko uvidét, Ze tato va-
luace ¢ini vSechny tfi formule pravdivé. Dany soubor formuli je tedy
splnitelny.

Vyroky formalizujeme jako (—p<>q), p, ~(—pvq). Lze pak lehko uvidét,
ze modelem tohoto souboru je jen valuace takova, ze v(p)=1. Odtud si
dale odvodime, Ze aby 3 (v,—p<>q)=1, tak pti v(p)=1 musi byt 3 (v,q)=0,
tj. v(q)=0. Pfi takovéto v pak 3(v,—~(—pvq))=1. Neboli, dand mnozina
vyroki je splnitelna.

3.10 Polska notace

Polskou logickou skolou uzivana bezzavorkova notace byla vyvinuta J. Luka-
siewiczem; v soucasnosti ovéem najdeme malo uzivatelt této notace mezi lo-
giky, v informatice je vSak roz$irenéjsi. V nami pouzivané notaci je to, na co je
ktery operator vztazen, vyznacovano zavorkami, avak v polské notaci je toto
dano postupnou aplikaci zleva doprava a aritou operatord. Jde tedy o notaci
prefixni, nikoli infixni. Pro srovnani, bézna matematicka notace je infixni.

Zmény v abecedé prislusného jazyka vzhledem k abecedé pouzivané

nami jsou indikovany v nasledujici tabulce:

negacja (undrni operator)

konjunkcja (binarni operator)

alternatywa | (binarni operator)

<>

consequentia | (bindrni operator)

m|O»|R|Z

<> | ekwivalencja | (binarni operator)

Arita operatoru podminuje to, které formule jsou spravné utvoreny, a které
nikoli. Napt. Np, NKpg, ¢i CKpgArs, nebo ECpgr jsou s.u.f,, kdezto NC, Npq,
¢i Cpgr nikoli.
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1)

2)

3)

Priklady prepisu do nebo z polské notace:

Prepis formule (pA—p)—q do polské notace zacina s C, které je apliko-
vano na konjunkci, tj. K, proménné p s formuli Np, tedy KpNp, a pak
na promeénnou g, ¢ili CKpNpgq.

Mame-li prepsat formuli NCpKgNr, tak vime, Ze N je undrni opera-
tor, takze prvni N neguje celou formuli, —(...), druhé N proménnou 7,
—(...mr); Cje bindrni a je vztazeno na p, —(p— ...—t), a na to, co je spjato
konjunkci, =(p—(...A...—r)); konjunkei K je spjata proménna q a negace
1, =(p—(gAa—r)).

Ptipohledu na rozsdhlou formuli NECANpNgANpNgCKNpNgKNpNg
vidime, ze jde o negaci (tj. N) formule tvaru ekvivalence (tj. E), tedy
—((...)>(...)), pri¢emz na levé strané ekvivalence se nachazi implikace
(tj. C), ktera je vztazena na disjunkci (tj. A) negovanych proménnych
p a g, (kpv—q), a dile na disjunkci zrovna tak negovanych promén-
nych p a g, tedy (—pv—q)—>(—=pv—q); na pravé strané ekvivalence je
rovnéz implikace (tj. C), ktera je vztazena na dvé konjunkce negova-
nych proménnych p a g, tedy (—pA—g)—>(—pA—q); jde tedy o formuli
=( ((=pv—g)=(=pv—9)) <> ((=pA=g)—=(=pA—q)) ).

3.11 Cviceni - pfepisy z a do polské notace

Nasledujici formule prepiste z polské do nami uzivané notace:

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)
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8)
9)

10)

CCpCqrCCpqCpr
NEKApgrCNpr

EKpNKNgrKpANNgNr

Nasledujici formule prepiste z nami uzivané notace do polské notace:

11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)

20)

—(p—(gn—r))

(p>—g)—>(pA—q)

(=) (pv—9q)

((p—=q9)—q)r—q

(P A (g (p—1))
—((p—(qv—n)>(pvr))
=((p=>g)A(=pvq))>1)
(p—=q)=>((=pvr)—(qr—r))
—(=(=pv—=(=g——1)) > =(=(=pAr—g)—>—r) )

3.11 Reseni - prepisy z a do polské notace

1)
2)
3)
4)
5)

6)

—(=pv—q)

p—(—gnr)
—(p=>(pva)—p
=(p—=>q)>(pAr—q)
(—pv@) > ((p—>g)A(gvr))
(p—(q—1)—>((p—>9q)—r1)
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7)  (=pvgvga(rv—p))

8)  (p—=(g—n)—>((p—g)—(p—1))
9 —(((pvgrre(=p—))

10)  (pA—(=gan))e>(pa(——gv—r))
11)  NCpKgNr

12)  CEpNgKpNg

13)  KNCpgApNg

14)  KCCpNggNg

15)  KCpNgEqNCpr

16) NECpAgNrApr

17)  NEKCpqANpgr

18)  ECpqCANprKgNr

19)  NENANpNCNgNNCNKNpNgNr

20) NENCNANpNgNKNpNgNCNKNpNgNANpNg
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4. Zjisténi priubéhu pravdivostnich hodnot
formule tabulkovou metodou

Nyni se nauc¢ime zjistovat, které pravdivostni hodnoty dand formule nabyva
pti kterych pravdivostnich ohodnocenich vyrokovych proménnych, budeme
tedy zjiStovat priibéh pravdivostnich hodnot dané formule. UZijeme k tomu
tabulkovou metodu. Postup bude takovy, ze v prehledné tabulce jednotlivym
vyrokovym proménnym prifadime vSechna moznd pravdivostni ohodnoceni
a pfi tom vyhodnotime vztahy mezi (pod)formulemi podle tabulek prislus-
nych vyrokovych funkci (pfi tomto tedy realizujeme rekurzivni algoritmus).

Abychom vystihli vSechny mozné valuace, a nasledné pak vsechny
mozné hodnoty, které miize celd formule pti téchto valuacich nabyvat, musime
vypsat vSechny mozné kombinace rozlozeni pravdivostnich hodnot. Nejprve
proto spocitdme vSechny vyrokové spojky, které jsou ve formuli uzity, jejich
pocet je n. Poté pripravime 2" fadki. Pod prvni vyrokovou proménnou, coz je
feknéme p, vypiseme do sloupce 2" jednicek, pod né pak nuly; tento sloupec
jednicek a nul prepiseme pod vSechny dalsi vyskyty proménné p. Pod dru-
hou proménnou, g, vypiseme do sloupce polovinu jednicek, nez kolik jsme
jich udélili proménné p, tedy 27'/2, poté vypiSeme prave tolik nul a takovouto
sekvenci jednicek a nul opakujeme az do posledniho radku; tento sloupec jed-
nicek a nul prepiSeme pod vSechny dalsi vyskyty proménné g. Pokrac¢ujeme
stejnym zptisobem pro vSechny proménné, pricemz ve sloupci pod posledni
proménnou se budou stfidavé opakovat jednicky a nuly.

Nyni podle definic pravdivostnich funkei a v souladu s Principem kom-
pozicionality vyhodnotime vsechny (pod)formule, jejichz vlastnimi podfor-
mulemi jsou atomické formule - vyhodnotime tedy formule tvaru —A a A*B,
kde ,,*“ je nékterd ndami pouzivana binarni vyrokova spojka; jedni¢ky a nuly
piseme zdsadné pod symbol vyrokové proménné. Poté vyhodnocujeme vsech-
ny dalsi podformule, jak jsou vyznaceny zavorkami. Posledni zjistény sloupec
hodnot ukazuje hodnoty, které formule nabyvéa pii jednotlivych pravdivost-
nich ohodnocenich proménnych.

Ukéazeme si dva uzivané postupy pro vyhodnoceni formule (pvg)——g.
Pro snadnou rekonstrukci postupu vyhodnocovani budeme v prikladech
ve spodnim radku vyznacovat poradi krokt (na poradi krokt znacenych n.a,
n.b atd., kde n je néjaké ¢islo, nezalezi; krok 1.i, kde i je néjaké pismeno, je
ohodnocenim vyrokovych proménnych). Vysledny sloupec vyznacujeme kur-
zivou, pochopitelné Ize pouzit i jiné vyznaceni.
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®

v q) — = q

1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1

0 0 1 1 0
l.a) 3.) 1.b) 4) 2.) 1.c)

Po ur¢eni moznych pravdivostnich hodnot v 1.7 jsme sice provedli krok 2.), ale
to jen proto, Ze byl o malo jednodussi nez 3.); na poradi kroku 2. a 3. zde totiz
prilis nezélezi.

(Jesté poznamka: nenechme se splést tim, Ze pod antecedentem, jme-
novité pod znakem implikace, jsou jiné hodnoty, nez jak je tomu v tabulce
definujici implikaci; z této defini¢ni tabulky vybirame ty radky, které se nam
hodi, napt. druhy fadek, kdy na argumentu (1,0) ddvd implikace hodnotu 0,
zuzitkujeme v ptipadé vyhodnocovani nasi formule v prvnim a tfetim radku.)

Pro zvyseni rychlosti vpisovani hodnot a pro lepsi orientaci se v praxi
nékdy uziva postup, kdy vyhledame nejdrive to ohodnoceni dil¢i podformule,
které je pro danou vyrokovou spojku vyjime¢né, nacez do zbylych radka pak
vepiSeme hodnoty opa¢né. Napriklad disjunkce je nepravdivé jen, je-li argu-
mentem dvojice (0,0), do toho fadku tedy vepiseme jako hodnotu 0 a do ostat-
nich fadku mechanicky vepiseme hodnotu 1. Nékdy je také uzite¢né nevy-
pisovat pod sebe napriklad tfi jednicky, ale misto nich napsat jednu velkou
jednicku pres tfi radky.

Druhou podobou tabulkové metody je nasledujici postup, v némz je
ohodnoceni vyrokovych proménnych uvedeno zcela nalevo, od néj napravo
jsou pak po radé vyhodnoceny v samostatnych sloupcich dilé¢i podformule
a posledni krok vyhodnocovani je tedy zcela napravo — posledni krok vyhod-
nocuje vztah mezi predposlednimi kroky (v§imnéme si, ze v zahlavi tabulky je
posloupnost vytvarejici danou formuli):

rq (pvq) —q (pvg)——q
11 1 0 0
10 1 1
01 1 0 0
00 0 1 1
1. 2.a) 2.b) 3)
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Tabulkovou metodou lze kromé splnitelnosti ovéfit i to, zda dana for-
mule je tautologie: pokud vysledny sloupec hodnot obsahuje samé jednicky,
¢ili dand formule je pravdiva pri vSech ohodnocenich jejich proménnych, for-
mule je tautologil.

Dopliime si informaci o tabulkové metodé jesté i tim, ze formule lze vy-
hodnocovat i pomoci sémantickych stromii. Sémanticky strom je (matematic-
ky) strom, jehoZ kofenem je dand formule a navésti (tj. mista vétveni) obsahuji
¢aste¢né vyhodnocenou formuli. Toto vyhodnoceni nékteré jeji proménné od-
povidd tomu, zda proménnd v dané vétvi je nebo neni negovana (cemuz odpo-
vidaji hodnoty 1 nebo 0, jez byvaji nékdy reprezentovany jako T a L). Vétveni
muize vychazet z té ¢i oné proménné vyskytujici se ve formuli, listy obsahuji
hodnoty, jichz formule nabyva pti ohodnoceni proménnych v dané vétvi. Zde
je ilustrativni priklad:

(p—>—q)—>—p
b TTT——=
q —q q =9
(1—>ﬁ1)4ﬁ0\)aﬁ1 0 })m 0
1 0 1 1

Jinou metodou nalezeni modelu formule je ptibuznd metoda sémantickych
tabel, jeZ je vysvétlena v kapitole 14. o dikazovych systémech.

4.1 Priklady - zji$téni prabéhu pravdivostnich hodnot
formule

Pomoci tabulkové metody zjistéte pribéh pravdivostnich hodnot u nasleduji-
cich formuli:

1)
p — p
1 1 1
0 1 0
l.a) 2.) 1.b)
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Formule p—p nabyva pii pravdivostnim ohodnoceni vyrokové proménné p
hodnotou 1 pravdivostni hodnotu 1, pfi pravdivostnim ohodnoceni vyrokové
proménné p hodnotou 0 také pravdivostni hodnotu 1 (jde tedy o tautologii).

2)
P - 9 - P
1 1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0 0
l.a) 2) l.c) 3.) 1.b)

Formule (p—¢q)—p nabyvé na argumentech (1,1) a (1,0), coz jsou dvé mozna
ohodnoceni proménnych p a g, pravdivostni hodnotu 1, na zbylych dvou ostat-
nich dvojicich hodnotu 0. Mimochodem si pov§imnéme, ze dana formule dava
stejny pribéh hodnot jako atomicka formule p, je s ni tedy ekvivalentni.

3)
p - (q - p)
1 1 1 1
1 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0
l.a) 3.) 1.c) 2) 1b)

Formule p—(q—p) nabyva pti pravdivostnim ohodnoceni vyrokovych promén-
nych p a g dvojici (1,1), kdy prvni ¢len dvojice je hodnotou pro p a druhy hodno-
tou pro ¢, pravdivostni hodnotu 1. Pro ostatni dvojice také, i v tomto pripadé jde
tedy o tautologii; tato formule je tedy ekvivalentni formuli z prikladu 1).

4)
- (q - (q A - p)
1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1 0
0 0 1 0 0 1 0
5) 1.b) 4) 1.c) 3) 2) 1.a)
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Formule —(q—(qA—p)) nabyva na argumentu (1,1), ktery je ohodnocenim
proménnych p a g, pravdivostni hodnotu 1, na vSech ostatnich 0. Tato formule
je tedy ekvivalentni formuli pAg.

5)
- (p - (p v q)) < = q
0 1 1 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0
5. 1.a) 4) 1.b) 3) 1.c) 6.) 2) 1.d)

Dana formule nabyva na téch argumentech (které jsou ohodnocenim promén-
nych p a g), jejichz druhym ¢lenem je pravdivostni hodnota 1, pravdivostni
hodnotu 1, na v8ech ostatnich 0.

6)
p - (= q A r))
1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 0 0

Dalsi priklad netautologické a nekontradiktorické formule. Formule je tedy
splnitelna interpretacemi indikovanymi ve 3. a 5.-8. radku.
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7)
= 7 v 9 - ( - 9 A (q@ v 1)
0 1 1 11 11 1 11 11
0 1 1 1 1 11 11 1 1 0
o 1 0 0 I 1 0o o0 o0 0 1 1
0o 1 0 0 I 1 0 0 0 0 0 0
1 o 1 1 1 o 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 o 1 o 1 o0 1 o0 1 0 1 1
1 o 1 ©0 o0 O 1 0 0 0 0 0

Dana formule nabyva pravdivostni hodnotu 0 tehdy, kdyz ohodnocenim pro-
ménnych p, g a r je pravdivostni hodnota 0, pfi ostatnich valuacich je pravdiva.

8)
¢ - @ - n - (@ - 9 - @ - 1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 o0 o0 1 1 1 1 0 1 0 0
1 1 o0 1 1 1 1 0 o0 1 1 1 1
1 1 o0 1 o0 1 1 0 o0 1 1 0 0
o 1 1 1 1 1 o0 1 1 1 o0 1 1
o 1 1 o o0 I o0 1 1 1 0 1 0
o 1 o 1 1 1 o0 1 o0 1 o0 1 1
o 1 o 1 o0 1 ©0 1 o0 1 0 1 o0

Dana formule nabyva na vSech argumentech, které jsou ohodnocenim pro-
ménnych p, g a r, pravdivostni hodnotu 1 (jde tedy o tautologii).
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=
N—'

=
N—'

(= p

— e e e e e e = OO O O O O O

O O O O O O O O H - o e e e
O OO DO - D O O O O O O O >
O O O O H H O O O O e
OOHHH»—A»—A»—AOO»—-HOO»—‘H<
S O = = O O - = O O H RO O
NNQNQNQNNNQNNNQN\L
S = O = O = O = O = O = O = O =

(Pripomindme, ze v pfipadé, Ze pro argument, totiz n-tici pravdivostnich hod-
not, slouzi 4 proménné, pro celou kombinatoriku moznych rozlozeni pravdi-
vostnich hodnot potfebujeme 24, tj. 16 radka.)

10)
@ 7T ) T ) T ® T )
1 0 1 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0

Dana formule nabyva na danych argumentech vzdy téze hodnoty, jaka je valu-
aci ptifazena proménné g; dand formule je tedy ekvivalentni formuli q.
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4.2 Cviceni - zji$téni pritbéhu pravdivostnich hodnot
formule

Sestrojenim tabulky zjistéte priibéh pravdivostnich hodnot nasledujicich for-
muli:

) =(=pv—q)

2)  (pvg)>(gr—p)

3)  (poq)—=(prmg)

4 (pTeTy

5 —(p—(ga-n)

6)  (p—>9)((=pvr)—(gr—r))

7) ((p=grnv(=prg)

8)  (p—=>—gnr(ge—(pvr)

9 (=pva)v(ga(rv—p))

10)  (pA—(=gAn) > (pA(——gv—r))

4.2 Reseni - zjisténi pribéhu pravdivostnich hodnot

formule
1) 2)
p q hodnoty p q hodnoty
1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

(Tedy shodné s pag.) (Tedy shodné s —p.)
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4)

3)

hodnoty

hodnoty

q

(Tedy shodné s p—q.)

6)

5)

hodnoty

r

hodnoty

r

8)

7)

hodnoty

r

hodnoty

r
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9) 10)
p q r hodnoty p q r hodnoty
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1

4.3 Priklady - ovéfovani, zda je dana formule tautologii
tabulkovou metodou

Uz vyse jsme rekli, Ze tabulkovou metodu lze vyuzit i pro ovéfeni, zda je urcita
formule tautologii. Zde je nékolik ptikladi.

1)
0 N - P
0
0 0 1 0

Dana formule neni tautologii, nenabyva totiz pravdivostni hodnoty 1 pti ja-
kémbkoli pravdivostnim ohodnocent jejich vyrokovych proménnych.

2)
(= q - - p) - 0 - )
0 1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 0 1 0
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4. Zjisténi prubéhu pravdivostnich hodnot formule tabulkovou metodou

Dana formule je tautologii, nebot nabyvé pravdivostni hodnoty 1 pfi jakém-
koli pravdivostnim ohodnoceni jejich vyrokovych proménnych, tj. pti jakékoli
valuaci.

3)
¢ L 9 e = ¢ v 9
1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0 0 0
Dana formule je tautologii.
4)
¢ T o T @ T o T @ T 9
1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0

Tato formule je také tautologii.

4.4 Cviceni - ovéfovani, zda je dand formule tautologii
tabulkovou metodou

Tabulkovou metodou ovéfte, zda jsou nize uvedené formule tautologiemi VL:

) =lp—=gApv—q)

2)  =p—=g)e(prg)

3)  (p——g)—>g9)r—g

1) (prg)—>(gA(—g—1IAg)
5 (=p—>g)v(rvs))v(sn—s)
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4.4 Redeni - ovéfovani, zda je dana formule tautologii
tabulkovou metodou

1) Dana formule neni tautologii. Hodnota 0 je v fadcich 1 a 3-4.
2) Dana formule je tautologii.

3) Dana formule neni v tautologii, je dokonce kontradikei.

4) Dana formule je tautologii.

5) Dana formule neni tautologii. Hodnota 0 je v poslednim radku.

4.5 Cviceni - splnitelnost mnoziny formuli

1) Tabulkovou metodou urcete, zda je splnitelnd mnozina formuli {(p—q),

(pvq), (—pAg)}.

2) Tabulkovou metodou urcete, zda je splnitelna mnozina formuli {(p—7),

(g—), (pvq)}.

3) Tabulkovou metodou urcete, zda je splnitelna nasledujici mnozina vyro-
ka. ,,Pravé tehdy, kdyz neprospéji u zkousky, budu muset o prazdninach
studovat®, ,,Prospéji u zkousky, ,Neni pravda, ze u zkousky neprospéji
nebo budu muset o prazdnindch studovat®
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4.5 Reseni - splnitelnost mnoziny formuli

1) Dany systém formuli je splnitelny, jeho modelem je valuace, pfi niz jsou
vSechny tfi formule (p—q), (pvq), (—pAq) pravdivé:
p q (p—9) (pvq) (=prg)
1 1 1 0
1 0 0 1 0
0 1 1 1 1
0 0 1 0 0
2) Dany systém formuli je splnitelny, jeho modely jsou valuace v fadcich na-
sledujici tabulky, za nichz jsou v8echny tfi formule (p—r), (¢—1) a (pvq)
pravdivé, tj. v fadcich 1, 3 a 5 (zahlavi tabulky nepocitame mezi radky):
P q r (p—r1) (g—7) (pvq)
1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 1 0
3) Dany systém formuli je splnitelny, jeho modelem je valuace z druhého
radku nasledujici tabulky:
p q | (peoq) | a(=pvg)
1 1 0 0
1 0 1 1
0 1 1 0
0 0 0 0
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5. Odvozeni vyrokovych spojek z jinych vyrokovych spojek

5. Odvozeni vyrokovych spojek z jinych
vyrokovych spojek

V této kapitole se nau¢ime, jak si z urcité mnoziny vyrokovych spojek odvodit
vSechny zbyvajici vyrokové spojky. Mnoziny, které takovéto odvozeni umoznu-
ji, se nazyvaji funkcné tiplné mnoziny spojek. Priklady takovychto mnozin jsou
{=—=} {=AL {=,v), {—, if-then-else}, anebo dokonce jednoprvkové mnoziny
{T), {{}; funkene neuplnymi jsou napt. {A,v}, {=}.

Znama mnozina péti vyrokovych spojek {—,A,v,—,<>} tedy obsahuje re-
dundantni prvky. Ty jsou vSak uzite¢né prakticky, ponévadz maji ¢asto uzivané
korelaty v nasem jazyce, totiz prislusné gramatické spojky. V logickych textech
jsou ony ,nadbytecné’ spojky zavadény pomoci definic jako napt. ,,p—q =, —pvq*
Takova definice vlastné 1ika, Ze ,,p—q" je jazykovd zkratka za ,—pvq" Prakticky
v$ak jde o to naznacit, Ze nékteré spojky (zde napt. v) jsou v prislusném deduk¢-
nim systému chapany jako zakladni, kdezto jiné (napf. — v nasem ptikladu) jako
odvozené. Mnozina pravdivostnich funkci se nijak neméni, ta je jiz dana; odliseni
zakladnich a odvozenych spojek pouze ukazuje, pomoci jakych vyrazi a jakym
zptisobem o nich budeme mluvit. (Nize v této kapitole nebudeme prili§ mezi
pravdivostnimi funkcemi a je oznacujicimi vyrokovymi spojkami odlisovat.)

Zejména v nasem prvnim prikladu si ukdzeme, jak uréitou pravdivostni
funkci vyjadrit pomoci formule obsahujici pouze zavedené vyrokové spojky.
Tato metoda je mimochodem zvlast uzitecnd, pokud si chceme odvodit néja-
kou tautologii tvaru ekvivalence, na niz jsme pozapomnéli.

5.1 Priklady - odvozeni vyrokovych spojek z jinych
vyrokovych spojek

1) Provedeme odvozeni nejznaméjsich vyrokovych spojek z negace
a disjunkce, tj. z mnoziny {—,v}. Nejprve s pomoci — a v odvodime im-
plikaci. Implikace je binarni funkce, proto ji zkusme odvodit z binarni
funkce disjunkce:

pVvq
111
110
011
000
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Zkusime-li negovat p dostaneme definici nami hledané implikace —:

—pVvq
0111
0100
1011
1010

Obdobnym zptisobem odvodime konjunkci. Tu lze odvodit bud z pravé zave-
dené implikace, anebo z disjunkece, jez je zakladnéjsi. V ndmi jiz znamé formuli
—pVvq zkusime negovat téz g, coz dava:

—pVv-—yq
01001
01110
10101
10110

Vidime, Ze vysledny sloupec pravdivostnich hodnot je ,zrcadlovym obrazem'
hledaného prubéhu pravdivostnich podminek. Proto negujeme celou formuli —
dostaneme tak konjunkeci A:

101001
001110
010101
010110

Ekvivalenci <> nyni pro jednoduchost definujeme jako implikaci obéma sméry:

( )

~

@

r—tr—tO»—iJ,
O = O =
—_o O~ >
O = O =

%
1
1
0
1

SO~ =y

1
1
0
0

2) Nyni odvodime nejznaméjsi pravdivostni funkce s pomoci Schefferovy
funkce:
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T
0
1
1
1

SO~
O = O~

Zakladni krok spocivé v tom, Ze si pomoci T definujeme negaci, coZ vypada
obtizné vzhledem k tomu, Ze T je binarni, kdezto — unérni. Trik bude v tom,
7e T nebude operovat na viech moznych dvojicich pravdivostnich hodnot, ale
jen na nékterych:

pTp
101
010

Cili —p je definovatelna pomoci pTp. Pro srovnani uvadime odvozeni pravdi-
vostni funkce undrni verum:

Tyt
011
1 1

)
o =

p
1
0

S pomoci negace snadno definujeme konjunkci A:

-(pT 9
1101
0110
0011
0010

Uz v pfedchozim prikladu jsme vidéli, jak tfeba z — a A nadefinovat postupné
V, =, ¢<>. Nejznaméjsi vyrokové spojky ale Ize nadefinovat vyluéné s pomoci
Schefferovy funkce ']l Definici — jsme jiz vidéli; nyni definujme tfeba A, ovéem
bez vyuziti —:

et T Ty
101 1101
1100110
0110011
0100010

73



Uvod do logiky: klasicka vyrokové logika

Implikaci — definujeme takto:

T Tp
10111
1100 1
01110
0101 0

Nyni definujeme pro ukazku vyluc¢ovaci disjunkei vv:

T Tp Tt T
10111010111
110011 11010
0111071 01100
01010001010

Definice disjunkce v je jednodussi:

eTp T@Te
1011 101
1011010
0101 100
0100 011

Kone¢né ekvivalenci <> definujeme pomoci T spojujici formuli pro v s formuli

pTe:

—~

O = O Y

)

R}
~

comr—g
—_—_0 O =

SO - =Ry
o»—»—ar—t_>

T
0
1
0
1

OOP—‘»—‘@

T
0
1
1
1

~ OO~ —
O = O~

1
0
0
1

3) O néco komplikovanéjsi je definovani tfi- a viceCetnych pravdivost-
nich funkei. Tento podnik je zalozen na tom, Ze kazdé formuli koresponduje
néjaka pravdivostni funkce. Z toho plyne, ze formuli obsahujici napriklad tfi
(odli$né) proménné odpovida néjaka ternarni funkce. (V nékterych pripadech
je napriklad tfeti proménna eliminovatelnd, cemuz je tak tehdy, kdyz hodno-
tu néjaké ternarni funkce Ize definovat zcela bez pomoci trettho parametru.)
Prikladem je uz vy$e uvadéna definice funkce if-then-else pomoci formule
(p—g)A(—p—7).
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5.2 Cviceni - odvozeni vyrokovych spojek z jinych
vyrokovych spojek

1) S pomoci — a v odvodte A.

2) S pomoci — a A odvodte v.

3) S pomoci — a v odvodte —.

4) S pomoci — a A odvodte —.

5) S pomoci —, A a — odvodte <.

6) Odvodte nejznaméjsi pravdivostnich funkce pomoci Nicod-Peirceovy
funkce {.

5.2 Reseni - odvozeni vyrokovych spojek z jinych
vyrokovych spojek

D) (pAg) =4 —(=pv—q)

2)  (pvq) =4 —(=pr—q)

3)  (p—q) =4 (—pvg)

4 (p—q) =x—(pr—q)

5 (peq) = ((p—>g)A(g—p))

.

6) (Srov. s \%rée uvadénymi definicemi znamych vyrokovych spojek
pomoci 1.)
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Nejprve definujeme negaci —:

plp
101
010

Definujeme konjunkci A:

)

OO»—‘HQ
—_—0 O —
©C O
SO~
S = O ==
OOHO%
—_ 0 O

Implikaci — definujeme jakozto spo-
jeni (pomoci 1) dvou formuli pro ne-
govanou implikaci:

lplpl@iplg
101011 107101
100100 10010
0010171 00101
0100071 01000
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Definujeme disjunkci v:

el L plg
1011101
1001100
0011001
0100010

Pro ukazku definujeme i negovanou
implikaci:

OO =
—_ O O O —
oo =Y
SO~ D
o= o ==

Definujeme ekvivalenci <>:

corr~g
— 0 o o «
o—o—2
O O~ O &
o~ o~
—_ O O M~ —
OO»—I»—I..U
—_— 0 O O«
omo s
o — o o &
oo~



6. Vybrané tautologie

6. Vybrané tautologie

Tautologie jsou alternativné zvany logické pravdy ¢i logicky platné formule.
O nékterych vylu¢nych z nich, napt. zdkonu sporu, se hovori téz jako o logic-
kych zakonech. Logické pravdy jsou to proto, Ze se li$i od oby¢ejnych, faktual-
nich (empirickych) pravd. Logicky platné proto, ze plati nikoli kviili momen-
talnimu stavu svéta, ale takfikajic kvili logice. Logické zakony proto, Ze to jsou
prosté ,zakony mysleni® Jak si totiz pov§imneme i niZe, tyto logické zakony
lze prevést na odvozovaci pravidla, coz ukazuje vyznam tautologii. Tautolo-
gie tvaru ekvivalence odpovidaji obousmérnym odvozenim (tj. vyplyvanim)
jedné formule z druhé; tautologie tvaru implikace zas odpovidaji odvozenim
jedné formule z druhé ve sméru $ipky. Tautologie jsou tedy jakymisi usudky
s prazdnym poctem predpokladii - jsou to tvrzeni, ktera plati nepodminéné,
neodvisle od podpurnych predpokladii.

Tautologie tvaru ekvivalence maji tu vlastnost, Ze formule po stranach
<> maji shodny pribéh pravdivostnich podminek. Dobfe je to vidét napriklad
na p <> ——p. Tautologie tvaru implikace maji specifickou obdobu této vlast-
nosti: formule napravo od —, tedy konsekvent, ma hodnotu 1 pti vSech téch
ohodnocenich (valuacich) vyrokovych proménnych, pfi nichz ma hodnotu 1
formule nalevo od —, tedy antecedent; v pripadé hodnoty 1 u konsekventu
nezalezi, zda antecedent md pri tomtéz ohodnoceni hodnotu 1 nebo 0. Srov.
napt. (pAq) — p.

Nasledujici seznam vybranych tautologii ukazuje konkrétni formule
s proménnymi p a q (atd.), a¢ by namisto nich mohly byt uzity jiné proménné.
Nejen to, namisto p a ¢ by mohly byt uplatnény libovolné formule, schematic-
ky tedy A, B atd. Takovéto zobecnéni formuli z niZe uvedeného seznamu vsak
ponechdvame na Ctenafi.

Tautologii je nekone¢né mnoho, coz plyne napriklad z pravé uvedené
uvahy o nahrazovani proménnych jinymi proménnymi. Nami uvadény seznam
je tedy vybérem a to vybérem jen téch nejcastéji diskutovanych tautologii.

N4§ seznam vybranych tautologii je pro lepsi chapani organizovan
do nékolika skupin. Ve skupiné A) jsou nékteré velmi znamé tautologie jako
zakon sporu - ,neni pravda, Ze je pravdivé p i negace p“ (kdyby platilo ,,p
a zaroven negace p* byl by to spor; negaci sporu je tautologie), zakon vylou-
¢eného tretitho - ,,budto p anebo negace p“ (ale uz taktikajic nic tretiho; lat.
tertium non datur), ¢i zakon dvoji negace - ,,p je totéz jako negace negace p“.
Adepti logiky si zakon sporu a zakon vylouc¢eného tietiho ¢asto pletou, nékdy
i s jinymi zakony, ¢ehoz je tfeba se vyvarovat.
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Ve skupiné B) jsou vlastné transformacni tautologie, ukazuji totiz nékte-
ré vzajemné prevody vyrokovych spojek. Nejznaméjsi je De Morgantv zakon,
k némuz byla vytvotena popularni fikanka ,,negovana disjunkce je konjunkci
negaci“ a v obdobé pak ,,negovana konjunkce je disjunkci negaci®. Zajimavé
je, ze jde o jakési dvé obdoby téhoz. Necht si ¢tenat dobre v§imne, Ze cela for-
mule (tj. De Morganiiv zakon) obsahuje tfi negace na tfech rtiznych mistech,
pri¢emz ty negace mohou byt presunuty na druhou stranu ,rovnice’, srov. napf.
—(pAq)>(—pv—q) a (pAg)>—(—pv—gq) (vnéjsi negace presunuta zleva napra-
vo od <»; presouvani negace na druhou stranu <> funguje i u jinych zakoni).

Skupina zdkonu C) shrnuje nékteré algebraické vlastnosti vyrokovych
spojek.

Ve skupiné D) jsou dalsi v klasické logice znamé tautologie. Nékte-
ré z nich (zékon Dunse Scota - ,,ze sporu plyne cokoliv®, zdkon redukce ad
absurdum) maji svou pregnantni obdobu v odvozovacich pravidlech.

Skupina E) ukazuje zajimava spojeni tautologické nebo kontradiktoric-
ké formule s béznou formuli. Napriklad spojime-li p s néjakou tautologii po-
moci konjunkee, vysledna formule ma tyz pribéh pravdivostnich hodnot jako
tato formule; spojime-li vak p s néjakou tautologii disjunkci, vysledna formule
ma tytéz pravdivostni hodnoty jako tautologie. Pfidany jsou nékdy uvadéné
,definice’ logickych konstant T a L pomoci zdkona vylouc¢eného tfetiho a sporu
(nikoli zakona sporu), coz ale mize byt ¢inéno pomoci libovolné tautologie
a kontradikce.

Ve skupiné F) jsou nékteré odvozovaci zakony, které jsou uvedeny
i v kalkulech ptirozené dedukce (srov. kap. 14.); nékteré z nich jsou coby jeden
smér implikace obsazeny v jiz uvedenych tautologiich tvaru ekvivalence.

vy

Desitka vitbec nejdilezitéjsich tautologii je indikovana pomoci *.

A)
p&>——p zdkon dvojité negace %
—(pA—p) zdkon sporu
pv—p zdkon vylouceného tretiho
pop zdkon totozZnosti
p <> (pvp) zdkon idempotence konjunkce
p <> (pvp) zdkon idempotence disjunkce
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B)

C)

D)

—(pAq) < (—pv—q) De Morganiiv zakon (DM) *
»negovana konjunkece je disjunkci negaci®

(prgq) & —(p > —q)

—(pvq) < (=pAr—q) De Morganiiv zdkon (DM) %
»negovana disjunkce je konjunkci negaci®

(pvq) & (—p—q)

—(p—q) & (pAr—q) prevod implikace na konjunkci *
»hegovana implikace je konjunkce s negaci®

(p—q) <> (—=pvq) prevod implikace na disjunkci *

(p—q) & (—q——p) transpozice (konverze) implikace &

(pe=>q) <> ((p—>q)A(q—p))  rozklad ekvivalence na implikace *

»ekvivalence je obousmérnd implikace*
(p>q) & (p=gA(=p——9))
(p>q) & ((pvg)v(=par—q))
(pq) & (=pvg)n(pv—q))

(pvq) < (qvp) komutativita
(pvq) <> (qvp)

(p>q) < (g<>p)

(pA(gar)) <> ((pAg)AT) asociativita
(pv(gqvr)) < ((pvq)vr)

(pe>(qem) & ((perq)o>r)

(pA(qvr)) <> ((pvq)v(pvr)) distributivita
(pv(gnn)) < ((pvg)a(pvr))

(p—q) = ((q—=r)—=>(p—1))  tranzitivita

p—(g—p) zdkon simplifikace s
(pr—p)—q zdkon Dunse Scota (,.ex falso quodlibet®) *
((p=>gA(p—>—q)) = —p zdkon redukce ad absurdum

(p—q) = ((q—nr)—(p—r1))  hypoteticky sylogismus

(p—(g—1) & ((pvg)—r)  zdkon slucovdni premis

(p—(q—1)) = (q—(p—r1))  zdkon zdmény premis
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E) (kde T je néjaka tautologie a K je néjaka kontradikce)

F)

6.1

1)

2)

3)

4)

5)

80

(pAT) < p neutrdlnost tautologie ke konjunkci
(pAK) < K agresivnost kontradikce ke konjunkci
(pvT) T agresivnost tautologie k disjunkci
(pvK) <> p neutrdlnost kontradikce k disjunkci
T & (pv—p)

1L & (pa—p)

p——p zavedeni dvojité negace

—p—p eliminace dvojité negace

(pAq) = p eliminace konjunkce

(pAgq) = q eliminace konjunkce

p— (pvq) zavedeni disjunkce

q— (pvq) zavedeni disjunkce

(pA(pvq)) <> p zdkon absorpce

(pv(pAq)) <> p zdkon absorpce

Cviceni - vybrané tautologie

Uvedte zakon vylouc¢eného tretiho a zakon sporu. Popiste rozdily mezi
témito tautologiemi.

Uvedte De Morgantv zakon v nékteré z variant a popiste, jak z ni odvo-
dit varianty dalsi.

Uvedte zdkon Dunse Scota, zakon reductio ad absurdum, zakon simpli-
fikace.

Uvedte zakon ukazujici pfevod implikace na disjunkci a zakon ukazujici
prevod implikace na konjunkci.

Uvedte ty tautologie z vySe uvadéného seznamu, jez nam ukazuji, které
formule jsou ekvivalentni formuli p.
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7. Ekvivalentni transformace

Tautologie tvaru ekvivalence nam ukazuji dvojice formuli, které jsou ekvivalent-
ni. Napriklad netautologicka a nekontradiktoricka formule —(pAq) je, jak uka-
zuje De Morgantiv zakon, ekvivalentni netautologické a nekontradiktorické for-
muli (—pv—g). De Morgantv zékon tak mtzeme pouzit k transformaci, ,pfrepisu’
jedné formule na druhou. Podobné u jinych piipadi. Retézec transformaci ma-
zeme pokladat za diikaz koncové formule z kterékoli z predchazejicich formuli.
Z jiného thlu pohledu: ekvivalence ukazuji vyplyvani obéma sméry.

Nyni si podrobné okomentujeme jeden vzorovy priklad procvicujici
ekvivalentni transformace, pficemz zadani tkolu zni tfeba nasledovné: Trans-
formujte formuli —((—pvq)A(—ras)) tak, aby se negatory (tj. znaky negace)
vyskytovaly nanejvyse pred atomickymi formulemi (tj. vyrokovymi promén-
nymi). Pfi feseni budeme soustavné uplatinovat De Morganovy zakony a zakon
dvoji negace.

Nasi formuli je tedy:

—|( (—|p\/q) A (—|1’/\S) )

V prvnim kroku se zbavime vnéjsiho negatoru tim, Ze uplatnime De Morga-
nav zakon pro prevod konjunkce na disjunkci —(AAB)<>(—Av—B), pri¢emz
za podformuli A budeme povazovat podformuli (—pvq) a za podformuli B bu-
deme povazovat podformuli (—rAs). Pro orientaci je dobré si tyto podformule
(=pvq) a (=rnas) naptiklad podtrhnout. Spravnym vysledkem aplikace tohoto
postupu je:

—(=pvg) vV —(—rAs)

Pravé zde adepti logiky velmi casto chybuji. Typickou chybou je, zZe
si neohlidaji, ze ve vysledné formuli ma byt napf. formule A, tj. (—pvq), ne-
govana; také zapominaji zaménit operator v za A. Abychom takovymto chy-
bam predchazeli, pomize si nejprve vyznacit matrici vysledné formule, totiz
—...vV—..., a teprve pak opisovat formule A a B. Dalsi typickad chyba je produk-
tem netrpélivosti: adept logiky se totiz pokousi formuli A (¢i B) nejen opsat
z formule vstupni, ale zaroven provést jeji dalsi apravu; takze zatimco sprav-
nym vysledkem by mélo byt napt. (pA—q)v—(—ras), kvili chybé je to napt.
(mpv—q)v—(=ras). Takovéto chybé lze predchazet peclivosti a snahou o po-
stupné zvladani tkold, kdy mame jejich feseni zcela pod védomou kontrolou.
Postupné rozepisovani krokti ma navic tu vyhodou, Ze v ném lze snaze provést
kontrolu ptipadnych chyb.
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Nasim druhym krokem bude, Ze se zbavime negace pred zavorkou tfeba
v pravé casti formule. Opét uplatnime De Morgantiv zakon (v téZe varianté),
pticemz nyni za podformuli A budeme povazovat podformuli —r a za podfor-
muli B budeme povazovat podformuli s:

—|(—|p\/q) \Y4 (—|—|7’\/—|S)

V pravé ¢asti formule uplatnime zédkon dvojité negace, tj. ——A<«>A, pricemz
za A uvazujeme podformuli r:

ﬁ(—lp\/q) \V (T’\/—|S)

Nasim dal$im krokem - ten vSak mohl predchazet krok predchozi — bude, Ze se
zbavime negace pred zavorkou nalevo a to tak, ze uplatnime De Morgantv za-
kon pro ptevod disjunkce na konjunkci —(AvB)<>(—AA—B), pricemz za pod-
formuli A budeme ted povazovat podformuli —p a za podformuli B budeme
povazovat podformuli g:

(—|—|p/\—|q) \Y (TV—|S)
V levé ¢asti formule uplatnime zakon dvojité negace:

(pA—q) Vv (rv—s)

Nyni jsme dosahli cile, nebot tato formule je nejen ekvivalentni formuli vstup-
ni, ale neobsahuje negator na jiném misté nez pred atomickou formuli.

Ekvivalentni transformace vyuzivime rovnéz pti reSeni tloh dotazuji-
cich se na ekvivalent daného vyroku. Naptiklad mame formulovat co nejjedno-
dussi vyrok, jenz je ekvivalentni vyroku:

Jestlize mam dalekohled, pozoruji ptactvo.

Tomuto vyroku je sice ekvivalentni mnoho vyrokd, nicméné za nejjednodussi
ekvivalent budeme mit ,Nemam dalekohled nebo pozoruji ptactvo® To je pa-
trné z toho, Ze formuli p—gq, jeZ je formalizaci daného vyroku, je ekvivalentni
—pvq. Slovnim korelatem formule —pvq je ,Nemam dalekohled nebo pozoruji
ptactvo®.

Jinym cvicenim na ekvivalentni vyroky je vybér z moznosti, kdy pravé
jeden z nabizenych vyroki je ekvivalentni danému vyroku:

Na vylet pojedeme vlakem nebo pojedeme autobusem.
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i) Neumim anglicky nebo umim némecky.

i) Jestlize na vylet pojedeme autobusem, nepojedeme vlakem.
ii) Na vylet nepojedeme vlakem nebo pojedeme autobusem.
iii) Na vylet pojedeme vlakem a pojedeme autobusem.
iv) Jestlize na vylet nepojedeme vlakem, pojedeme autobusem.
v) Na vylet pojedeme vlakem a nepojedeme autobusem.

Pti fe$eni vyuzivame VL tak, ze nejprve formalizujeme dany vyrok: pvq. Poté
provedeme ekvivalentni transformaci (transformace) této formule na néjakou
jednoduchou ekvivalentni formuli, napf. —=p—q ¢i gvp nebo —q—p; tuto for-
muli (formule) vyjadtime slovné: ,Jestlize na vylet nepojedeme vlakem, tak
pojedeme autobusem®, atd. Tuto slovni podobu pak hleddme mezi nabizenymi
moznostmi; v nasem pripadé je spravnou odpovédi iv).

7.1 Priklady - ekvivalentni transformace formuli

1) Prevedte formuli —((—pvq) v (ga(rv—p))) tak, aby se znaky negace, ne-
gatory vyskytovaly nanejvyse pred vyrokovymi proménnymi. Opako-
vané budeme uplatiiovat De Morganovy zakony (DM) a zakon dvojité
negace (z. —):

—((=pvq) v (qA(rv=p)))
< [ =(=pvg) A =(ga(rv=p)) ] DM na celou formuli
< [ (==pr—=g) A =(gA(rv—p)) ] DM nalevo
A [ (P/\—'q) A —'(q/\(f’V—'P)) ] z. —— nalevo
< [ (pA—q) A (—qv—(rv—p)) ] DM napravo
& [ (pA=q) A (—gqVv(=rA——p)) ] DM napravo
< [ (pA—=q) A (mgv(=rap)) ] Z. —— napravo
2) Prevedte formuli —~((pA—q) A (—qVv(—rAp))) tak, aby se negatory vysky-

tovaly nanejvyse pred vyrokovymi proménnymi:

—|( (p/\—|q) A (—|q\/(—|7’/\p)) )

& [=(pa—=q) v =(—=gv(=rap)) ] DM na celou formuli
& [ (=pv—=—=g) v =(=qVv(=rap)) | DM nalevo

& [(=pvq) v =(=qVv(=rap)) | z. —— nalevo

[ (=pvq) vV (m—gr—=(=rap)) ] DM napravo

< [ (=pvg) v (gr—(=rap)) ] Z. —— napravo
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o [ (—|qu) \% (q/\(—|—|1’\/—|p)) ]
& [ (=pvq) v (ga(rv=p)) ]

DM napravo
Z. —— Napravo

3) Prevedte formuli —( (pA(—gVvr)) A (—gqvr) ) tak, aby se negatory vysky-
tovaly nanejvyse pred vyrokovymi proménnymi:

—( (pA(—gvr)) A (—gvr) )
& [ =(pA(=gvr))) v (=(—=gvr)) ]
o [ (—|pV—|(—|qVT)) \Y (—|(—|qu)) ]

— [ (—|p\/ (—|—|q/\—|7')) \Y (—|(—|qu)) ]

& [ (=pv (gr—n) v (=(=gvr)) ]
& [ (=pvgn—r)) v (——gr—r) ]
& [ (=pv(gna—n)) v (ga—r) ]

& [—p Vv (gr—r) v (ga—r) ]

> [—|p\/(q/\—|}’) ]

DM na celou formuli

DM nalevo

DM nalevo

z. —— nalevo

DM napravo

Z. —— napravo

eliminace nadbyte¢nych zavorek
zakon idempotence v

4) Prevedte formuli ——(pA—q)v—(—pAq) tak, aby se v ni vyskytovaly jen
znaky implikace. Jeden z moznych postupt:

—|—|(p/\—|q) \% —|(—|p/\q)
< [ (pa—q) v (pv—q) ]
> [=(p—q) v (pv—q) |
< [=(p—q) v (=p——q) ]
< [ (p—=q) = (—p——9q) ]
< [(p—q) = (q=p) ]

z. —— nalevo

DM napravo

Z. —— napravo

prevod A na — nalevo

z. —— nalevo

prevod v na — napravo
pfevod v na A na celou formuli
z. —— nalevo

transpozice — napravo

7.2 Cviceni - transformace formuli

Nasledujici formule transformujte tak, aby se negatory vyskytovaly nanejvyse
pred vyrokovymi proménnymi. (Nize v fesenich vyslednou formuli pro zaji-
mavost upravujeme jesté dale a to s pomoci dalsich zakont.)

1) —((pA—q) Vv (—gAr))
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3)  —(=pv((gan—p))

4)  ((=p=>=q) v (=p—9))

5 —((p—=—g) A(=sr))

6)  =((=pvq) = (pr—q))

7y =(((pvg)v r)v(=p—1))

8)  —(=(pr=g)—(qr—p))

9 —(((p=g)v(=pvg)vr)

10)  =(=(p—g)=>((r—>—p)vq))

11)  =(=(pv(gvr))—(gv—r))

12)  =(((p—=g)v(=p—1)v(g—(pvr)))

13)  —(=(p—=(gv—r)—(pvr))

14)  =(=(=pV (=g——1)) = ~(=(=pA=g)v—r) )
15)  =(((=pv=@)Ap=)A(=pv=r)A(p—1)) )
16)  —(=(p—=>gA(=(p—>rIA(=gAT)) )

17) = ((=pA@A(=pAN)IA(—gAT) )

7.2 Re$eni - transformace formuli

1)
=((pA—q) Vv (—gAr))
< [ =(pA—=q) A —=(—gnr) ] DM na celou formuli
& [ (=pv——9) A =(—gAr) ] DM nalevo
< [ (=pvg) A =(—gar) ] z. —— nalevo
< [ (=pvg) A (m—gv—r) ] DM napravo
< [ (—=pvg) A (gv—r) ] Z. —— napravo
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[ (p—9) A (qv—r) ]
< [(p—=q) A (=rvg)) ]
< [(p—=q) A (r—9) ]

2)

—((p—>q) A (—=g——p))
[ =(p—q) v —=(—g——p) ]
< [ (pA—q) vV —(—=g——p) ]
< [ (pA—=q) v (gA——p) ]
< [ (pA—q) v (—qnp) ]
& [(pr—g) v (pr—q) ]
< [(pr—q) ]

3)
—(=pv((gnar)—p))
& [ =—pAr—=((gar)—p) |
< [pr=((gan)—p) ]
& [ pal(gar)a=p) ]
[ pagrra—p ]
& [ (pa—pIA(gan) ]
< (pA—p)

4)

& [ (=pAg) A =(=p—9q) ]
& [ (=pAg) A (=pA—g) ]
<~ [ —PAGA—PA—T]G ]

< [ —prgr—q ]

< (gr—q)

5)

—((p—=—9q) A (=s¢=1) )
— [—|(p—)—|q) \% ﬁ(—|5(—1’) ]
— [ (p/\—|—|q) \% —|(—|SFT) ]
< [ (pAq) v —(=s¢1) ]
> [ (p/\q) \% —|(—|—|I’%—|S) ]
& [ (pAg) Vv =(r——s) ]
< [(pAqg) v (rA——s) ]
< [(pAq) v (rns) ]
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prevod v na —
komutativita v napravo
prevod v na —

DM na celou formuli
prevod — na A
prevod — na A

Z. —— napravo
komutativita A
idempotence v

DM na celou formuli
Z.——

pfevod — na A

eliminace nadbytecnych zavorek (asociativita A)

komutativita A
agresivnost kontradikce ke A

DM na celou formuli
prevod — na A

Z. —— napravo

prevod — na A

komutativita A

idempotence A

agresivnost kontradikce ke A

DM na celou formuli
prevod — na A

z. —— nalevo

pfevod ¢<— na — napravo
Z. —— napravo

prevod — na A

Z. —— napravo
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6)
< [ (=pvg) A =(pAr—g) ] prevod — na A
< [ (=pvg) A (=pv—9q) ] DM napravo
< [ (=pvg) A (=pvg) ] Z. —— napravo
& [ (p—q) A (=pvq) ] pievod v na —
<[ (p—=9) A (p—9) ] prevod v na —
< (p—q) idempotence A
7)
—(((pvq)vr) v (=p—1))
< [=((pvg)vr) A =(—=p—r) ] DM na celou formuli
< [ (=(pvg)A=r) A=(=p—r)] DM nalevo
& [ ((=pA=g)A=r) A —=(=p—1) ] DM nalevo
< [ ((pA=g)A—r) A (mpA—r) ] prevod — na A
& [ pA=gA—TA—pA—T ] eliminace nadbyte¢nych zdvorek (asociativita A)
& [ pATpA—TA—rA—q ] komutativita A
& [ pA=rA—rA—q ] idempotence A
< [ pAr—ra—q ] idempotence A
8)
& [ =(pAr—g)A—=(ga—p) ] prevod — na A
> [ (—|p\/—|—|q)/\—|(q/\—|])) ] DM v levé &asti
& [ (=pvg)a—=(gr—p) ] z. —— nalevo
& [ (=pvg)A(=gv—p) ] DM napravo
< [ (=pvg)n(=gvp) ] Z. —— napravo
< [ (p—=gA(—gVvp) ] prevod v na —
< [ (p—=>g)A(g—p) ] prevod v na —
< (pe>q) »ekvivalence je implikace obéma sméry*
9)
=( ((p—q)v(=pvq)) v )
< [=((p—>g)v(—=pvq)) A —r] DM na celou formuli
< [ (=(p—=>g)A=(=pvg)) A—r] DM v levé casti
< [ (pA=g)A=(=pvg)) A—r]  prevod — na A
< [ (pA=g)A(=—pA—q)) A =r] DM uprostred formule
< [ (pA=g)A(pA—q)) A —r ] z. —— uprostied
& [ pA—gApA—gA—T ] eliminace nadbyte¢nych zédvorek (asociativita A)
& [ pApA—=gA—GA—T ] komutativita A
& [ pA—gA—gA—T ] idempotence A
< [ pA—ga—r] idempotence A
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10)
—(=(p—q)—=>((r—>=p)Vvq))

& [ =(p—=g)A=((r—=—p)vg) ]

& [ (pA=g)A=((r=—p)vg) ]

< [ (pA=g)A(—(r—>—p)A—q) ]

< [ (pA=gA(rA——Pp)A—q) ]

[ (pA=g)A(rAp)A—q) ]

[ pA—garapa—q ]

& [ pApA—=gA—gAT ]

& [ pA—gr—gnr ]

& [ pA—gnr]

11)

—(=(pv(gvr))—(qv—r))
& [=(pv(gvr)a=(gv—r) ]
— [ (—|p/\—|(q\/l’))/\—|(q\/—|}’) ]
& [ (=pA(=ga—r))a—(gv—r) ]
& [ (=pA(=gA—))A(=gA——r) ]
& [ (=pA(=gAr=r))A(—gAr) ]
& [ apA—=gA—TA—gAT ]
& [ pA(rAa=r)A(=gAr—q) ]
& [ —pA(ra=r)A—q ]
> [ —|p/\—|q/\(}’/\—|7’) ]
< (ra—r)

12)

pfevod — na A

prevod — na A

DM napravo

prevod — na A

Z. —— napravo

eliminace nadbyte¢nych zavorek (asociativita A)
komutativita A

idempotence A

idempotence A

prevod — na A

DM nalevo

DM nalevo

DM napravo

Z. —— napravo

eliminace nadbytecnych zavorek (asociativita A)
komutativita A

idempotence A

komutativita A

agresivnost kontradikce ke A

=(((p—=q)v(=p—1)v(g—(pvr)))
& [=((p—=g)v(=p—1)a—=(g—=(pvr))] DM
& [ (=(p—=g)A=(=p—1))A—=(qg—(pvr)) ] DM nalevo
& [ (pA=g)A=(=p—1))A=(g—(pvr)) ] prevod — na A
& [ ((pA=gA(=pA—=1))A=(g—(pVvr)) ]  prevod — na A
& [ (A= A(=pA=))A(gr=(pv)) ] prevod — na A
& [ (pA=gA(=pA—=1))A(gA(—=pA—r)) ] DM napravo

& [ pA—gA—pA—TAGA—PA—T ]

& [ pA=PA—PAGA—GY—TA—T ]
& [ pA=pAGA—gV—TA—T ]

& [ (pA=p)A(gA—g) AT ]

< (pA—p)
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13)
~(~(p—(qv=r)) = (pvr)
< [ =(p—=(gv—r)) A=(pvr) ] prevod — na A
< [ (pa=(gv—r)) A=(pvr) )] prevod — na A
< [ (pA(=ga—=1)) A=(pvr)] DM nalevo
< [ (pA(=gAn) A=(pvr) ] z. —— nalevo
< [ (pA(=gAr) A (mpa—r) ] DM napravo
& [ pA—gATA—pA—T ] eliminace nadbyte¢nych zavorek
& [ pA—pArA—TA—q ] komutativita A
< [ pA—pA—q ] konjunkce dvou kontradikei davé kontradikei
< [ pr—p] agresivnost kontradikce ke A
14)
[ ( —|(—|p\/(—|q%—|f)) - —|(—|(—|p/\—|q)v—|r) ) ]
> [ —|(—|p\/(—|q%—|7’)) A —|—|(—|(—|p/\—|q)\/—|i’) ] pf‘evod —naana
> [ —|(—|p\/ (ﬁq%—ﬂ’)) A (—|(—|p/\—|q)\/—|7’) ] Z.——
> [ (ﬂ—|p/\ﬂ(—|q—>—|l’)) A (—|(—|p/\—|q)v—|r) ] DM nalevo
> [ (p/\—l(—lq%—ﬂ’)) A (—|(—|p/\—|q)\/—|7’) ] Z.
& [ (pA(=gA——1)) A (=(=pA=g)v—r) ] prevod — na A
< [ (pA(=gAD)) A (=(=pA=g)v—r) | Z. ——
& [ (pA(=gAn) A ((m—pv——g)Vv—r) ] DM napravo
& [ (pA(=gan) A ((pvg)v—r) ] Z. ——
< [ (pA—gnr) A (pvgv—r) ] eliminace nadbyte¢nych
zavorek (asociativita. A)
15)
—( (=pv—A(p=>)A(—pv—r)A(p—1)) )
& [ (=(=pv—g)v=(p—=q))v—((=pv—n)A(p—1)) ] DM nalevo
& [ (m=pAr—=—=q)v=(p—q))v=((—=pv—r)A(p—71)) ] DM nalevo
< [ (pA=—=q)v=(p—9))v=((=pv—r)A(p—T)) ] z. —— nalevo
< [ ((pAg)v=(p—q))vV=((—=pv—=r)A(p—1)) ] z. —— nalevo
< [ (pAg)V(pA—g))v=((—pv—r)A(p—T)) ] prevod — na A
< [ (pAQ)V(PA=)IV(—(—=pv—r)v=(p—1)) ] DM napravo
& [ (pAgV(PA=))V(m—=pA—==r)v—(p—7)) ] DM napravo
< [ ((pAg)vV(pA=))V(pA——r)v—=(p—T)) ] Z. —— napravo
< [ ((pAgV(pA=))IV((pAr)v=(p—T1)) ] Z. —— napravo
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16)

—(=(p—=>PA(=(p—>1IA(=gAT)) )
& [ =(p—=g)v=(=(p—=r)A(—=gar)) |
& [ (p=g)v—(=(p—=1r)A(=garn) ]
& [ (p—=g)v(==(p—r)v=(—=gar) ]
< [ (p—=gv((p—r)v—(—gnar)) ]

& [ (p=>gVv((p—1)V(=—=gv—r) ]
< [ (p>qv((p—r)viqgv—r) ]

& [ (=pvg)v((p—r)v(gv—r)) ]
< [ (=pvg)v((—pvr)v(gv—r)) ]
< [ —pvgv—pvrvgv—r ]

< [ —pv—pvgvgvrv—r]
& [ —pvgvgvrv—r]

& [ (=pvg)v(rv—r) ]

< (rv—r)

17)

—( ((=pAQA(=pAT))A(—=gAT) )
& [ A((=pAgQ)A(=pAT))V—=(—gAr) ]
& [ (=(=pAg)v—(=pAar))v=(—gnr) ]
L d [ (—|—|pv—|q)\/—|(—|p/\r))v—|(—|q/\r) ]
4 [ ((p\/—|q)v—|(—|p/\r))v—|(—|q/\r) ]
4 [ ((p\/—|q)V(—|—|pV—|T))\/—|(—|Q/\T’)) ]
< [(pv—q)V(pv—r))v=(—gnr) ]
< [ ((pv—q)v(pv—r))V(=—gv—r) |
< [ ((pv—=g)v(pv—r))v(gv—r) ]
& [ pv—gvpv—rvgv—r ]

< [ pvpv—rv—rvgv—q |
& [ pv—rvarvgv—q |
< [ pv—rvigv—g) ]

< (qv—q)
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DM

z. —— nalevo

DM napravo

Z. —— napravo

DM napravo

Z. —— napravo

prevod — na v

pfevod — na v

eliminace nadbyte¢nych zévorek
(asociativita V)
komutativita v
idempotence v
idempotence v
agresivnost tautologie k v

DM

DM nalevo

DM nalevo

z. —— nalevo

DM nalevo

z. —— nalevo

DM napravo

Z. —— napravo

eliminace nadbyte¢nych zavorek
(asociativita V)
komutativita v
idempotence v
idempotence v
agresivnost tautologie k v



7. Ekvivalentni transformace

18)

DM na celek formule
> [ ( —|(—|pV—|q) A —|(—|p\/—|q) ) A —|(—|(—|p\/—|q) e (—|pv—|r) ) ]

prevod — na A
L d [ ( —|(—|p\/—|q) A —|(—|p\/—|q) ) A ( —|(—|p\/—|q) A —|(—|p\/—|}’) ) ]

prevod — na A

DM nalevo
> [ ( (p/\q) A ﬁ(ﬁpVﬁq) ) A ( ﬁ(—lp\/ﬁq) A ﬁ(ﬁpVﬁT) ) ]

Z.—/
< [ ((pAg) A (m=pAr—=—q) ) A (=(=pVv—g) A =(=pv—=r))] DM nalevo
< [ ((pAg) A (pAG) ) A (=(=pv—gq) A —=(=pv—t) ) ] Z. ——
< [((pAg) A (PAG) ) A ((m=pA——q) A =(—=pv—t) ) ] DM napravo
S [((pAg) A (pAg) ) A ((pAG) A—(—pv—r) ) ] Z. ——
< [ ((pag) A (pAg) ) A ((pvg) A (—m—pA——r) ) ] DM napravo
& [((prg) A (prd) ) A ((pAg) A (pAn) ] 7. =
< [ (pAg) A (pAg) A (pAG) A (pAr) ] eliminace nadbyte¢nych zévorek
& [ (pAg) A (pAr)] idempotence A
< [ pAgApAr] eliminace nadbyte¢nych zavorek
< [pAgnr] idempotence A

7.3 Cviceni - ekvivalence vyrokii

Urcete co mozna nejjednodussi vyrok ekvivalentni danému vyroku:
1) Neni zamraceno nebo prsi.

2) Neni pravda, Ze prsi a je mlha.

3) Budu-li v [été u more, tak budu odpocaty.

4) Doma mi chybi chleba nebo mi chybi maslo.

5) Je-li motor zadfeny, auto neni pojizdné.

6) O zimnich prazdninach nebudou prednasky nebo nebudou cviceni.
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7)
8)

9)

10)

11)

12)

Neni-li slune¢né pocasi, venku neni teplo.
Neni-li uvedeno jinak, pfedstaveni za¢ina v 19:30 hodin.

Jestlize se zucastnil konference, tak si pripravoval referat, ale nestihl
vcas podat grantovou prihlasku.

Jestlize neni pravda, ze Godel je matematik a logik, tak je dokazatelna
Church-Turingova teze.

Obhéjce fiké: ,Obzalovany je sice Ihaf, ale neni zlodéj“ Zalobce fika:
»Neni pravda, ze obZalovany je jenom lhaf a pfitom neni zlodéj“ S po-
moci jinych spojek vyjadrete vyrok, jez je ekvivalentni vyroku zalobce.

Je dan vyrok: ,Neni-li Londyn vétsi nez Oxford, pak neni pravda, Ze
je-li Londyn vétsi nez Oxford, pak neni pravda, Ze Londyn je vétsi nez
Oxford® Co je vyrokem vlastné fe¢eno? (Najdéte jednodussi ekvivalent
vyroku daného.)

7.3 Reseni - ekvivalence vyroka

1)

2)

3)

4)

5)

6)
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Vyroku odpovidajici formule —pvq je dle tautologie prevadéjici formuli
tvaru disjunkce na implikaci ekvivalentni formuli p—¢, slovné vyjadre-
no: ,Jestlize je zamraceno, tak prsi

Prislusnou formuli je —(pAg). Této formuli je dle De Morganova za-
kona ekvivalentni formule —pv—g, coz slovné vyjadiime jako ,,Neprsi
nebo neni mlha®

Prislusna formule p—q je ekvivalentni formuli —pvq, slovné tedy: ,,Ne-
budu v 1été¢ u morte nebo budu odpocaty®

Prislu$na formule pvq je ekvivalentni napt. formuli —p—q, slovné tedy:
»Jestlize mi doma nechybi chleba, chybi mi méslo®

Prislusna formule p——q je ekvivalentni napt. formuli —p—q, slovné
tedy: ,,Je-li auto pojizdné, tak motor neni zadfeny*

Prislusna formule —pv—q je ekvivalentni napt. formuli p——gq, slovné
tedy: ,,Budou-li o zimnich prazdninach prednasky, nebudou cviceni®



7. Ekvivalentni transformace

7) Prislusna formule —p——q je ekvivalentni naptiklad formuli g—p, slov-
né tedy: ,,Je-li venku teplo, je slune¢né pocasi®

8) Prislusnou formuli podrobime ekvivalentnim transformacim: (—p—¢q)
< (——pvq) <> (pvq); slovné tedy: ,Je to uvedeno jinak nebo predsta-
veni zac¢ind v 19:30 hodin®

9) Pfislusnou formuli podrobime ekvivalentnim transformacim:
(p—(gr—r)) & =(par=(ga—r)) <> (=pv(ga—r)); slovné tedy: ,,Nezu-
Castnil se konference nebo si peclivé pripravoval referat a nestihl v¢as
podat grantovou prihlasku®

10)  Provedeme formalizaci daného vyroku a pak ekvivalentni transformace:
—(prq)—r

< —=(pagq)vr pfevod — na v

< (pAgq)vr Z.——

Slovné tedy: ,Godel je matematik a logik nebo je dokazatelna Church-Turin-

gova teze®

11)  Provedeme formalizaci vyroku Zalobce a poté provedeme ekvivalentni
transformace takto ziskané formule:

< —pv—q De Morgantiv zakon
& pvq Z.——
“p—q prevod v na —

v oecC

Slovné tedy: ,Jestlize je obzalovany lhat, tak je zlodéj®

12)  Provedeme prepis vyroku do symbolismu VL a poté provedeme ekviva-
lentni transformace takto ziskané formule:

—p—=>—(p——p)
< [ —pv=(p——p) ] prevod prvni — na v
< [ pv—=(p——p) ] prevod prvni — na v
< [pv(par—p) ] prevod — na A
< [pviprp) ] 7. ==
< (pvp) idempotence A
“p idempotence v

Je tedy feceno: ,Londyn je vétsi nez Oxford®
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7.

Z

4 Cviceni - ekvivalence vyroki (vybér z moZnosti)

nize uvedenych moznosti urcete ten jediny vyrok, ktery je ekvivalentni da-

nému vyroku:

1)

2)

3)

4)

5)

Ptipad je komplikovany nebo nezndme dostatek udaji.

i) Jestlize je ptipad komplikovany, nezname dostatek tdaju.
ii) Jestlize ptipad neni komplikovany, nezname dostatek udaj.
iii) Pfipad neni komplikovany a zname dostatek udaju.
iv) Pripad je komplikovany a nezname dostatek udaja.

v) Ptipad neni komplikovany nebo nezname dostatek udaju.

Jestlize se na to podivame detailné, tak nam vysvitnou nové aspekty.

i) Nepodivame se na to detailné nebo nam vysvitnou nové aspekty.
ii) Jestlize nam vysvitnou nové aspekty, tak se na to podivame detailné.
iii) Podivame se na to detailné a vysvitnou nam nové aspekty.
iv) Podivame se na to detailné nebo nam vysvitnou nové aspekty.

v) Jestlize se na to nepodivame detailné, nevysvitnou nim nové aspekty.

Neni pravda, Ze pristroj neni funk¢ni nebo je vybita baterie.

i) Neni pravda, Ze pristroj je funkéni a neni vybita baterie.
ii) Pristroj je funk¢ni a neni vybita baterie.
iii) Je vybitd baterie, je-li ptistroj funkéni.
iv) Je-li ptistroj funkeni, je vybita baterie.

v) Neni-li vybita baterie, pfistroj neni funk¢ni.

Jestlize jsi dobfe finan¢né zajistén, tak nemas strach z budoucnosti.
i) Jsi dobfe finan¢né zajitén a nemas strach z budoucnosti.
ii) Jestlize nejsi dobre finan¢né zajistén, tak mas strach z budoucnosti.
iii) Jsi dobfe finan¢né zajistén nebo nemas strach z budoucnosti.
iv) Nejsi-li dobfe finan¢né zajistén, tak nemas strach z budoucnosti.
v) Nejsi dobfe finan¢né zajistén nebo nemas strach z budoucnosti.
Jsi nemocny nebo jsi ve Skole.

i) Nejsi nemocny a nejsi ve skole.
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7. Ekvivalentni transformace

6)

7)

8)

9)

10)

ii) Nejsi nemocny nebo nejsi ve $kole.
iii) Jestlize nejsi nemocny, tak jsi ve skole.
iv) Jestlize jsi nemocny, tak nejsi ve skole.
v) Jestlize jsi nemocny, tak jsi ve Skole.

Jestlize se mi do prace opravdu nechce, tak do ni dnes neptijdu.

i) Do préce se mi chce a dnes do ni ptijdu.
ii) Neptijdu dnes do prace nebo se mi do ni nechce.
iii) Do prace se mi chce a dnes do ni neptijdu.
iv) Do prace se mi chce nebo dnes do ni pijdu.
v) Jestlize dnes ptijdu do prace, tak se mi do ni chce.

Nejsi v prodejné nebo nejsi na pokladné.

i) Jestlize jsi v prodejné, tak nejsi na pokladné.
ii) Jestlize nejsi v prodejné, tak jsi na pokladné.
iii) Jestlize jsi v prodejné, tak jsi na pokladné.
iv) Nejsi v prodejné a nejsi na pokladné.

v) Jsi v prodejné nebo jsi na pokladné.

Nebudu-li mit mnoho povinnosti, budu mit dlouhé volno.

i) Nebudu mit mnoho povinnosti nebo budu mit dlouhé volno.
ii) Nebudu-li mit dlouhé volno, nebudu mit mnoho povinnosti.
iii) Budu-li mit dlouhé volno, nebudu mit mnoho povinnosti.
iv) Budu mit mnoho povinnosti nebo budu mit dlouhé volno.
v) Budu mit dlouhé volno a nebudu mit mnoho povinnosti.

Ukol budes fesit dlouho nebo nenajdes fesen.
i) Ukol nebudes fesit dlouho nebo nenajdes feseni.
ii) Jestlize bude$ ukol fesit dlouho, nenajdes feseni.
iii) Ukol nebudes fesit dlouho a najdes fesen.
iv) Jestlize najdes feseni, budes tikol fesit dlouho.
v) Ukol bude fesit dlouho a nenajdes fesent.

Jestlize mi to neni Gplné jasné, radsi se na to jesté zeptam.

i) Neni mi to Gplné jasné nebo se na to radsi jesté zeptam.
ii) Jestlize se na to radsi je$té zeptdm, je mi to uplné jasné.
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ii) Je mi to Gplné jasné a radsi se na to jesté zeptam.
iv) Jestlize se na to radsi jesté nezeptam, neni mi to Gplné jasné.
v) Je mi to Uplné jasné nebo se na to radsi jesté zeptam.

7.4 Reseni - ekvivalence vyroki (vybér z moZnosti)

1) ii), »Jestlize ptipad neni komplikovany, nezname dostatek udaju“

2) i), ,Nepodivame se na to detailné nebo nam vysvitnou nové aspekty*
3) ii), ,,Pristroj je funké¢ni a neni vybita baterie®

4) v), »Nejsi dobfe finan¢né zajistén nebo nemas strach z budoucnosti®

5) iii), ,,Jestlize nejsi nemocny;, tak jsi ve skole.
6) V), Jestlize dnes ptijdu do prace, tak se mi do ni chce®

7) i), »Jestlize jsi v prodejné, tak nejsi na pokladné®
8) iv), ,Budu mit mnoho povinnosti nebo budu mit dlouhé volno*“.
9) iv), ,Jestlize najdes reseni, budes tkol fesit dlouho®

10) V), ,Je mi to Uplné jasné nebo se na to radsi jesté zeptam®
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8. Negace vyrokt

8. Negace vyroku

V tomto dalsim praktickém okruhu opét vyuzijeme VL k explicitnimu a tedy
kontrolovatelnému provedeni tkolu. Ten nyni tkvi v urceni ekvivalentu pfimé
negace daného vyroku. Obecny postup feseni je totiz takovy, ze vyrok V pri-
rozeného jazyka prevedeme na odpovidajici formuli A; tuto formuli A zcela
mechanicky znegujeme tak, Ze pred ni vlozime negator —, ziskame tedy —A;
provedenim ekvivalentnich transformaci pfevedeme —A na jednodussi formu-
li B; formuli B pak vyjadfime odpovidajicim ¢eskym vyrokem W. V§imnéme
si, ze V.a W k sobé nejsou ve vztahu pfimé negace jako V a ,Neni pravda, Ze
V¥ ale de facto ve vztahu ekvivalentu negace; stru¢né vsak hovorime o negaci
(ev. opaku) vyroku daného.

8.1 Priklady - negace vyrokii

S pomoci VL urcete negaci daného vyroku:
1) Budu se prochézet nebo si zazpivam.

Nejprve ur¢ime ptislusnou formuli: pvg.

Poté ji negujeme: —(pvq).

Na tuto negaci uplatnime De Morganiv zakon: —pA—g.

Za proménné dosadime dil¢i vyroky a za spojky jejich jazykové ekvivalenty:
»Nebudu se prochdzet a nezazpivam si®

2) Pokud ji milujes, neni co feit.

Nejprve ur¢ime prislusnou formuli: p——g.

Negujeme ji: =(p—>—q).

Na tuto negaci uplatnime tautologii prevadéjici negovanou implikaci na konjunkci,
jejiz druhy ¢len je negovan: pA——gq. Uplatnime jesté zakon dvojité negace: pAq.
Za proménné dosadime dil¢i vyroky a za spojky jejich jazykové ekvivalenty:
»Milujes ji a je co resit®

3) Je jaro a ptaci hnizdi.

Prislusna formule: pAg; jeji negace: —(pAq). Uplatnime De Morganiv zédkon:
—pv—q. Slovné pak: ,Neni jaro nebo ptici nehnizdi
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4) Budeme se fotografovat nebo se nebudeme zastavovat.

Prislu$na formule: pv—g; jeji negace: —(pv—q). Uplatnime De Morgantv za-
kon a hned poté zakon dvojité negace: —pAq. Slovné pak: ,Nebudeme se foto-
grafovat a budeme se zastavovat®

Urcete ten jediny vyrok z nize uvedenych moznosti, ktery je negaci daného
vyroku:

5) Jestlize mas rdd operu, chodis do divadla.

i) Jestlize nemas rad operu, nechodi$ do divadla.
ii) Nemas rad operu a nechodis do divadla.
iii) Nemads rad operu nebo nechodis do divadla.
iv) Mas$ rad operu a nechodis do divadla.

v) Chodis do divadla a mas rad operu.

Danému vyroku koresponduje formule: p—q. Jeji negaci je: —(p—¢q). Ekviva-
lentem je: pa—q, nebot ,,negovana implikace je konjunkce s negaci® Slovné:
»Mas rad operu a nechodi$ do divadla®, spravnou z uvedenych moznosti je tedy
iv).

6) Program je chybny nebo nefunguje pocitac.

i) Jestlize program neni chybny, nefunguje pocitac.
ii) Program je chybny a pocita¢ funguje.
iii) Program neni chybny nebo po¢ita¢ funguje.
iv) Program neni chybny a pocita¢ funguje.

v) Jestlize je program chybny, podita¢ funguje.

Prislusna formule: pv—g; jeji negace: =(pv—q). Aplikujeme De Morgantv za-
kon: —pA——q a pak zakon dvojité negace: —pAq. Slovné: ,,Program neni chyb-
ny a pocita¢ funguje®, spravnou z uvedenych moznosti je tedy moznost iv).

S pomoci VL urcete negaci daného vyroku:

7) Je-li logika uzite¢nd, tak je snadnd a pochopitelna.

Prislusna formule: p—(gAr); jeji negace: —(p—(qar)). Ta je ekvivalentni for-
muli pA(—=qv—r) (nebot ,negovana implikace je konjunkce s negaci® a ,,nego-

vana konjunkce je disjunkci, jejimz prvnim ¢lenem je negace®). Slovné tedy:
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8. Negace vyrokt

»Logika je uzite¢na a tak neni snadna nebo neni pochopitelna®

8) Je-li matematika solidni disciplina, pak je mozno dokazat Fermatovu
vétu nebo jsou matematikové neschopni.

Ptislusna formule: p—(gv—r); jeji negace: =(p—(qv—r)). Ta je ekvivalentni
formuli pA—=(gv—r) (nebot ,,negovand implikace je konjunkce s negaci®), kte-
ra je zas ekvivalentni formuli pA(—gA——r) (uplatnénim De Morganova zéko-
na), ta zas ekvivalentni formuli pA(—gAr) (uplatnénim zakona dvojité negace).
Slovné pak: ,,Matematika je solidni disciplina a Fermatovu vétu neni mozno
dokazat a matematici jsou schopni®

8.2 Cviceni - negace vyroku

Nasledujici vyrok prevedte nejprve na formuli VL, tu negujte a prevedte
na ekvivalentni formuli takovou, abyste mohli formulovat jeji vétné vyjadreni,
jez je negaci daného vyroku:

1) Nezastavime se nebo budeme svacit.

2) Jestlize mam knihu, ¢tu si.

3) Pi$u propiskou nebo nepouzivam fixu.

4) Jestlize prsi, neni sucha zahrada.

5) Moderni obrazy jsou sice umélecké, ale nejsou libivé.

6) Zvitézi-li ve volbach obé pravicové strany, utvori koalici a sestavi vladu.
7) Je-li patek, tak neni volno, ale je cviceni z logiky.

8) Bude-li pékné pocasi a nepokazi se nam auto, pojedeme na plaz a bude-
me se koupat.

9) Jestlize se budu pilné udit, tak uspéji u zkousky nebo budu mit smulu.

10)  Zkousku udélam, pokud se budu pilné ucit nebo budu mit $tésti.
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Urcete negaci vyroku, jak je uvedeno v zadani:

11)

12)

13)

14)

M¢éjme vyrok: ,Budou-li mit Petr a Jana vyznamenadni, dostanou lyze
a pojedou na hory“ Ukazalo se, Ze tento vyrok neplati. Co se vlastné
stalo?

Méjme vyrok: ,Je-li vedro nebo mrdaz, nechodim po venku, ale jdu
do knihovny nebo ztstavam doma®. Co se déje, jestlize tento vyrok neplati?

Dva zavodnici nastoupili k zdvodu. Pfedpovéd trenéra znéla: ,,Stane se
to, Ze A zvitézi nebo B zvitézi, nebo se stane to, ze A nedokondi zavod
nebo B nebude druhy* Predpovéd se nesplnila. Jak dopadl zavod, kdo
vyhral?

Tyz zavod pro dva zavodniky. Trenér tentokrat predpovédél: ,,A bude
druhy a B zvitézi nebo A zvitézi a B nedokon¢i zavod®. Predpovéd se
opét nesplnila. Jak dopadl zavod?

8.2 ReSeni - negace vyroku

1)

2)

3)

4)

5)
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Prislusna formule: —pvg; jeji negace: —(—pvq). Formule ekvivalentni
negované formuli: =——pA—g, pak pAa—g; ve slovnim vyjadreni: ,Zastavi-
me se a nebudeme svacit®

Prislusna formule: p—g; jeji negace: —(p—q). Formule ekvivalentni ne-
gované formuli: pAa—g; ve slovnim vyjadreni: ,Mam knihu a nectu si®

Prislusna formule: pv—g; jeji negace: —(pv—q). Formule ekvivalentni
negované formuli: —=pA——q, pak —pAg; ve slovnim vyjadfeni: ,Nepisu
propiskou a pouzivam fixu®

Ptislu$na formule: p——g; jeji negace: —(p——q). Formule ekvivalentni
negované formuli: pA——q, pak pAg; ve slovnim vyjadrent: ,,Prsi a je su-
cha zahrada®

Prislu$na formule: pA—g; jeji negace: —(pA—q). Formule ekvivalentni
negované formuli: —pv——q, pak —pvg; ve slovnim vyjadreni: ,Moder-
ni obrazy nejsou umélecké nebo jsou libivé®



8. Negace vyrokt

6) Prislusna formule: p—(gAr); ekvivalence k jeji negaci: =(p—(qnr)) <>
(pA=(gAr)) <> (pA(=gv—r)). Slovné tedy ,,Obé pravicové strany zvité-
zily ve volbach, avSak neutvoftily koalici nebo nesestavily vladu®

7) Ptislu$na formule: p—(—gar); ekvivalence k jeji negaci: —(p—(—gar))
& (pA=(—=gAarn) & (pA(=—gv—r)) <> (pA(gv—r)). Slovné tedy ,Je pa-
tek, a tak je volno nebo neni cviceni z logiky*.

8) Prislusna formule: (pA—g)—>(rAs); ekvivalence k jeji negaci:
—((pA—=q)—>(rns)) > (pA=q)A=(rAs)) <> ((pA=g)A(=rv—s)). Slov-
né tedy ,Bude pékné pocasi, nepokazi se nam auto a nepojedeme
na plaz a nebudeme se koupat®. Pokud udélame jesté jednu transforma-
ci: (pA—=q)A(r——s)), tak ,Bude pékné pocasi, nepokazi se nam auto
a jestlize pojedeme na plaz, tak se nebudeme koupat®

9) Prislusna formule: p—(gqvr); ekvivalence k jeji negaci: =(p—(qvr)) <>
(pA=(gvr)) <> (pA(=gAa—r)). Slovné tedy ,,Budu se pilné udit a neuspéji
u zkousky a nebudu mit smulu®

10)  Ptislusna formule: p«—(qvr), tj. (qvr)—p; ekvivalence k jeji negaci:
—((qvr)—p) <> ((qvr)a—p). Slovné tedy ,,Budu se pilné ucit nebo budu
mit Stésti a zkousku neudélam®.

11)  Dany vyrok zapiseme formuli (pAg)—(rAs). Poté provedeme jeji negaci
a prevedeme ji pomoci ekvivalentnich transformaci:

—((pAgq)—=(rns))
< [ (pAg)A=(rAas) ] prevod — na A
< [ (pAgIA(=rv—=s) ] DM

Stalo se toto: Petr a Jana dostali vyznamenani, avsak nedostali lyZe nebo nejeli
na hory.

12)  Dany vyrok zapiSeme formuli (pvq)—(—ra(svt)). Poté provedeme jeji
negaci a prevedeme ji pomoci ekvivalentnich transformaci:

—((pvg)—=>(=ra(svt)))
< [ (pvg)a=(=ra(svt)) ] prevod — na A
< [ (pvgA(==rv=(svi)) ] DM
< [ (pvga(rv—=(svi)) ] Z.——
< [ (pvgA(rv(=sa—t)) ] DM

Déje se toto: je vedro nebo mraz a zaroven chodim po venku nebo nejdu
do knihovny a neztstavam doma.
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13)  Dany vyrok zapiSeme formuli ((pv—q)v(—rv—s)). Provedeme jeji nega-
ci a prevedeme ji pomoci ekvivalentnich transformaci:

=((pvg)v(=rv—s))
S rd [ (—|p/\—|q)/\(—|—|7’/\—|—|$) ] DM
[ (=pA—g)A(rAs) ] Z. ——

Tedy: ,,A nezvitézil a B nebyl druhy a zaroven A dokoncil zavod a B zvitézil®.
Protoze cely vyrok ma byt pravdivy, tak vSechny ¢leny konjunkci musi byt prav-
divé. Takze zvitézil B (nebyl totiz druhy), A sice zavod dokoncil, ale nezvitézil.

14)  Dany vyrok zapiseme formuli (pAq)v(ra—s). Poté provedeme jeji nega-
ci a pfevedeme ji pomoci ekvivalentnich transformaci:

—((pAg)Vv(ra=s))
— [ —|(p/\q)/\—|(r/\—|s) ] DM
& [ (—=pv—g)A—=(ra—s) | DM
<~ [ (—|p\/—|q)/\(—|7’\/ﬁ—|5) ] DM
> [ (—|p\/—|q)/\(—|1’VS) ] Z.——

Tedy: ,,A nebyl druhy nebo B nezvitézil, a zaroven A nezvitézil nebo B dokoncil
zavod®. Konjunkce je pravdiva tehdy, kdyz jsou oba jeji ¢leny pravdivé. Nyni
je tfeba zjistit, ktery z ¢lenti disjunkci je pravdivy; u prvni disjunkce predpo-
kladejme, Ze je to levy ¢len. Tedy to, Ze A nebyl druhy je pravda (= A zvitézil);
néasledné vsak nemuze byt pravda, Ze nezvitézil (levy ¢len druhé disjunkce),
takze musi byt pravda (druhy ¢len druhé disjunkce), Ze B dokonc¢il zavod; to
v$ak neni v rozporu s moznou pravdivosti druhého ¢lenu prvni disjunkce, totiz
ze B nezvitézil. Zvitézil tedy A.

8.3 Cviceni - negace vyroki (vybér z moZnosti)
Urcete ten jediny vyrok z nize uvedenych moznosti, ktery je negaci daného
vyroku:
1) Jsem vesely nebo jsem zasnény.
i) Nejsem vesely nebo jsem zasnény.

ii) Nejsem vesely a nejsem zasnény.
iii) Jsem vesely a jsem zasnény.
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iv) Jestlize jsem vesely, jsem zasnény.
v) Jestlize nejsem vesely, nejsem zasnény.

2) Jestlize si hrajes, nezlobis.

i) Nehrajes si nebo zlobis.
ii) Nehrajes si a zlobis.
iii) Jestlize si nehrajes, tak zlobis.
iv) Hraje$ si a zlobis.
v) Hrajes si nebo nezlobis.

3) Neni zamraceno nebo neprsi.

i) Je zamraceno a neprsi.

ii) Je zamraceno a prsi.
iii) Jestlize je zamracdeno, pak prsi.
iv) Jestlize je zamraceno, pak neprsi.
v) Neni zamraceno nebo prsi.

4) JestliZe se netopi, je zima.

i) Jestlize se topi, neni zima.
ii) Topi se a neni zima.
iii) Topi se nebo neni zima.
iv) Topi se, jestlize neni zima.
v) Netopi se a neni zima.

5) Nebude-li prset, nezmokneme.

i) Bude-li prset, zmokneme.

ii) Bude-li prset, nezmokneme.
iii) Nebude prset a zmokneme.
iv) Nebude prset a nezmokneme.
v) Nebude prset nebo zmokneme.

6) Automat vraci drobné nebo neni funk¢ni.
i) JestliZze automat nevraci drobné, neni funkéni.
ii) Automat vraci drobné a je funkéni.

iii) Automat nevraci drobné nebo je funkéni.
iv) Automat nevraci drobné a je funkéni.
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v) Jestlize automat vraci drobné, je funkéni.
7) Jestlize mas dovolenou, tak odpocivas.

i) Jestlize nemas dovolenou, tak neodpocivas.
ii) Nemas dovolenou a neodpocivas.
iii) M4s$ dovolenou a neodpocivas.
iv) Nemas dovolenou nebo neodpocivas.
v) Odpo¢ivas a mas dovolenou.

8) Je sucho nebo nesbiram houby.

i) Je sucho a sbiram houby.

ii) Neni sucho nebo sbiram houby.
iii) Jestlize neni sucho, tak nesbiram houby.
iv) Neni sucho a sbiram houby.

v) Jestlize neni sucho, tak sbiram houby.

9) Neni-li pékné pocasi, nepiijdeme na plaz.

i) Je-li pekné pocasi, ptijdeme na plaz.
ii) Je-li pékné pocasi, neptijdeme na plaz.
iii) Neni pékné pocasi a ptijdeme na plaz.
iv) Neni pékné pocasi a neptijdeme na plaz.
v) Neni pékné pocasi nebo ptijdeme na plaz.

10)  Neni $karedé a jsem na navstéve.
i) Je $karedé a nejsem na navstévé.
ii) Jestlize je skaredé, tak nejsem na navstéve.
iii) Jestlize neni $karedé, tak jsem na navstéve.
iv) Neni skaredé nebo jsem na navstévé.

v) Je S$karedé nebo nejsem na navstévé.

Vyberte z nize uvedenych moznosti vSechny ty véty, které jsou ekvivalentni ne-
gaci véty dané:

11)  Auto koupim, pokud nekoupim kolo.

i) Nekoupim kolo nebo nekoupim auto.
ii) Neni pravda, ze koupim kolo nebo auto.
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iii) Nekoupim kolo a nekoupim auto.
iv) Nekoupim auto a nekoupim kolo.
v) Jestlize nekoupim pivo, tak koupim auto.

12)  Neumim zpivat, ale umim hrat na klavir.

i) Neumim hrat na klavir, protoze umim zpivat.

ii) Umim zpivat nebo neumim hrat na klavir.
iii) Neni pravda, Ze neumim zpivat, avSéak umim hrat na klavir.
iv) Umim-li hrat na klavir, tak umim zpivat.

v) Neumim-li zpivat, tak neumim hrat na klavir.

13)  Pokud neberes tplatky, jsi slusny clovék.

i) Jsi slusny ¢lovék a beres uplatky.
ii) Pokud jsi slusny ¢lovék, tak neberes$ tuplatky.
iii) Neberes uplatky a nejsi slusny ¢clovék.
iv) Neni pravda, ze beres tplatky nebo jsi slusny ¢lovék.
v) Neni pravda, ze pokud nejsi slusny ¢lovék, tak bere$ uplatky.

14)  Kocka leze dirou, pes oknem.

i) Kocka neleze dirou nebo pes neleze oknem.
ii) Koc¢ka neleze dirou nebo pes leze oknem.
iii) Jestlize ko¢ka leze dirou, pes neleze oknem.
iv) Jestlize kocka leze dirou, pes leze oknem.

v) Jestlize pes leze dirou, koc¢ka neleze oknem.

15)  Nebudeme-li pracovat, nevydélame si.
i) Nebudeme pracovat a nevydélame si.
ii) Budeme-li pracovat, vydélame si.
iii) Budeme-li pracovat, nevydélame si.
iv) Nebudeme pracovat a vydélame si.
v) Neni pravda, ze budeme pracovat nebo si nevydélame.
Urcete tu jedinou vétu z nize uvedenych moznosti, ktera je negaci véty dané:
16)  Jestlize Albert neni vypravci, tak Bedrich je strojviidce nebo Cyril neni

privoddi.
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i) Albert neni vyprav¢i, Bedfich neni strojviidce a Cyril neni priivoddi.
ii) Albert neni vyprav¢i, Bedtich neni strojviidce a Cyril je pravodc¢i.
iii) Albert neni vyprav¢i, Bedrich je strojviidce a Cyril neni pravoddi.
iv) Albert je vypravci, Bedrich neni strojviidce a Cyril je priivodéi.

v) Albert je vyprav¢i, Bedfich je strojviidce a Cyril neni pravoddi.

17)  Jestlize Julie neni letuska, tak Karin je priivodkyné nebo Linda neni hos-
teska.

i) Julie neni letuska, Karin neni priivodkyné a Linda neni hosteska.
ii) Julie neni letuska, Karin je pravodkyné a Linda neni hosteska.
iii) Julie neni letuska, Karin neni priivodkyné a Linda je hosteska.
iv) Julie je letuska, Karin neni priivodkyné a Linda je hosteska.

v) Julie je letuska, Karin je privodkyné a Linda neni hosteska.

18)  Jestlize Prokop je traktorista, tak Radim neni bagrista nebo Stanislav je
jerabnik.

i) Prokop je traktorista, Radim neni bagrista a Stanislav neni jefabnik.
ii) Prokop neni traktorista, Radim neni bagrista a Stanislav je jefabnik.
iii) Prokop neni traktorista, Radim je bagrista a Stanislav neni jerabnik.
iv) Prokop je traktorista, Radim neni bagrista a Stanislav je jerabnik.

v) Prokop je traktorista, Radim je bagrista a Stanislav neni jefabnik.

19)  Jestlize Matylda je kadernice, tak Natalie je pedikérka nebo Otylie neni
manikérka.

i) Matylda je kadernice, Natalie neni pedikérka a Otylie neni manikérka.
ii) Matylda neni kadetnice, Natélie neni pedikérka a Otylie je manikérka.
iii) Matylda neni kadernice, Natalie je pedikérka a Otylie neni manikérka.
iv) Matylda je kadernice, Natdlie neni pedikérka a Otylie je manikérka.

v) Matylda je kadernice, Natalie je pedikérka a Otylie neni manikérka.

Urcete z nabizenych moznosti spravné tvrzeni (negaci véty), jak je uvedeno
v zadani:

20)  Védecky vyzkum zapocali nezavisle dva renomovani védci téhoz vy-
zkumného ustavu. Pfedpovéd reditele tstavu znéla: ,Bud A bude druhy
a B prvni, nebo A bude prvni a B vyzkum nedokon¢i. Predpoveéd se
nesplnila. Jak presné dopadl vyzkum, kdyz vime, Ze A vyzkum dokondil?
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i) A iB dokon¢ili vyzkum spolecné.
ii) Zvitézil A a B vyzkum nedokoncil.
iii) A zvitézil a B byl druhy.
iv) Zvitézil B a A byl druhy.

v) Nelze jednozna¢né rozhodnout.

21) Do konkurzu na navrhu designu firemniho loga se prihlasili mezi ji-
nymi dva zkuSeni grafikové. Pfedpovéd vedouctho konkurzu znéla:
»A zvitézi nebo B nezvitézi, a nebo A nedokondi ndvrh nebo B nebude

druhy* Predpovéd se nesplnila. Jak presné dopadl konkurz?

i) Zvitézil A a B nedokoncil navrh.

ii) A byl druhy a B byl prvni nebo nedokon¢il navrh.
iii) Zvitézil B, A byl druhy.
iv) A zvitézil a B byl druhy.

v) Nelze jednoznaéné rozhodnout.

22)  Dveé konkuren¢ni firmy zacaly nezavisle pracovat na vyvoji nového vy-
robku, $lo o to, kdo ho doda na trh dfive. Pfedpovéd ekonoma znéla:
»A bude prvni a B bude druhy, nebo A nedokon¢i vyvoj a B bude prvni
Predpovéd se nesplnila. Jak presné dopadl vyvoj?

i) B byl prvni a A byl druhy.
ii) B byl prvni a A nedokoncil vyvoj.
iii) A byl prvni a B byl druhy.
iv) A byl prvni a B nedokondil vyvoj.
v) Nelze jednoznac¢né rozhodnout.

23)  Vjezdecké stdji formule 1 manazer prohlasil: ,Dojedou-li A a B do cile,
dostanou nové auto a pojedou na dovolenou®. Ukazalo se, Ze tento vyrok

neplati. Co se vlastné stalo?

i) A a B dojeli do cile, dostali nové auto a jeli na dovolenou.

ii) A a B dojeli do cile, avSak nedostali nové auto nebo nejeli na dovolenou.
iii) A a B nedojeli do cile, avsak nedostali nové auto nebo nejeli na dovolenou.
iv) A a B nedojeli do cile, avSak dostali nové auto nebo jeli na dovolenou.

v) Nelze jednoznacné rozhodnout.
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8.3 Reseni - negace vyrokii (vybér z moznosti)

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7)
8)
9)
10)

11)

12)

108

Prislusna formule: pvg; jeji negace: =(pvq). Formule ekvivalentni nego-
vané formuli: —pA—g; slovné tedy ii), ,Nejsem vesely a nejsem zasnény*.

Ptislusna formule: p——g; jeji negace: =(p——q). Formule ekvivalentni

negované formuli: pA——q, pak pAg; slovné tedy iv), ,Hrajes si a zlobis“

Prislusna formule: —pv—g; jeji negace: —(—pv—q). Formule ekvivalent-
ni negované formuli: ——pA——g, pak pAg; slovné tedy ii), ,,Je zamrace-
no a prsi®

Ptislu$na formule: —p—g; jeji negace: —(—p—¢q). Formule ekvivalentni
negované formuli: —pA—g; slovné tedy v), ,,Netopi se a neni zima®

Prislusna formule: —p——g; jeji negace: —(—p——q). Formule ekviva-
lentni negované formuli: —=pA——q, pak —pAg; slovné tedy iii), ,,Nebude
préet a zmokneme*

Spravnou odpovédi je iv), , Automat nevraci drobné a je funkéni®
Spravnou odpovédi je iii), ,Mas dovolenou a neodpocivas®

Spravnou odpovédi je iv), ,Neni sucho a sbiram houby*

v«

Spravnou odpovédi je iii), ,Neni pékné pocasi a ptijdeme na plaz®

v v

Spravnou odpovédi je v), ,Je Skaredé nebo nejsem na navstéve*.

Prislusna formule: p¢——g, tj. =q—p. Formule ekvivalentni negované
formuli:

ii), protoze —(—g—p) <> =(qvp);

iii), protoze —(—g—p) <> (—gAr—p);

iv), protoze —(—g—p) > (—gA—p) <> (—pA—q).

Prislu$na formule: —pAq. Formule ekvivalentni negované formuli:

ii), protoze —(—pAq) <> (—w—pv—q) <> (pv—q);

iii), protoze —~(—=pAq);

iv), protoze —(—pAq) > (——pv—q) <> (pv—q) <> (—=gqvp) <> (q—p);
V), protoie —|(—|p/\q) — (—|—|p\/—|q) > (p\/—|q) > (—|q\/p) > (—|p—>—|q)
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13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)
21)
22)

23)

Prislu$na formule: —p—q. Formule ekvivalentni negované formuli:
iii), protoze: =(—p—q) <> (=pAr—q);

iv), protoze: =(—p—q) <> (—pAr—q) <> =(pVvq);

V), protoie: —|(—|p%q) &~ —|(—|q—>—|—|p) 4 —|(—|q%p)

Prislusna formule: pAg. Formule ekvivalentni negované formuli:
i), protoze =(pAq) <> (=pv—q);

iii), protoze —(pAq) <> (—pv—q) > (——p——q) <> (p—>—q);
V), protoze —(pAq) <> (=pv—q) <> (——p——q) <> (p——q) <
(=—q——p) & (q——p).

Prislusna formule: —p——¢q. Formule ekvivalentni negované formuli:
iv), protoze —(—p——q) <> (—pA——q) <> (—pAg);
V), protoie —|(—|p%—|q) — (—|p/\—|—|q) > (—|p/\q) > —|(—|—|p\/—|q) >

Spravné je ii): ,,Albert neni vypravei, Bedfich neni strojviidce a Cyril je
pravoddi©.

Spravné je iii): ,,Julie neni letuska, Karin neni priivodkyné a Linda je
hosteska“.

Spravné je v): ,,Prokop je traktorista, Radim je bagrista a Stanislav neni
jetabnik".

Spravné je iv): ,Matylda je kadernice, Natélie neni pedikérka a Otylie je
manikérka®

Spravné je iii): ,,A zvitézil a B byl druhy*.
Spravné je ii): ,,A byl druhy a B byl prvni nebo nedokonc¢il navrh®.
Spravné je v): ,Nelze jednozna¢né rozhodnout®.

Spravné jeii): ,A a B dojeli do cile, av$ak nedostali nové auto nebo nejeli
na dovolenou®
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9. Uplné disjunktivni / konjunktivni normélni forma a jeji minimalizace

9. Uplna disjunktivni / konjunktivni
normalni forma a jeji minimalizace

Vyse jsme jiz zminili, ze adekvatné bohaty jazyk VL si vystadi jen s nékolika
vyrokovymi spojkami. Bohaty je v tom smyslu, Ze dokdze vyjadrit vSechny
pravdivostni funkce, coz také znamend, Ze je do néj prelozitelna formule libo-
volného jiného jazyka VL. Nyni budeme uvazovat jazyk VL, ktery bude vyuzi-
vat vyluéné mnozinu spojek {—,A,v} (nize uvedeme jejich jinou symbolickou
reprezentaci).

Jeden z dtvodu pro prednostni praci s timto jazykem miizeme najit
v nasledujici tvaze. Kazdy stav svéta se da popsat souborem elementarnich
vyrokd, napriklad je tu stav (miniaturniho) svéta, jenz je popsatelny pomoci
konjunkce vyroki ,,Alik je pes® a ,Kvido md auto®; jiny stav téhoz svéta je
zas popsatelny konjunkei vyroku ,,Alik je pes a ,Kvido nema auto®. Vsechny
stavy tohoto naseho svéta jsou tedy vyjadritelné disjunkci, jejimiz ¢tyfmi ¢leny
jsou ony jednotlivé konjunkce.

Nyni uvazme jeden z mnoha vyrokd, s jakymi se mtizeme setkat, totiz
»Jestlize Alik je pes, tak Kvido md auto. V kterych stavech svéta je tento vyrok
pravdivy? To vidime z tabulky ukazujici pribéh jeho pravdivostnich hodnot:

Jestlize Alik je pes, tak Kvido ma auto.
Alik je pes. Kvido m4 auto.
1 1
1 0 0
0 1 1
0 1 0

Z tabulky vsak rovnéz vidime, Ze to, co dany vyrok rika, se da ekvivalentné
vyjadrit vyrokem ,,(Alik je pes a Kvido ma auto) nebo (Alik neni pes a Kvido
mad auto) nebo (Alik neni pes a Kvido nema auto)*, protoze toto souvéti vyjad-
fuje soubor véech téch moznych dil¢ich stavl svéta, v nichz je pravdivy vyrok
sJestlize Alik je pes, tak Kvido mé auto® Takovéto vyjadieni mé tedy vyhodu
v tom, Ze nazorné vystihuje, jak vypadaji pfislusné stavy svéta, a tedy je v prin-
cipu snaze verifikovatelné, nez tfeba ,Jestlize Alik je pes, tak Kvido md auto®
Vsimnéme si, Ze odpovidajici konjunkce (pAq), (—pAq) a (pA—q) (mezi tyto
konjunkce pak vsuneme v) koresponduji s témi radky, kdy je ve sloupci funke-
nich hodnot uvedena pravdivostni hodnota 1. Nize si ukdzeme, ze k vysledné
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formuli ((pAq)vV(—pAg)V(—pA—q)) se miZzeme dobrat i jinym zptsobem, totiz
ekvivalentnimi transformacemi (p—q).

Mnohokrat byl uzite¢né vyuzit dalsi déivod pro zkoumani problemati-
ky této kapitoly. Uvazme navrhovatele néjakého elektrotechnického zatfizeni,
jez vyuziva logické obvody. Navrhovatel ur¢il, Ze obvod tohoto zarizeni ma tfi
vstupy p, g, 1, pticemz predepsal, jaké pravdivostni hodnoty se maji objevit
na vystupu f, paklize jsou na vstupech ty, ¢i jiné hodnoty. Navrhovatel tedy vi,
jak se ma dany systém chovat, vi, které funkéni hodnoty odpovidaji kterym
argumentim. Je to napfiklad:

plalr|fipgr)
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 1
001 1
0 0 0 0

Zhotovitel prislusného logického obvodu musi k této tabulce funkce sestavit
formuli, ktera ma pravé takovyto pribéh pravdivostnich hodnot. Teoreticky
existuje nekone¢né mnoho takovych formuli, my potifebujeme alespon jednu
z nich. Vyse jsme pritom uz naznacili jednoduchy zptisob zjisténi takové for-
mule: je to formule tvaru disjunkce, jejimiz ¢leny jsou konjunkce odpovidajici
tém rddktm, v nichz dana funkce f vraci hodnotu 1. Tj. (pAgAr)V(pAaga—r)v
(mpAGATIV(=PAGA—T)IV (=P A—GAT).

Pii vyrobé zafizeni implementujicich logické obvody pochopitelné
chceme dana zarizeni a tedy i obvody zjednodusit a zmensit, at uz z divoda
ndkladt na vyrobu, objemnost ¢i provozni rychlost. Nize si ukdzeme urcity
postup, jak naptiklad pravé uvadénou formuli prevést na ji ekvivalentni, avsak
podstatné kratsi formuli gv(—pAr).
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9.1 Uplna disjunktivni (konjunktivni) normalni forma

Nasledujici Véta o reprezentaci jednoduse tika, Ze vSechny formule VL mohou
byt prevedeny na ekvivalentni formule obsahujici pouze vyrokové spojky —, A,
v. Analogon této véty plati pro libovolnou jinou funkéné dplnou mnozinu vyro-
kovych spojek. Znamena to, Ze mnozinu véech formuli zobrazujeme na jeji po-
dmnozinu, jejiz prvky obsahuji jen —, A, v a proménné, coz je vyhodné, pokud
chceme formule porovnavat, nebot takto jsme ziskali jejich standardizované tvary.

Véta o reprezentaci

Kazdou pravdivostni n-arni funkci f* 1ze reprezentovat formuli, ktera
obsahuje pouze spojky —, A, V.

Ukazeme si, ze formule lze reprezentovat i formulemi v jejich tzv. Gplné
disjunktivni nebo naopak konjunktivni normalni formé. Disjunktivni a kon-
junktivni formy jsou k sobé dualni. Disjunktivni formy syntakticky ,popisuji‘
model dané formule, jak jsme si vysvétlili na tvodnim prikladu. Konjunktivni
formy jsou zas vyhodnéjsi pro urcité pocitactové vyuziti (napiiklad pro data-
bazové dotazovani). K jejich ukazani pottebujeme nékolik pomocnych pojmil.

Literal

Literdlem je libovolna atomicka formule nebo negace atomické formule.
Priklady literalt jsou p, g, —p, —g; literdly nejsou tteba p—q ¢i pv—p nebo pv.

Elementarni konjunkce

Formule A je elementdrni konjunkci nad p,, p,, ..., p, pravé tehdy, kdyz
je libovolnou konjunkei literalti z formuli p, p., ..., p,, pfi¢emz se v této ele-
mentarni konjunkci vyskytuji jakozto literal prave jednou.

Prikladem elementarni konjunkce je p,A—p,, ovSem tieba p,A—p, nikoli.

Zcela analogicky: Formule A je elementdrni disjunkci nad p,, p,, ..., p,
prave tehdy, kdyz je libovolnou disjunkci literali z formuli p , p,, ..., p,, pficemz
se v této elementarni disjunkci vyskytuji jakozto literal pravé jednou.

Elementarni konjunkce jsou nékdy nazyvany mintermy, elementarni
disjunkce pak maxtermy. V pripadé disjunkci se také hovoti o klauzulich (tzv.
Hornova klauzule je pak klauzule, jeZ obsahuje alespon jeden nenegovany literal).
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Disjunktivni normalni forma

Formule A je v disjunktivni normalni formé nad formulemip,, p,, ..., p,
prave tehdy, kdyz A je disjunkci elementarnich konjunkci literalt z formuli

PPy s P

Priklady formuli v disjunktivni normalni formé jsou (p,A—p,)v(=p,A—p,) ¢i
(pl/\_‘pz)v_‘Pl'

Zcela analogicky: Formule A je v konjunktivni normdlni formé nad ato-
mickymi formulemi p, p,, ..., p, pravé tehdy, kdyz A je konjunkci elementar-
nich disjunkci literalti z formuli p , p,, ..., p,.-

V anglickém jazykovém prostredi, ale i u nds se pro disjunktivni i kon-
junktivni formu pouzivaji zkratky DNF a CNF (v tomto poradi).

Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF)

Formule B je vplnou disjunktivni normdlni formou (UDNF) formule
A pravé tehdy, kdyz B je ekvivalentni A, pficemz B je disjunkci elementarnich
konjunkci literdlt z A, pricemz v kazdém jejim disjunktu se vyskytuji vsech-
ny literaly A prave jednou.

Pro piiklad, (p,A—p,)V(—p,A—p,) je UDNF néjaké formule obsahujici p,
a p,. Na druhou stranu, (p,A—p,)v—p, neni UDNF, ponévadz —p, by méla byt
konjunkci s p, ¢i —p,, ale tyto v ni chybi.

Formule B je tplnou konjunktivni normalni formou (UKNEF) formule
A préavé tehdy, kdyzZ B je ekvivalentni A, pfi¢emz B je konjunkci elementarnich
disjunkci literalt z A, pricemz v kazdém jejim disjunktu se vyskytuji vSechny
literaly A pravé jednou.

Nyni jsme pripraveni formulovat Vétu o reprezentaci formuli pomoci
UDNF (resp. UKNF) (mnoho autort se omezuje na slabsi vétu vyuzivajici pou-
ze DNE, resp. KNF).

Véta o reprezentaci pomoci UDNF (UKNF)

Ke kazdé formuli A, kterd neni kontradikei (tautologif), Ize najit for-
muli B, kterd je ve tvaru UDNF (UKNF) a je ekvivalentni s A.

Uvédomme si, ze UDNF nelze zkonstruovat pro kontradikce a UKNTF zase ne-
1ze zkonstruovat pro tautologie.
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9.2 Priklady - sestaveni UDNF (UKNF)

Formule VL miZzeme ptevadét na korespondujici UDNF (¢i UKNF) pomoci
ekvivalentnich transformaci, pti¢emz uplatilujeme zdkony-tautologie VL. Pro
ilustraci si ukdzeme prevod formule p—(q—p) na UDNF:

p—(q-p)

[ p—>(—gVvp) ] pfevod — na v

[—pv(—gvp)]  pfevod — nav

[—pv—gqvp ] vnitfni zavorky mozno vynechat (asociativita v)

[ (=pA(gv—q)) v —qvp) ]
neutralnost tautologie ke A: —p <> (=pA(qv—q))
[ (=pA(gv—9)) v (—gA(pv—p)) v p ]
neutralnost tautologie ke A: =g <> (—gA(qv—q))
[ (=pA(gv—9)) v (=gA(pv—p)) v (pA(gv—q)) ]
neutralnost tautologie ke A: p <> (pA(qv—9q)
[ (mpAQV(=pA—g) v ((mgArp)v(=ga—p)) v ((pAq)V(PA—q)) |
zakondistributivity pro A: (pA(qvr)) <> ((pAg)v(pAr))
[ ((mpA@)V(=pA—q)) v (pA=g)V(=pA—q)) v ((pAg)v(pA—q)) ]
zakon komutativity v
[ (pAQV(=pA—g) V (pA=q)V(=pA—q) Vv (PAQ)V(PA—g) ]
eliminace zavorek (na zakladé asociativity v)
[ (A (=pA=q) v (pA=q) v (pAq) ]
zakon idempotence A: (pAp)<>p
[ (p/\q)\/(p/\ﬁq) \Y4 (—|p/\q) A\ (—|p/\—|q) ]

zakon komutativity v

r 7T T 7T 0T 7T T 1T

Podstatné jednodussi metodou pro ziskéni UDNF nez pomoci ekviva-
lentnich transformaci je postup, pfi némz z tabulky pribéhu pravdivostnich
hodnot dané formule vycteme ty radky, kdy je dana formule pravdiva, a tém
prifadime elementarni konjunkci vsech vyrokovych proménnych; v ptipade,
ze ma v tomto radku nékterd z proménnych prisouzenu pravdivostni hodnotu
0, pfed danou vyrokovou proménnou dame negator; vSechny ziskané elemen-
tarni konjunkce pak sefadime do formule, v niZ je spojime pomoci disjunkce.
Obdobné postupujeme v piipadé sestavovani UKNE oviem tehdy ptitazujeme
elementdrni disjunkce jen tém radkam, kdy mé celd formule pfirazenu pravdi-
vostni hodnotu nepravda.

Pii zépisu UDNF (UKNF) se uplatiiuje nota¢ni konvence, podle niz se
znak konjunkce (disjunkce) mezi literaly elementarnich konjunkei (disjunkei)
vynechava. Dale, negace se vyznacuje ¢arou nad symbolem vyrokové promén-
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né; coz zde z diivodu typografického omezeni realizujeme jako podtrzeni zna-
ku vyrokové proménné.

1)  Sestavte UDNF k formuli p—q.

p — q  elementarni konjunkce
111 PAq tedy pq
1{0j0] -

0|1{1] —prq tedy pq
0(1|0| —pr—gq tedy pg

UDNF k dané formuli je tedy pqvpqvpg.
2)  Sestavte UKNF k formuli p<>q.

elementdrni disjunkce

q
1
0 pV—g tedy pg
1
0

—pvq tedy pgq

SO |||
NQQ~$

UKNF k dané formuli je tedy pgapq.
3) Sestavte UDNF k formuli (p—(gA—q))——p.

(p— (@A = q@)—>—p  elementarni konjunkce

1{0[1(0(0|1|1|0|1| png tedy pq
1jojofo[1]o[1|0|1| pang  tedypg
of1{1|0jo[1|1|1]{0] —paq tedy pq
0[1(0(0(1(0|1|1|0| —pA—g  tedypg

UDNF k dané formuli je tedy pqvpgvpqvpg (mj. k ni nelze sestavit UKNF).
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9.3 Minimalizace UDNF (UKNF)

P#i minimalizaci UDNF se uplatiuje nésledujici tautologie. Necht [ je néjaky
literal a A je néjaka formule (pokud literal je tvaru —B, tak pod —I myslime diky
zakonu dvojité negace B, nikoli ——B):

(AADV(AA—D) <> A

Pravou stranu této tautologie si mizeme odvodit z levé formule uplatnénim
zakona distributivity na (Av(IA=l)) a pak uplatnénim zakona neutralnosti
kontradikee k disjunkei.

Zde je jesté zkraceny zapis této tautologie uplatnénim vyse uvadéné
konvence o vypousténi konjunkce a alternativniho oznaceni negace:

(AIVAD < A

Viimnéme si, Ze redukei (smér implikace doprava), resp. expanzi (smér im-
plikace doleva) lze uplatnit jen tehdy, pokud se podformule tvaru konjunkce
li$i pouze jednim literalem. Déle upozoriujeme, Ze uvadény zakon mizeme
uplatnit i tehdy, kdyz jsou ¢leny elementarnich konjunkci na jinych stranach.
To proto, Ze miizeme uplatnit komutativitu konjunkce, jakou ukazujme v pro-
sttedni formuli: ((AADV(IAA)) <> ((AAD)V(AAD)) <> A. Specidlnim pripadem
tohoto je vyskyt literalu jakoby uprostted podformule A, coz je opét fesitelné
komutativitou konjunkce, napt. ((pqr)v(pgr)) <> ((prq)v(prqg)) <> pr. Kone¢né
pii minimalizaci UKNF se uplatiiuje obména této tautologie, totiz:

(AINAD > A

Jak uvidime v ptikladech nize, nase UDNF (UKNF) mtizeme dale upra-
vovat pomoci zékona idempotence disjunkce (konjunkce), popt. pomoci zéko-
nu o agresivnosti / neutralnosti tautologie / kontradikce vzhledem k disjunkci
/ konjunkci.

Minimaliza¢ni algoritmus

UDNF (UKNF) Ize zna¢né zjednodusit Quine-McCluskeyho minimali-
zacnim (optimaliza¢nim) algoritmem. Alternativni metoda vyuziva tzv. Kar-
naughovy mapy, které zde probirat nebudeme. Quine-McCluskeyho mini-
maliza¢ni algoritmus je mechanizovatelny postup, pomoci néhoz Ize UDNF
(UKNF) maximalné zjednodusit, aniz by doslo k zméné priibéhu pravdivost-
nich hodnot, zachovava tedy ekvivalenci.
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Nize budeme uplatiiovat pouze hlavni ¢ast tohoto algoritmu. Pro ilustra-
ci minimalizujeme pqr v pqr v pqr v pgr v pqr.
a) Elementarni konjunkce dané UDNF si ocislujeme:

pqrv pqrv pqgry pqr v pqr
1 2 3 4 5

b) Poté porovname elementarni konjunkci 1. s 2. a mizeme-li je zkrétit pod-
le tautologie (AIVAI) <> A, tak vysledek zkraceni prepiSeme do dalstho rad-
ku a nadepi$eme zkracenim ¢eho vznikl a pridame pak disjunkci (formule
po stranach <> povazujme za uzavorkované):

1-2
< qrv

Také si zapamatujeme, Ze elementarni konjunkce 1. a 2. byly zkraceny (to mi-
zeme indikovat v fadku, ktery kratime, napt. preskrtnutim obou elementarnich
konjunkci, nize ovsem uvedeme jiny postup). Poté porovname 1. s 3. a pokud
je lze zkratit, zkratime je. At uz 1. s 3. zkratime ¢i nikoli, stejné pokrac¢ujeme
déle a 1. porovnavame s 4. a pokud je lze zkrétit, zkratime je. Poté porovnava-
me 1. s 5. Analogicky se pokous$ime zkratit 2. s kazdou ji nasledujici elementar-
ni konjunkci, pak 3. s kazdou ji nasledujici elementarni konjunkei, nakonec 4.
s kazdou ji nasledujici elementarni konjunkci. Vysledek, kdy se nam podarilo
vSechny formule kratit — nékteré byly kraceny vicekrat, naptiklad 2. - je:

1-2 2-3 2-4 3-5 4-5

> qrv pq Vv prv prv pqg

Nyni zkontrolujeme, zda fetézec 1 »3 24 35 4.5 Obsahuje ¢isla vSech elemen-
tarnich konjunkci z predchoziho rddku. Pokud nékteré ¢islo chybi, prislusnou
nezkracenou elementarni konjunkci pfipojime do naseho posledniho radku
pomoci disjunkce (srov. ukazku nize).

¢) Opét si elementarni konjunkce ocislujeme:

& qrvpqNprvprvpq

1 2 3 4 5
a zkousime je kratit podobné jako v b). Formuli, kterou se zkratit nepodatilo,
ptipiSeme na konec radku:

25 34 1
— pvp vgr
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d) Nyni mtzeme, ale to je jiz mimo onen algoritmus, nasadit zakon idempo-
tence disjunkce a formuli zkratit na:
ard pvqr

9.4 Priklady - sestaveni a minimalizace UDNF

Sestavte UDNF k dané formuli a poté provedte jeji minimalizaci:

tl)? —(g A = q)—p  elementirni konjunkce
1/10|1]0|0f1]I|1 PAq tedy pq
1{0|0]|0|1[0[I|1l| pA—g tedy pgq
0O[{1|1{0|0f1|0]|0 -
0[{1|0({0|1({0|0]|0O -

UDNF je pqvpg. Tu minimalizujeme: pqvpg <> p, vysledkem je tedy p.

2()(p—> 99— 94 elementarni konjunkce
1|1|1|1]1]1]1 PAq tedy pgq
1(0(0(1]{0|0|0 -

O[1(1(1]|1]1]|1 —pAq tedy pq
0/1(0{0|0(1]|0| —pr—gq tedy pg

UDNEF je pqvpqvpq. Tuto UDNF minimalizujeme: pqvpqvpg <> qvp.
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3()p —(g—p)) > r  elementarni konjunkce
1(1]|1f1]|1|1|1 PAGAT tedy pqr
1{1{1|1]1({0]0 -
1/1]|0f1|1|1|1 PA—GAT tedy pgr
1{1{0|1|1({0]|0 -
O|L|1|0|0[I|1| —pAgAr tedy pgr
0|1{1(0]|0|0]|0 -
0[1|0|1|0(I|1| —pAr—gar tedypgr
0|1{0(1]|0(0]|0 -

UDNTF je pgrvpgrvpqrvpgr, kterou minimalizujeme ndsledovné (v zépisu vy-
nechavame cislovani formuli):
pqr v pqr v pqr v pgr
1-2 1-3 2-4 3-4
< prvaqrvgrvpr
1-4  2-3
“  rvr
Po uplatnéni zakona idempotence pro disjunkci ziskame jen r.

?}2—>q) A(= q —r) elementarni konjunkce
1(1|1(1]|0]1|1]|1 PAGAT tedy pqr
1|1({1{1|0|L|1]|0O pAGA—T tedy pqr
1{0(0|0|1(0|1]|1 -
1{0{0|0|1]0|0]|0 -
O|L|1|I|0{1[1|Ll| —pAgAr tedy pgqr
O|L|1|I|0[1[1]|0| —paga—r tedypgr
O[1[0[I[{1{0[1{1| —pAa—grr tedypgr
0|1{0(0|1]|0|0]|0 -

UDNTF je pgrvpgrv_pqrvpgrvpgr, kterou minimalizujeme nasledovné:
pqryv pqryv pqry pqry pqr

1-2 1-3 2-4 3-4 3-5

> pqv qrv qrv pq vV pr
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1-4 2-3 5
& gqvqvpr
Tedy, po uplatnéni zédkona idempotence: gvpr.

5) Sestavte UDNF k systému, jehoz vstupy a vystupy nabyvaji hodnoty
uvedené v tabulce, a poté provedte jeji minimalizaci:

vystup elementarni konjunkce
1 pAgAar,  tedy pgr
pAga—r,  tedy pgr
pA—qAr,  tedy pgr
pA—gA—T, tedy pgr
—pAqnr,  tedy pgr

—pAgn—r, tedy pgr

Sl ||| m|m|m|~=|
S|l |R|OC|O|I+—|~Ix
O |~ |O|—=|O|—= |||

O | = | O = | = | [

UDNTF je pqr v pqr v pgr v pgr v pqr v pgr, kterou minimalizujeme:
pqr pqryv pgry pgry pqry pqr

©  pqvprvqrvprvpq NV grv pr

< pVrvrvr

po uplatnéni zakona idempotence pak: pvr.
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6)  Sestavte UKNF k systému, jehoz vstupy a vystupy nabyvaji hodnoty
uvedené v tabulce, a poté provedte jeji minimalizaci podle tautologie-

zdkona (AIANAD<«A:
p q r vystup elementarni disjunkce
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0 —pvqvr, tedypgr
0 1 0 0 —p Vv qv—r, tedy pgr
0 0 1 1
0 0 0 1

UKNF je pgrapqr, kterou minimalizujeme: pgrapqr <> pq.
7) Transformujte formuli (p—q) tak, abyste poté mohli sestavit jeji UDNF.
Nejprve provedeme ekvivalentni transformaci:

(p—q)
> (=pvq) podle tautologie (A—B)<>(—AvB)

Opakované provadime opak minimalizace podle tautologie A<>(AlVAI).
Uplatniujeme pii tom také zakon komutativity, abychom ziskali co nejpodob-

néj$i disjunkty (viz uziti pqvpg namisto gpvgp):

—p v q
< v bq v Pq v bq

Podle zakona idempotence nyni vyskrtame stejné elementarni konjunkce:
pq v rq v Pq

Vsimnéme si, Ze cela tato ,deminimalizace’ neni fddek po radku presnym opa-
kem minimalizace.

8) Transformujte formuli (pA—q)—(rvq) tak, abyste poté mohli sestavit
jeji UDNF. Nejprve provedeme ekvivalentni transformace:
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(pA—q)—(rvq)
< =Alpa—g)virvg) podle tautologie (A—B)<>(—AVB)
“ (mpv——q)Vv(rvq) podle tautologie —(AAB)<>(—Av—B)
(De Morgantwv z.)
< (=pvg)virvg) podle tautologie ——A<>A (z. dvojité negace)
< —apvgvrvg diky komutativité v
PN —pvqvr podle tautologie (AVA)<>A (z. idempotence).

Poté opakované provadime opak minimalizace podle tautologie A<>(AIVAI):

—p \% q \ r
< pq v pbqg Vv pa Vv bq v pr v.oopr
© pgrv pqry pgry pary pqry pqrv pqry pgry pary pqrv pqry pqr

Podle zakona idempotence vyskrtame stejné elementarni konjunkee:

< pqrvpqry pqryv pgry pqry pqry pqr

Jak si Ize ovéfit sestavenim UDNF z tabulky, dané formule nenf tautologii, pro-
toze ma méné nez osm elementarnich konjunkci. Jedinou elementarni kon-

junkci, kterd nemd byt sou¢dsti UDNF této formule, je pgr, kterou jsme zcela
spravné neodvodili.

9)  Metoda ekvivalentnich uprav formule na UDNF:

—=(p—9q)

—(=pvq) prevod — na v

p/\—|q DM, z. ——

(pA(gv—g)) A —q neutralnost tautologie ke A nalevo
(pAlgv—9)) A (—gA(pv—p)) neutralnost tautologie ke A napravo

(pAq) v (pA—q) v (—gA(pv—p))  distributivita A nalevo

((pAg) v (pA—=q)) v ((—gAp) v (—ga—p))  distributivita A napravo
((prAg) v (pA—q)) v (pA—q) v (—pA—q))  komutativita A

((pAq) v (pA—q)) v (—pA—q)) idempotence v

TTTTTTTT

Hledanou UDNTF je tedy pqvpgvpg.
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9.5 Cviceni - sestaveni a minimalizace UDNF

Sestavte UDNF k ni%e uvedenym formulim a poté provedte jejich minimalizaci:
) (p—>(g—=p)alpvr)

2)  ((paq)vr)—>(=p>—q)

3)  (=p—>g)>((par)—(gan)

Sestavte UDNF k systému, ktery pro vstupy a vystupy nabyvé hodnoty uvede-
né v tabulce, a poté provedte jeji minimalizaci:

4)
p q r vystup
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0
5)
p | g | v [ vystup
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1
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vystup

vystup

vystup

r

r

r

6)

7)

8)
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Minimalizujte nasledujici UDNF:

9)
10)
11)

12)

pqrvpqarvpqrvpqrvpgryv pgr
pqrvpqrvpgrvpgrypqrvpqry pgr
parvparvpgrvpgrvpqrvpqr

Alchymista je zavien ve vézeni, protoze se mu stale nedari pfeména olo-
va ve zlato. Dostane pét motak, z nichZ prvni ¢tyfi obsahuji nasledujici
vyroky:

p - Podafi se ti preména olova ve zlato

q - Prvniho dubna bude tvij $vagr jmenovan prokuratorem

r — Po prvnim dubnu bude soud.

Prvni motak zni: pAgar

Druhy motak zni: pAaga—r

Treti motak zni: —pA—gAr

Ctvrty motak zni: —pA—gA—r

Paty moték zni: Plati prvy, druhy, tfeti nebo ¢tvrty motak.

Co se z téchto motaku vlastné alchymista dovédél?

K formuli dané najdéte UDNE, ktera bude obsahovat proménné p, g a r:

13)

14)

pvr

pvq

9.5 Reseni - sestaveni a minimalizace UDNF

2)
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UDNTF je pgrvpqrvpgrvpgrvpgrvpgr, kterou minimalizujeme ndsle-

dovné: pgrvpqrvpgrvpgrvpgrvpgr <> pqvprvarvprvpgvarvpr <
PVPVIVT > v, tedy: pvr.

UDNF je pgrvpqrvpgrvpgrv pqrvpgr, kterou minimalizujeme nasledov-
e pqrvparvparvpqryparvpgr <> payvprvarvgrvpIvpg < pavrvrvpq
< pqvrvpg, tedy: pqvrvpg.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

UDNF  je  pqrvpqrvpgrvpqrvpqrvpgrvpgr, — kterou  minima-
lizujeme nasledovné: parvpqrvpgrvpqrv pary pgrvpgr “
PAVAIVPINGINGINVPGVPIVPINVDG <> qVAVIVIVPVD > qvrvp, tedy:
qvrvp.

UDNF je pqrvpqrvpgrvpgr, kterou minimalizujeme na pgqvprvar.

Elementdrni konjunkce pfiléhaji viem fadkim mimo druhy a Ctvrty,
UDNEF je proto pgrvpgrvpqrvpqrvpgrvpgr. Tu minimalizujeme na-

sledovné: pgrvpgrvpqrvpqrvpgrvpgr <> prvarvgrvpgvprvprvpg <
rVIVDVD <> rvp, tedy: rvp.

Minimalizujeme: parvpqrvpgrypqrvpgrvpgr “~
prvarvpgvarvarvprvpq <> rvrvgvgs tedy rvg.

Minimalizujeme:  pgrvpqrvpgrvpgrvpgr <> pqvprvgrvpg <>
prvgrvpgvpg; odkud prvgrv(p<>q) (pfevod formule pgvpg na onu
ekvivalenci), distributivitou pak rv(pg)v(p<>q).

Minimalizujeme: pgrvpqrvpgrvpqrvpqrvpgr <> pgvprvqrvgrvprvpg
< pgvrvrvpq <> pqvpgvr; odkud (pe>q)vr.

Minimalizujeme: parvpqrvpgryparypgrvpqr “
pavprvarvprvarvpgvpq <> pvqvpvq < pvq.

Minimalizujeme: pgrvpgrvpgrvpgrvpgrv pgr >
pqvarvqrvpqvprvprvpg < qvavpvp <> qvp (pticemz pak (qv—p) <>
(=pvg) < (p—9)).

Minimalizujeme: parvpqrvpgrvpary pgrvpqary pgr >
pavprvarvprvgrvpaygrvpgypr < pVavpNVavINvT < pvgvr.

Motéky alchymistovi poskytly UDNE, jez je (pAgar) v (paga—r) v
(=pA—gAT) v (pA—ga—T). Mame nalézt formuli, k niZ je tato UDNF
ekvivalentni. Dostaneme:

(pAGAT) V (PAGA—T) V (mPA—GAT) V (P A—GA—T)

< (pAg) V (—pA—q)

Formule ((pAg)Vv(—pA—q)) je ekvivalentni (p<>q), slovné tedy: ,,Podari
se ti pfeména olova ve zlato tehdy a jen tehdy, kdyz bude tvj $vagr jme-
novan prokuratorem-
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13)  Postupné formuli ,deminimalizujeme®: pvr <> pqvpgvqrvgr <>
parvparvpgrvpgryvparvpqrypgrvpqr <> parvpary pgrvpgry pgrvpgr.

14)  Postupné formuli ,deminimalizujeme’: pvq <> pqvpgvqrvgr <>
parvpqrvpgrypgrvpqrvpgry parvpqr < parvpqrvpgrypgrvpqrvpgr.
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10. Vyrokové-logické vyplyvani

Uz vyse jsme si predstavili intuitivni pojem vyplyvani. Povsimli jsme si, ze
odkazuje na intuitivni pojem vSech okolnosti, tedy intuitivni pojem nutnosti.
Rekli jsme, Ze tento pojem je tfeba nahradit néjakym rigoréznim pojmem, aby
se tak stal rigoréznim i pojem vyplyvani. VL nabizi urcity rigorézni pojem
vyplyvani, ponévadz nabizi rigorézni nahradu intuitivniho pojmu okolnosti,
totiZ pojem valuace (ohodnoceni vyrokovych proménnych); tento pojem byl
definovan jiz vyse v kapitole 2.

Vyrokové-logické vyplyvani

Formule Z vyrokové-logicky vyplyva z formuli P, P,, ..., P, pravé tehdy,
kdyz Z nabyva pravdivostni hodnotu pravda pti vech valuacich, pti nichz
nabyvaji pravdivostni hodnotu pravda vsechny formule P, P,, ..., P,.

Zde je vécné shodnd definice, jez md v8ak prehlednéjsi logickou strukturu defi-
nienda: Formule Z vyrokové-logicky vyplyva z formuli P, P,, ..., P, pravé tehdy,
kdyz pti vSech valuacich plati, Ze jsou-li vSechny formule P, P,, ..., P, pravdivé,
je pravdiva rovnéz formule Z. Vyplyvani Z z P, P, az P, zapisujeme:

P,P,..P EZ

V klasické logice plati, ze Z vyplyva z P,, P, az P, tehdy, kdyz konjunkce
vSech formuli P, P, az P, implikuje Z s logickou nutnosti, tedy kdyz je formule
(P,AP,A ... AP )—Z tautologii, coz zna¢ime:

E (PAPA ... AP)—Z.

Neexistuje tedy pripad, kdy by se pravdivost formuli P,, P,, ..., P, neprenesla
na Z, neboli vSechny premisy byly pravdivé a zavér nepravdivy. (Mj. pfi re-
prezentaci pravdivosti a nepravdivosti pomoci 1 a 0 to znamena, Ze pti vSech
valuacich v plati, ze (S(v,P)AS(V,P)A ... AS(V,P,)) <3 (v,2).)

Pfipomenme si jesté shodu pojmu vyplyvani s vyse uvadénym pojmem
tautologického dusledku systému formuli T: A je tautologickym dtisledkem
systému formuli T, tj. T | A, pravé tehdy, kdyz 3(v,A)=1 pfi kazdé interpre-
taci, pfi niz 3(v,B)=1 pro kazdou formuli B, jez je prvkem T. Jinymi slovy,
A vyrokové-logicky vyplyvd z T pravé tehdy, kdyz A je spliovana prinejmen-
$im témi véemi interpretacemi, jez spliuji T.
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Vyplyvani v klasické logice a tedy i VL-vyplyvani ma nasledujici tfi
vlastnosti. Necht Cn(X) je mnozina sémantickych dtisledkii mnoziny formuli
X, tj. Cn(X) je mnoZina vSech formuli, jez vyplyvaji z X:

i monoténnost vyplyvani: jestlize XY, tak Cn(X)cCn(Y), ¢ili vyplyva-li
ZzP,P, .., P, tak Z vyplyvd i z mnoziny obsahujici P, P,, ..., P, a né-
jakou dalsi formuli Q

ii. reflexivnost vyplyvani: XcCn(X), ¢ili jestlize Z je jednou z P, P,, ..., P,
tak Zvyplyvaz P, P,, ..., P,

iii. tranzitivita vyplyvani: Cn(Cn(X))cCn(X), ¢ili dusledky dusledka X
jsou také dusledky X (tj. jestlize P, P,, ..., P,FZaQ,,Q,,...,Q, ZEZ,
tak P, Py oo, Py Qpy Qyp ooy Qp Z 7).

Pripomenme si téz, ze usudek U je platny prave tehdy, kdyz jeho zavér
Z vyplyva z jeho premis P, P,, ..., P,. Znamena to, Ze jeho zavér nemuze byt ne-
pravdivy, jestlize jsou vSechny jeho premisy pravdivé. Logika se ov§em nestara
o konkrétni obsahy usudkdl, jejich platnost ovétuje vyluéné na zakladé jejich
logické formy. V ptipadé VL naptiklad slovné vyjadieny tsudek:

Jestlize prsi, je mokro.
Prsi.

Je mokro.

prohlasime za platny, protoze je platnou jeho logicka forma:

p—q
p

q

Dle VL zavér g dané tsudkové formy vyrokové-logicky vyplyvd z premis p—q
a p. Logicka forma daného tsudku tedy garantuje, Ze se pravdivost premis pre-
nese na zaver.

Pro nazornost se podivejme na tfi z moznych distribuci pravdivostnich
hodnot skrze danou usudkovou formu, tj. tfi valuace v,-v,:
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10. Vyrokoveé-logické vyplyvani

v) v,) vy)
p—q 1 pr—q 0 po—q 1
P 1 P 1 Po 0
q, 1 9o 0 9, 1

Dana usudkova forma je platna bez ohledu na tu, ¢i onu valuaci. Platnost je
zaloZzena na tom, Ze pri valuaci jako v,, pfi niz jsou pravdivé véechny premisy,
je pravdivy také zavér. Kdyz premisy pravdivé nejsou, zavér pravdivy byt muze,
ale nemusi, srov. v,) a v,); to nic neméni na platnosti této usudkové formy.

Uzavieme to tim, Ze platnost usudkli miizeme explicitné opfit o vyro-
kové-logické vyplyvani: (jazykové formulovany) usudek U je vyrokové-logicky
platny pravé tehdy, kdyz zavér Z jeho logické formy vyrokové-logicky vyplyva
z jeho premis P, P,, ..., P, jeho usudkové formy.

* ko ock

Dopliujici informace. Nanestésti je pojem vyrokoveé-logického vyplyva-
ni slab$i neZ intuitivni pojem vyplyvani (a téz pojem vyplyvani, ktery nadefi-
nujeme v pokracovani této knihy). K protiptikladiim se vyuziva slabina VL, jiz
je prili$na hrubost analyz, jichZ je VL schopna. VL tedy nedokaze dostate¢né
charakterizovat logickou formu tsudka. Ukazme si tyto dva jazykové priklady:

Kazdy ¢lovék je smrtelny.
Aristotelés je clovek.

Aristotelés je smrtelny.

Hlavni mésto Ceské republiky ma pfes milién obyvatel.
Praha je hlavni mésto Ceské republiky.

Praha ma pres milién obyvatel.

V obou pripadech se jednd o intuitivné platné usudky. Logickou formou téchto
usudkd je ale podle VL:

p
q
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Pro tuto usudkovou formu existuje valuace, jmenovité v(p)=v(g)=1, v(r)=0, pii
niz jsou véechny premisy pravdivé, ale zavér pravdivy neni - pravdivost premis
se tedy neprenesla na zavér. Z hlediska VL se jedna o neplatnou tsudkovou
formu a oba jazykové usudky jsou proto vyhodnoceny jako neplatné. VL tedy
nespravné vyhodnotila platnost téchto jazykovych tusudki. Nedokazala totiz
spravné zachytit jejich logickou formu. Konkrétné to, ze v prvém pripadé se
vyplyvani zaklada na prekryvajicich se extenzich predikatd v danych jednodu-
chych vyrocich, v druhém zase na vzajemné substitutivité identickych termind
z druhé premisy.

V disledku téchto zkoumani muzeme proto formulovat nasledujici
tvrzent: Jestlize vyrok Z vyrokové-logicky vyplyva z vyrokt P, P,, ..., P, pak
z nich také vyplyva. Neplati ovéem obracené tvrzeni: Jestlize vyrok Z vyplyva
z vyrokt P,, P,, ..., P, pak z nich také vyrokové-logicky vyplyva. Z hlediska
praktického je vyhodou VL to, ze diky vysoké abstrakci od detaild umoznuje
rychle ovéfit platnost mnoha jazykovych usudkt. Nevyhodou je, Ze tyto vy-
sledky nemtizeme absolutizovat, v nékterych pripadech neni VL s to platnost
spravné urcit.

10.1 Cviceni - vyrokové-logické vyplyvani

1) Uvedte definici vyrokové-logického vyplyvani.

2) Zduvodnéte, pro¢ je chybna definice vyrokové-logického vyplyvani,
ktera nevyuZziva pojem valuace (pravdivostni ohodnoceni) vyrokovych
proménnych.

3) Zduvodnéte, pro¢ je chybna definice vyrokové-logického vyplyvani,

podle niz formule Z je pravdiva pravé a pouze pii téch vsech valuacich
vyrokovych proménnych, pfi niz jsou pravdivé formule P, P,, ..., P,.

132



11. Ovéfovani, zda je formule tautologii metodou protipiikladu

11. Ovétovani, zda je formule tautologii
metodou protiprikladu

V této kapitole si osvojime metodu, jez se v rozvinutéjsi podobé s oblibou uziva
pti zjistovani platnosti usudkil.

Vyse jsme vidéli, Ze pomoci sémantické tabulky lze ur¢it pribéh prav-
divostnich hodnot formule a tudiz i to, zda dana formule je, ¢i neni tautologii.
Zde jsou dva konkrétni priklady uplatnéni tabulkové metody, na nichz je ov-
$em videét jeji relativni pracnost, ktera exponencialné roste s vy$sim poctem
proménnych:

- p = @ v p
0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0

Jak si lze v§imnout, k urceni toho, Ze dana formule neni tautologii, by stacilo
najit jen jeden radek této tabulky. Presnéji, stadilo by zjistit, Ze dand formule
nabyva pravdivostni hodnoty 0 pfi v(p)=v(q)=0.

V nésledujicim piikladu je k ovéfeni, ze dand formule je tautologii, po-
treba provérit véechny radky. Bylo by ale zadouci najit metodu, jak rychle zjis-
tit, Ze v zadném radku neni vyslednou hodnotou 0, tedy Ze neexistuje valuace,
priniZ je formule nepravdiva - a tedy je tautologii.

- p = @ v = p
0 1 1 1 1 0 1
0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0

Skute¢nost, Ze formule A neni tautologii, pokud alespon pii jedné valu-
aci nabyva pravdivostni hodnotu 0, a ze A je tautologii, pokud tomu tak neni,
vyuziva metoda protiptikladu. Ta se snazi prokazat netautologi¢nost A tim, Ze
hleda valuaci, pfi niZ A nabyva hodnotu 0. (Jedna se tedy o dtikaz sporem, viz
niz kap. 13.)
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Metodu protiprikladu si nejprve priblizime na ptikladech nasich dvou
formuli. Formuli —p—(qvp) stru¢né oznacujme A. Pfipomenime si, Ze hleda-
me alespon jednu valuaci — existuje-li néjaka —, pti niz nase formule A nabyva
pravdivostni hodnoty 0, tehdy by totiz A tautologii nebyla. Toto celé je nasi
hypotézou H:

—p—(qvp)
0

Nase formule je tvaru B—C a implikace je nepravdiva, paklize antecedent je 1
a konsekvent 0:

—p—(qvp)
0
1 0

Toto (predbézné) ohodnoceni podle hypotézy H se budeme snazit prosadit
smérem k nejmen$im podformulim A, totiz k p a g. Pokud se nam H podari
prosadit, najdeme tim alespon jednu valuaci (v nagem konkrétnim pripadé to
bude v(p)=v(q)=0), pti nizZ je formule A nepravdivd a tedy neni tautologii. Pro-
sadit se nam to ale nepodafi v pripadé, Ze bychom k prosazeni pottebovali, aby
néjakd proménna pti takové valuaci nabyvala hned dvé pravdivostni hodnoty 1
a0, coz je logicky vylouceno.

Vratme se k nasi formuli. Aby byla H prosazena v antecedentu, p musi
byt 0, coz neni problém prosadit:

—p—(qvp)
0

1 0
0

(Ziskanou hodnotu pro proménnou p si mizeme pro lepsi orientaci vyznaco-
vat tfeba podtrzenim.) Nyni se hypotézu H snazime prosadit také v konsek-
ventu. Aby qvp méla hodnotu 0, tak obé jeji dil¢i podformule musi byt 0:

—p—(qvp)
0

1 0
0
0 0
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Vidime, Ze nas nic nenutilo k tomu, aby né¢jakd proménnd méla v zajmu H roz-
porné odhodnoceni, hypotézu H se nam tedy podatilo prosadit. To znamena,
ze jsme nasli alespon jednu valuaci, pfi niz A neni pravdiva, a tudiZ A neni
tautologii.

Ukazme si jesté, ze v pripadé druhé formule, —p—(qv—p), bychom
v zajmu H museli mit rozpornou valuaci pro p. Tuto skutecnost zde oznacuje-
me tu¢nym Fezem.

—p—>(qv—p)
0
1 0
0
00
1

Znamena to vlastné, ze pro danou formuli neexistuje valuace, ktera by ji ¢inila
nepravdivou, a tudiz je dana formule tautologii.

Poznamenejme, ze nékdy muize byt pti feSeni prikladu vyhodny trochu
jiny postup, kdy valuaci ziskanou na jedné strané formule preneseme na dru-
hou stranu, poté dopoc¢itame pravdivostni hodnotu dané podformule a zjisti-
me, Ze tato hodnota je odli$na od té ptivodné zamyslené. Rozpor mezi planem
a dosazenou hodnotou si mizeme vyznacit tfeba tu¢nym rezem:

—p—>(qv—p)
0
1 0
0
0 (valuace ziskana na levé strané)
0 1
1

Doplnujici poznamka. Uz vyse bylo zminéno, ze jde vlastné o ditkaz
sporem. Pravé ukazana metoda se da prepsat do podoby, z niz je zjevné, ze
jde o diikaz, protoze jde o posloupnost formuli, které jsou vyvozovany pomoci
néjakych odvozovacich pravidel (k pojmu ditkazu a odvozovaciho pravidla viz
kapitolu 13.). V daném ptipadé by formule byly spjaty rovnou se ziskanymi
pravdivostnimi hodnotami 4, tj. pracovali bychom s ttvary jako h:A. (Nize
v kapitole 14. budeme uplatriovat souc¢asnou podobu metody sémantickych
tabel, jimZ se nase nasledujici ukazka podoba.) Zde je prepis vyse uvadéného
prikladu.
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1. 0: —p—(qv—p)

2. I:—p diisledek kroku 1. na zdkladé definice —
3. 0: (qv—p) disledek kroku 1. na zdkladé definice —
4. 0:p disledek kroku 2. na zédkladé definice —

5. 0:gq dusledek kroku 3. na zakladé definice v

6. 0: —p dusledek kroku 3. na zakladé definice v

7. L:p disledek kroku 6. na zdkladé definice —

Nyni vidime spor mezi kroky 4. a 7., proto neplati predpoklad ditkazu sporem,
totiz krok 1. Protoze dana formule nemiize byt nepravdiva (jak predpokladal
dikaz sporem), je tautologii.

11.1 Piiklady - ovéfovani, zda je formule tautologii
metodou protipiikladu

Metodou protiptikladu ovéite, zda je dana formule tautologii:

1)

p—(q—p)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak musi byt: 10

4. rozpor valuace pro p v 2. a 3. (vyznadeno tu¢né)
5. protoze se nepodatilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii.

2)

p—=a—>p
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. prenos valuace pro p nalevo: 0
4. je-li antecedent 0, (p—q) je 1, 1

coz je v souladu s hypotézou H (viz 2.):

5. protoze se podatilo prosadit H, dana formule neni tautologii.

Viimnéme si, ze dana formule je 0 pti v(p)=v(q)=0 a také pfi v'(p)=0, v'(q)=1,
ale my se nemusime starat o to, pfi které z téchto valuaci to je.
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3)

(pAq) — (p—>q)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 10
4. aby H, pak v antecedentu: 11

5. rozpor valuace pro g v 3. a 4.
6. protoze se nepodaftilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii.

4)
(p—q) = (=p—>—q)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. vyhodnoceni negaci p a g: 0 1
5. prenos valuace p a g: 0 1
6. nacez (p—q) je 1, coz je v souladu s hypotézou H (viz 2.);
7. protoze se podarilo prosadit hypotézu H, formule neni tautologii.

5)
(=g——p) = (p—>q)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. prenos valuace pro p, g: 0 1
5. vyhodnoceni negaci: 1 0
6. takze implikace je nepravdiva: 0
7. coz je rozpor s H (viz 2.);
8. protoze hypotézu H se nepodarilo prosadit, formule je tautologii.
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6)
(p—q9)—((pAr)—(gr—r))

1. Hypotéza H: 0

2. aby H, musi byt: 1 0

3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0

4. takze prvni konjunkce musi byt: 11

5. prenos valuace pro r: 1

6. negace r je tedy: 0

7. prenos valuace pro p: 1

8. aby antecedent byl pravdivy, tak g musi byt: 1

9. prenos valuace pro g: 1

10. vyhodnoceni druhé konjunkee: 0

11. protoze se podatilo prosadit H, formule neni tautologii.

7)
((pvg)Ar)—=>(=p—r1)

1. Hypotéza H: 0

2. aby H, musi byt: 1 0

3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0

4. takze valuace pro p je: 0

5. prenos valuace pro p, : 0 0

6. aby disjunkce byla pravdiva: 1

7. takze disjunkce je pravdiva: 1

8. avsak konjunkce vychazi jako: 0

9. jenze to je rozpor s H (viz 2.)

10. protoze se nepodatilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii (T).

Vsimnéme si v8ak, Ze v 5. jsme uz mohli skoncit. Nebot jsme zjistili, ze pravy

konjunkt (totiz r) ma byt nepravdivy, ackoli celd konjunkce ma byt pravdiva.

8)
(p—(g—1)) = (p—g)—>(p—1))

1. Hypotéza H: 0

2. aby H, musi byt: 1 0

3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0

4. aby H, tak musi byt: 1 0

5. prenos valuace pro p: 1

6. aby H platila pro konsekvent tak g musi byt 1

7. ptenos valuace pro p, g, 1: 1 0

8. vyhodnoceni implikace: 0

9. vyhodnoceni celého antecedentu: 0

10. avsak vysledek v 9. je v rozporu s H (viz 2.)

11. protoze se nepodatilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii.
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11. Ovéfovani, zda je formule tautologii metodou protipiikladu

9)
((((pvq)>1r)A=r)A=p)—>—q
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, musi byt dale: 1 1
4. zjisténi valuace pro g: 1
5. aby H, musi byt: 1
6. aby H, tak negace p: 1
7. zjisténi valuace pro p: 0
8. zjisténi valuace pro r: 0
9. prenos valuace pro p: 0
10. prenos valuace pro g: 1
11. prenos valuace pro r: 0
12. vyhodnoceni disjunkce: 1
13. vyhodnoceni implikace: 0
14. av$ak aby platila H, tak méla byt implikace pravdiva (viz 3.), aby byly obé
konjunkce antecedentu (srov. 2. a 3.) v souladu s H pravdivé; je tu tedy spor;
15. protoze hypotézu H se nepodarilo prosadit, formule je tautologii.

10)
(p—=(q—1) = ((p—>4q)—)

1. Hypotéza H: 0

2. aby H, musi byt: 1 0

3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0

4. prenos valuace pro r: 0

5. aby H, tak plati napriklad tato moznost: 0

6. vyhodnoceni implikace: 1

7. pfenos valuace pro ¢: 0

8. pti zvolené valuaci pro g musi byt p: 0

9. aby tak byla pravdiva vnitfni implikace konsekventu: 1

10. prenos valuace pro p: 0

11. vyhodnoceni antecedentu: 1

12. protoze se podarilo prosadit H, formule neni tautologii.

Uvédomme si, ze po dokonceni kroku 3. jsme v situaci, kdy se nam prosazovani

vétvi na tfi moznosti, tii vétve. Vime sice, Ze v zajmu H md byt r=0, ale to k vol-

bé jedné ze tii vétvi nestaci. V danou chvili tedy mtzeme volit ndhodné jednu

z nich, jak je to vyvedeno vySe. Lze v§ak vybrat efektivnéjsi vétev: p=0; to totiz

znamena, ze cely antecedent (p—(q—r))=1 a hypotéza H je tedy prosazena.
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11.2 Cviceni - ovéfovani, zda je formule tautologii
metodou protipiikladu

Metodou protiptikladu ovéite, zda je dand formule tautologii:
) (p=9)—=(q—-p)

2)  =(p—g)—>(=p—>—q)

3)  (=p—>(gr—g)—p

4)  =(p—=g)v(g—p)

5 (pvg)—=(=pv—q)

6)  (pr=q)—(rvq)

7) ((p=a)r(g—p))—p

8)  (g—=1)—=>((p—>qg)—(p—1)

9)  (p—>(g—n)->((p—or)—>(g—1))

10)  (p—q)>(—pvq) (ovéfte implikaci obéma sméry)
1) (((pvg)>n)ara—p)—q

12)  ((pr=g)—(qvr)—(p—r1)

13)  ((pvg)—=>(rr—q))—(ra—q)

14)  ((pv—q)v(=r—q)—>(pvq)

15)  (=gvp)—=>((p—>q)—(qvr))

16)  ((=p—=qg)v—g)—>(p—>—q)

17)  ((p—>—=q)—=(gvr)—=(—pvr)
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11. Ovéfovani, zda je formule tautologii metodou protipiikladu

18)  ((—p—q)Vv(gna—r))—(r——p)
19)  (p—=(g—=n)—=>((=pvgA(p—1))

20)  —((p—=q)vr)e=((p—g)A—r)

11.2 Reseni - ovéfovani, zda je formule tautologii
metodou protipfikladu

Tautologiemi jsou formule z 2)-3), 8), 10)-11).
Tautologiemi nejsou formule z 1), 4)-7), 9), 12), 13)-20).

11.3 Cviceni - ovéfovani, zda je formule kontradikci
metodou protipfikladu

Metodou protiptikladu ovéite, zda je dana formule kontradikci. (Postupuje-
me analogicky tkolu zjiStujicimu, zda je dana formule tautologii; nyni vsak
zkousime najit takovou valuaci, pfi niz je dana formule pravdiva; pokud se to
podari, dand formule neni kontradikei.)

1) pr=p

2 (p==p)=—p

3)  (p=(p—>9)A—q

4)  pr((p—>—9)—g)A—q)

5)  ((p—q)vg)—p
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11.3 Reseni - ovétovani, zda je formule kontradikci
metodou protipiikladu

Kontradikcemi jsou formule z 1) a 4).
Kontradikcemi nejsou formule z 2), 3) a 5).
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12. Ovérovani platnosti usudki metodou
protipiikladu

Pro ovéfeni, zda je usudek vyrokové-logicky platny, ¢ili zda jeho zavér vyro-
kové-logicky vyplyvd z jeho premis, vyuzijeme metodu protipfikladu. Tato
metoda je tedy sémantickd a vychazi z definice vyplyvani. Nasim cilem bude
najit takovou valuaci (pravdivostni ohodnoceni), pfi niz jsou vSechny premisy
pravdivé, zavér je vSak nepravdivy. Jinymi slovy, ohodnotime zavér tak, aby
byl nepravdivy, avSak premisy ptitom pravdivé. (Jde vlastné o dikaz sporem.)

Pokud se takovouto valuaci nepodafi nalézt, usudek je platny. V racio-
nalni diskusi to odpovida situaci, kdy protivnik sice nemusi prijimat premisy
nebo zavér usudku jako pravdivé, nicméné o logice toho usudku nepochybu-
je - nenasel totiz protiptiklad. Pokud se ale takovouto valuaci podati nalézt,
usudek platny neni. To odpovida situaci, kdy protivnik v diskuzi namita: vase
argumentace je neplatna uz svou formou, protoZe je mozné, ze vSechny vase
premisy jsou pravdivé, avsak zavér nikoli.

Ovérovani platnosti tsudkt metodou protiptikladu se da pripodobnit
k metodé protiprikladu, kterou jsme pouzivali pfi ovérovani, zda je dana for-
mule tautologii. Diky moznosti prevodu implikace:

(premisa, A premisa, A ... A premisa,) — zavér
na usudek:

premisa,
premisa,

premisa,
Z4vér

vlastné ovérujeme formuli, jejimz antecedentem je konjunkce vsech premis

a konsekventem implikace je zavér. Usudek je platny tehdy, pokud je vyloucena

valuace, pti niZ je konjunkce vSech premis 1 a konsekvent ptitom 0.
Pro ilustraci této metody ovérme usudkovou formu:

p—(gnr)
q

r—p
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Aby zavér byl nepravdivy, navrhneme valuaci 1 pro r a 0 pro p:
rl_)p 0 0
Tyto valuace pro p a r pfeneseme do premis:

po—(gnr)
q

=D, 0

Prvni premisu uz mtizeme vyhodnotit jako pravdivou (bez ohledu na to, jakou
hodnotu bude mit g), coz bylo nasim zamérem:

po—(qAr) 1
q
=P, 0

Pokud g udélime hodnotu 1, tak bude druha premisa také pravdiva, coz je na-
$im zdmérem:

poﬁ(ql/\rl) 1
q, 1
g 2 0

Nasli jsme tedy takovou valuaci (jmenovité v(p)=0, v(q)=v(r)=1), pti niz jsou
vSechny premisy pravdivé a zavér nepravdivy. Zavér proto z premis nevyplyva,
usudek neni platny.

Pro dalsi ilustrativni priklad ovéfme tsudkovou formu:

P—q
p

q

Aby zavér byl nepravdivy, navrhneme pro g valuaci 0:

9o 0
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Tuto valuaci pfeneseme do prvni premisy:

p—=4,
p

9o 0

Aby byla pravdivd druha premisa, coZ je na$im zdmérem, jako valuaci pro p
dame hodnotu 1:

P4,
P 1
9o 0

Kdyz p nabyva pravdivostni hodnotu 1, prvni premisa je ale nepravdiva:

Pi—9q, 0
b, 1
o 0

Nenasli jsme tedy takovou valuaci, pti niz by vSechny premisy byly pravdivé
a zavér nepravdivy. Zavér proto z premis vyplyvd, tsudek je platny. Dodejme,
ze takovéto zhodnoceni nezachrani ani zména valuace pro p:

P4, 1
Po 0
9o 0

Vidime tedy, Ze tato tsudkova forma je svou formou sestavena tak, Ze neumoz-
nuje, aby vSechny premisy byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

Jinym zptisobem ovérovani platnosti tsudki je zjistovani, zda je dany
usudek pripadem instanciace nékterého platného tsudkového schématu jako
napf. Modus ponens. Dal$im zptisobem ovéfeni je provedeni dikazu zavéru
z danych premis. K obojimu srov. nize kapitolu 14.

Jinou metodou zas muize byt uziti tabulkové metody, kdy testujeme, zda
konjunkce véech premis implikuje zavér. Nalezneme-li pak v néjakém radku
valuaci takovou, Ze antecedent (tj. konjunkce premis) nabyva hodnotu pravda
a implikovany zavér hodnotu nepravda, tak zavér nevyplyva z premis, asudek
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neni platny. Zde je ptiklad ovéfeni platného tsudku:

proménné premisa Zavér premisa — zavér
P q pP——q q—p
11 0 0 1
10 1 1 1
01 1 1 1
00 1 1 1

12.1 Priklady - ovérovani platnosti usudku s jednou
premisou sémantickou metodou

Metodou protiptikladu ovérte platnost nasledujicich usudk:

1) Prsi.

Neprsi.

Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:
P, 1
=P, 0

Usudek neni platny (z&vér nevyplyvé z premis), protoze existuje takové valua-
ce, pri niz jsou vSechny premisy pravdivé a zavér nepravdivy.

2) Je mokro.

Jestlize prsi, tak je mokro.
Formalné a s ohodnocenim na zédkladé metody protiptikladu:

Po 0

q,—P, 0
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Usudek je platny (zavér vyplyva z premis), protoze neni mozn4 takova valuace,
pfi niz by vSechny premisy byly pravdivé a zavér pfitom nepravdivy.

3) Jestlize prsi, tak je mokro.
Neni mokro.

Neprsi.

Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:

=9 0
4 1
—|0p1 0

Usudek je platny (zavér vyplyva z premis), nebot neexistuje takové valuace, pii
niz by vechny premisy byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

4) Jestlize jsem dostal sto korun, byl jsem v kiné.

Jestlize jsem nedostal sto korun, nebyl jsem v kiné.
Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:

P4, 1

—Po—>"G, 0

Usudek neni platny (zdvér nevyplyvé z premis), protoze existuje takova valua-
ce, pfi niz by vechny premisy byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

5) Jde-li Zivot lehce, tak ma Anna povznesenou naladu.

Jde-li zivot lehce, tak Zivot jde lehce a Anna ma povznesenou néladu.
Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiprikladu:
pi—4, 0

Pi—(pAq) 0
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Usudek je platny (zavér vyplyvé z premis), protoze neni mozné takova valuace,
pfi niz jsou vSechny premisy pravdivé a zavér pfitom nepravdivy.

12.2 Cviceni - ovéfovani platnosti usudki s jednou
premisou metodou protiprikladu

Metodou protiptikladu ovérte platnost nasledujicich usudk:
1) Prsi nebo neprsi.
Prsi.

2) Dnes je pondéli.

Neni-li dnes pondéli, je ttery.

3) Na Marsu je zivot.

Prsi a zaroven neprsi.

4) Je-li prochazka prili§ dlouhd, tak neni pfijemna.

Je-li prochazka prijemnd, tak neni prili§ dlouha.

5) Neni-li Adam doma, tak se nepfipravuje na zkousku.

Neptipravuje-li se Adam na zkousku, tak neni doma.

12.2 Reseni - ovérovani platnosti isudki s jednou
premisou metodou protiprikladu

1) (pv—p) .. p; tsudek neni platny.

2)  p .. (=p—q); usudek je platny.
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3) p . (gr—q); Gsudek neni platny.
4)  (p—>—q) .. (g—>—p); usudek je platny.

5) (=p—>—9q) .. (~gq——p); tsudek neni platny.

12.3 Cviceni - ovéfrovani platnosti usudkovych forem
s jednou premisou metodou protiptikladu

Metodou protiptikladu ovéite, zda jsou platné nasledujici tsudkové formy:

D =(pagA(r——s) 2)  (p—agvp
—(prq) p—(pAg)
3)  (poPA(rAs) 4 (p—9vp
p—q (p—qg)v(p——9q)
5 (pAq)—=(rrs) 6)  (pvg)v(ras)
(pAq)=>((pAg)A(rAs)) pvq
7) (pagq)or 8)  (p—=qg)-r
(p—q9)—>((prg)—r1) (P—=9)>((p—>gA(r—s))
9 (pva)—=>(prq) 10)  —qv(p——)

(p—>9)A(q—p) r—(prg)

149



Uvod do logiky: klasicka vyrokové logika

12.3 Reseni - ovéfovani platnosti isudkovych forem
s jednou premisou metodou protiprikladu

Platné jsou usudkové formy z 1), 3)-5), 7), 9). Ostatni jsou neplatné.

12.4 Ptiklady - ovéfovani platnosti usudki metodou
protiprikladu

Metodou protipiikladu ovéite platnost daného tsudku:

1) Jestlize Pavel mluvil pravdu, byl na misté ¢inu Kvido a Rudolf.
Na misté ¢inu byl Kvido.

Jestlize Rudolf byl na misté ¢inu, Pavel mluvil pravdu.

Formalné a s ohodnocenim na zdkladé metody protiptikladu:

po—>(qAr) 1
9, 1
7’1%170 0

Usudek neni platny, nebot existuje takové valuace, pti niz jsou viechny premi-
sy pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

2) Jestlize véera bylo pondéli, dnes je ttery.
Jestlize je dnes utery, zitra je stieda.

JestliZe zitra neni stfeda, tak v¢era nebylo pondéli.

Formalné a s ohodnocenim na zédkladé metody protiptikladu:

Pi—4, 0
qo—", 1
—|11’0%—|0p1 0

150



12. Ovérovani platnosti tsudktt metodou protiptikladu

Usudek je platny, nebot neexistuje takové valuace, pfi niz by vSechny premisy
byly pravdivé a zavér pfitom nepravdivy.

3) Jestlize prsi, pak jsou na obloze ¢erné mraky.
Na obloze jsou ¢erné mraky.

Préi.

Formélné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:

P4, 1
9, 1
Po 0

Usudek neni platny, nebot existuje takovéto valuace, pfi niZ jsou viechny pre-
misy pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

4) Jestlize jablon prilis ostfihame, pak ma vétsi prirtstky.
Jestlize ma jablon vétsi prirtistky, pak ma mensi trodu.

Jestlize jablon prilis ostfihdme, pak ma mensi urodu.

Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:

P4 1
q,—", 0
p—t, 0

Usudek je platny, nebot neexistuje takové valuace, pfi niz by vSechny premisy
byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

5) Jestlize jsou hvézdy vidét, tak je jasnd obloha.
Jestlize jsou hvézdy vidét, tak neni jasna obloha.

Hvézdy nejsou vidét.

Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:
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=4 1
DPi—=0ds 0
_'Opl 0

Usudek je platny, nebot neexistuje takové valuace, pfi niz by viechny premisy
byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

6)  Neni pravda, ze mas rdda psy a kocky.
Mas rada psy.

Nemas$ rada kocky.

Formalné a s ohodnocenim na zédkladé metody protiptikladu:

—(P1 A q) 0
2 1
0 0

Usudek je platny, nebot neexistuje takové valuace, pti niz by vSechny premisy
byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

7) Pavel vi, ze Regina je vdana.
Neni-li Kvido Zenaty, neni Regina vdana.

Kvido je zZenaty.

Tento usudek bychom mohli formalizovat a pak ohodnotit takto:

b 1
—|1q0%—|17’0 1
9o 0

Nacez bychom konstatovali, Ze isudek neni platny. V daném ptipadé bychom
ovSem mohli vyuzit skutecnosti, ze védéni (to, Ze Pavel vi, Ze r) je faktivum,
takze protoze Pavel vi, ze r, proto plati ; toto r bychom pak zahrnuli mezi
premisy:
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P 1
—|1q0%—|11’0 1
1, 0
9o 0

Usudek je pak platny, protoze neni mozné takovd valuace, pfi niz by v§echny
premisy byly pravdivé a zavér pritom nepravdivy.

8)  Jestlize bydlim v Praze, bydlim v Cechach.
Jestlize bydlim v Brné, bydlim na Moravé.

Jestlize bydlim v Praze, bydlim na Morave
nebo jestlize bydlim v Brn¢, bydlim v Cechéch.

Formalné a s ohodnocenim na zakladé metody protiptikladu:

Pi—9q, 0
r—=s, 0

(p,—s,)v(r,—q,) 0
A¢ je to ponékud prekvapivé, usudek je platny, protoze neni moznda takova

valuace, pri niz by v§echny premisy byly pravdivé a zavér pfitom nepravdivy.

12.5 Cviceni - ovéfovani platnosti isudki metodou
protiprikladu
Metodou protiptikladu ovéite platnost nasledujicich asudku:

1) Jestlize jste si koupili ledni¢ku, pak nebudete jist zkazené potraviny.
Nekoupili jste si lednicku.

Budete jist zkazené potraviny.

2) Neni pravda, Ze uchaze¢ umi anglicky i némecky.
Uchaze¢ neumi anglicky.

Uchaze¢ neumi némecky.
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3) Jestlize Pavel ma auto, pak ma auto Kvido.
Pavel nema auto.

Jestlize Pavel nema auto, pak Kvido nemd auto.

4) Nepojedu autem nebo prijdu pozdé.
Nepojedu-li autem, nedostanu penize.

Jestlize dostanu penize, tak prijdu pozdé.

5) Sledujeme televizi nebo hrajeme Sachy.
Jestlize sledujeme televizi, bavime se pasivné.

Jestlize se nebavime pasivné, hrajeme Sachy.

6) Konci-li celé ¢islo 0 nebo 5, je délitelné 5.
Dané ¢islo je délitelné 5.
Dané ¢islo nekondi 0.

Dané ¢islo nekondi 5.

7) Vinikem je Petr nebo Kvido.
Je-li vinikem Petr, pak Robert nebyl v Praze.
Je-li vinikem Kvido, pak je jasny motiv ¢inu.

Byl-li Robert v Praze, pak je jasny motiv ¢inu.

8) Jestlize odes$el a nezanechal vzkaz, tak se nevrati.
Jestlize nema penize, tak se vrati.

Jestlize nema penize a odesel, tak zanechal vzkaz.

9) Je-li dnes stteda, je schtize.
Je utery nebo stieda.
Je-li svatek, neni utery.

Je schiize.
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

Jestlize studuji, dosahnu dobrého postaveni.
Jestlize nestuduji, tak si uzivam.

Uzivam si nebo dosdhnu dobrého postaveni.

Jestlize pracuji, pak vydélavam, ale jsem-li liny, pak si uzivam.
Bud pracuji, nebo jsem liny.

Jestlize vSak pracuji, tak si neuzivam, zatimco jestlize jsem liny,
tak nevydélavam.

Proto si uzivam.

Jestlize Adam mluvil pravdu, je Beata v Plzni.
Je-li atery, Beata neni v Plzni.
Je utery nebo streda.

Jestlize Adam mluvil pravdu, je stfeda.

Nebézi-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud.
Je-li vada v motoru, je tfeba volat opravare.
Proud jde.

Nebézi-li motor, je tfeba volat opravare.

Je-li Alois v Brné¢, Brigita je v Praze.
Je-li utery, Brigita neni v Praze.
Je-li 15. 3., je utery.

Neni-li Alois v Brné, neni 15. 3.

Neptijde-li Petr, Kvido neprijde.
Prijde-li Petr, pak prijde Kvido i Robert.

Robert prijde, jestlize ptijde Kvido.

Je-li dnes ctvrtek, je schuize.

Neni-li feditel pfitomen, neni schiize.
Reditel neni ptitomen nebo je patek.
Je-li patek, neni schuze.

Neni schiize.
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17)  Petr pojede autobusem nebo vlakem.
Jede-li Petr autobusem nebo svym vozem, pak pfijde pozdé a zmeska
schizku.
Petr neprijde pozdé.

Petr pojede vlakem.

12.5 Reseni - ovérovani platnosti isudki metodou
protipiikladu

1) (p——q), —p .. ¢; usudek neni platny.

2) —(pAq), —p .. —q; usudek neni platny.

3) (p—q), =p .. (=p——q); Gsudek neni platny.

4) (=pVvq), (mp——r) .. (r—q); tsudek je platny.

5) (pvq), (p—7) . (r—q); Gsudek je platny.

6) ((pvg)—>t), r,—p .. —q; usudek neni platny.

7)  (pvq), (p——r), (g—s) .. (r—s); usudek je platny.

8) ((pA=gq)——r), (ms—1) . ((=sAp)—¢q); usudek je platny.
9) (p—9q), (rvp), (s—>—r) .. g; tsudek neni platny.

10)  (p—9q), (=p—r1) - (rvq); Gsudek je platny (pfi vylucovaci disjunkci ale
platny neni).

11)  (p—>vIAU-u), (pvD), (p—>—u)A(I>—v) .. u; Gsudek neni platny.
12)  (p—9q), (u——q), (uvs) .. (p—s); tsudek je platny.
13)  (=m—(vv=p)), (v—0), p .. (—~m—0); tsudek je platny.

14)  (p—9q), (r—>7q), (s—71) . (mp—>—s); tsudek neni platny.
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15)
16)

17)

(—=p——q), (p—(qnar)) .. (req); Gsudek je platny.
(p—9q), (r——9q), (—rvs), (s—>—q) .. —g; Gsudek je platny.

(pvq), (pvr)—=(sAt), =s ... g; usudek je platny.

12.6 Cviceni - ovéfeni platnosti z dvojice usudki

metodou protipfikladu

Zjistéte, které tisudky z nasledujicich dvojic tsudkd, jsou platné:

1)
a)

2)
a)

3)
a)

4)
a)

Je-li hezky, jdeme b)
na prochazku.

Je hezky.

Jdeme na prochazku.

Je-li hezky, jdeme b)
na prochazku.
Jdeme na prochéazku.

Je hezky.

Karel je doma nebo v kiné. b)
Je-li Karel doma, Jana doma

nenti.

Jana je doma.

Karel je v kiné.

Zarovka B nesviti, nebo sviti-li b)
zarovka A, nesviti zarovka C.

Sviti-li Zarovka A nebo B,
nesviti zarovka C.

Je-li hezky, jdeme
na prochazku.
Nenf hezky.

Nejdeme na prochazku.

Je-li hezky, jdeme
na prochazku.
Nejdeme na prochéazku.

Nenf hezky.

Karel je doma nebo v kiné.
Je-li Karel doma, Jana doma
neni.

Jana neni doma.

Karel je v kiné.

Z4rovka B nesviti, nebo sviti-li
zarovka A, nesviti zarovka C.

Sviti-li Zdrovka A i B,
nesviti zarovka C.
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5)

a) Jsou-li splnény podminky b)  Nejsou-li splnény podminky
AaB, AaB,
nastava jev C. nastava jev C.
Nenastavd jev C. Nastava jev C.
Neni splnéna podminka A. Podminka A je splnéna.
Neni splnéna podminka B. Podminka B je splnéna.

12.6 Reseni — ovéreni platnosti z dvojice tsudki
metodou protipfikladu

1) Platnym tsudkem je pouze usudek a); (h—p), h ... p.

2) Platnym tsudkem je pouze usudek b); (h—p), —p .. =h.

3) Platnym tsudkem je pouze tsudek a); (dvk), (d——j),j .. k.

4) Platnym tsudkem je pouze usudek b); (=bv(a——c)) ... ((anb)——c).

5) Z dané dvojice tsudkil neni zadny platny.

12.7 Cviceni - ovéfrovani platnosti usudkovych forem
metodou protipfikladu

Metodou protiptikladu ovéite, zda jsou platné nasledujici tsudkové formy:

1) pe>q 2) p
p —p
q ——p
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3)

5)

7)

9)

11)

13)

15)

pAq
—p—q

—q

pv—q
q—=p

q—r

=9
p—or

qvr

q—r
r—p

q—p

(prq)—r

—pA—T

—q

p—4q
—r——q

—r——p

—pVvq
—rvs

(=pvs)v(rvyg)

4)

6)

8)

10)

12)

14)

16)

q—>—p

-q

(pvg)—(pAq)
g

pvq

P—9q
q—or

r—p

pP—4
—g—>—r

r—p

p—(qvr)
(qvr)—>—p
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17)  p—(g—7) 18)  (pvq)—>—(ra—s)
q—>(—r—s) rA—S
(rvs)—t
—(pvq)
p%t
19)  (p—q)Ar 20)  (pvg)—(rns)
qnr r
q—s t——s

12.7 Re$eni - ovérovani platnosti isudkovych forem
metodou protipfikladu

Platné jsou tsudkové formy z 1)-2), 4), 6), 9), 12)-13), 15)-16), 18)-20).
Neplatné jsou usudkové formy z 3), 5), 7)-8), 10)-11), 14), 17).

12.8 Cviceni - ovéfeni platnosti z dvojic usudkovych
forem metodou protipiikladu

Rozhodnéte, které tsudkové formy z nasledujicich dvojic asudkovych forem
jsou platné:

1)

a) pvq b) pvq
—p p
q —q
2)
a) (pvg)—(prq) b) (pvg)—(pAq)
—(pvq) pvq
—(prgq) %Y
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3)

a) p—(g—7) b) p—(g—71)
(g—r)—s q—(r—s)
p—s p—s

4)

a) (p—=g)A(r—s) b) (p—=A(r—s)
—|qv—|r qu
—|q\/—|5 qu

5)

a) (pvq)—r b) (pvg)—r
r—=(pAq) r—=(pAq)
(pvq)—(pAq) (pAg)—(pvq)

12.8 Reseni - ovéfeni platnosti z dvojice usudkovych
forem metodou protipiikladu

1) Platnou usudkovou formou je pouze usudkova forma a).
2) Z dané dvojice tsudkovych forem jsou obé platné.

3) Platnou tsudkovou formou je pouze tsudkova forma a).
4) Platnou usudkovou formou je pouze tsudkova forma b).

5) Z dané dvojice tisudkovych forem jsou obé platné.
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13. Axiomaticky systém VL a pojem ditkazu

Uz Euklidés, ktery polozil zaklady modernim tGvahdm o axiomatickych (for-
mdlnich) systémech, narazil na to, ze mnozina - v jeho pripadé geometrickych
- pravd je nekone¢nd. Kromé problému s ur¢enim takovéto rozsdhlé mnoziny
tu jde i o problém, jak se ujistit, Ze libovolnd pravda z dané mnoziny skutecné
je pravdou. Pojem axiomatického systému pak vlastné resi oba naznacované
problémy najednou. Pfi sestavovani axiomatického systému nejprve zvolime
(kone¢nou) mnozinu zakladnich, evidentnich a tedy dtikaz nevyzadujicich
pravd, tzv. axiomil. Déle zvolime (kone¢nou) mnozinu bezpeénych prostredkd,
tzv. odvozovacich pravidel (nékdy zvanych dedukcni ¢i derivacni pravidla), jez
umoznuji z mnoziny axiomi generovat dal$i pravdy, tzv. teorémy. Axiomaticky
systém je tedy dan axiomy a pravidly odvozeni. Jednotlivé teorémy, tedy do-
kazované pravdy, jsou vzdy demonstrovany pomoci ditkazii, tj. posloupnosti
pravd danych (¢ili axiomt) nebo jiz dokazanych (¢ili teorémtl), pricemz jed-
notlivé prvky této posloupnosti jsou ziskavany pomoci pravidel odvozovani.
Ve 20. stoleti se zjistilo (zvl. diky Gédelovym vysledkiim), ze pojem pravdy
ve smyslu pravdivé formule a pojem dokazatelné formule je Zadouci od sebe
oddélit. Mohli bychom fici, Ze mnohé zde provadéné uvahy patfi do tzv. meta-
logiky, v tuzemsku se tento termin ale neuziva.

13.1 Axiomatické systémy pro VL

V nasledujicim vykladu predkladame nékolik moznych axiomatickych systémut
VL. V prostredi matematické logiky se ¢asto mluvi o kalkulech k VL. Struktura
jinych axiomatickych systému VL je analogicka. Kazdy axiomaticky systém S je
zadan:

1) formalnim jazykem (bez sémantiky),
2) mnozinou axiomd,
3) mnozinou odvozovacich pravidel.

Tato struktura je vynucena tim, Ze bod 1) ur¢uje mnozinu spravné utvorenych
formuli VL, jez jediné ndas na rozdil od nespravné utvorenych formuli zajimaji.
Urcenim mnoziny axiomd, bod 2), vy¢lenujeme v mnoziné spravné utvore-
nych formuli uréitou mnozinu pravd; zbylé pravdy pak generujeme pomoci
pravidel odvozeni, bod 3), jakozto teorémy.
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Toto rozdéleni axiomatického systému (kalkulu) do tfi ¢asti je vSak
do jisté miry artificidlni, napriklad jazyk je obsazen ve formulich a tedy
i v axiomech. Takovato uvaha v§ak muaze jit dale k ndzoru, Ze axiomy jsou ja-
kasi bezprostredni pravidla. To by pak znamenalo, Ze axiomaticky systém (kal-
kul) mtizeme jednoduse chapat jako jednozna¢né uréeny mnozinou pravidel.

1) Formalni jazyk

Formalni jazyk, zadany abecedou a gramatikou, je tedy relativni k dané-
mu axiomatickému systému. V pripadé standardniho axiomatického systému
VL je ¢asto vybiran jazyk, jehoz jedinymi spojkami jsou — a —.

2) Axiomy

Axiomy daného axiomatického systému § jsou zakladni vybrané for-
mule S. Volba axiomu totiz neni libovolna. Aby byl dany axiomaticky systém
korektni, tedy abychom dokazovali jen logicky pravdivé formule, volba pod-
1éha dvéma kritériim: a) kazdy axiom je tautologie, b) mnozina axiomt musi
umoznovat, aby se z nich daly odvodit pokud mozno vSechny logicky platné
formule. Pfitom je rozumné, aby tato mnozina byla minimalni, tedy aby zadny
axiom nebyl dokazatelny z jinych axiom; volime tedy tzv. nezdvislou mnoZinu
axiomii — axiom je nezavisly tehdy, kdyz by mnozina teorémi byla mensi, kdy-
by byl tento axiom odejmut.

Tzv. formalizované (i axiomatizované, axiomatické) teorie maji kro-
mé axiomu definovany i mimologické axiomy ¢i jinak feceno postuldty, které
obsahuji mimologické pojmy, tj. pojmy z predmétné oblasti, o niz dana teorie
vypovida. Tyto postulaty nebyvaji logicky pravdivé, nebyvaji to tautologie. Pfi-
kladem je tfeba néktera axiomaticka teorie mnozin.

BéZné uvaZovanymi axiomy VL jsou:

Axiom 1: p—(g—p)
Axiom 2: (p—(g—1)—=>((p—q)—(p—7))
Axiom 3: (=g——p)—(p—9q)

Aby bylo mozno z pravidel odvozeni vypustit Pravidlo substituce (srov. nize),
jsou obvykle volena axiomovd schémata. Protoze obsahuji metaproménné pro
formule, kazdé axiomové schéma reprezentuje nekone¢né mnoho jednotlivych
axiomd, které by vznikly substituci.

Axiom 1: A—(B—A)

Axiom 2: (A—(B—C))—=>((A—B)—(A—Q))
Axiom 3: (—=B——A)—(A—B)
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Existuji i jiné sady axiomovych schémat, napriklad:

A—(B—A)
(A—>(B—C))—>((A—B)—(A—Q))
(mB—>—A)—((—wA—B)—A)
(AAB)—A alt. (AAB)—B
A— (B—(AAB))

A—(AvVB) alt. B—(AvB)

(A—B)—((A—B)— (AvB)—0))

Dokonce je mozna i jednoprvkova mnozina axiomu pro jazyk s — a —, obsa-
huje:

((((A—~B)—(—=C——D))—C)—E)—((E—>A)—(D—A))

Pro axiomaticky systém, jehoZ jazyk obsahuje jako operétor jen T, je takovym
jedinym axiomem:

ATBTO)T(DTMDTD)TWETB)T(ATE)T(ATE))))
(Pravidlem odvozeni v tomto systému neni Modus ponens, ale A, AT@ATo) /
C.) (Tautologi¢nost vSech téchto axiomi lze snadno ovérit napriklad tabulko-

vou metodou.)

3) Pravidla odvozovani

Modus ponens (MP)

A—B
A

B

Pravidlo substituce

A

A[B/a]

(Pomoci [B/a] vyznacujeme nahrazeni vSech vyskyti a v A pomoci B.)
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MP je obligatnim pravidlem odvozovani (Modus ponendo ponens, lat.
zpusob kladné kladny; alternativni nazev je pravidlo odlouceni, angl. ,rule of
detachment®; byl objeven Stoiky, ktefi ho nazyvali hypoteticko-kategoricky sy-
logismus). Pravidlo substituce je nezbytné pouze pokud nepouzivame axiomo-
va schémata.

Podotknéme, Ze volba odvozovacich pravidel neni libovolna. Aby byl
systém korektni, musi pravidla zachovavat pravdivost v tom smyslu, ze formu-
le, kterou aplikaci pravidla obdrzime, je pravdiva alespon ve vSech modelech
mnoziny predpokladii pravidla, tedy Ze z téchto predpokladti vyplyva. Hovori
se zde proto o korektnosti odvozovacich pravidel, pti¢emz takovato korektnost
miize byt vyjadfena vétou, jejiz platnost je nasledné dokazovana. Pro priklad
uvazme Vétu o korektnosti pravidla Modus ponens a to v této podobé: Jestlize
formule A a A—B jsou tautologiemi, tak i B je tautologii. Dtikaz této véty
je pomérné jednoduchy, a proto si ho ted predvedeme. Piedpokladejme, ze
A iA—Bjsou logicky pravdivé formule; proto nemiize existovat v, pfi niz by B
mohla byt nepravdivd, ponévadz to by A—B nemohla byt pti této v pravdiva
atedy ani tautologii.

Kromé vys$e uvedenych dvou pravidel si lze odvodit i dal$i pomocna
odvozovaci pravidla. Mnoha z nich maji svou obdobu v zakonech VL, jez jsou
tvaru implikace; to ukazuje dulezitost implikace pro vyplyvani. Viz takovato
pravidla nize v sekci o prirozené dedukci (14.4), poprt. gentzenovské dedukci
(14.5).

13.2 Dikazy

Posloupnosti formuli, jez jsou vysledky aplikaci odvozovacich pravidel, nazy-
vame diikazy. Jejich zavére¢nymi formulemi jsou formule dokazané, tedy teo-
rémy. Je zadouci si uvédomit, ze jak pojem teorému, tak hlavné pojem dikazu
jsou syntaktické pojmy. K ziskani teorému tedy neni nezbytna néjaka séman-
ticka tvaha ¢i snad intuice, ale pouhd manipulace symboli. Mechani¢nost ta-
kovéto ,strukturalni‘ prace se symboly umoziuje nejenom lepsi produktivitu
pravd po kvalitativni strance, ale i po strance kvantitativni, coz ukazuje zaji-
mava oblast pocitacové generovanych dtikazt, automatické dokazovani. Jed-
notlivé dtikazy jsou samozfejmé relativni k jednotlivym axiomatickym systé-
mum, od ¢ehoz ovéem mnozi autofi ve svych definicich abstrahuji. Podobné
abstrahuji od toho, Ze se jednd o dikazy v tom ¢i jiném dikazovém systému. Je
vsak tfeba podotknout, ze diikazy napriklad v hilbertovském a gentzenovském
systému (k obéma v nésledujicich dvou kapitolach) jsou vzajemné prelozitelné.
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Dukaz

Kone¢na posloupnost formuli A, A,, ..., A, je v daném axiomatickém
systtmu S diikazem pravé tehdy, kdyz pro kazdé i takové, ze 1 <i < n, je
formule A, bud

1) axiomem S nebo

2) je odvozena aplikaci nékterého pravidla odvozeni systému

S na formule A, ..., A, pti¢emzj, ..., k <i.

Vsimnéme si, Ze podminky 1) a 2) nejsou vzajemné se vylucujici. Na konci
dikazii se z historickych divodu nékdy uvadi QED, ptip. q.e.d., coz je zkrat-
ka za latinské ,quod erat demonstrandum®, ¢esky ,coz bylo tfeba dokazat®
Po strané dtikazu se pisi anotace, které indikuji, Ze dany krok ditkazu vznikl
uplatnénim kterého pravidla na které predchozi kroky.

Uvedme si hned jednoduchou ukazku takového obycejného primého
diikazu bez predpokladtl. Dokazme g—(—p—¢q). V ditkazu pouzijeme axiom
p—(q—p) (tj. Ax 1) a pak uplatnime Pravidlo substituce (v nasledujicich kapi-
tolach budeme tyto dva kroky obvykle psat do jednoho radku):

1. p—(q—p) Ax1
2. g—(—p—q) Pravidlo substituce (1; g/p, —p/q)

Diikaz z predpokladii, nékdy nazyvany ditkaz z hypotéz, oddéluje pred-
poklady a vlastni dokazované formule, a proto je formalni obdobou béznych
usudkd, jez se sestavaji z premis a zavért.

Diikaz z piedpokladi

Necht T je systém formuli. Kone¢na posloupnost formuli A, A,, ...,
A, je v daném axiomatickém systému S ditkazem ze systému predpokladii T
pravé tehdy, kdyz pro kazdé i takové, ze 1 <i < n, je formule A, bud
1) axiomem S nebo
2) je prvkem T nebo
3) je odvozena aplikaci nékterého pravidla odvozeni systému

S na formule A, ..., A;, pti¢emzj, ..., k <i.

Na ukazku dokazeme z predpokladtl formuli g—p, nasim predpokla-
dem bude formule p, tj. nasi T je {p}.
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1. p—(q—p) Ax1
2.p predpoklad
3. g—p MP (1,2)

Timto jsme mimochodem dokazali (odvozené) pravidlo p—(q—p), p / g—p.
Vsimnéme si, Ze v diikazu z predpokladii neni kazdy krok logicky pravdivy,
formule p i g—p jsou totiz netautologické.

Vsimnéme si jesté, ze mame-li v axiomatickém systému S dokdzat jeho
axiom, pak jeho nejjednodussi dikaz ma nula krokd, ¢ili ditkazem axiomu
Svsystému S je axiom sam. (Existujii delsi nez jednokrokové dikazy axiomd,
napiiklad Ax 1 odvodime z Ax 1 pomoci substituce g/p, p/q a pak pomoci
substituce p/q, q/p.)

Konecné jsou tu jesté pojmy dokazatelné formule a teorému. (V pripadé
VL ke kazdé tautologické formuli existuje diikaz bez predpokladii, proto neni
treba hovorit o dokazatelnosti z predpokladu.)

Dokazatelnost formule

Formule A je dokazatelnd v axiomatickém systému S pravé tehdy, kdyz
v tomto systému S existuje diikaz, jehoz je tato formule poslednim ¢lenem.

Bylo by uzite¢né si rezervovat termin ,,dokazatelna“ pro formule doka-
zané dikazem bez predpokladu a termin ,,odvoditelnd“ pro formule dokazané
(odvozené) diikazem z predpokladu, ale v prirozeném jazyce zakotvena ten-
dence tyto dva terminy zaménovat ¢ini takovouto umluvu tézko udrzitelnou.

Teorém

Formule A je teorémem axiomatického systému S pravé tehdy, kdyz je
dokazatelna v systému S. Znac¢ime pomoci |- A.

Nékdy se teorémim rika véty, ale v pripadé teorémi studovanych kalkult (nikoli
teorémil nasi metalogiky), je tento termin spi$ vzacny. (Dodejme, Ze formule A je
vyvratitelnd v axiomatickém systému S prave tehdy, kdyz v S existuje ditkaz —A.)

Protoze se jednd o dokazovani (nize pak vyplyvani) vzhledem k S, u |-
(v textu nize zase |5) piSeme ,,S“ v dolnim indexu. Pokud ale neni nezbytné
tuto relativizaci k ur¢itému axiomatickému systému zminovat, byva ,,S* v dol-
nim indexu vypousténo.

Nyni uvedeme Davidem Hilbertem dokazany Metateorém dedukce (¢i
Dedukéni teorém), v soucasnosti nejcastéji nazyvany Véta o dedukci. Ten umoz-
nuje uc¢inné zkracovat dtikazy, zejm. dtikazy z predpokladi.
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Véta o dedukci (VD)

Necht T je teorie (soubor predpokladi), A a B formule. Potom
T |- A—B pravé tehdy, kdyz TU{A} |- B.

Viimnéme si, ze VD vlastné mluvi o existenci dikazi: dikaz formule B
z A (a z T) existuje pravé tehdy, kdyz existuje dikaz formule A—B (z T).
»TU{A}“ byva obvykle zkracovano na ,, T, A

Z hlediska zakladniho praktického uziti umoziuje VD prevadét platné
usudky na tautologie, a naopak. Diky této souvislosti s usudky néktefi autofi
uvadéji tzv. sémantickou variantu Véty o dedukci: Necht T je teorie, A a B for-
mule; potom T | A—B pravé tehdy, kdyz T, A = B.

Fungovani VD si ukdZeme na vySe uvadéném primém dikazu z pred-
pokladii:

L.p—p
2. p—>(q—p)
3. (p—p)—=>(p—(g—p)) VD (L2)

V nasem dalsim prikladu si ukdzeme, jak se (primy) dikaz z predpokla-

da pouzity dohromady s VD vyuziva k dokazovani novych pravidel v systé-
mech tzv. ptirozené dedukce. Méjme za tikol odvodit pravidlo:

p—q

To znamend, Ze mdme dokdzat —q——p z predpokladu p—q, tj. p—q |-
—g——p. Dikaz vyuziva odvozené pravidlo Modus tollens (tj. A—B, =B/ —A;
srov. nize):

1. p—q predpoklad
2.—q predpoklad
3.—p Modus tollens (1,2)

Nyni uvedeme tfi dal$i druhy dukazd, jez jsou kromé primého duka-
zu z nebo bez predpokladi ¢asto pouzivany. Nepiimy ditkaz odvoditelnosti
B z A je vlastné pfimym dikazem odvoditelnosti =A z —B. Pro praktickou
ilustraci uziti dokazme p—q, —q |- —p. Nas nepfimy dikaz vyuzivd odvozené
Pravidlo eliminace dvojité negace (tj. =—A / A; srov. nize):
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1. p—q predpoklad

2.—q predpoklad

3.—p predpoklad neptimého diikazu

4.p Pravidlo eliminace dvojité negace (3)
5.9 MP (1,4)

V daném prikladu déle vede disledek 5. naseho predpokladu nepiimé-
ho dukazu 3. ke sporu s pfimym predpokladem 2., takze lze z nasich predpo-
kladt 1. a 2. odvodit negaci predpokladu neptimého diikazu (pfesnéji to, ¢eho
byl predpoklad neptimého dtikazu negaci), totiz:

6.—p na zékladé sporu (3,5)

Takze dany priklad zaroven mtizeme pochopit i jako ukdzku ¢asto pouzivaného
ditkazu sporem (v anglicky piSicim prostfedi ,reductio ad absurdum®, ¢astéji
jen ,reductio, coz se dopisuje do anotace prislusného kroku). (Nas priklad
byl zamérné vybran pravé proto, aby ukazal rozdil mezi nepfimym dikazem
a dukazem sporem, ktery mnohdy neni jasny.) Dtikaz sporem se zakladd
na Vété o ditkazu sporem: T |- A pravé tehdy, kdyz T, —A | —(B—B) (kde
formule —(B—B) reprezentuje spor); v sémantické obdobé této véty, tj. s |= na-
misto |-, je T\{—A} nesplnitelnou mnozinou formuli. Budeme-li ted T (jez je
kone¢nou mnozinou) chépat jednoduse jako formuli, tak to znamena, ze T—A
pravé tehdy, kdyz —(TA—A). V matematice mnohdy uzivany ditkaz rozborem
pripadii se zase zaklada na Vété o ditkazu rozborem ptipadii: T, AvB |- C pravé
tehdy, kdyz T, A |- Ca zaroven T, B |- C.

13.3 Vlastnosti axiomatickych systémi VL

U axiomatickych systémt nas zajimaji tfi dtlezité vlastnosti, jez mohou mit,
totiz rozhodnutelnost, bezespornost a tplnost. Prva zminovana vlastnost, jez
v posledni dobé nebyva prili§ casto zminovana, znamena to, Ze dovedeme roz-
hodnout, zda je dand formule teorémem daného systému nebo ne. Bezespor-
nost v zasadé znamend, ze dany systém negeneruje kromé formule i jeji negaci,
coz by v disledku obnéselo, ze by generoval viechny formule viibec. Uplnost je
nejzajimavéjsi, nebot znamena, ze dany axiomaticky systém generuje vSechny
logicky pravdivé formule.

Nez uvedeme presné definice, zminime dulezity fakt, totiz ze pro VL
existuji rozhodnutelné, bezesporné a tplné axiomatické systémy (kalkuly).
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Stru¢né se pak rika, ze VL je rozhodnutelnd, bezespornd, a tiplnd. Ptikladem
takového axiomatického systému je vySe uvadény systém s trojici axiomovych
schémat a MP.

Pro porozuméni pojmu rozhodnutelnosti axiomatického systému mu-
sime nejdfive definovat, co rozhodnutelnost znamena obecné: mnozina M je
rozhodnutelnd ve své nadmnoziné N pravé tehdy, kdyz existuje efektivni algo-
ritmus (tj. procedura o kone¢ném poctu kroki) aplikovatelny na prvky mnozi-
ny N, ktery o kazdém prvku mnoziny N urdi, zda je, ¢i neni, prvkem mnoziny
M. Samoziejmé plati, Ze abeceda jazyka daného axiomatického systému musi
byt rozhodnutelnd v mnoziné vsech moznych symbolt. Také mnozina spravné
utvorenych formuli musi byt rozhodnutelnd v mnoziné véech moznych kombi-
naci znakd abecedy. Mnozina axiomil daného axiomatického systému musi byt
rozhodnutelna v mnoziné spravné utvorenych formuli. Kdyz se hovofi o roz-
hodnutelnosti axiomatického systému, je tim minén nasledujici pojem.

Rozhodnutelnost

Axiomaticky systém S je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz o kazdé for-
muli A je rozhodnutelné, zda je ¢i neni teorémem S.

To znamend, Ze mnozina teorém S je rozhodnutelna v mnoziné vSech formuli
VL.

Ve sporném systému je dokazatelna formule A i formule —A; systém je
bezesporny, pokud v ném A i —=A dokazatelné nejsou.

Syntakticka bezespornost

Axiomaticky systém S je syntakticky bezesporny (konzistentni) pravé
tehdy, kdyz v S neni dokazatelna véta AA—A (tj. spor).

Nékdy byva pridavana nasledujici definice: Axiomaticky systém S je syntaktic-
ky uplny pravé tehdy, kdyz pfidame-li k mnoziné axioma S formuli, ktera neni
teorémenm, tak dostaneme syntakticky sporny systém.

To, ze axiomaticky systém ma byt bezesporny, je samozfejmy pozadavek.
Co uz tak samozfejmé byt nemusi, je to, zda axiomaticky systém jako teorémy
generuje pouze tautologie (coz je korektnost) a hlavné zda generuje vSechny
tautologie (coz je uplnost).
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Korektnost (sémanticka bezespornost)

Axiomaticky systém § je korektni (sémanticky bezesporny) pravé tehdy,
kdyz pro kazdou formuli A a systém formuli T plati, Ze je-li A dokazatelna
v Sz T, tak A vyplyva z T (je tautologickym disledkem T).

Cilije-li T | A, pak T |5  A.

Specidlnim pripadem je, Ze je-li A dokazatelna v S, tak A je logicky pravdiva
(je tautologii):
Cili je-li | A, pak |5 A.

Tuto vétu je mozno reformulovat v tom smyslu, Ze Zadny sporny systém T neni
splnitelny.

Sémanticka aplnost

Axiomaticky systém S je sémanticky tiplny pravé tehdy, kdyz pro kaz-
dou formuli A a systém formuli T plati, Ze jestlize A vyplyva z T (A je tauto-
logickym duisledkem T), tak A je dokazatelnda v Sz T.

Cilije-li T A, pak T | A.

Specidlnim pripadem je, Ze je-li A logicky pravdiva (je tautologif), tak A je
dokazatelna v S.
Cilije-li ¢ A, pak |4 A.

Zde je definovana tzv. silnd sémanticka aplnost, slabd sémanticka uplnost ob-
nasi omezeni na kone¢ny soubor formuli T.

13.4 Cviceni - axiomatické systémy, jejich vlastnosti,
dikazy

1) Uvedte axiomy ¢i axiomova schémata a odvozovaci pravidla ¢i pravidlo
nékteré axiomatizace VL.

2) Vysvétlete rozdil mezi diikazem a ditkazem z predpokladt. Podejte je-
jich definice.
3) Vysvétlete rozdil mezi axiomem a teorémem. Definujte teorém.
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4)

6)

Popiste rozdily mezi pfimym i nepfimym diikazem a diikazem sporem.
Definujte dtikaz sporem.

Definujte rozhodnutelnost, syntaktickou bezespornost, korektnost, sé-
mantickou dplnost.

Které vlastnosti jmenované v otdzce 5) ma klasicka VL?
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14. Dikazové systémy

V této kapitole si ukazeme nejznaméjsi diikazové systémy, tedy systémy orga-
nizujici dokazovani formuli (tzZeji: tautologickych formuli) z néjakych formu-
li. Kazdy z téchto systémil akcentuje jinou stranku naseho bézného usuzova-
ni, ovSem nékteré systémy vystihuji nase usuzovani lépe nez jiné. Napiiklad
hilbertovska dedukce s diikazy bez predpokladu si adresuje primarné otazku
generovani tautologickych formuli, kdezto predpokladové systémy prirozené
dedukce jsou vhodnéjsi ke studiu béznych tsudkii; metoda sémantickych tabel
zase zuzitkovava sémantickou rovinu natolik, Ze neni ¢isté syntaktickou ma-
nipulaci symbold. Ne véem témto systémim vénujeme stejnou pozornost. A¢
to nebudeme vzdy opakovat, vechny tyto systémy jsou uplné v tom smyslu,
ze dokazuji vSechny tautologie VL, a jsou korektni v tom smyslu, Zze dokazuji
pouze tautologie.

14.1 Hilbertovska dedukce

Davidem Hilbertem navrzeny systém dedukce, dale jen hilbertovskd deduk-
ce, je korektni dedukéni kalkul pro VL. Lze snadno ovétit, Ze véechny axiomy
nami uvadéného systému jsou tautologie a ze jediné pravidlo systému, totiz
MP, je korektni, takze formule B, ktera vznikne aplikaci pravidla na formule
A, a A, z téchto formuli logicky vyplyvd, ¢ili plati, Ze pokud {A,, A,} |- B, pak
{A, A} EB.

Definice formalniho systému Hilbertova typu pro VL je:

1) Jazyk s =, —.
2) Axiomova schémata:

Ax 1: A—>(B—A)
Ax 2: (A—>(B—0C))—((A—B)—(A—C))
Ax 3: (~B——A)—(A—B)
3) Odvozovaci pravidlo MP:
A—B,A}|-B.

Z nize uvedenych ilustra¢nich prikladu je zfejmé, Ze nalezeni diikazu
i velmi jednoduchych teorémt nemusi byt primocaré. To souvisi s tim, Ze
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v axiomatickém systému je minimalizovan pocet axiomt a pocet odvozovacich
pravidel na nezbytné nutny pocet. S pribyvajicim mnozstvim dokazanych teo-
rémi a odvozenych pomocnych odvozovacich pravidel se v$ak neustale zlep-
$uji moznosti pro hledani dikazd. Stoji rovnéz za zminku, Ze rutinou pfi se-
stavovani strategie diikazu v ramci hilbertovské dedukce je v mysli postupovat
od toho, co se ma dokazat k bezprosttedné predchazejicim formulim. Poté se
doplni predpoklady, pokud néjaké jsou. Nasledné hledame vhodné substituce
do axiomd, abychom mohli pomoci MP dospét k dokazované formuli.

14.2 Priklady dikaza v hilbertovském systému dedukce

S o
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Dokazte, ze plati |- A—A. Uzijeme obycejny piimy diikaz:

A—(B—A)
(A—>(B—C))—((A—>B)—>(A—Q))
(A—>(B—A))—=((A—>B)—(A—A))
(A>B)—>(A—>A)
(A—>(B—A))—>(A—>A)

A—>A

Ax 1

Ax 2

substituce do 3. (A/C)

MP (3,1)

substituce do 4. ((B—A)/B)
MP (5,1)

Dokazte, ze plati A |- A. Uzijeme piimy dikaz, ktery je az po krok 5.
(v¢etné) jinym dikazem A—A, nez v predchozim prikladu:

(A—>((A—>A)—>A)) > ((A—(A—>A))—>(A—A)) Ax2((A—A)/B, A/C)

A—((A—A)—>A)
(A>(A—>A))—>(A—>A)
A—(A—A)

A—A

AA

Ax 1 ((A —A)/B)
MP (1,2)

Ax 1 (A/B)

MP (3,4)

VD (5)

Dokazte, ze plati A—C za predpokladu A—B a B—C. Uzijeme dtikaz

z predpokladu:
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N v

Ll

5)

N s » D

A—B
B—C

(A—(B—C))—=>((A—B)—(A—0))

(B—>C)—(A—(B—0))
A—(B—C)
(A—>B)—(A—C)
A—=C

predpoklad
predpoklad

Ax 2

Ax 1 ((B—C)/A, A/B)
MP (4,2)

MP (3,5)

MP (6,1)

Dokaizte, ze plati-li (A—C), (A—=C), (AvB) |- C, tak je dokazatelné

(A—>CO)—=((B—>C)—=((AvB)—()):

(A—=C), (B=C), (AvB) |- C

(A—=C), (B=C) |- (AvB)—=C
(A—C) |- (B=>C)—=((AvB)—C)
F (A=C)—=((B=C)—=((AvB)—=Q())

dané predpoklady
VD (1)
VD (2)
VD (3)

Dokazte, ze plati A, —=A |- B (Pravidlo Dunse Scota). Uzijeme dikaz

z predpokladi:

A

—A
(mB——A)—(A—B)
—A—(—=B——A)
—B——A

A—B

B

predpoklad
predpoklad

Ax3

Ax 1 (=A/A, —B/B)
MP (4,2)

MP (3,5)

MP (6,1)

S pomoci VD pak mtizeme dokazat |- A—(—A—B):

8.
9.

—A—B
A—(—A—B)

VD (2,7)
VD (1,8)
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6)

ok b=

7)

OISR

Dokazte, ze - —A — (A—B). Uzijeme obycejny piimy dikaz:

F—A — (=B——A)

—A | (=B——A)

—A |- (=B——A)—=(A—>B)
—A |- (A—B)
F—A—(A—B)

Dokazte, ze ——A |- A:

F (mA—=———A)=(——A—>A)
——A | (mA—>——A)

—A | (—A—>A)

——A R A

Pohodlny je i dikaz z predpokladii:

S
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——A
(mA—>———A)>(——A>A)
A (mA>———A)
—A——A

——A—A

A

Dokazte, ze plati |- A———A:

A—>—A

Ax 1 (—A/A, —B/B)
VD (1)

Ax 3

MP (3,2)

VD (4)

teorém —~A—(A—B)

Ax 3 (——A/A, B/A)
VD (1)

MP (3,2)

VD (4)

predpoklad

Ax3

teorém |- A—(—A—B)
MP (1,3)

MP (4,2)

MP (1,5)

teorém ——A—A (—|A/A)
MP (3,2)
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9) Dokazte, ze plati |- —(A——B)—A, resp. pravidlo —-(A——B) |- A:

L. —(A——B) predpoklad
2. (wA—>(A——B))—>(—=(A > —B)—>——A)  teorém
F (A—=B)—=(—=B——A)
3. —A—(A——B) teorém |- A—(—A—B)
4, —(A—>—B)—>——A MP (3,2)
5. —A MP (1,4)
6. ——A—A teorém | ——A—A
7. A MP (5,6)
8. F—(A——B)—A VD (1,7)

14.3 Pfirozena dedukce

Hilbertovska dedukce ma stale zastance tfeba v matematickych kruzich, je vsak
asi stéZi obhajitelna jako model naseho bézného usuzovani. Uz v dobé vzniku
moderni logiky byly hledany jeji alternativy, jez by nase prirozené uvazovani
vystihovaly lépe. Pionyrské prace Gerharda Gentzena (a nezavisle Stanistawa
Jaskowského) ptitom vedly ke dvéma dutlezitym soucasnym druhtim dikazo-
vych systémd, prirozené dedukci a k sekven¢nimu kalkulu. Myslenka pfirozené
dedukce, ktera si ve svém vyjadfeni ponechava mnohé z hilbertovské dedukce,
se opira o fadu intuitivné platnych odvozovacich pravidel, nikoli o jedno, jak
je tomu v hilbertovské dedukei. To zna¢né usnadnuje usuzovani. Tato pravidla
byla znama jiz po staleti, a proto maji mnoha tradi¢ni nazvy.
Zde je seznam téch nejznaméjsich odvozovacich pravidel:

Modus ponens (MP; modus ponendo Modus tollens (MT; modus tollendo

ponens; pravidlo odlouceni): tollens, lat. zptisob zaporné zaporny):
A—B A—B
A —B
B —A
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Pravidlo Disjunktivni sylogismus (DS; Pravidlo Dunse Scota (PDS) (ze spo-
star$im nazvem Modus tollendo po- ru plyne cokoliv, srov. zakon Dunse

nens, lat. zpusob zaporné kladny): Scota):
nebo: event.
AvB AvB A An—A
B A B B

Pravidlo Hypoteticky sylogismus (HS): Pravidlo Reductio ad absurdum (RAA):

A—B A—B
B—C A——B
A—C —A
Pravidlo simplifikace (Simp): Pravidlo p¥iddani (Add):
nebo: nebo:
AAB AAB A B
A B AvB AvB

Pravidlo Konstruktivni dilema (KD): Pravidlo Destruktivni dilema (DD):

A—B A—B

C—D C—D

AVC —Bv—D

BvD —Av—-C
Pravidlo Jednoduché konstruktivni di- Pravidlo Jednoduché destruktivni di-
lema (JKD): lema (JDD):

A—C A—B

B—C A—C

AVB —Bv—-C

C —A

180



14. Diikazové systémy

Pravidlo absorbce (Abs): Pravidlo exportace (Exp):
nebo:
A—B A—(B—C) (AAB)—C
A—(AAB) (AAB)—=C A—>(B—C)

Casto se uvazuji také pravidla pro introdukci nebo eliminaci jednotlivych
spojek, naprtiklad zavedeni konjunkce A, B / AAB, dale De Morganovy zakony,
atd. (néktera z téchto pravidel jsou explicitné uvedena nize v sekci o gentze-
novské dedukci). Na tyto zdkony budeme odkazovat bud snadno pochopitel-
nymi zkratkami, anebo jejich explicitnim uvedenim.
nych tvrzeni, tj. formuli tvaru A—B, je v prirozené dedukci obtizné a nékdy jed-
noduse nemozné. Z hilbertovského dokazovani vime, ze by v takovych ptipadech
8lo aplikovat Vétu o dedukei a dokazanou formuli B tedy podminit formuli A, jez
se nam v diikazu vyskytla nékde vyse. Nahrada VD existuje ve varianté pfirozené
dedukce, kterou navrhl Frederic B. Fitch, nékdy se uzeji hovoti o podmiriovaném
ditkazu, angl. ,,conditional proof“ (to, Ze jsme k néjakému kroku dospéli pomoci
néj, byva indikovano pomoci CP). V anglicky psanych tivodech do logiky se s tou-
to ditkazovou technikou setkavame pomérné Casto, my ji vSak pouzivat nebude-
me. Podstata dokazovani tkvi v tom, ze v priibéhu dokazovani prijmeme docas-
ny predpoklad (dale jen DP), ktery ndam z dosavadniho umozni odvodit formuli,
kterou podminime timto DP. Tomu, Ze se ndm v dtikazu objevi ptislusna impli-
kace a tedy onen vnoreny dtikaz je ukoncen, se fika vypusténi (angl. ,,discharge®).
Dany vnoreny dikaz byva oddélovan ¢arou, zde jsou dvé nota¢ni varianty téhoz.

1. A—B predpoklad

2. A DP

3. B MP (1,2)

4. AAB zavedeni A (2,3)
5. A—(AAB) CP (2,4)

L. A—B predpoklad

2. A DP

3. B MP (1,2)

4, AAB zavedeni A (2,3)
5. A—(AAB) CP (2,4)
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Jesté dodejme, Ze onéch vnorenych® diikazii miize byt v jednom dikazu vice.
Nasledné dostaneme podobnost s diikazy v sekvenénim kalkulu, ktery rovnéz
bézné pracuje s takto komplexnimi dukazy.

14.4 Priklady dikazi v systému prirozené dedukce

Zakladni strategii vedeni dukazti v prirozené dedukci Ize z nékolika prikladt
rychle pochopit i bez vysvétlovani. V premisach se snazime ,uvidét® hledanou
formuli, a to jako nasledek nékterého (nebo nékterych) z pravidel z naseho re-
zervoaru pravidel. V pribéhu ditkazu se dostavame do situaci, které vylozené
volaji po uziti uréitého pravidla, nacez se posouvame v diikazu dopredu. Stoji
jesté za poznamku, Ze mnozinu odvozovacich pravidel lze rliznym zptisobem
rozdélit na pravidla zakladni a odvozena, kdy ta odvozena jsou odvozena z téch
zakladnéjsich. Dikazem néjaké formule z mnoziny jinych formuli ziskdvame
v prirozené dedukci dalsi odvozené dedukéni pravidlo.

1) Dokazte, ze z formule AA(A——B) Ize odvodit —B, tj. AAN(A——B) |- —B.

1. AA(A——B) predpoklad
2. A——B Simp (1)
3. A Simp (1)
4. B MP (2,3)

2) Dokazte, ze z formuli A——B, A a C—B lze odvodit —C.

1 A——B predpoklad
2 A predpoklad
3. C—B predpoklad
4 —B MP (1,2)
5 -C MT (3,4)

3) Dokazte, ze z formuli A—B, AA—D a B—C lze odvodit CA—D.
1. A—B predpoklad
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® N oo s W N

N s b

An—=D
B—C
A

B

C

—D
CA=D

predpoklad
predpoklad
Simp (2)
MP (1,4)
MP (3,5)
Simp (2)

zavedeni A (6,7)

Dokarte, ze z formuli Av(B—A) a —A lze odvodit —B.

Av(B—A)
—A

B—A

—B

predpoklad
predpoklad
DS (1)

MT (3,2)

Dokazte, ze z formuli A a —A lze odvodit B, tedy Pravidlo Dunse Scota.

A
—A
AvB
B

predpoklad

predpoklad

Pravidlo pridani (Add, tj. zavedeni v) (1)
DS (3,1)

Dokazte, ze z formuli A—(B—C), D—(C—E), A a D lze odvodit B—E.

A—(B—C)
D—(C—E)
A

D

B—C
C—E
B—E

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
MP (1,3)
MP (2,4)
HS (5,6)
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7) Dokazte, Ze z formuli A—B, —B a —=A—C lze odvodit —=AAC.

1 A—B predpoklad

2 —B predpoklad

3 —A—-C predpoklad

4. —A MT (1,2)

5 C MP (3,4)

6 —AAC zavedeni A (4,5)

8) Dokarte, Ze z formuli AvB, C—D, A—C a =D lze odvodit B.

1 AvB predpoklad
2 C—D predpoklad
3. A—C predpoklad
4. —-D predpoklad
5. —C MT (2,4)
6 —-A MT (3,5)
7 B DS (1,6)

9) Dokazte, ze z formuli A—(B—C), CVA a —C lze odvodit —B.

1. A—(B—C) predpoklad
2. CvA predpoklad
3. —-C predpoklad
4. A DS (2,3)

5. B—C MP (1,4)

6. —B MT (5,3)

10)  Dokazte, ze z formuli A—B, (BvC)—(DAE) a A lze odvodit D.
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N v

11)

O »® N o ok »hD =

12)

N vk

A—B
(BvC)—(DAE)
A

B

BvC

DAE

D

predpoklad
predpoklad
predpoklad
MP (1,3)
zavedeni v (4)
MP (2,5)
Simp (6)

Dokarte, ze z formuli A— B, C—D, A a—D lze odvodit (AA—D)A(BA—C).

A—B

C—D

A

—-D

B

—-C

AA—=D

BA—-C
(AA—D)A(BA—C)

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad

MP (1,3)

MT (2,4)
zavedeni A (3,4)
zavedeni A (5,6)

zavedeni A (7,8)

Dokazte, ze z formuli A—B, CvD, —A——C a —B lze odvodit D.

A—B
CvD
—-A—-C
—B

—A

-C

D

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
MT (1,4)
MP (3,5)
DS (2,6)
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13)  Dokazte, ze z formuli A—B a A——B lze odvodit —A, tedy Pravidlo Re-
ductio ad absurdum. Dtikaz sporem.

1. A—B predpoklad

2. A——B predpoklad

3. —A predpoklad ditkazu sporem

4. A eliminace dvojité negace (3)

5. B MP (1,4)

6. —B MP (2,4)

7. —A na zakladé ditkazu sporem (reductio; 5,6)

14)  Dokaizte, Ze z formuli (AAB)vC a —mAA—D lze odvodit C.

L. (AAB)VC predpoklad

2. —AA—D predpoklad

3. CVv(AAB) komutativita v (1)
4. (CvA)A(CVB) distributivita v (3)
5. CVA Simp A (4)

6. —A Simp A (2)

7. C DS (5,6)

15)  Dokaite, ze z formuli A—B, B—C, C—»D a —D lze odvodit

(A—>C)A(=BA=C).
1. A—B predpoklad
2. B—C predpoklad
3. C—D predpoklad
4. —-D predpoklad
5. A—C HS (1,3)
6. —C MT (3,4)
7. —B MT (2,6)
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16)

R T R SE

—_ =
=)

17)

I S

18)

—BA—C zavedeni A (6,7)

(A—=C)A(=BA—0) zavedeni A (5,8)

Dokazte, ze z formuli A—B, —~BAC, DAE a (wAAD)—F lze odvodit FAC.

A—B predpoklad
—BAC predpoklad
DAE predpoklad
(mAAD)—F predpoklad

—B Simp A (2)

—A MT (1,5)

D Simp A (3)
—AAD zavedeni A (6,7)
F MP (4,8)

C Simp A (2)

FAC zavedeni A (9,10)

Dokazte, ze z formuli A—B a =B lze odvodit —A, tedy Modus tollens.
Dtikaz sporem.

A—B predpoklad

—B predpoklad

—A predpoklad dikazu sporem

A pravidlo eliminace dvojité negace (3)

B MP (1,4)

—A na zékladé diukazu sporem (reductio; 2,5)

Dokazte, Ze z formuli A——(BAC) a AAC lze odvodit —B.
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A——(BAC)
AAC

A

—(BAQC)

C

—Bv—-C

—B

N oo ok o=

19)
—C.
—A—(Av—B)
—B—(C—B)
—A

Av—B

—B

C—B

—-C

N oo ok » b=

20)

(AVB)AC
—(BAC)
CA(AVB)
(CAA)V(CAB)
(CAA)V(BAC)
(CAA)

R S

21)
(B>C)A(B—E).

188

predpoklad

predpoklad

Simp A (2)

MP (1,3)

Simp A (2)

De Morganuv zakon (4)
DS (6,5)

Dokarte, ze z formuli —A—(Av—B), =.B—(C——B) a —A lze odvodit

predpoklad
predpoklad
predpoklad
MP (1,3)
DS (4,3)
MP (2,5)
MT (6,5)

Dokazte, ze z formuli (AVB)AC a —(BAC) lze odvodit (CAA).

predpoklad
predpoklad
komutativita A (1)
distributivita A (3)
komutativita A (4)

DS (5,2)

Dokazte, ze z formuli A—(B—C), D—(C—E), AVF, —F a D lze odvodit
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Y ® N oo »h

,_.
e

22)

® N o vk L

N oo vk 2

A—(B—C)
D—(C—E)
AVF

—F

D

C—E

A

B—C

B—E
(B—C)A(B—E)

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
MP (2,5)
DS (3,4)
MP (1,7)
HS (8,6)

zavedeni A (8,9)

Dokarte, ze z formuli A—B, AvC, —B a C—(B—D) Ize odvodit A—D.

A—B

AvC

—B
C—(B—D)
—A

C

B—D
A—D

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
MT (1,3)
DS (2,5)
MP (4,6)
HS (1,7)

Dokazte, ze z formuli (B—C)—A a —(DvVA) lze odvodit B.

(B—>C)—A
—(DVA)
—DA—A
—A
—(B—C)
BA—C

B

predpoklad

predpoklad

De Morgantv zékon (2)
Simp A (3)

MT (1,4)

prevod — na A (5)
Simp A (6)
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24)  Dokatzte, ze z formuli ~A—B a A—(CvD) lze odvodit ~C—(—D—B).

1. —-A—B predpoklad

2. A—(CvD) predpoklad

3. —B—A transpozice — (1)

4. —B—(CvD) HS (3,2)

5. —(CvD)—B transpozice — (4)

6. (—CA—D)—B De Morganuv zakon (5)
7. —C—(=D—B) Exp (6)

25)  Dokazte, ze z formuli (A——B)A—C a B—(—=A—C) lze odvodit B—A.

1. (A—>—=B)A—C predpoklad

2. B—(=A—C) predpoklad

3. A——B Simp (1)

4, —C Simp (1)

5. (BA—A)—C Exp

6. —(BA—A) MT (5,4)

7. —Bv—A De Morgantv zakon (6)

8. —BVA eliminace dvojité negace (7)
9. B—A prevod v na — (8)

26)  Dokazte, ze z formuli A—B, C—D a —Bv—D lze odvodit =Av—C, tedy
Pravidlo Destruktivni dilema. Dtikaz sporem.

L. A—B predpoklad

2. C—D predpoklad

3. —Bv—D predpoklad

4, —(=Av—C) negace zavéru za Gcelem dikazu sporem
5. ——AA~A——C De Morgantiv zakon (4)

6. AAC eliminace dvojité negace (na obé ¢asti 5.)
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10.
11.
12.
13.
14.

27)

© »® N o ok B =

._.
e

o O = x>

-C

—Av—C

Simp (6)
MP (1,7)
Simp (6)
MP (2,9)
DS (3,10), coz je spor s 8.
MT (2,11), coz je spor s 9.
MT (1,11), coz je spor s 7.

na zakladé (nékolikandsobného) sporu
(reductio) (fadky 12 .a 13. byly vlastné
nadbytecné)

Dokaite, ze z formuli A—B, C—(DAE), =C——B a D—(E—A) lze od-

vodit A<—C.

A—B
C—(DAE)
—C——B
D—(E—A)
B—C

A—C
(DAE)—A
C—A
(A—>CO)A(C—=A)
AC

predpoklad
predpoklad
predpoklad
predpoklad
transpozice — (3)
HS (1,5)

Exp (4)

HS (2,7)

zavedeni A (6,8)

zavedeni < (9)

14.5 Gentzenovska dedukce

Na rozdil od hilbertovské dedukee, v niz je jen jedno odvozovaci pravidlo
a nékolik axiomovych schémat, systém gentzenovské prirozené dedukce ma
vlastné jen jeden axiom (k nému se nékdy pridavaji dva dalsi), avsak disponuje
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nékolika jednoduchymi dedukénimi pravidly. Ta jsou povazovana za vychozi,
a proto se nedokazuji; na zakladé téchto vychozich pravidel se pak dokazuji
dalsi slozitéjsi dedukeéni pravidla.

Dtilezitym ideovym prvkem gentzenovska dedukce je, Ze kazdy krok dii-
kazu je logicky pravdivy. (Toto napt. hilbertovska dedukce nespliuje v pripadé
dukazu z predpokladt.) V kazdém kroku jsou totiz uvadény rovnéz vSechny
predpoklady dané formule.

Necht I je kone¢nd mnozina formuli. I' vlastné reprezentuje mnozinu
nasich presvédceni (formuli). K mnoziné I' budeme nékdy pribirat ne nutné
disjunktni mnozinu A. Znak ,,=* je obdobou dokazovatka ,,}-, ovéem na roz-
dil od ného coby metaznaku hilbertovské dedukce je v gentzenovské prirozené
dedukci zadan systémove. Jednotkou dokazovani je sekvent, ma tvar:

ILA,A,.,A =B

V sekventuje A}, A, ..., A, oznaenim jisté mnoziny formuli, pticemz sekvence
AL A, .., A = Bje ekvivalentni s (A, AA,A ... AA)) — B. (Vlastni Gentzentiv
systém namisto B obsahuje B,VB,...vB,; pti pravdivosti vSech formuli nalevo
od = je alespon jedna formule napravo od = pravdivd.) Jak uz bylo vyse fe-
¢eno, kazdy sekvent je vzdy logicky pravdivy. Aby byl kazdy sekvent logicky
pravdivy, nesmi se nalevo vyskytovat nadbyte¢né predpoklady.

Odvozovaci pravidla jsou tvaru:

sekvent, ; ... ; sekvent,

sekvent

Ze sekventll nad ¢arou Ize tedy odvodit sekvent pod ¢arou. V nasi expozici ov-
$em neukazujeme samotny sekvencni kalkul, ale ptirozenou dedukci opirajici
se o myslenky gentzenovského sekvencniho kalkulu. Vlastni sekven¢ni kalkul
se vyznacuje jednak zachazenim s nékolika strukturalnimi pravidly, jez zde
neuvadime, jednak dvoudimenziondlnim zapisem reprezentujicim inference.

Zde je axiomové schéma a dvé pomocna pravidla:
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A

I-

Iv

I—

I

IMA=S A Zdkladni Axiom (ZA)
I'=A Zavedeni Predpokladu (,weakening®) (ZP)
ILB=A

I'=>A—B; A = —-A—B Eliminace Predpokladu (EP)

I A= B

Za vychozi, tj. nedokazovana, pravidla jsou obvykle volena ta nasledu-
jici. Pismeno ,,I“ zkracuje ,introdukece® (tj. ,zavedeni®), pismeno ,,E“ zkracuje
seliminace® V§imnéme si, Ze introdukce — je de facto VD a eliminace — je de
facto MP; podobné introdukce — je RAA a eliminace — je PDS.

I'=>A;A=B En
I, A= AAB

I A=B E—
I'= A—B

I'= A (¢ B) Ev
I"= AvB

F,A:>B;A,A:>—|B E—
F,A:>—|A

I'=>A—B; A= B—>A E~
IA= A<B

I"= AAB

= A (& B)

I'=A;A= A—>B

I"A=B

I’A=B;A,B=C;A,=AvVB

IA,A=C

I"'=>B;A= —B

INA= A

I'= A<B

I'= A—B (¢i B—>A)
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14.6 Piiklady dikaza v gentzenovském systému
prirozené dedukce

1) Odvodte formuli p—p (zakon totoznosti). Postup bude takovy, Ze po-
moci ZA zavedeme p. Zaroven se tak p stane predpokladem nalevo od =, je-
hoz se posléze ,zbavime® tak, Ze jej pfevedeme napravo od = pomoci I—.

1. Ip=p ZA
2. I'=p—p I-

(Bod 2. vlastné znamena, Ze p—p plyne z prazdné mnoziny predpokladi.)

2) Dokazte, ze z predpokladdi p—q a g—r je odvoditelné p—r, tj. ovéite
usudek p—q, g—r ... p—r (vlastné pravidlo hypoteticky sylogismus). Postup
bude takovy, ze formule p—q a g—r budou prvnimi kroky dikazu, pfi¢emz
zistanou na levé strané jako predpoklady, a proto se pravé jich nebudeme sna-
Zit zbavit. Z téchto predpokladu pak bude odvoditelna - to bude posledni krok
- formule p—r. V poslednim kroku se tedy pomoci I— dostane napravo nas
pomocny predpoklad p:

1. I, p—q=p—9q ZA
2. I, p—q, q—=r=qg—-r ZA
3. I, p—=q,q—=r,p=p ZA
4. I, p—q,q—=rp=4q E— (1,3)
5. I',p—q,q—rp=>r E— (2,4)
6. I, p—q, q—=r = p—r I—

Kdybychom pokracovali jesté nasledujicimi dvéma kroky, dokazali bychom
formuli (p>q)—((g>r)—(p->r)) (zdkon hypotetického sylogismu):

8. I, p—q = (g—=n—(p—r) I— (7)
9. I'= (p—9q) = ((g>1)—(p—1)) I— (8)

3) Dokazte formuli (p—(q—r))—(q—(p—1)) (predpoklad p zavadime az
po g, abychom pak hladce zavedli —):

1. T, p—>(g—r) = p—(g—r) ZA
2. I, p—(g—1),q9=¢q ZA
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N ok W

o~
o

N o LR W

Nk b=

7)

1.
2.
3.

I, p—>(g—n),q.p=p

I, p—(q—1), ¢ p = (g—1)
I, p—=(g—n),qgp=>r

I, p—(g—1), g = (p—r1)
I, p—(q—r) = q—(p—r1)

ZA

E— (1,3)
E— (4,2)
I— (5)
I— (6)

Dokazte formuli ((p—g)A(qg—1))—(p—r):

I, (p—=>q9)A(g—1) = (p—=>qg)A(g—1) ZA

I, (p—=>q)A(g—1), p = p—q
I, (p—=>qA(gq—1), p = q—r
I, (p—=>gA(g—1r),p=p

I, (p—=>gA(g—1), p=4q

I, (p—=>gA(g—r),p=>r

I, (p—>g)n(g—1) = por

I' = ((p—>g)n(g—1))—(p—r)

EA (1)
EA (1)
ZA

E— (2,4)
E— (3,5)
I— (6)
I— (7)

Dokazte formuli pv—p (zdkon vylouceného tfetiho):

Ip=p
Ip=pv—p
Ip,—p=—p
I, p,—p=pv—p
I'= pv—p

ZA

Iv

ZA

Iv

EP (2,4)

Dokazte formuli (p—q)—(—g——p):

I, p—=>q=p—q

I, p—>q,p=p
I.p—q.p=q

I, p—q,p,—~g=—q

I, p—¢,—q=—p

I, p—q=—gq——p
I'= (p—q)—(=g—>—p)

ZA

ZA

E— (1,2)
ZA

EP (3,4)
I- (5)
I— (6)

Dokazte, ze z pfedpokladu p—(g—r) Ize odvodit (p—q)—(q—7). Jiny-
mi slovy, ovérte usudek p—(q—71) .. (p—q)—>(g—7):

I, p—(q—r) = p—(q—1)
I p—(g—r),p=>p
I, p—>(g—1), p = gq—r

ZA
ZA
E— (1,2)
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N o

8)

Nk »b=

9)

Nk »bhb=

—_
=
=

© NP
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I, p—>(g—1), p, p—>q = p—>q
I, p—=(g—n), p,p—>9=9

I, p—=(g—n), p,p>g=r

I, p—(g—1), p—>g = p—or

T, p—(q—r) = (p—>q)—(p—1)

ZA

E— (2,4)
E— (3,5)
I— (6)
I— (7)

Dokazte, ze z predpokladu p—(gp—r) 1ze odvodit (pAq)p—r, ¢ili ovérte
usudek p—(gp—r) . (pAg)p—r (4. Pravidlo exportace):

I, p—(q—1r) = p—(g—1)
I, p—(g—1), prq = pAg

I, p—(g—1), pAq=p

I, p—>(q—71), pAq = g—r
I, p—(g—1), pArq=q

I, p—(g—n), prq=r

I, p—(g—r) = (pAg)—r

ZA

ZA

EA (2)
E— (1,3)
EA(2)
E— (4,5)
I- (6)

Dokazte, ze z predpokladu (pAq)—t lze odvodit p—(g—r), ¢ili ovéite
usudek p—(g—r) ... (pAg)—r (tj. Pravidlo exportace):

I, (pAq)—>r = (prgq)—>r
I, (prq)—>r,p=p

I, (pAq)—>r.p,g=¢q

I, (pAg)—>r1, p, g = pAq
I, (pAq)—>rp,g=r

I, (pAq)—r, p = q—r

I, (prg)—=r = p—>(g—7)

ZA

ZA

ZA

IA (2,3)
E— (1,4)
I— (5)
I— (6)

Dokazte, ze z predpokladu (pAg)—r 1ze odvodit (p—q)—(p—r):

I, (pAq)—>r = (pAgq)—r

I, (pAgq)—1, p—>g = p—q

I, (prq)—>r1, p—>g, p=p

I, (pAq)—=r, p—=g,p=q

L, (pAq)—1, p—=q, p = pAg

I, (prq)—>r, p—>g, p=r

I, (pAq)—r1, p—q = p—r

I, (pAq)—r = (p—q) — (p—7)

ZA

ZA

ZA

E— (2,3)
IA (3,4)
E— (1,5)
I— (6)
I— (7)
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11)  Dokazte, ze z predpokladt (p—¢q) a —q lze odvodit —p (). pravidlo Mo-

dus tollens):

L. I, paq = prg ZA

2. I'prg,p=p ZA

3. I, prg, p, mq = —q ZA

4. I, pag, p,—q = ¢q EA (1)
5. I', pAg, —q = —p I-(3,4)

12)  Dokazte formuli (—g——p)—(p—9q):

4. I', —q—=—p, p,—q=p ZA

5. I, =q——p,p=¢q I (a s pomoci zakona
dvojité negace) (3,4)

6. I'= (=g—=—p)—(p—9) 2x Z— (5)

14.7 Metoda sémantickych tabel

Soucasna podoba metody dokazovani pomoci sémantickych (i analytickych)
tabel, resp. sémantickych stromii (angl. ,,semantic tableaux®, ,tree proofs®),
stru¢né nékdy tablovd metoda, se vyvinula z metody proponované Evertem
Willemem Bethem a rozvinuté Raymondem Smullyanem. Jedna se vlastné
o dokazovani sporem, ponévadz pri dokazovani zavéru z premis se zuzitkova-
va negace zavéru.

Jak uz bylo uvedeno vyse, pfi dokazovani sporem se vychazi z faktu (to-
tiz sémantické podoby Véty o diikazu sporem), ze T |- A, kde T je mnozina
premis a A zavér, pravé tehdy, kdyz TU{—A} |- —(B—B) (spor). Sémanticky
pak receno, jakmile ukazeme, ze mnozina obsahujici premisy T a negaci za-
véru, tj. mnozina TU{—A}, je nesplnitelnou mnozinou formuli (¢ili neexistuje
valuace, pri niz by véechny prvky T a téz formule —A byly pravdivé), tak A vy-
plyva z T, tj. T | A, takze usudek T .. A je platny. Jednoduchy ilustrativni
ptiklad: pAq | ¢, ponévadz mnozina {pAg, —q} je nesplnitelna.

Metoda sémantickych tabel je zalozena na tom, ze slozené formule, jez
jsou soucasti mnoziny TU{—A}, postupné dekomponujeme podle odvozova-
cich pravidel na jejich soucasti. (Prehled téchto pravidel uvadime nize, zatim
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si vysta¢ime jen s intuitivnim nahledem. Termin ,dekomponovani® se v pro-
blematice obvykle nepouziva, ale je prihodny.) Tato pravidla jsou korektni, tj.
zachovavaji splnitelnost. Naptiklad formule pAag je dekomponovana na p a g,
pticem? tyto atomické formule jsou spliiovany tou valuaci, kterd spliuje paq.
Tyto dekomponované formule jsou véSeny na konce vétvi postupné vznikajici-
ho stromu. V kofeni tohoto stromu jsou formule z mnoziny TU{—=A}, na konci
téchto vétvi, tj. v listech, jsou atomické formule nebo jejich negace. Strom je
postupné rozvijen smérem doli. Zde je priklad stromu pro usudek (pA—q),
(gv—r) o1

pA—q v premisa

qv—r v premisa
—r v negace zavéru

|

p disledek aplikace pravidla dekomponujictho pA—g
—q disledek aplikace pravidla dekomponujictho pA—q
I\

q —r diisledek aplikace pravidla dekomponujicitho gv—r
X

V nasem prikladu vidime, Ze ,stvol‘ obsahujici p a pod nim bezprostred-
né —q je dusledkem aplikace pravidla, které nezptisobuje vétveni. To znamena,
ze plati-li pa—g, plati jak p, tak —q. K vétveni dochazi az v dtsledku pravidla
dekomponujiciho gv—r: plati-li gv—r, plati g nebo plati —r. Vétvime tedy pro-
to, ze nevime, kterd z téchto moznosti plati, takze musime v nasem dtikazu obé
moznosti pro$ettit. (Pravidliim nezptisobujicim vétveni se nékdy rikd o-pravi-
dla; tém zpusobujicim vétveni se pak fikd B-pravidla.)

Pfi dokazovani pomoci sémantickych tabel neni rigidné dano poradi
aplikace pravidel. Diikazem nami studovaného tisudku proto mtize byt také:

pPA—q v premisa

qv—r v premisa

—r v negace zavéru

/\

q -r dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho gv—r

|

p P (2x) dutisledek aplikace pravidla dekomponujiciho
AR

—q —q (2x) dutisledek aplikace pravidla dekomponujiciho
pr—q

X
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V zdjmu efektivity a co nejmensi slozitosti diikazu vSak aplikujeme prednostné
pravidla, kterd nezptisobuji vétveni; presnéji, volime takova pravidla a formule
k dekompozici, kterd vedou k brzkému ukoncovani vétvi.

Nyni si pov§imnéme, Ze vSechny sloZené formule, i ty, co se mohou
objevit nékde v pili stromu, musime dekomponovat. Béhem toho, jak dikaz
budujeme, proto pouzivaime pro indikaci, Ze jsme danou slozenou formuli de-
komponovali, zatrzitko .

Vétev, v niz se vyskytuje atomicka formule a jeji negace, naptiklad g
a—q, je zvana uzavrena a pod jeji list vepisujeme krizek x (popt. L, alternativni
znaceni: danou atomickou formuli podtrhneme). Na rozdil od dokonéené ote-
viené vétve neobsahuje uzavrena vétev splnitelnou mnozinu formuli; obsahuje
totiz spor, v naSem piikladu g a —g. (Néktef{ autofi uvadi na konci dokonce-
nych otevienych vétvi symbol T, aby indikovali jeji otevienost a dokoncenost.)
Poznamenejme, Ze ne vzdy plati, Ze v kazdé vétvi jsou vSechny atomické pro-
ménné nebo jejich negace, ackoli je tato vétev uzaviena (tedy obsahuje spor
nebo nelze ziskat dalsi atomickou formuli nebo negaci).

Jako i u jinych dtikazt sporem ¢ini adeptim logiky nejvétsi potiz vy-
hodnotit, ¢ceho dokonc¢enim diikazu doséhli. Uvédomme si proto, Ze existuji
dva druhy (dokoncenych) tablovych dukazi. Diikaz ¢ili strom, jehoZ vSechny
vétve jsou uzaviené (x), demonstroval, Zze mnozina TU{—A} je nesplnitelna. To
proto, Ze neexistuje valuace ohodnocujici vSechny jeji formule. To pozname
praveé z toho, Ze jsou v ptislusnych vétvich - jez jsou de facto navrhy moznych
valuaci -, ptitomny atomické formule jako p i —p, jeZ nemohou byt dohroma-
dy jednou valuaci splhovany. Dtikaz ¢ili strom s alespon jednou dokonc¢enou
otevrenou vétvi ukazuje splnitelnost T\U{—=A}, coz obnasi, Ze A nevyplyva z T.
Atomické formule v oteviené vétvi ukazuji takovou valuaci, pti niz je TU{—A}
splnitelna. V nasem prikladu vyse je to valuace v(p)=1, v(q)=v(r)=0, protoze
pravé pfi ni jsou splnitelné formule p, —g, —r z oteviené vétve —r — p — —q — —r.
Nami vyse uvadény priklad diikazu tedy ukazal, ze dany tsudek platny neni.

Srovnejme aplikaci tablové metody s aplikaci metody protiptikladu. Pti
metodé protiptikladu taky dokazujeme sporem, predpokladame totiz, Ze zavér
je nepravdivy a premisy pritom pravdivé. V tablové metodé nepravdivost zave-
ru syntakticky vyznac¢ujeme negaci a pravdivost premis vyznac¢ujeme vlastné
absenci néjakého indikatoru. Tim, Ze v tablovém dikazu najdeme otevienou
vétev, zjistime vlastné valuaci, pfi niz jsou vSechny premisy a taky negace zavéru
pravdivé (jinak fe¢eno: dand mnozina formuli je splnitelnd). To znamend, ze
jsme nasli valuaci, pti niZ jsou premisy pravdivé a nenegovany zavér nepravdivy.

Uvédomme si, ze metoda sémantickych tabel se da vyuzit i k nalezeni
valuace, je-1i jakd, jez spliuje néjakou mnozinu formuli. Valuaci spliujici da-
nou mnozinu formuli je valuace vyznacend pomoci proménnych a jejich nega-
ci v otevienych vétvich dikazu.
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Metoda sémantickych tabel (stromi) se dd rovnéz vyuzit k ovérovani
tautologicnosti formuli. To je zaloZeno na faktu, ze @ = A pravé tehdy, kdyz
0U{—=A} |E—=(B—B) (kde A je tautologie a @ je prazdna mnozina formuli T, coz
normalné nezna¢ime). V koreni stromu dikazu, Zze dana formule A je tautolo-
gii, je tedy jen jedna formule, jmenovité —A.

(Ur¢ity druh splnitelnych mnozin formuli jsou Hintikkovy mnoZiny for-
muli. Mnozina formuli H se nazyva Hintikkova mnozina pravé tehdy, kdyz
pro formule H plati, Ze a) je-li —pe H, tak p¢H, b) je-li —peH, tak peH,
c) je-li paqe H, tak pe H i qe H, d) je-li pvqe H, tak pe H nebo ge H, e) je-li
—(prq)e H, tak —pe H nebo —ge H, f) je-li =(pvq)e H, tak —pe H i —ge H.
Plati, 7e kazd4 Hintikkova mnozina je splnitelna.)

Ptivodni verze tablové metody vyuzivala ponékud jina pravidla, nez
si uvadime nize. Obsahovala predevsim indikaci pravdivosti a nepravdivosti
formuli, pro coz byly pouzivany nejcastéji ,TA“ a ,,FA® popt. ,A=1“a ,,A=0%
apod. Nami uzivany systém pravdivost A nijak neindikuje, nepravdivost A vsak
indikuje jakozto —A, ¢imz se odstranila zjevnou zavislost této diikazové meto-
dy na sémantice. Nas vy$e uvadény priklad by tedy vypadal napriklad takto:

T(pAr—q) v premisa

T(qv—r) v premisa

Fr v negace zavéru

|

Tp disledek aplikace pravidla dekomponujiciho
pr—q

Fq dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho
pr—q

/\

Tq Fr disledek aplikace pravidla dekomponujiciho
qv—r

X

Zde je seznam odvozovacich pravidel ndmi uzivané varianty metody
sémantickych tabel. Nékterd z téchto pravidel jakoby predpoklddaji De Morga-
novy zakony ¢i prevod implikace na disjunkci; to proto, Ze rozvétveni slozené
formule odpovida disjunkci, kdezto dekompozice slozené formule na formule,
jez jsou zatrazeny za sebou, odpovida konjunkci.
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AAB

AVB

A<>B
[\
A —A
B —B

I\
—-A —B
|
—A
—B

A —A
—-B B

14.8 Priklady dikazt metodou sémantickych tabel

V anotacich tablovych diikazti na vy$e uvadénd pravidla stru¢né referujeme
symboly vyrokovych spojek, jez jsou hlavni v dekomponované formuli. Na-
ptiklad A odkazuje na pravidlo dekomponujici AAB, =A odkazuje na pravidlo
dekomponujici —(AAB). Nami uvadéné anotace bychom mohli zjednodusit
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tak, ze bychom odkazovali na ¢isla formuli, coz by ale obnéselo, ze postupné
vznikajici formule bychom museli postupné ¢islovat.

Znovu pripominame elementarni zpiisob vyhodnoceni: jsou-li véechny
vétve uzavreny (x), dany usudek je platny; je-li aspon jedna vétev oteviena,
dany tsudek platny neni. V pripadé ovérovani tautologi¢nosti je to podobné,
tautologie je vlastné tsudek s nula premisami.

1) Metodou sémantickych tabel ovérte usudek p—q, p .. g (tj. vlastné Mo-
dus ponens).

p—q v premisa

p premisa

—q negace zavéru (tj. predpoklad dikazu sporem)
I\

—-p q dekompozice prvni premisy; —

X X

Vsechny vétve stromu jsou uzavieny, ¢ili neexistuje valuace, ktera by splitovala
mnozinu obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, ze usudek je platny.

2) Metodou sémantickych tabel ovérte usudek pv—g, q .. —p.

pvV—q v premisa
q premisa
——p v negace zavéru (tj. predpoklad diikazu sporem)
|
p
/A
P —q dekompozice prvni premisy; v
X

Vsechny vétve stromu nejsou uzavieny, Cili existuje valuace, kterd spliuje

mnozinu obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, ze usudek neni
platny.

3) Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p—g, —q .. —p (tj. vlastné
Modus tollens).

p—q v prem?sa
—q premisa
—p v negace zavéru
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dekompozice negace zavéru; ——

dekompozice prvni premisy; —

Vsechny vétve stromu jsou uzavieny, ¢ili neexistuje valuace, ktera by splhovala
mnozinu obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, Ze Gsudek je platny.

4) Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p—q, g—r ... p—r (4. vlast-

né Hypoteticky sylogismus).

p—9q
q—)?’
—(p—r1)

p

—r

I\

v
v
v

premisa
premisa
negace zavéru

dekompozice negace zavéru; ——
dekompozice negace zavéru; ——

dekompozice prvni premisy; —

dekompozice druhé premisy; —

Vsechny vétve stromu jsou uzavieny, ¢ili neexistuje valuace, ktera by splilovala
mnozinu obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, Ze isudek je platny.

5) Metodou sémantickych tabel ovéite usudek —pv—g, —r—p .. g—r.

—pv—qg
—r—p
—(g—1)

q

—r

/A
i p
A
r —-p —q

v
v
v

predpoklad
predpoklad
negace zaveéru

dekompozice negace zavéru; ——
dekompozice negace zavéru; ——

dekompozice druhé premisy; —
dekompozice ——r; ——; dekompozice prvni

premisy; v
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Vsechny vétve stromu jsou uzavreny, ¢ili neexistuje valuace, ktera by splitovala
mnozinu obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, Ze isudek je platny.

6) Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p—g, =(ga—r) ... pvr.

p—q v premisa

—(gr—r) v premisa

—(pvr) 4 negace zavéru
|

—p dekompozice negace zavéru; —v
—r dekompozice negace zavéru; —v
[\

—p q dekompozice prvni premisy; —
I\

—q r—qr dekompozice druhé premisy; —A
X X X
Usudek nen platny.

7) Metodou sémantickych tabel ovérte usudek p—gq, g—1 —rv—p ... —p.

p—q v premisa

q—r v premisa

—rv—p v premisa

—p v negace zavéru

|

p dekompozice negace zavéru; ——

/A

—P q dekompozice prvni premisy; —
x [\

—r —p dekompozice tfeti premisy; v
/\ X

—q T dekompozice druhé premisy; —
X X
Usudek je platny.

8)  Metodou sémantickych tabel ovéite tsudek p—q, rv—q ... (pvg)—r.

p—q v premisa
rv—q v premisa
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—|(|(pvq)—>r)

(pvq)

—r

q
\

—P q
\ X

/
P q
X X

-~ | —

/
r
X

Usudek je platny.

negace zavéru

dekompozice negace zavéru; ——
dekompozice negace zavéru; ——

dekompozice druhé premisy; v

dekompozice prvni premisy; —

dekompozice slozené formule pod zavérem; v

9) Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p—(g—r1) . (pAg)——r.

p—(g—rn)v

—||((p/\q)—>—|r)

(prg)

——r

p
q
r

Usudek nen{ platny.

10)  Metodou sémantickych tabel ovéite tsudek p—q, g——r, —r—s .-

pP—4q

q—>—r

—r—s

—||(p%$)
p

SNSSS

premisa
negace zavéru

dekompozice negace zavéru; ——
dekompozice negace zavéru; ——

dekompozice (pAg); A
dekompozice (pAg); A
dekompozice ——r; ——

dekompozice prvni premisy; —

dekompozice g—r; —

premisa
premisa
premisa
negace zavéru

dekompozice negace zavéru; ——

ps.
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—s dekompozice negace zavéru; ——
ﬁ/p \ q dekompozice prvni premisy; —
. _,/q \—|r dekompozice druhé premisy; —
X_|_|/r \/\ s dekompozice tteti premisy; —
lr " dekompozice ——r; ——
X
Usudek je platny.

11)  Metodou sémantickych tabel ovérte usudek (pvq)<>(ras), g<>(—r—p)
s r—(pvg).

(pvq)>(rns) v premisa
q<>(—r—p) v premisa
—(r—=(pvq)) v negace zavéru
|
r dekompozice negace zavéru; =——
—(pvq) v dekompozice negace zavéru; ——
—p dekompozice (pvq); —v
—q dekompozice (pvq); —v
I\
pvqv —(pvq) v dekompozice prvni premisy; <>
tAs v =(TAS) v dekompozice prvni premisy; <>
/A |
P q | dekompozice pvg; v
X X |
—p dekompozice —(pvq); =v
—q dekompozice —(pvq); =v
I\
—r —s dekompozice —(rAs); =A
x [\
q —q dekompozice druhé premisy; <>
(=r—=p) —(=r—p) v dekompozice druhé premisy; <>
X
—r dekompozice —(—r—p); =—
—p dekompozice ~(—r—p); =—
X
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Usudek je platny.

12)  Metodou sémantickych tabel ovéfte, zda je formule A—(B—A) tauto-
logii. (Pro volbu A, B, C namisto p, g, r v téchto tlohdch nemame s vyjimkou
odliseni od ovérovani asudki zvlastni déivod.) Jak uz bylo feceno vyse, tauto-
logie je vlastné zavér pomyslného tsudku o nula premisach. Pri dikazu spo-
rem tedy celou tautologii negujeme.

—(A—(B—A)) V4 negace formule
|
A dekompozice negace formule; ——
—(B—A) v dekompozice negace formule; =—
|
B dekompozice predchozi slozené
formule; ——
—A dekompozice predchozi slozené

formule; ——
X

Dana formule je tautologii, nebot neexistuje valuace, ktera by spliiovala negaci
této formule. Protoze je nesplnitelnd, negace dané formule je kontradikce a for-
mule dana je tudiz tautologii.

13)  Metodou sémantickych tabel ovérte, zda je formule (-=B——C)—(A—B)
tautologii.

—((=B—>—-C)—(A—B)) negace formule
—B——-C v dekompozice negace dané
formule; =—
—(A—B) v dekompozice negace dané

formule; ——

A
—B dekompozice -(A—B); =—
/A
B —C dekompozice (-B——C); —

Dana formule neni tautologii, nebot existuje valuace, kterd spliuje negaci této
formule.
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14)  Metodou  sémantickych  tabel  ovéfte, zda je  formule
—((A=>(B—C)—=((A—=B)—(A—())) tautologii.

—((A—>(B—C))>((A—B) »(A—C(C))) v negace formule

A—(B—C) v dekompozice negace
dané formule; ——
—((A—B)—(A—Q)) v dekompozice negace
dané formule; ——
|
A—B v dekompozice
—((A—>B)—>(A—0)); =—
—(A—C) v dekompozice
—((A>B)—>(A—0)); =—
|
A dekompozice
—C dekompozice
/A
—A B dekompozice A—B; —
X [\
—A B—-C v dekompozice
A—(B—C); >
x /[ \
-B C dekompozice B—>C; —
X X

Dana formule je tautologii, nebot neexistuje valuace, ktera by splnovala negaci
této formule.

15)  Metodou sémantickych tabel naleznéte valuaci (je-li jaka), jez splnuje
mnozinu formuli {p——r, gvr}.

p——r v dana formule
qvr v dana formule
/\
—p —r dekompozice p——r; —
I\
qrqr dekompozice gvr; v
X

208



14. Diikazové systémy

Sémantické tablo k dané dvojici formuli ma tfi oteviené vétve. Vsechny uka-
zuji, které valuace splnuji mnozinu téchto formuli. Indikuji ndm totiz mnoziny
valuaci: danou mnozinu spliuji valuace v takové, ze v(q)=1 a v(p)=0 (a r je bud
1 nebo 0), a dale valuace v takové, ze v'(p)=0 a v'(r)=1 (a q je bud 1 nebo 0)
a kone¢né valuace v’ takova, Ze v"/(q)=1 a v"/(r)=0 (a p je 1 nebo 0).

16)  Metodou sémantickych tabel naleznéte valuaci (je-li jaka), jez splhuje
mnozinu formuli {pvgvr, —=p, pvgv—r, pv—gq}.

pvqvr v dana formule
—p dana formule
pvqv—r v dana formule
pv—q v dana formule
/\
P —q dekompozice pv—g; v
x /[ ]\
pqr dekompozice pvqvr; v
x x /]\
pq-—r dekompozice pvqv—r; v
X X X

Sémantické tablo k dané ¢tverici formuli nemé Zadnou otevienou vétev, nee-
xistuje tedy valuace, kterd by danou mnozinu formuli splnila.

14.9 Cviceni - diikkazy metodou sémantickych tabel

1) Metodou sémantickych tabel ovérte tsudky v 12.5a 12.7.

2) Metodou sémantickych tabel ovéfte, zda je dana formule tautologie;
jako zadani formule vyuzijte cvic¢eni 10.2.

3) Metodou sémantickych tabel naleznéte valuaci (je-li jaka), jez spliuje
mnozinu formuli; jako zadani mnozin formuli vyuzijte cviceni 3.9.
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14.10 Rezoluc¢ni metoda

Rezolucni metoda ¢i rezolucni dokazovdni, v navaznosti na predchiidce vypra-
covand Johnem Alanem Robinsonem, se uplatnuje pfi automatickém doka-
zovani, a proto je procvi¢ovana zejména v prostredi informatiky. Jak uvidime,
problematika md souvislost s problematikou disjunktivnich/konjunktivnich
forem.

Rezolu¢ni metoda vyuziva nasledujici pravidlo (kde [ je literdl, tj. ato-
micka formule nebo jeji negace), nebo jeho dvé netplné varianty:

(AVI)A(Bv=I) (AvDA—l (Av—=DAl

(AvB) A A

Zavér tohoto pravidla, (AVB), je nazyvan rezolventa. Rezolventa je sémanticky
dusledek, nikoli vsak ekvivalent, konjunkce (Avl) a (Bv—l).

Nyni tzv. klauzule je literdl nebo disjunkce literalti. Napriklad (Avi)
i (Bv—l) jsou klauzule. Klauzule odpovida nekontradiktorické formuli. To zna-
mend, Ze tautologiim odpovidaji klauzule jako napf. pviv—l, které obsahuji
literal i jeho negaci. Kontradikcim na druhou stranu odpovida prazdna klau-
zule o (kdyby byla neprazdna, byla by pravdiva aspon pri néjaké valuaci). Tzv.
klauzuldrni forma dané formule neni nic jiného nez jeji konjunktivni normalni
forma, tj. konjunkce klauzuli. Naptiklad —av(bac) ma jako klauzularni formu
(=avb)A(=ave).

Rezolu¢ni metoda ma vice moznosti uplatnéni, zde je jen nékolik ukazek.

1) Za¢néme prikladem odvozeni disledku z mnozZiny formuli, resp. s ové-
fenim usudku jako tieba:

p—4q
—p—r

qvr
Premisy usudku prevedeme na klauzule (eliminujeme dvojitou negaci) a sefa-

dime pod sebe jako prvni kroky naseho dikazu, tedy jako jeho predpoklady.
Poté na dané kroky aplikujeme rezolu¢ni pravidlo:
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1. —pvq predpoklad
pvr predpoklad
3. qvr rezoluce (1,2)
2) Pravidlo rezoluce miZzeme nasadit podle potfeby opakované i na pri-

vvvvvv

—s—>—g, tv—r . p—)(SVt)Z

1. —pvqvr predpoklad (1. premisa v upravé)

2. sv—q predpoklad (2. premisa v upravé)

3. tv—r predpoklad (3. premisa v Gpravé)

4, —pVsvr rezoluce (1,2)

5. —pVsvit rezoluce (3,4)

6. p—>(svi) (aprava 5.)

3) Jako dalsi priklad uplatnéni rezolu¢ni metody si ukdZzeme generovani

logickych dusledkt formuli. Uvazme pro piiklad, Ze lidé se jmény A az E se
divaji na televizi, cemuz odpovidaji atomické vyroky a az e. Vime, ze plati do-
slova toto (a—b), (dve), (bvc)a=(bac), (de>c), e—>(and). Dané vyroky preve-
deme do klauzularni podoby:

(a—b), tj. (—avb)

(dve)

(bve)A=(bAc), tj. (bve)A(=bv—c)

(de>0), tj. (mdve)A(—evd)

e—>(and), tj. mev(and) ¢ili (meva)A(—evd)

ANl e

Konjunkce rozdélime na jednotlivé klauzule a vSechny ziskané klauzule seradi-
me do posloupnosti jako prvni kroky dikazu:

—avb
dve
bvc
—bv—c
—dvce
—cvd
—eva
—evd

N o U W

Dalsi kroky ziskame rezoluci. Snazime se pritom vygenerovat nejjednodussi rezol-
venty, ¢imz ziskame vSechny platné elementarni (pozitivni nebo negativni) fakty:
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9. d rezoluce (2,8), tj. D se diva

10. ¢ rezoluce (5,9), tj. C se diva

11. b rezoluce (4,10), tj. B se nedivé
12.  —a rezoluce (1,11), tj. A se nediva
13. —e rezoluce (7,12), tj. E se diva

4) Pred aplikaci rezolu¢ni metody k ovéfeni splnitelnosti mnoziny formuli
si pfipomenme, 7e mnozina formuli je nesplnitelnd, pokud obsahuje spor
nebo je spor z dané mnoziny odvoditelny. Takze pokud v diikazu vygeneruje-
me prazdnou rezolventu, dand mnozina je nesplnitelnd. Ovéfme splnitelnost
mnoziny {pvqv—r, —p, pvqvr, pv—qj:

1. pvgqv—r

3. pvqvr

4, pv—q

5. qv—r rezoluce (1,2)
6. pvq rezoluce (1,3)
7. p rezoluce (4,6)
8. 0 spor (2,7)

Dalsi rezolventy jiz generovat nemusime, dana mnozina je nesplnitelna.

5) Usudky Ize ovéfovat rovnéz aplikaci metody rezoluce v rdamci dikazu
sporem. Ovéfme tak napriklad usudek pvg, —pvra —qvs .. rvs. Pfi dikazu
sporem negujeme zavér a prevedeme ho pomoci DM na —rv—s. Na dané for-
mule opakované aplikujeme rezolu¢ni pravidlo:

1. pvq predpoklad

2. —pvr predpoklad

3. —qVs predpoklad

4. —r prvni konjunkt negace zavéru
5. —s druhy konjunkt negace zavéru
6. —p rezoluce (2,4)

7. q rezoluce (1,6)

8. —q rezoluce (3,5)

9. O spor (7,8)

P1i ditkazu sporem jsme tedy dosli k prazdné klauzuli, takze ptislusna mnozina
predpokladana v ditkazu sporem splnitelna neni. Proto dany zavér plyne ze za-
dané mnoziny formuli, sudek je platny.
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14.11 Cviceni - urceni vyplyvajiciho vyroku rezoluc¢ni

metodou (vybér z moznosti)

Rezolu¢ni metodou urcete ten jediny vyrok z nize uvedenych moznosti, ktery
vyplyva z vyroka danych:

1)

2)

3)

4)

Jestlize nemam chripku, tak mam nachlazeni.
Nemdam nachlazeni.

i) Jestlize mam chripku, tak nemam virézu.
ii) Mam chfipku nebo mam virézu.
iii) Nemam chtipku nebo mam virézu.
iv) Jestlize nemam nachlazeni, tak mam virdzu.
v) Méam nachlazeni nebo nemam virdzu.

Jestlize mam hifi, tak mam televizi.
Nemdm televizi.

i) Mam video nebo mam hifi.
ii) Nemdam video nebo mam televizi.
iii) Neméam video nebo nemdm hifi.
iv) Jestlize mam video, tak mam hifl.
v) Jestlize nemam video, tak mam televizi.

Jestlize pracujes, tak se nesoustredis.
Jestlize pracujes, tak se soustredis.

i) Pracujes.

ii) Nepracujes.
iii) Jestlize se nesoustredis, tak pracujes.
iv) Jestlize nepracujes, tak se soustredis.
v) Pracuje$ nebo se soustredis.

Nesviti-li kontrolka, pristroj nefunguje.
Kontrolka nesviti nebo nejde elektfina.

i) Kontrolka sviti.

ii) Nejde elektfina.
iii) Funguje-li ptistroj, pak nejde elektfina.
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iv) Funguje-li ptistroj, pak jde elektfina.
v) Kontrolka nesviti.

5) Jestlize je to tézké, tak to neni hranaté.
Jestlize to neni hranaté, tak je to oblibené.

i) Je to tézké nebo to neni oblibené.
ii) Je to tézké nebo je to oblibené.
iii) Jestlize je to tézké, tak to neni oblibené.
iv) Jestlize to neni tézké, tak je to oblibené.
v) Jestlize je to tézké, tak je to oblibené.

6) Jestlize jedu na chalupu, cestuji vlakem a pijdu dlouho pésky.
Necestuji vlakem.

i) Nejedu-li na chalupu, tak ptajdu dlouho pésky.
ii) Nejedu na chalupu nebo piijdu dlouho pésky.
iii) Nejedu-li na chalupu, tak neptjdu dlouho pésky.
iv) Pjdu dlouho pésky nebo jedu na chalupu.

v) Ptjdu-li dlouho pésky, jedu na chalupu.

7) Jestlize nejdu do prace, je pracovni den a mam dovolenou.
Neni pracovni den.

i) Nejdu do prace nebo nemam dovolenou.
ii) Mam-li dovolenou, nejdu do prace.
iii) Mam dovolenou nebo nejdu do prace.
iv) Nejdu-li do prace, mam dovolenou.

v) Jdu-li do prace, nemam dovolenou.

8) Jestlize je slune¢né nebo neprsi, tak jdu na zahradu.
Prsi.

i) Jestlize je slune¢né, tak nejdu na zahradu.
ii) Jestlize neni slune¢né, tak jdu na zahradu.
iii) Nejdu na zahradu.
iv) Neni slune¢né nebo jdu na zahradu.

v) Je slune¢né nebo nejdu na zahradu.

9) Dam si polévku nebo nebudu jist.
Jestlize si ddm polévku, neddm si fizek.
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i) Jestlize budu jist, tak si dam rizek.
ii) Budu jist nebo si nedam fizek.
iii) Nebudu jist a dam si fizek.
iv) Nebudu jist nebo si dam fizek.
v) Jestlize budu jist, tak si nedam fizek.

10)  Jestlize nevyvaruji, uklizim.
Jestlize vyvaruji, budu obédvat.

i) Uklizim nebo budu obédvat.
ii) Uklizim a nebudu obédvat.
iii) Jestlize neuklizim, nebudu obédvat.
iv) Uklizim nebo nebudu obédvat.
v) Neuklizim nebo budu obédvat.

11)  Kdyz se kaci les, [étaji trisky.
Kici se les nebo 1étaji krovci.

i) Jestlize nelétaji trisky, nelétaji kiirovci.
ii) Jestlize nelétaji trisky, létaji kiirovci.
iii) Nelétaji trisky nebo létaji kirovci.
iv) Létaji trisky a nelétaji kiirovci.

v) Létaji tfisky nebo nelétaji kirovci.

12)  Neni-li destivo, neni osklivé.
Neni destivo nebo neni chladno.

i) Je osklivé nebo je chladno.

ii) Je-1i osklivé, tak je chladno.
iii) Je osklivé a je chladno.
iv) Je-li o8klivé, tak neni chladno.
v) Je o8klivé nebo neni chladno.

13)  Je-li to psano, je to pravda.
Je to pravda, je to chytfe vymysleno.

i) Neni-li to psano, je to chytfe vymysleno.
ii) Neni to psano nebo je to chytfe vymysleno.
iii) Je to psano nebo je to chytfe vymysleno.
iv) Neni to psano a je to chytfe vymysleno.
v) Neni to psano nebo to neni chytfe vymysleno.
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14)  Kdyz se dva perou, treti se sméje.
Kdyz dva biji tfetiho, tfeti se nesméje.
i) Dva se perou nebo nebiji tfetiho.
ii) Kdyz se dva perou, pak biji tfetiho.
iii) Dva se neperou a biji tfetiho.
iv) Dva se neperou nebo biji tfetiho.
v) Dva se neperou nebo nebiji tretiho.

15)  Kdyz kocour neni doma, mysi maji pré.
Kocour neni doma nebo tvrdé spi.

i) Spi-li kocour, maji mysi pré.

ii) Kocour nespi a my$i nemaji pré.
iii) Kocour spi nebo mysi nemaji pré.
iv) Nespi-li kocour, maji mysi pré.

v) Kocour nespi nebo mysi nemaji pré.

14.11 Reseni - uréeni vyplyvajiciho vyroku rezolu¢ni
metodou (vybér z moZnosti)

1) ii), ,Mam chripku nebo mam virézu®
2) iii), ,Nemam video nebo nemam hifi“
3) ii), ,,Nepracujes®

4) iii), ,Funguje-li pfistroj, pak nejde elekttina®

5) v), »Jestlize je to tézké, tak je to oblibené®

6)  ii), ,Nejedu na chalupu nebo ptjdu dlouho pésky*
7) iv), ,Nejdu-li do prace, mam dovolenou®.

8) iv), ,Neni slune¢né nebo jdu na zahradu®

9) v), »Jestlize budu jist, tak si nedam rizek®.
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10)
11)
12)
13)
14)

15)

i), ,Uklizim nebo budu obédvat*

ii), ,,Jestlize nelétaji t¥isky, létaji kiirovci®.

iv), »,Je-li o8klivé, tak neni chladno®.

ii), ,,Neni to psano nebo je to chytfe vymysleno®
v), »Dva se neperou nebo nebiji tretiho®

iv), ,Nespi-li kocour, maji mysi pré*
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15. Neklasické vyrokové logiky

Poslanim této kapitoly je aspon stru¢né referovat o soucasnych vyznamnych
a zavedenych alternativach ke klasické VL; pro bliz§i seznameni s nimi je ne-
zbytné konzultovat doporucenou literaturu. Neklasi¢nost znamend, Ze tyto
logické systémy zamérné rezignuji na néktery z fundamentélnich principii kla-
sické logiky. Jak uvidime, neztidka se rozesly s Principem dvouhodnotovosti;
nékdy se ¢aste¢né rozesly i s Principem kompozicionality (nékdy se v této sou-
vislosti rikd, Ze jsou proto intenzionalni), coz znamena, ze vyznam formule
nelze jednoduse dopoditat z vyznamu slozek, jak bychom ocekavali. Vék nekla-
sickych logik za¢ind vlastné az po druhé svétové valce. V prostredi filosofické
logiky ma dominantni postaveni modalni logika a jeji varianty. Nutno jesté
podotknout, Ze véechny z nize jmenovanych logik maji predikatové-logickou
variantu.

Trojhodnotové logiky

Trojhodnotovd logika byla v dobé mezi dvéma svétovymi valkami navr-
zena nezavisle vice autory, nejvyznamnéjsi je Jan Lukasiewicz. Toho inspiroval
Aristotelav ptiklad vét o budoucich udalostech (napf. o budouci namotni bi-
tvé), jejichz pravdivost neni nyni zjistitelnd. Dmitrije Boc¢vara zase inspirova-
ly paradoxni véty, jejichz pravdivost rovnéz neni urcitelnd. Treti pravdivostni
hodnota byva znacena napriklad pomoci ,,'/>“ (nebo ,,2% U I ¢, L%) a je
¢tena jako ,nerozhodnuto, ,neurcitelna®, ,neni znamo“ ¢i ,paradoxni hod-
nota“ apod. Po druhé svétové vilce Stephen C. Kleene pomohl propagaci par-
cidlni dvouhodnotové logiky, pticemz absence pravdivostni hodnoty u néjaké
funkce byva reprezentovana pravé tieti pravdivostni hodnotou, takze dany pii-
stup je chépan jako trojhodnotovy. (Bo¢varova logika je znama pod ndzvem
Kleeneho slaba (,weak®) logika.) V trojhodnotové logice mame 3 umocnéno
na 3" nargumentovych spojek, tj. 27 unarnich spojek, 729 binarnich, atd. Dil¢i
trojhodnotové logiky se lisi tim, jaké spojky si vybiraji. Napriklad Kleene vy-
bral operatory, které se sémanticky chovaji jako zobecnéné-rozsirené klasické
spojky. Pro ilustraci si zde ukdzeme jen tfi rizné implikace a tzv. slabou (angl.
~weak®) a silnou (angl. ,,strong®) negaci (angl. zvanou téz ,,denial®):
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- p ~ P - q
0 1 0 1 Lukasiewicz | 1, 0
Y Y 1 Y 1 1 Y 0
1 0 1 | 0 p o o1 1 | %
0 1 1 1

- q - q
Boévar 1 1, 0 Kleene 1 1, 0
1 1 Y 0 1 1 Y 0
Plw | vl wn|un Plwm | 1| B | %
0 1 Y 1 0 1 1 1

V trojhodnotové logice obvykle neplati tautologie klasické logiky. Napriklad
Bodvartv systém ,propaguje‘ tfeti pravdivostni hodnotu natolik, ze tfeti prav-
divostni hodnotu ma kazda formule, jejiz néjakda podformule nabyva treti
pravdivostni hodnotu; zakonité pak zadnd formule nemiize mit pravdivostni
hodnotu 1 pti vSech valuacich. To odpovida pojeti tfeti pravdivostni hodnoty
jako paradoxni hodnoty, jez ,nakazi‘ vzdy cely vyrok. V jinych trojhodnoto-
vych logikach tomu tak ale neni, napiiklad je rozumné disponovat disjunkci,
jez je 1, pokud asponl jeden disjunkt je 1, takze ma-li ten druhy disjunkt tret
pravdivostni hodnotu, celek je stejné 1.

Vicehodnotové logiky

Vicehodnotovych logik (angl. ,many valued®) je celd fada, nékteré z nich
vsak vystupuji jako sobésta¢né systémy, napt. fuzzy logika, ponévadz se vyzna-
¢uji nééim vice, nez jen implementaci vice nez dvou pravdivostnich hodnot.
Neékteti autofi maji tendenci vicehodnotové logiky porovnavat (napr. Siegfried
Gottwald, Melvin Fitting), jini zas pracuji na vybrané z nich (napf. Heinrich
Wansing a Jaroslav Sramko pracuji na 16hodnotové logice). V posledni dobé
meéla v ramci filosofické logiky zna¢ny ohlas 4hodnotova logika Nuela Belnapa,
ktery se pro uvedeni 4 pravdivostnich hodnot inspiroval tim, Ze pocitac, jehoz
¢innost chceme modelovat, dostava pro své stavy informace pravdivé / neprav-
divé / sporné / zadné.
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Fuzzy logiky

Fuzzy logika (Cesky nékdy mlhavd logika) byla vyvinuta v naslednictvi
teorie fuzzy mnozin, kterou navrhl v 60. letech 20. stoleti Lofti A. Zadeh jako
mnozinovou teorii uplatnitelnou v oblastech, v nichZ nejsou striktné urceny
prvky danych mnozin, resp. dané predikaty jsou vagni (prikladem je hro-
mada pisku a mj. s tim souvisejici paradox sorites). Fuzzy logika patfi mezi
vicehodnotové logiky, namisto urcitych hodnot pouziva cely interval [1,0],
vyroky tedy ohodnocuje mirou pravdivosti. Nutno podotknout, ze vyrokové
spojky se chovaji zcela klasicky na klasickych hodnotach 1 a 0. Fuzzy logika je
uspés$né nasazovana v teorii fidicich systému (aplikacemi jsou fuzzy regulatory
napf. v automatickych prackach), nebot je s to zpracovavat neurcitou informaci
¢i instrukei (napf. ,voda je stfedné maélo tepld®, ,,zatocit hodné doleva®). Roz-
voj fuzzy logiky akceleroval v 80. letech 20. stoleti, vyznamnymi predstaviteli
jsou Siegfried Gottwald a na$ Petr Héjek, dale jsou v mezinarodnim prostie-
di uspésni Vilém Novdk, Jan Pavelka, z mladsi generace pak Libor Behounek,
Petr Cintula; fuzzy logika se vSak péstuje v celém technologicky vyspélém
svété. Fuzzy VL se zakladné déli na tzv. zakladni, Lukasiewiczovu, Godelovu
a produktovou logiku, jez se navzajem li$i druhem t-normy (angl. ,triangular
norm"), coz je napt. min(x,y) jakozto sémantika spojky A.

Modalni logiky

Modalni logika méa kromé trojhodnotové logiky jesté predchidce v kal-
kulu striktni implikace. Operator striktni implikace (znacena budiz tfeba »,
oficidlni znak pripomina malou harpunu) uvedl Clarence I. Lewis po prvni
svétové valce v kritické reakci na Russellova a Whiteheadova Principia Mathe-
matica. Striktni implikace ma slovni obdobu ,,neni pravda, aby bylo mozné, ze
A je pravdivé a B nepravdivé®; formdlné A»B =, —0(AA—B), kde ¢ je znak pro
»je mozné, ze“. S kalkulem striktni implikace pracovala i vyznamnd modalni
logicka Ruth Barcan Marcusova.

Modalni logika vyuzila formalizovaného pojmu moznosti a nutnosti
k vystavéni celé rady logickych systémi. Pred jejich stru¢nym popisem nejprve
roz$ifme gramatiku VL. Logicka nutnost, znac¢ena o0 (angl. ,box“) je v bézném
jazyce vyjadfena pomoci ,je nutné, Ze ... logickd moznost, znacena ¢ (angl.
»diamond®), je v jazyce vyjadfovana pomoci ,je mozné, ze ...“; moznost je
zpravidla zavedena jako 0A =, —0—A. Oba slovni obraty jsou samozfejmé po-
nékud vagni (nutnost tfeba znamena logickou, ale nékdy i fyzikalni modalitu,
atp.), cemuz odpovidaji rtiznd zpfesnéni v ramci rtiznych modalnich systémd.
Protoze v pozici ,,...“ je vyrok, modalni operatory se chovaji priblizné jako
kvantifikatory, avSak vztazené k vétam; naptiklad nutnost A se zda znamenat,
ze A je pravdiva za vSech okolnosti, vidy. Aplikujeme-li modalni operatory
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na predikaty, véc se stane méné samozfejmou a po formalni i vykladové stran-
ce vznikne rada komplikaci.

Modalni systém znaceny K je zakladni a rovnéz slaby systém. Vznikne
tim, ze k VL (tj. k néjakému tplnému a korektnimu kalkulu pro VL) ptidame
Pravidlo necesitace:

Jestlize |- A, pak také |- DA.

a Axiom distributivity, znac¢eny nékdy téz K:
0(A—B)—(oA—oB).

Systém T vznikne pridanim axiomu T ke K:
(T) DA—A (,je-li nutné, ze A, tak A%)

T-axiom se chova jako intuitivni axiom pravdivosti: ,je-1i pravdivé, ze A, tak A%
Znamé a pouzivané systémy S4 a S5 maji fadu dil¢ich variant. Vzniknou kromé
jiného pridanim itera¢nich axiomu:

(4) DA—O0A (,,je-li nutné, Ze A, tak je nutné, Ze je nutné, ze A“)
(5) 0A—D0A (,je-li mozné, ze A, tak je nutné, Ze je mozné, ze A“)

Zakladni modalni systémy byly navrzeny jiz C. I. Lewisem, ov§em jejich
intuitivni sémantika byla nahrazena explicitni sémantikou, kterou na pocatku
60. let navrhl Saul A. Kripke, jenz pfi tom uplatnil teorii modeli; vysledek se
obecné jmenuje sémantika moznych svétii (angl. ,,possible world semantics®).
Zakladni myslenkou Kripkeho sémantiky je, Ze formule A je pravdiva relativ-
né k tzv. moznému svétu w. Tento w mizeme chapat jako alternativni popis
naseho svéta (historicky termin ,mozny svét svadi k nevhodné konotaci, ze
jde o néjaky alternativni vesmir). Kolekci moznych svét znacme W; jeden pr-
vek W je aktudlnim moZznym svétem, jde tedy o platny popis svéta. Ponékud
zjednodusené feceno, formule OA je pravdiva pravé tehdy, kdyz A je pravdiva
ve vSech w; formule OA je pravdiva pravé tehdy, kdyz A je pravdiva alespon
vjednom w.

To, co se oznacuje jako kripkovskd sémantika, je vylep$enim této ideje.
Jisté ne kazda posloupnost moznych svétti mize korespondovat vyvoji naseho
svéta, ¢ili ne v kazdém w jsou zcela vSechny mozné w’ redlnymi alternativami.
Napriklad je-li Alik psem, neni bezprostfednim pokracovanim daného svéta
svét, v némz je Alik kockou (v oblasti epistemické logiky: vim-li ve w A, po-
kra¢ovdnim neni w’, v némz plati —A). Uspotfddavani svétt do posloupnosti je
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dano povahou na nich operujici relace R, ktera je nazyvana relaci dosaZitelnosti
(angl. ,,accessibility). Jeji vlastnosti jsou zachyceny axiomy, naptiklad reflexi-
vité odpovidd DA—A, symetrii A—>O0A, tranzitivité 0A—DOA; raznym kom-
binacim téchto axiomu tedy odpovidaji rizné druhy R. K interpretaci formuli
nejen modalnich logik se pak pouzZivé tzv. struktura (W, @, R), kde @ je vybra-
ny (,startovni’) mozny svét z W. Z mnoha modalnich logiku ¢i logikt aspon
nékdy pracujicich s modalni logikou se omezme jen na autory vyznamnych
ucebnic ¢i prehledt modalni logiky, Maxe J. Cresswella, G. E. Hughese, Briana
Chellase, Melvina Fittinga, Patricka Blackburna, Maarten de Rijke a Yde Vene-
mu; znamé aplikace v problematice kontrafaktualti pochazi od Davida Lewise
a Roberta Stalnakera.

Temporalni logiky

Aletické modality jako tfeba nutnost jsou jen jednim druhem modalit,
uzce pribuznymi jsou temporalni modality. Proto neni prekvapenim, ze mo-
dalni logika byva vyklddana jako tempordlni logika, kdy posloupnost ¢asovych
okamzikii (namisto svéttl) je linearné usporadana. Zakladnimi operatory jsou
P jakozto formalizace ,platilo, ze“ a F jakozto formalizace ,,bude platit, ze®, dal-
$imi pak H - ,,dosud platilo, ze*, G - ,,(od ted) vzdy bude platit, ze“. Zaklada-
telem temporalni logiky byl na konci 50. let Arthur N. Prior, pokracovateli
pak napt. Hans Kamp, Johan van Benthem, v aplikacich pro modelovani stavi
pocitacovych programi pak napt. Richard Goldblatt.

Epistemické logiky

Epistemickd logika zkouma logické vztahy mezi vyroky s epistémicky-
mi operatory jako naptiklad ,je znamo, ze“ ¢i ,,domnivam se, ze“ (logika do-
mnivani byla nazyvana doxastickd logika). Je-li epistemicka logika vykladem
modalni logiky, 0 je vykladano jako védéni, ¢ jako domnivani; v multimoddlni
logice, jez uz uziva 0 a 9, jsou pro ony dva pojmy rezervovany znaky K a B.
Zakladatelem epistemické logiky je Jaakko Hintikka, ktery ji na zacatku 60. let
20. stoleti predlozil jako variantu modalni logiky. V souc¢asnosti je epistemicka
logika vyuzivana napriklad ve formalni epistemologii. Je tfeba poznamenat, ze
postupem doby se ukazalo, ze klasické axiomy a teorémy modalni logiky jsou
prilis silné v tom smyslu, zZe reprezentuji znalosti agentd, kteti jsou epistemicky
presprili§ dokonali. Pro priklady neni tfeba chodit daleko, sta¢i prezkoumat
libovolny axiom (s vyjimkou KA—A, jez reprezentuje ¢ast klasického nazo-
ru, Ze znalost je odiivodnéné pravdivé presvédceni). Napriklad KA—KKA (.
itera¢ni axiom S4) rikd, ze vim-li A, tak také vim, Ze to vim, a¢ redlné mohou
byt moje kognitivni schopnosti oslabeny, takze konsekvent by neplatil; axiom
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K(A—B)—(KA—KB) zase zavazuje agenty ke znalosti viibec vSech logickych
dusledkt svych presvédéenti, a¢ redlné zadni vSevédouci agenti neexistuji.

Deontické logiky

Deontickd logika (fecké ,deontos® znamena povinny, zadouci), resp.
logika norem, nékdy téz logika imperativii, byla zaloZena v 50. letech 20. sto-
leti Georgem Henrykem von Wrightem jako jedna z prvnich variant modalni
logiky, a to za ticelem vyuziti v oblasti tzv. prdvni logiky. Zakladnimi operatory
jsou O (angl. ,obligatory®, ,je prikdzano®), P (angl. ,permitted®, ,,je dovoleno®),
F (angl. ,,forbidden, ,je zakdzano®); vzajemna definovatelnost je tato: Op = of
—P—p, Pp =,,—O—p, Fp =, —Pp. Deontickd logika se zd4 byt potfebnd a zddou-
ci, nicméné od pocatku zapasi s pal¢ivymi paradoxy, které plynou z prili§ hrubé
analyzy deontickych pojmu. Napriklad Rosstiv paradox ukazuje, Ze zdanlivé
ptijatelné formélni odvozeni Op |- O(pvq) je silné neintuitivni, uvazme ,,Odesli
tento dopis“ |- ,,Odesli tento dopis nebo jej spal®. Predstaviteli deontické logiky
jsou dale napt. Risto Hilpinen, Dagfin Follesdal, Lennart Aqvist. V sou¢asnosti
probiha vyzkum zvlasté v oblasti (nékdy i pocitacové implementované) deontic

action logic, predstavitelem je napr. Krister Segerberg.

Erotetické logiky

Erotetickd logika, ¢asto nazyvand i logika otdzek, vétSinou stavi na mo-
dalni logice, ovSem nékdy zavadi specialni operatory jako ,?“. Soustfeduje se
na logickou analyzu a klasifikaci otdzek a problému primérenosti odpovédi.
Jednim z prvnich logikd vénujicich se této tématice byl v poloviné 70. let 20.
stoleti Nuel Belnap, v soucasnosti je vyznamnym napf. Andrzej Wisniewski.
Dnes se objevuje eroteticka logika jako souc¢ast dynamickych epistemickych
logik (zkoumajicich komunikaci agenti).

Intenzionalni logiky

Termin intenziondlni logika byl zaveden na pocatku 70. let 20. stoleti pro
prace zejména Richarda Montagueho, které se sice zabyvaly modalni logikou,
popripadé néjak rozsifenou o tempordalni parametr, nicméné spise nez o studi-
um logickych struktur jako takovych se jedna o aplikace v oblasti pfirozeného
jazyka, totiz o modelovani jazykovych vyznamt. Montague a jeho nasledovnici
(v lingvistice Barbara Hall Partee) uvazuji, ze vyznamem béznych predikata ¢i
vét jsou intenze modelované jakozto funkce z moznych svétt. Napriklad pro-
pozi¢ni postoj popisovany ve vété jako ,,Adam si mysli, Ze prs$i“ je vztahem
Adama k ur¢ité intenzi (nazyvané propozice), nikoli k pravdivostni hodnoté
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(coz je hodnota té intenze v néjakém mozném svété). Postulovat takovy druh
vyznamu pro véty je nezbytné pro vysvétleni inferenci, které by byly vysvétle-
ny chybné, pokud bychom vyuzivali jen extenze (zde jmenovité pravdivostni
hodnoty). Spise nez v ramci vyrokovych logik jsou ideje intenzionalni logiky
uplatnény v prostredi predikatovych logik.

Intuicionistické logiky

Intuicionistickd logika ma ptivod ve vlivné filosofii matematiky Luciena
E. J. Brouwera, ktery argumentoval, Ze doposud nerozhodnuté matematické
propozice nelze povazovat za pravdivé nebo nepravdivé, a proto neplati zakon
vylouceného tretiho - coz je zakladni znak intuicionistické logiky. Neplati v ni
ani dal$i teorémy klasické VL; uznan neni nepfimy dikaz. (Matematika je pro
intuicionistické matematiky studiem myslenkovych konstrukei, odtud termin
konstruktivismus.) Technické vypracovani intuicionistické VL provedl uz ve 30.
letech 20. stoleti Arend Heyting. Sémantiku nezavisle vyvinul i Andrej Kol-
mogorov, proto termin BHK intepretace intuicionistické logiky (podle ni napt.
dokazat vyrok AAB znamena dokazat A a B; vyroky jsou chapany spis jako pro-
blémy nez véty). V soucasné dobé filosoficky obhajuje intuicionismus Michael
Dummett, Dirk van Dalen, v technic¢téjsi oblasti pracuji Anne Sjerp Troelstra
a Per Martin Lof, ktery podnitil i aplikace v teorii automatického dokazovani.
Neéktera roz$iteni intuicionistické logiky se nazyvaji intermediate logics.

Relevancni logiky

Relevanéni logika, nebo téz relevantni logika, ma inspiraci v Lewisové
kritice materialni implikace. Naptiklad se nejevi pfili§ intuitivni z ,,Prsi“ od-
vodit ,Ma-li Adam auto, prsi“ (dle zakona A |- B—A), odtud termin paradoxy
materidlni implikace. Relevantisté si na prelomu 60. a 70. let 20. stoleti povsimli,
ze materidlni implikace pomiji relevanci, ,obsahovou souvislost’ Relevanéni
implikace (obvykle znacena —, takze se li$i od materialni implikace D) tuto
souvislost zapracovava. To znamena, Ze relevanéni — nemiize mit sémantiku
shodnou s kteroukoli z vy$e studovanych 16 vyrokovych spojek, ale néjakou
podstatné sofistikovanéjsi sémantiku, coz jednoduchy zapis A— B neprozrazu-
je. Proponenty byli Alan Ross Anderson, Nuel Belnap, v soucasnosti se ¢asto
zminuje sémantika vypracovana Richardem Routleym (po prejmenovani: Ri-
chard Sylvan), k dal$im vyzna¢nym relevantistim patfi R. K. Meyer, Edwin
Mares.
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Parakonzistentni logiky

Parakonzistentni logika je v ramci filozofické logiky aktudlné velmi stu-
dovéna, dobu vzniku ma ve druhé poloviné 70. let 20. stoleti. Piivodni motivaci
pro jeji existenci miizeme najit ve snaze rozhodnout paradoxni véty, jez zfejmé
bud nemaji Zadnou hodnotu (to bychom se ale ptiklonili jako Kripke a jini
k néjaké parcialni logice), anebo maji obé dvé pravdivostni hodnoty zaraz. To
navrhl nejznaméjsi proponent parakonzistentni logiky, Graham Priest a toto
okaté poruseni Principu dvouhodnotovosti nazval dialetheia (dvojpravda).
Dtilezité je, Ze ze sporu parakonzistentni logika nevyvozuje cokoli, odmita
totiz Princip Dunse Scota, jenz je barvité nazyvan Princip exploze. Potvrzujici
motivaci lze vidét napriklad v systémech pravnich norem, které vétsinou obsa-
huji skryty spor, ale z toho prece nevyvozujeme, Ze se smi cokoli. Priest se poz-
déji priklonil nejen k mys$lenkam relevanéni logiky, ale téz ke ¢tyfhodnotové
logice. Jako logiku formdlni inkonzistence péstuji parakonzistentni logiku New-
ton da Costa ¢i Walter Carnielli, jako adaptativni logiku Diderik Batens, pro-
pagatorem je i Jean-Yves Béziau.

Substrukturalni logiky

Substrukturdlni logika vypousti néktera pravidla gentzenovského kalku-
lu, jez se tykaji pouze strukturalnich aspekti logického vyvozovani jako napt.
moznost libovolné zamény premis. Studiu riznych substrukturalnich logik se
vénuji naptiklad Francesco Paoli, Peter Schroeder-Heister, Kosta Dosen nebo
Greg Restall ¢i Jean-Yves Girard (ten navrhl specifickou variantu pod nazvem
linedrni logika).
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Robinson 210
rozhodnutelnost 171
rozhodnutelny 171
Russell 15

Russelltiv paradox 15

S

sekven¢ni kalkul 192
sekvent 192



Rejstrik

sémanticka bezespornost 172
sémanticka tabla 197
sémanticka aplnost 172
sémantické stromy 59, 197
sémantika
algebraicka 46
sémantika moznych svéta 222
sémantika 39, 42
Shefferova funkce 24, 31
slozitost (komplexitu) formuli 41
Smullyan 197
splnitelnost 45
splhovani 45
substituce 48
s.uf. 40
sylogistika 13
symbolicka logika 15
symbolickd notace 13
symbol pro vyrokovou spojku 22
syntaktické stromy 42
syntaktickd aplnost 171
syntax 40
VL 40
systém 171
axiomaticky 163
bezesporny 171
formalni 163
konzistentni 171
korektni 172
rozhodnutelny 171
syntakticky uplny 171, 172
systém formuli T' 45
logicky pravdivy 46
splnéni 45
splnitelnost 45
(tauto)logicky diisledek 48

T

tablovd metoda 197

tabulkovd metoda 57
Tarski 16
tautologicky dusledek 48
tautologie 46
vyrokové-logicka 46
teorém 163, 168
teorémy 163
teorie 164
axiomatickd 164
axiomatizovana 164
formalizovana 164
teorie modeld 16, 45
tranzitivita 130

U

UDNF 114

uplnost 171

Uplna disjunktivni (konjunktivni)
normdlni forma 113

usudkova forma 12

\%

valuace 43
VD 169
véda o mySleni 14
véta
o dedukci (sémanticka varianta)
169
o dualité 47
o dtikazu rozborem pripadat 170
o dtikazu sporem 170
o kompaktnosti 46
o korektnosti pravidla Modus
ponens 166
o reprezentaci 113
o reprezentaci formuli pomoci
UKNF 114
o reprezentaci formuli pomoci
UDNF 114
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vétné operdtory 40
VL 171
vylucovaci disjunkce 24, 30
vynechavani zavorek 41
vyplyvani 9, 10, 14, 16
monoténnost 130
reflexivita 130
tranzitivita 130
vyrokové-logické 129
vyrok 19
elementarni 19
jednoduchy (atomicky,
elementarni) 19
negace 97
opak 97
slozeny (molekuldrni) 19
vyrokova logika
rozhodnutelnost, bezespornost,
uplnost 171
vyrokova logika 19
vyrokova spojka
symbol pro 22
vyrokova funkce 21
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vyrokové-logické vyplyvani 129
vyrokové-logicka kontradikce 47
vyrokové-logicka tautologie 46
vyrokové-logicka platnost 131
vyrokové symboly 19, 40
vyrokové proménné 19
vytvarejici posloupnosti 42

Z

zakladatel logiky 13
zakladatel moderni logiky 15
zakon

De Morganiv 79

Dunse Scota 79

dvojité negace 78

redukce ad absurdum 79

simplifikace 79

sporu 78

totoznosti 78

vylouéeného tietitho 78
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Rejstiik casto uzitych symbolt

Rejstiik casto uzitych symboli

AN -

NCm:

o

< U

N ——

—>7 1 <>

pravdivostni hodnota Pravda
pravdivostni hodnota Nepravda

negace

konjunkce

disjunkce

(materialni) implikace
ekvivalence

Schefferova funkce
Nicod-Peirceova funkce

oddéluje premisy a zavér (platného ¢i neplatného) tsudku ¢i tsudkové
formy

oddéluje predpoklady a zavér odvozovaciho pravidla; ovsem v pripa-
dech wuziti ,,/“ bez mezer jako naptiklad v ,,A/B“ indikuje, Ze A je sub-
stituovano za B; kone¢né v textu psaném béznou ¢estinou ,,/“ oddéluje
alternativy

vyplyvani, tj. formule napravo od ,F“ je (tauto)logicky dusledek
mnoziny formuli nalevo od ,,F*

dokazatelnost formule napravo od ., z mnoziny formuli nalevo

od |-

interpretace, tj. (binarni) funkce sémanticky ohodnocujici formule
valuace, tj. funkce sémanticky ohodnocujici atomické formule (tj. vy-
rokové proménné)

literal, tj. atomicka formule nebo jeji negace

mnozina obsahujici enumerované prvky
usporadana n-tice enumerovanych prvka
vztah byt prvkem néjaké mnoziny

vztah sjednoceni dvou mnozin

vztah podmnoziny

oddéluje mnoziny formuli a formule v sekventech gentzenovské de-
dukce

zatrzitko indikujici, Ze slozena formule byla v sémantickém tablu de-
komponovana

znak indikujici uzavteni vétve sémantického tabla
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