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Uvod

Aplikécia Statistickych metéd a Statisticky orientovany sposob uvazovania nebol v biologickej antro-
polégii zauzivany od jej zaciatkov v eurdpskom novoveku, a ani v sicasnosti nepatri k optiméalne
rozvinutym oblastiam antropolégie. Cely rad Statistickych metéd pritom vznikol v sivislosti s po-
trebami vednych odborov zaoberajuicich sa ¢lovekom (napr. linedrna regresnd analyza vznikla kvoli
odhadovaniu vysky postavy ¢loveka na zédklade diZky kosti jeho skeletu, Pearson (1899)). Jednym
z dovodov je po storocia pretrvavajuci typologicky pristup k studiu ¢loveka, v dosledku coho sa
na dlhy ¢éas zakonzervoval rasovy koncept, ktory brzdil akékolvek §tidium ludskej rozmanitosti a
prisposobivosti. Antropologické stidie deviatnasteho storocia, napisané ¢asto na mnoho desiatkach
a7 stovkach strdn, do najmensieho detailu popisovali niekolko I'ud{ & niekolko Iudskych kosti, a bez
akychkolvek tidajov o spdsobe vzniku vzorky vyvodzovali d’alekosiahle zdvery napr. o ,rasovych*
rozdieloch (cf. Broca, 1862). Aj niektor{ zakladatelia a priekopnici biologickej antropoldgie v storoci
dvadsiatom sa vyuzitiu Statistiky brénili. Dokonca i znamenity Ales Hrdlicka (1869-1943), americky
antropoldg ¢eského povodu, zakladatel’ a dlhodoby editor dnes celosvetovo uznévaného odborného
casopisu American Journal of Physical Anthropology, $tatistike neprial a nepodporoval pouzitie po-
krocilych statistickych metéd v ¢ldankoch publikovanych v tomto Casopise (Ashley Montagu, 1944).
Situdcia sa zacala menit v polovici 20. storoéia, kedy sa biologickd antropoldgia zacala orientovat eko-
logickym smerom a skimat Tudské populécie a variabilitu T'udskych vlastnosti v nich i medzi nimi
ako vysledok dlhého procesu prispésobovania sa réznym podmienkam prostredia (Mielke a kol., 2011,
str. 3-22). Popula¢né vzorky, sposob ich vzniku a ich vlastnosti (populaéné mikroevoluéné procesy) sa
stali pre interpretaciu vysledkov a vyvodzovanie zaverov zdsadné, rovnako tak ako sa Statistika stala
délezitym nastrojom zabezpecujticim platnost (Statistickid validitu) antropologickych zaverov. Uz prva
Cesko-slovenska ucebnica antropoldgie ma kapitolu zoznamujicu s podstatou zdkladov Statistického
uvazovania (Suchy, 1967), nasledovand vznikom niekolkych d’alsich prdc o Statistike a biostatistike,
vhodnej pre antropolégov, biolégov a lekdrov (napr. Zvéra, 1999, 2001; Komenda, 2000). Aplikdcia
Statistickych metéd je dnes sticastou takmer kazdej odbornej prace v biologickej antropoldgii, pricom
pokroky v rozvoji statistickych metéd umoziiuji vyber vhodnej metédy prispésobenej skimanym ja-
vom a komplexné usporiadanie statistickych porovndvani. Vyucba zakladnych statistickych metdéd patri
medzi standardné sticasti stidia biologickej antropolégie. Napomaha adeptom nauéit sa pristupovat k
rieSenym problémom koncepéne od samotného zaciatku, t.j. poc¢iatocného napadu a navrhu vyskumu
az po rozhodovanie o zdvaznosti nimi zistenych vysledkov. Ako v pripade kazdého néstroja aj v pripade
Statistickych metéd plati, ze pri spravnom pouziti dobre spfﬁajﬁ svoj tcel, ale pri nespravnom pouziti
moézu vysledky vyskumu v nezndmej miere stracat svoju platnost.

Dnesny antropologicky vyskum sa bez uplatnenia Statistického uvazovanie nezaobide. I ked’ sa
vicsina bioldgov, lekdrov ani antropolégov Statistikmi nikdy nestani (az na vynimoéné persondlne
unie), vysledky vyskumov i moznosti ich publikdcie na sprdvnom usporiadani a Statistickom spraco-
vani d4t silno zdvisia. KIti¢ovym pre obojstranne tispesnt spolupracu preto je na strane tychto odborov
porozumiet zdkladom §tatistickych postupov, vediet sa vyjadrovat aspon zakladnou statistickou ter-
minolégiou a vediet Statistikovi vysvetlit svoj vyskumny zdmer; na strane Statistika potom pochopit
podstatu zamerania jednotlivych odborov, charakter ich metodolégie a typické problémy, s ktorymi
sa po Statistickej stranke stretdvaji — a vytvorit si vztah obojstranného porozumenia a prospesnosti.
Jednym z cielov tejto knihy je podporit kladny pristup mladych lIudi k vyuZivaniu statistickych metéd
v antropoldgii a d'alsich odboroch a umoznit ich aplikdciu v prostredi programu @, univerzalneho
vypoctového prostredia, volne dostupného vietkym (R Development Core Team, 2013).

Této kniha nie je ani ,kuchdrskou knihou* (pretoze matematicka Statistika nie je knihou receptov
alebo névodov), nie je ani ,teoretickou matematickou Statistikou“ (pretoze tedria je vysvetlend pro-
strednictvom prikladov pochédzajtcich z reality praxe biologickej antropolégie) a nie je ani ,u¢ebnicou
prostredia @“ (pretoze program @ je v knihe pouZity len ako ndstroj, prostrednictvom ktorého st
rieené redlne situdcie). Cim teda kniha je? Kniha je unikétnou kombindciou sily teoretického
zadkladu matematickej Statistiky implementovaného v prostredi @ s cielom pochopit a
riesit praktické situicie z biologickej antropolégie (ako aj biolégie a mediciny). Preco
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prave @? Pretoze @ naozaj stoji za to. Nie je to len ,uzivatelsky neprisposobivy“ komerény klikaci
softvér sliziaci na rieSenie vybranych problémov z aplikécii s obmedzenym mnozstvom pouzitelnych
Statistickych metdd (pokial sa nejakd metéda v takomto sofvéri nenachddza, je nutné ju hl'adat inde). Je
to volne &fritelné komplexné prostredie sliZiace na Statistické vypoéty, prostredie schopné prispdsobit’
sa poziadavkdm uZivatela. Je to interaktivne prostredie s pritaZlivou statickou, ako aj animaénou gra-
fikou. Je to prostredie, v ktorom je mozné riesit nekonecné mnozstvo praktickych, ako aj teoretickych
Statistickych problémov. @ je ,,vSetko v jednom“ a naozaj stoji za to!

Kniha je napisand na zaklade dlhoro¢nych sktsenosti prvého autora z prednasSania biostatistickych
predmetov na Styroch univerzitdch (Univerzita Komenského, University of Vienna, University of Glas-
gow a Masarykova univerzita) pre studentov antropolégie, mediciny, aplikovanej matematiky a Statistiky.
Je jeho viziou komplexného pristupu k matematickej Statistike pozostavajiceho z dvoch trojpiliérovych
systémov

1. (a) matematicko-tatistickd tedria, (b) implementdcia v @ a (c¢) aplikdcia na redlne situdcie a
2. (a) planovanie bio-medicinskych 3tidii, (b) databdza a ddtovy manazment a (c) interpretécie.

Je ¢lenena do deviatich kapitol. Prva kapitola Vedecké stidie obsahuje informéacie o pldnovani bio-
medicinskych §tidif, ktoré by mal vediet prakticky pouzivat kazdy vedec pracujtici s redlnymi détami.
Zahifia témy ako typy vedeckych §tdif, tedria a prax ndhodného vyberu, presnost’ merania, zndhodne-
nie a zaslepenie, pravidla tvorby bio-medicinskych databéz (,, Achilovej pity “ vyskumu), planovanie roz-
sahu ndhodného vyberu (,,piliéra“ pldnovania) a pod. Druh4 kapitola poddva prehlad filozofie pojmov
,model rozdelenia pravdepodobnosti* a ,Statisticky model“, z ktorych st postavené , pevné zaklady “
vyskumu na redlnych ddtach. Nachddza sa v nej prehlad vybranych, najéastejsie sa vyskytujticich
modelov ako model binomického rozdelenia, Poissonovho rozdelnia, multinomického a sic¢inového
multinomického rozdelenia, negativne-binomického rozdelenia, model normalneho rozdelenia a pod.
Parametre tychto modelov st podkladom ,8tatistického vykladového slovnika“, ktory slizi na in-
terpretacie vysledkov. Tretia kapitola Charakteristiky polohy a variability a Statistickd grafika ob-
sahuje metddy zdkladnej ciselnej a grafickej exploratérnej analyzy. Charakteristiky polohy a variability
zjednodusene charakterizuji déta. Statistickd grafika je ,obrazom v rdme®, prostrednictvom ktorého
su dédta a vysledky sStatistickych analyz prezentované. Stvrta kapitola Testovanie hypotéz komplexne
zahfiia najdolezitejsi ,pojmotvorny statisticky aparat“, bez znalosti ktorého nie je mozné robit’ ziadnu
Statistickd analyzu, t.j. ide o ,piliér* statistickych analyz a ich interpretacii. Dalsie styri kapitoly su
ucelenym prehladom najcastejsie pouzivanych statistickych metéd. Ide o systematiky prehlad jed-
novyberovych, dvojvyberovych a viacvyberovych praktickych situacii. Tieto kapitoly st zakladom
Statistickej inferencie, prostrednictvom ktorej si zovSeobecnené a interpretované vysledky analyz. Te-
oreticky tivod vo viicsine pripadov obsahuje (1) teoretické predpoklady, (2) matematickd definiciu hy-
potéz, (3) testovaciu statistiku (Waldovu testovaciu Statistiku, testovaciu statistiku pomerom vierohod-
nosti alebo skére testovaciu Statistiku), (4) jej rozdelenie za platnosti nulovej a alternativnej hypotézy,
(5) definiciu kritického oboru a silofunkcie, (6) definiciu p-hodnoty, (7) definiciu empirickych intervalov
spolahlivosti, (8) algoritmus vypoétu minimélneho rozsahu stiboru a (9) odvodenie vybranych typov
testovacich statistik. Po teoretickom tvode nasleduju rieSené didaktické priklady na simulovanych
alebo realnych détach (vysvetlujiice vlastnosti testov alebo demonstrujicimi ich pouzitie) nasledo-
vané rieSenymi redlnymi prikladmi. Ich rieSenia st Struktirované do Specifickych odsekov
Specidlne vyvinutych pre tito knihu - (1) slovnd a matematickd formuldcia hypotéz, (2) testo-
vacia §tatistika, (3) zamietacia oblast, (4) empiricky dvojstranny interval spolahlivosti, (5) Statisticky
zaver, (6) slovny zdver a (7) antropologicky slovny zdver. Podobne sd v Strukturovanych od-
sekoch prezentované aj informdacie o datach — (1) hodnoteny subor, (2) subor dat, (3) popis
premennych, (4) biologické sivislosti a (5) ciele. Zadania prikladov vhodné pre antropolégov (biolégov
alebo lekdrov) si podfarbené sivou farbou. Matematicky ndroénejsie kapitoly si oznacené hviezdickou.
Definicie, vety a délezitd tedria si vlavo zvyraznené hrubou vertikdlnou ciarou. RieSenia prikladov
v @ si zvyraznené inym typom pisma, jednotlivé riadky kédu st oéislované a poznamky odlisené
sivou farbou. Kniha spolu obsahuje 273 prikladov (priblizne 90 % rieSenych), 1633 riadkov @-kédu,
107 obréazkov, 48 tabuliek a 24 antropologickych datovych siborov. Stiéastou knihy je aj tabulkovy
prehlad pouzitych a naprogramovanych funkeif a ich struéné definicie.



1 Vedecké studie

V procese poznania mé teéria nezastupitelné miesto a stoji vzdy na poéiatku. Reprezentuje tradiény
pohlad, ktory v danej chvili vysvetluje véicsinu javov a ich stvislosti. Tedria, ktori sa spravidla nauéime,
predstavuje sféru javov moznych a overenych, v jej rémci sa pohybujeme pri formulovani pracovnej
hypotézy. Posun v poznani v8ak umoznuje az novinka (inovécia), ktord do jestvujicej tedrie (tradicie)
nezapadd. Veda je v tomto pohlade nikdy nekonéiace posivanie hranice medzi tradiciou (tedriou,
ysedliackym rozumom ¥, sférou veci moznych a uzndvanych) a informéciou (novinkou). Vedeckd metéda
mé zaistit, aby sa postivanie tejto hranice dalo v redlnom Zivote/svete uskutoénit, a aby nesmerovalo
neziaducim smerom vplyvom Sumu (ndhody, nesystematickych javov). Tedriu/tradiciu potrebujeme
poznat preto, aby sme dokazali v novych empirickych datach spoznat chyby, metédu potrebujeme na
to, aby sme dokdzali odlisit novinky od chyb.

Veda prinaSa systematizované poznanie, predstavuje aplikaciu Standardnych metéd na standardné
(a nestandardné) problémy. Zmyslom vedeckej metédy je predovsetkym zaistit’, aby vlastny postup
ziskavania dat a ich interpretacie nevnésal do vysledkov skuto¢nosti, ktoré v redlnom svete neexistuju,
a aby nase vysledky mali atribity vedecky podlozenych vysledkov. Na rozdiel od inych (viac ¢i menej
legitimnych) spésobov Iudského poznania (subjektivne myslenie, tuenie, viera) sa veda vyznacuje tym,
7e jej metédy a poznatky s interpersonédlne vymenitelné (naucitelné) a opakovatelné. Zikladnym
narokom na vedecky vysledok je podmienka, aby rovnakym postupom mohol ktokol'vek a kedykolvek
v budiicnosti dosiahnut rovnaké vysledky (¢o je idedlna situdcia).

Zskladnymi vlastnostami kazdej vedeckej sttidie by mala byt teoretickd zakotvenost, inovativnost,
interpersondlna vymenitelnost a opakovatelnost. Kazda vedeck $tidia by mala byt pred realizdciou
jasne a zrozumitelne opfsana. Jej opis musi obsahovat dostatoéné detaily v podobe tzv. planu (di-
zajnu) vedeckej studie (protokolu vedeckej studie) s rozsahom 5 az 25 stran. Takyto pldn musi
zahffiat jeho skratent, prehladnt a kompaktni verziu v podobe anotéacie! v rozsahu 200—400 slov
alebo téz, z ktorych mo#no ziskat rychly prehlad o §idii v netechnickom jazyku zrozumitelnom aj mimo
vedeckého odboru, do ktorého studia patri (Hackshaw, 2011). Pldn a anotéciu mozno usporiadat’ do
nasledovnych odstavcov, s kazdym v rozsahu jednej az troch viet, obsahujicich len klticové fakty (pre
kazdy typ §tddie je potrebné vybrat vhodni podmnozinu odstavcov):

1. Biologické stuivislosti/Pozadie stidie a jej vyznam — informécie o cieloch, vyzname a dole-
zitosti Stuidie a o poznatkoch z danej problematiky.

2. Dizajn studie - informécie o zvolenom type Stidie (pozri kapitolu 1.2 Typy vedeckych studif),
o pocte sledovanych subjektov, v tejto casti sa ¢asto vyskytuje aj zoznam pouzitych Statistickych
metéd (moze viak byt uvedeny aj samostatne; pozri d’alej).

3. Subjekty/skiimané osoby /tiéastnici studie — informécie o skiimanych subjektoch (zdroj sub-
jektov — aké subjekty, odkial a ako budi vyberané) a ich poéte (pocet pripadov a kontrol spolu
s opisom pdrovania) a o zdkladnych vySetreniach alebo vykonanych zdkrokoch (v antropolégii
napr. meranie zivého Cloveka, meranie kosti z kostrovych sérii, morfometrickd analyza obrazu
(fotografie, 2D snimky, 3D modely)).

4. Ciele — casto nazyvané aj Ucel / I‘J(':ely7 prip. Biologicky formulované hypotézy — informécie
o tom, aki vedeckt otdzku/otdzky bude studia riesit’; & budd primarne alebo sekundarne.
5. Premenné — zoznam sledovanych premennych v zmysluplnych skupinéch, ich pocet a definicie

e ZAavislé premenné? — primérne a sekundirne — presne koreipondujtice s cielom, ich pocet
a typ, rozdelenie do zmysluplnych skupin.

1Doslovny preklad anglického terminu abstract nie je presny, pretoze pod abstraktom chdpeme struéné zhrnutie uz hotového textu (napr.
¢ldnku), ale pod anotéciou rozumieme stru¢né zhrnutie pldnovaného projektu/vyskumu.

2Casto Statisticky modelujeme (napr. linedrnym regresnym modelom) kauzalny vzt'ah nezévislych a zavislych premennych, kde sa nezavislé
premenné nazyvajui aj prediktory, pretoze na zaklade nich odhadujeme hodnoty zdvislej premennej vnutri rozsahu hodnét prediktorov
alebo predpoveddme (predikujeme) hodnoty zdvislej premennej mimo rozsahu prediktorov.
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e Nezavislé premenné/Prediktory — oznacenie typu meranych premennych, stanovenie
met6dy/metéd a frekvencie merani.

6. Klinické vysetrenia subjektov/skiimanych os6b — pokial ide o klinicku §tidiu (pozri d’alej).

7. Zékroky — tudaje o tom, kedy a aky typ randomizdcie (pozri d’alej) subjektov do skupin bol
pouzity.

8. Trvanie a pripadne d'alsie éasové aspekty studie.

9. Opis Statistickej analyzy — Statisticky model/modely, model/modely rozdelenia pravdepodob-

nosti, matematicky formulované hypotézy?, vipocet minimalneho rozsahu stiboru a pod. (nebyva
sticastou téz, ale vlastného pldnu stidie).

Definicia 1 (subjekt vs. vyskumnik) Subjekt (skimany) je osoba/clovek, Statistickd jednot-
ka, ktord sa zicastni vijskumu (v experimente je i cielom intervencie) a je zdrojom hodnotenyjch
ddajov/ddt o sledovanych premennych, ktoré sa ziskavaji (napr. meranim alebo vysetrenim) a §ta-
tisticky spracovdvaji vgskumnikom (skimagicim). Subjektom sa niekedy hovori aj participanti;
subjektom vypl,ﬁaju'cim dotaznik aj respondenti.

Velmi tc¢elnym grafickym zndzornenim abstraktu a téz je siefovy diagram, prehladne ukazujici
hlavné odstavce studie, ako aj:

e hlavné (dve az tri) kritérid vyberu subjektov,

e zikladné vySetrenia alebo zdkroky na subjektoch na zaCiatku Stidie; v pripade randomizicie
subjektov je potrebné uviest, kedy a aké randomizdcia sa vykonala,

e ¢o sa udeje so subjektmi pocas Stidie (protokol sledovania).

Typicka sekvencia $tddif je od opisnej (deskriptivnej), cez analytickd (opis pri¢inno-ndsledného
vzfahu), az po (prevazne v medicine) klinickd $tiidiu sledujticu efekt nejakého zakroku (intervencie).

3Formulujeme nulovi hypotézu voéi alternativnej, kde sa €asto snazime nulovi hypotézu vyvratit’ (princip falzifikdcie); formulédcia je
striktne previazand s biomedicinskymi ciel'mi; viac pozri v kapitole 4 Testovanie hypotéz.
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Priklad 3 (biologickd formuldcia hypotézy) Hypotéza: 50 aZ 69-roénd Zena s anamnézou koro-
ndrnej choroby srdca, ktord uziva tablety s rybim olejom, md nizsie riziko vyskytu opakovaného infarktu
myokardu oproti tym Zendm rouvnakého veku, ktoré tieto tablety neuZivaji.

Okrem anotécie (téz) a protokolu $tiidie musf kazd4 stidia obsahovat aj tzv. operaény manudl,
¢o je zhrnutie Specifickych instrukcii, dotaznikov a inych ¢asti vytvorenych na zaistenie uniformného
a Standardného pristupu a postupu v priebehu celej stidie s dobrou kontrolou jej kvality.

Plan vedeckej studie vychddza z jednej ¢i viacerych pracovnych hypotéz, ktorych vychodiskom si
aktudlne poznatky o skimanej téme a jej Sirokom ukotveni v rdmci daného odboru, resp. vedeckej para-
digmy, t.j. tedrie. Kazd4 hypotéza preto vychadza z tedrie prijimanej uréitou ¢ast'ou vedeckej komunity
a zameriava sa na rozvinutie/naplnenie tedrie v oblastiach dosial’ nezndmych a dosial nezodpovedanych
otézok. Hypotéza by mala byt navrhnutd tak, aby bolo v podmienkach redlneho vyskumu mozné uéinit
platny pokus o jej vyvratenie. Ziadnu hypotézu nemozno s definitfvnou platnostou potvrdit (verifiko-
vat) ani akokolvek vysokym poc¢tom pozitfvnych dokazov, ked'ze niekedy v budicnosti moze nastat
situdcia, ked’ sa hypotéza nepotvrdi. Naproti tomu s definitivnou istotou mozeme zistit', Ze hypotéza
neplati. Novinku a posun v poznatkoch preto predstavuju predovsetkym situdcie, v ktorych sa pra-
covni hypotézu podarilo vyvréatit. Hypotézy by teda mali byt navrhnuté tak, aby sa ich pripadnym
vyvratenim dosiahol postup v sledovanej otazke.

cielu a md okrem iného zaistit validitu vedeckej Studie; tento pojem sa pouZiva vo vieobecnejSom

| Definicia 2 (metéda) (Antropometrickd) metdda je pldnovity postup, ktory vedie k vytycenému
zmysle.

I Definicia 3 (validita vedeckej stidie) Validita vedeckej stidie oznacuje platnost, sprdvnost
a hodnovernost vedeckej stidie, vrdtane jej vysledkov a zdverov.

Validitu sttdie mozno rozdelit na niekolko tirovn{ (oblast{/typov). Konstrukéna validita odkazuje
na to, & pouzitym postupom skutoéne sledujeme (meriame) vlastnost’, ktori merat chceme. Internd
validita zabezpecuje, ze zaznamenany rozdiel je skuto¢ne sposobeny sledovanym faktorom. Inymi
slovami, Ze zaznamenand sivislost je skutoéne spdsobend nami predpokladanym kauzdlnym vztahom.
Externa validita sa tyka sirky platnosti vysledkov, t.j. ¢i st vysledky platné nielen pre pouziti vzorku,
ale aj pre int vzorku na inom mieste a v inom ¢ase atd’. Validita Statistickych zdverov zaistuje, Ze
zisteny (véicsinou ¢iselny) rozdiel je skutoénym systematickym rozdielom a nielen ndhodne sposobenou
vychylkou. Pouzitd metéda by mala zaistit validitu vyskumu na vSetkych styroch trovniach. Zabezpeéit
to je nevyhnutnou sticastou spravne navrhnutej a uskutoénenej stidie.

Definicia 4 (metodika) Metodika predstavuje konkrétny ndvod, algoritmus realizdcie pouZitej
metody.

Prikladom metodiky je napr. metodika metrického odhadu pohlavia jedinca podla jeho panvovej kosti.

I Definicia 5 (technika) Technika predstavuje konstrukciu a pouZitie ndstrojov pri vyskume.

1.1 Ciele vedeckej studie a sledované premenné

Ciele, el /icely a hypotézy by mali byt formulované a napisané jasne a zrozumitelne v netechnickom
jazyku. Prikladmi cielov v klinickej a fyzickej antropoldgii sii:

e hodnotenie rizikovych faktorov, pri¢in choroby alebo smrti,
e hodnotenie charakteristik, postojov, skisenosti alebo spravania sa skimanej skupiny osob,
e hodnotenie metdd prevencie, detegovania alebo lie¢enia choroby, prip. prevencie predcasnej smrti,

e konanie laboratérnych experiementov na biologickych objektoch, zvieratach a pod. s cielom pres-
kimat efekty stimulov alebo expozicii (ddvok) nejakych latok/lie¢iv, identifikdcie asocidcii ako
stcast vyskumu liekov a pod.,
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e hladanie vztahov medzi biologickymi premennymi, ako napr. hodnotenie genetickych a inych
biomarkerov asociovanych s chorobou alebo predéasnou smrtou a pod.,

e hodnotenie vplyvu regiondlnych, environmentalnych a socio-ekonomickych faktorov na telesni
stavbu ¢loveka stucasnych alebo minulych populécii,

e hodnotenie vplyvu civilizaénych trendov (miera pohybovej aktivity, prevlddajice typy pohybov,
mnozstvo a zlozenie potravy) na telesné zlozenie, metabolizmus a zdravotny stav ¢loveka,

e antropometrické charakterizovanie st¢asnych populdcii a tvorba referenénych ddajov (noriem)
a ich aplikacia v ergonémii,

e hladanie vztahov medzi biologickymi (velkostnymi a tvarovymi) a socio-kultdrnymi premennymi,
napr. sledovanie fyziologickych rastovych zmien u deti a dospievajicich, ako aj véasné odhalenie
rastovych porich,

e vyvin metdd aplikovatelnych v kriminalistickej a forenznej praxi pri identifikécii jedinca.

Kazdy ciel' by mal byt opisany jednou stru¢nou vetou nezamenitelne s opisom sledovanych z4vis-
Ijch premennych, t.j. premennych sliziacich na opis cielov. Do §ttdie je potrebné zahrnit realistické
a primdrne dolezité ciele priamo naviazané na zavislé premenné, ktoré by nemali byt prilis komplexné
a mali by byt realizovatelné v zmysluplnom ¢asovom horizonte.

Rozlisuje sa hlavny ciel’/ciele a vedlajf ciel/ciele. Hlavné ciele a na ne naviazané z4vislé premenné
sa mo6zu pouzif po skonéeni stidie ako indikdtory zmeny (rutinnej) klinickej praxe, zdravotnickej
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politiky, pripadne ako indikatory zvysenia stavu vedomosti o danej chorobe alebo problematike a pod.
Vedlajsie ciele ¢asto obsahuji doplnkové informécie.

Vystizne formulované ciele v podobe vedeckych otézok mozno spravne formulovat len vd'aka kva-
litnému systematickému prehladu (pozri kapitolu 1.2.2 Systematicky prehlad). Vedeckd otdzka musf
mat pit zdkladnych FINER (Feasible, Interesting, Novel, Ethical, Relevant) atribiitov, t.j. musi byt:

1. redlna — v zmysle dostatoéného poctu subjektov, dostatoénych odbornych znalosti, finanéne;j
pristupnosti a ¢asovej prijatelnosti, a musi poskytnit odpoved’;

2. zaujimavd — mala by v istom zmysle fascinovat vedcov alebo vzbudzovat ich zdujem;

3. novd — mala by bud’ potvrdzovat spravnost predoslych poznatkov a rozsirovat ich o nové zistenia,
alebo dokazovat ich nespravnost’;

4. etickd — pristupna k skimaniu odpovedi po schvaleni etickou komisiou ingtiticie;

5. relevantnd — v zmysle vedeckych znalosti pre teériu a smerovanie vyskumu, ako aj aplikdciu
poznatkov v praxi (napr. v klinickej praxi, v socidlnej a zdravotnej politike a pod.).

Spravne identifikované ciele a na ne naviazané zavislé premenné pomahaju pri réznych rozhodnutiach
tykajicich sa ddt — napr. ako ziskat potrebné dita, ako ich Statisticky analyzovat, ako interpretovat
vysledky a nakoniec, ako ziskané vysledky publikovat’.

Sledované premenné musia prejst

e internou validizaciou (kontrolou kvality), t.j. kontrolou kvality databdzy, kontrolou validity
merania a naslednym vypoctom reliability merania, ktorého st¢astou je vypocet
— intraindividudlnej chyby (rozdiel mezi dvoma (alebo viacerymi) opakovanymi meraniami
rovnakého vyskumnika na tej istej vzorke),

— interindividudlnej chyby (rozdiel mezi dvoma (alebo viacerymi) meraniami dvoch (alebo
viacerych) vyskumnikov na tej istej vzorke);

e externou validizaciou, ktord predstavuje napr. zlepSenie planu §tudie, zvacSenie rozsahu na-
hodného vyberu a pouzitie stratégii zlepSenia presnosti aj spravnosti a vystiznosti merania.
Patria sem:

— stratégie zlepSenia presnosti: (1) Standardizécia meracich metéd v operacnom manudli, (2)
skolenie vyskumnika, (3) nastavenie pristroja alebo zvySenie jednozna¢nosti dotaznika, (4)
automatizdcia meracieho pristroja alebo vyplnenie dotaznika samotnymi subjektmi (respon-
dentmi), (5) opakovanie merani a nésledny vypocet priemernej hodnoty merania;

— stratégie zlepSenia spravnosti a vystiznosti merania (navySe k bodom (1) az (4) v straté-
gidch zlepsenia presnosti): (1) redukcia systematickej chyby napr. kalibréciou pristroja, (2)
porovnanie merani so ,zlatym Standardom“, napr. vypoctom senzitivity a Specificity pre di-
chotomické merania alebo vypoctom koeficientu kappa pre kategorické premenné s viac ako
dvojpolozkovou §kélou, (3) zaslepenie prislusnosti subjektu do nejakej skupiny (z hl'adiska
subjektu aj z hladiska vyskumnika).
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Definicia 6 (presnost merania) Presnost merania je stupen, do ktorého md premennd
pri viacndsobnom merand priblizne rovnaki hodnotu. Presnost sa najlepsie hodnoti porovnanim opa-
kovanijch merani. ZvySovanim presnosti merania sa zvysuje sila Stidie. Presnost merania najviac
ohrozuje ndhodnd chyba ¢i uz na strane vyskumnika, alebo subjektu, ale aj chyba meracieho pristroja.

Definicia 7 (spravnost a vystiznost merania) Sprdvnost a wvystiZnost merania je stupern,
do akého premennd reprezentuje to, ¢o reprezentovat md. Sprdvnost a vijstiznost merania sa naj-
lepsie hodnoti porovnanim so ,zlatym Standardom“. ZvySovanim sprdvnosti a vystiZnosti merania
sa zvysuje validita zdverov Studie. Sprdvnost a wvijstiznost merania najviac ohrozuje systematickd
chyba ¢i uZ na strane vyskumnika, alebo subjektu, ale tieZ meracieho pristroja.

1.2 Typy vedeckych stadii

Rozlisujeme dva hlavné typy vedeckych §tiidii — experimentalne a observaéné. Na zodpovedanie ciel'ov
musi byt pouzitd vhodnejsia z nich. Oba typy sttdif mézu byt zahrnuté v systematickom prehlade.

Experimentdlna vedecka stddia su studie, v ktorych si niektoré alebo vsetky subjekty expe-
rimentdlne podrobené zmenenym a kontrolovanym podmienkam prostredia (ddvke Ziarenia a pod.)
alebo liecbe, s ktorymi by normalne neprisli do styku. Tu rozliSujeme:

e klinické pokusy na I'ud’och,
e laboratérne experimenty.

Observacné vedecké studie su studie, v ktorych su studované subjekty sledované v ich prirodzenych
podmienkach bez zdmeru do subjektov akokol'vek zasahovat. Rozlisuji sa:

e kvalitativne studie,

e pacientsky audit,

e pripadové studie,

e prierezové §tudie,

o (retrospektivne) stidie pripadov a kontrol,

e kohortové (retrospektivne/prospektivne) stidie, v biologickej antropoldgii nazyvané aj longitu-
dindlne $tudie,

e sekvencné alebo semilongitudinalne studie.

Specidlnym typom §tudif v antropoldgii si sttdie kostrovych pozostatkov — kostrovych sérif, oje-
dinelych kostrovych nélezov, historickych osobnost{, mtimif, atd’.
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Kohortovd $tudia: Subjekty si sledované v case. Vyskumnik zaznamendva prijem tyb v strave
na zaciatku stidie a ndsledne prijem rijb opakovane zaznamendva pocas nickolkyjch ndvstev zistujic,
¢i sa u jedincov konzumjiucich viac ryb vyskytovalo menej srdcovocievnych choradb.

Systematicky prehlad (zahffiajici meta-analyzu) je §tidia, ktorej cielom je identifikovat vietky
publikované a nepublikované stiidie v prislusnej oblasti, ako aj kombinovat a interpretovat ich vysled-
ky. Tento typ studie sa najcastejsie pouziva pri klinickych pokusoch, kohortovych stididch a studidch
pripadov a kontrol.

Specidlnym typom §tidie je tzv. translaénd studia, ktord predstavuje premostenie medzi labo-
ratérnym vyskumom a klinickou §tidiou (ozn. ako T1), alebo klinickou $tudiou a praxou (ozn. ako
T2).

Vicginu studii realizovanych v antropoldgii predstavuji stidie observacéné. Experimentalny vyzkum
ovplyviujici biologické procesy u zdravych I'udf podlieha schvéleniu etickej komise a je takmer celkom
obmedzeny na oblast klinickych studif (hlavne to plat{ pre invazfvne vySetrenia s narugenfm integrity
tela, uzfvanim testovanych lie¢iv atd’.). Laboratérne experimenty na I'ud’'och, dobrovolnikoch st vsak
mo7né v psycholdgii, behaviordlnych a kognitivnych veddch, pokial’ nepredstavuji pre dobrovolnikov
zdravotné alebo iné rizikd. Mozné st aj napr. tafonomické alebo biomechanické experimenty s kostnymi
a zubnymi tkanivami.

1.2.1 Observaéné studie vo fyzickej a klinickej antropoldgii

Observacna studia je takd studia, v ktorej sa studované subjekty sledujd v ich prirodzenych podmien-
kach a data sa ziskavajui z nemocni¢nych alebo ambulantnych zdznamov, regiondlnych alebo narodnych
registrov (napr. register pacientov s cystickou fibrézou, register operacii bedrového a kolenného kibu
a pod.), z dotaznikov alebo interview s l'ud'mi, z databdz RTG snimok alebo CT skenov. Pri zbere dét je
dolezité dbat na presnost a komplexnost zdznamov, pricom treba rozliSovat, & informécie pochddzaju
70 ZAznamov vypiﬁan}’/ch samotnym pacientom alebo vysSetrujicim lekdrom, ¢i pochadzaju z lekarskych
zaznamov alebo z priamej diagnozy klinickym expertom, ¢i boli merania vykonané studentom v zécviku
alebo skusenym antropolégom.

Kvalitativne studie maji zvy¢ajne malo subjektov (menej ako 50) a si zalozené na pozorovani
alebo interview s kladenfm otézok otvoreného typu. Mozu slizit na vyvin dizajnu d'alsej stidie, vyvin
meracich prostriedkov v podobe dotaznika alebo na zistenie ndzoru na zdravotnu starostlivost’, prip.
liecbu.

Audit pacientov predstavuje extrakciu udajov z minulosti z uz existujicich zdznamov pacientov
v nemocniciach, slizi na zistenie zédkrokov, rizikovych faktorov choroby alebo predcasnej smrti. Tu
treba mat na zreteli vyberovii odchylku.

Pripadové studie, nazyvané aj pripadové sprdvy su popisné ¢i iné §tudie, v ktorych je vzorka ob-
medzend na jeden alebo niekolko zaujimavych alebo nie¢im vyznamnych pripadov nejakého javu.
Dévodom mdze byt ich neexistencia (sti¢asny vyskyt) vo vicsom poéte (napr. velmi vzdcna choroba)
alebo tazké stidium vo viésom poécte (etické obmedzenie, finanéné néroky, ap.). Prikladom méze byt
paleopatologickd studia jedného skeletu s vyskytom pocetnych prejavov nejakej choroby na réznych kos-
tiach (napr. syfilis). Tiez vSak moze st o zdmerni vyskumni stratégiu, kedy na rozdiel od relativne
povrchného stidia jedného alebo niekolkych znakov u velkého poctu pripadov (¢o je beznd populaénd
studia, niekedy oznacovand ako cross-case study a predstavujica vacsinu $tudif citovanych a popi-
sovanych v tejto knihe) §tudujeme na jednom alebo niekolkych pripadoch velké mnozstvo znakov
a stvislost{ s cielom pochopenia komplexity ich vztahov a ich vnitornej organizacie. Vlastnd stiidia
nespociva v sledovani Statistického rozdielu medzi skupinami alebo stivislosti medzi premennymi, ale
v detailnom, mnohostrannom popise studovanych pripadov a (bio)logickom vysvetleni povahy javu
vo vietkych rozlisenych rovindch/uhloch pohl'adu. Existuji tiez metddy, ktorymi mozno kombinovat
vysledky viacerych pripadovych §tidii. V §ir§om slova zmysle mozno za pripadovii §tidiu povazovat
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sticast alebo pripravu beinej populacnej stidie. Napriklad v longitudindlnej §tudii rastu najskor vy-
tvorfme rastové krivky pre kazdé dieta (t.j. tolko jednotlivych pripadovych $tudif, kol'ko mame longi-
tudélne zaznamenanych det{) a potom Statisticky hodnotime zdvislosti parametrov rastovych kriviek
na nejakom faktore v populacnej $tidii. Pre rozdelenie typov pripadovych stidif a ich dizajn pozri napr.
Gerring (2007). Specidlnym pripadom pripadovej studie je aj §tudia porovnania pripadu so starostlivo
zvolenou referencénou populdciou (Seféékové, a Katina, 2008; Seféskovd a kol., 2011).

Prierezové studie, niekedy nazyvané aj prevalenéné, sa pouzivaju v pripadoch prieskumu, monito-
rovania alebo dohladu. Svoje pomenovanie dostali na zdklade toho, Ze vybrané subjekty predstavuju
prierez populdciou alebo jej ¢astou na danom mieste a ¢ase v kontexte skiimaného javu. Pouzivaji sa
napr. na zistenie vztahu rizikovych faktorov a chordb. deaje mozno ziskavat z lekarskych vysetreni.
Casto sa vyuziva validovany dotaznik alebo dotaznik §pecificky vytvoreny pre dand $tudiu (vyvoj tohto
dotaznika mus{ byt presne dokumentovany a dotaznfk musi byt validovany). Zakladnou tlohou je najst
rozdiely v prevalencii medzi exponovanou a kontrolnou (referen¢nou) skupinou. Takdto stidia infor-
muje o prevalencii v urcitom Case. Stanovenie expozicii a meranie osobnych charakteristik alebo biolo-
gickych markerov moze byt prospektivne na zdklade budicich vyskumov alebo retrospektivne na zdklade
uZ existujucich zdznamov. V tychto stidiach ide o reprezentativny vijber, ¢o umoziuje odhadovat prav-
depodobnost vyskytu choroby alebo vystavenie sa expozicii v celej populdcii a nasledne testovat’ isté
hypotézy. Overuje sa napr., ¢ pravdepodobnost vyskytu choroby zdvisi od expozicie. V praxi st ¢asté
niahodné vybery velkého rozsahu a predmetom zdujmu je vztah vybranych faktorov s expoziciou alebo
chorobou.

Prevalencné studie casto slizia na porovnanie prevalencie choroby na réznych miestach alebo u réz-
nych populaénych skupin vzhladom na expoziciu. Tieto §tidie mozu skimat napr. rozdiely v prevalencii
respiraénych problémov v réznych skupindch populdcie (u 'udi s réznou expoziciou), mozu sledovat
chronické stavy, napr. artritidu, diabetes, hypertenziu, pepticky vred, srdcovocievne choroby a moz-
gové prihody, alebo tiez studovat hygienu prace pri expozicii chemikdlidm, prachu a plynom, prip.
koncentricie roznych 14tok na pracoviskdch (napr. ortute) a pod. Prevalen¢éné sttidie mozeme vyuzit
pri overovani prvych pracovnych hypotéz ako vychodisko pre kohortové stidie. Nie st vhodné na sle-
dovanie akutneho u¢inku novych chemikalii a inych skodlivin, ktoré vyzaduje aj kohortovi studiu.

V biologickej antropolégii predstavuju jeden z najcastejsich typov vyskumu zivého cloveka prierezové
studie, ktoré sa uplatiiuji pri zistovan{ vyskytu & miery prejavu akéhokol'vek biologického znaku/javu
v Tudskych populécidch. Uskutoéiiuji sa u detf aj dospelych. V pripade 1'udi rozneho veku sa ziskavaji
rozdiely medzi vekovymi kategériami, z ktorych mozno vytvéarat nepravé rastové krivky (nemozno
ich zamienaf za pravé rastové krivky vytvorené na zdklade longitudinalnych dat). Ak sa na zaklade
prierezovej §tidie hodnotia vekové rozdiely (deti alebo dospelych), vnitornd validita §tidie moze byt
ohrozena tym, Ze vekové skupiny sa mézu 1i$it v mnohych inych vlastnostiach nesivisiacich s vekom,
ktoré vyplyvaju z rozdielov medzi generaciami. Tento jav sa oznacCuje ako efekt kohorty.

Priemerné vyska postavy v danej kohorte sa v priebehu starnutia moéze menit pod vplyvom selekcie,
ktora nie je neutrdlna voci vyske postavy. V kazdej vekovej kategorii totiz mortalita klesd s vyskou
postavy. Vyssieho veku sa teda doziva vicsi podiel jedincov s vy$Sou nez s nizSou postavou (Waaler,
1984).
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Prierezova studia pouzitd na porovnanie vekovych skupin neumoziiuje zachytenie vnutornej Struk-
tiry vekovych zmien. Nedovol'uje napriklad odpovedat na otdzku, ¢ maji I'udia vo veku dvoch rokov
s telesnou vyskou na 10. percentile aj v desiatom roku stale vysku odpovedajicu 10. percentilu popu-
lacie.

Studie pripadov a kontrol sa zvyfajne pouzivaji na zistenie rizikovych faktorov choroby alebo
predéasnej smrti. Sleduji sa subjekty, napr. pacienti a k nim prislichajice kontroly, retrospektivne
alebo prospektivne.

Do retrospektivnych stidii pripadov a kontrol sa vyberaji pacienti (chorf) a k nim zdrav{ je-
dinci. Pozerajui sa spitne do minulosti v urc¢itom ¢asovom intervale a porovnévaju sa napr. pocetnosti
neexponovanych a exponovanych pacientov pomocou premennych charakterizujicich napr. zivotny styl,
zvyky alebo takych premennych, ako biochemické alebo genetické markery. Cielom je néjst premenné
(rizikové faktory), ktoré pomédzu vysvetlit, pre¢o pripady dostali chorobu a kontroly nie. Dalej tie
zistit, ¢ expozicia stivisi s chorobou. Rozsahy skupin chorych a zdravych jedincov nemusia odrézat’ ich
rozdelenie v populdcii. KedZe tradiénym cielom tychto §tddif je zistif pritomnost alebo nepritomnost
choroby, pripady st zvy¢ajne chori. Avsak pripadmi mézu byt aj pacienti s nejakym druhom posti-
hnutia a kontroly pacienti bez tohoto postihnutia.

Zriedkavé su prospektivne Stiudie pripadov a kontrol, kde sa pripady a kontroly sleduji v budic-
nosti.

Okrem klasickych $tadii pripadov a kontrol existuju aj tzv. vnorené Stidie pripadov a kon-
trol, kde sa pripady a spdrované kontroly vyberaju z kohortovej stidie (pozri nizsie). Tieto Stidie
sa §pecidlne vyskytuju pri registroch chorob, kedy su pripady reprezentativnou vzorkou populécie
a reprezentativne kontroly sa k nim ziskavaji z tej istej populdcie.

Kohortové stidie sledujii subjekty nejakej kohorty?, retrospektivne alebo prospektivne.

4Slovo kohorta pochadza z latinského cohort (utvar bojovnikov s po¢tom 1/10 rimskej légie, ktori boli sti¢asne nasadeni do boja), ale dnes
sa pouziva na opisanie uréitej skupiny l'udi, ktortd sledujeme v danom &asovom intervale.
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Do retrospektivnej kohortovej stidie sa vyberaji subjekty, ktorych zdkladné merania (ako aj
sledovanie) prebehli v minulosti, teda uz existujt, a my ich vyhladdvame v lekdrskych alebo archivnych
zaznamoch, regionalnych alebo narodnych databazach.

Do prospektivnej kohortovej Stidie (nazyvanej aj longitudindlna v antropolégii alebo incidenénd
v medicine) sa vyberaji subjekty, ktorych zdkladné merania prebehni v budicnosti. Subjekty sa po-
tom sledujti isty ¢as longitudindlne (niekolko rokov) a pocetnosti tych, u ktorych sa vyvinie skiimana
choroba sa porovndvaju medzi neexponovanymi a exponovanymi nejakému faktoru, pricom mozno
zistovat incidenciu choroby, prip. remisiu (do¢asné vymiznutie prejavov choroby) alebo relaps (opa-
kovany vyskyt prejavov choroby). V rastovej antropoldgii (auxolégii ¢loveka) sa longitudindlne stidie
vyuzivaji predovietkym na zistovanie vyvinovych a rastovych zmien u deti a dospievajicich (Bogin,
1999).

V longitudindlnych studidch sa sleduji zmeny v priebehu ¢asu na tej istej vzorke. Kazda skimana
osoba sa sleduje minimdlne dvakrét za sebou s ur¢itym ¢asovym odstupom (hovorime o pdrovom
dizajne). Longitudindlna $tidia umoziiuje sledovat skutoéné zmeny a vytvarat pravé rastové krivky,
vratane individudlnych rastovijch kriviek. Umoziuje tiez sledovat vnitornd Struktiru éasovych (tu
vekovych) zmien. Jej nevyhodou je ¢asova ndro¢nost, zmenSovanie vzorky (po €ase skimané osoby
stracaju zadujem pokracovat v studii) a riziko metodickej nekonzistencie (zmena metéd, pristrojov,
vyskumnikov, spolocenskych cielov alebo dokonca etického rozmeru studovaného problému). Ohrozenie
vnutornej validity Stidie spociva vo vplyve histérie a celospolocenskych zmien, ktoré ovplyviuju celi
populaciu. V longitudinalnej studii vsak tito zmenu zaznamename ako zmenu s vekom 0s6b sledovanej
vekovej kohorty.

Porovnanie §tudii pripadov a kontrol a kohortovych studii. Vo vieobecnosti sa povazuju ko-
hortové studie za reliabilnejsie nez $tidie pripadov a kontrol, pretoze ,spomienkovd“ (napr. Iudia
so sledovanou chorobou si na zvyky v minulosti spominajui lepsie nez l'udia bez tejto choroby) a se-
lekénd vychylka ich ovplyviiujui v mensej miere. Kohortové studie vSak zvycajne trvaju niekolko rokov,
¢o spdsobuje, Ze si finan¢ne ¢asto ndroéné. Studie pripadov a kontrol si vhodnejsie, ak je studovand
choroba zriedkava alebo trvanie vyskumu z nejakého dovodu ¢asovo obmedzené, pretoze v zmysluplnom
¢asovom horizonte umoziiuju ziskat vicsi pocet subjektov. Kohortové studie sa vyuzivaju v pripadoch
Castejsie sa vyskytujicich chordb (s vyskytom nad 10 % pripadov), kym stdidie pripadov a kontrol
sa vyuzivajd pri studiu pri¢in vzacnejsie sa vyskytujicich chorob (s vyskytom pod 10 %). Na mini-
malizdciu réznych druhov vychyliek (napr. ,spomienkovej®, selekénej, informaénej vychylky merania



KAPITOLA 1. VEDECKE STUDIE 1.2

alebo vychylky sposobenej chybajicimi pozorovaniami) sa hodia rézne typy studii, takze je potrebné
zahrnit otdzku vychylky do planu stidie.

Vyber medzi kohortovou stidiou a stidiou pripadov a kontrol zdvisi napr. na zlozitosti ziskania
subjektov (napr. zriedkavo sa vyskytujiice choroby a pod.), ovplyvnitelnosti vysledkov vychylkou
a méticimi premennymi, finanénom zabezpeceni a trvani studie.

Kohortova studia a studia pripadov a kontrol sa ligia aj pouzitym efektom sledovaného rizika.
Pri kohortovej stadii je to zvycajne relativne riziko a pri §tudii pripadov a kontrol pomer Sanci.

Definicia 8 (méitice premenné) Mitice premenné definujeme ako cudzie premenné, ktorych
pritomnost ovplyviiuje studované premené, takze vijsledky nereflektuji aktudlny vzt ah medzi zdvislou
a nezdvislou premennou.

Miitiice premenné mozno povolit pri dizajne §tidif pripadov a kontrol, kde st pripady pérované
s kontrolami, ale nie pri kohortovych studidch, lebo by neziaduco ovplyvnili Statistické modely pocas
Statistickych analyz. Plan §tidie musi obsahovat zdévodnenie volby pripadnych miticich premennych
a moznost kvantifikdcie ich vplyvu nejakou standardnou, presnou a komplexnou cestou (napr. uvedenie
etnicity, presné zaznamenanie mnozstva skonzumovaného alkoholu).

Napokon je potrebné zdoraznit,, Ze incidenciu alebo riziko vyskytu ochorenia mozno zistit’ z kohortovych
studii, ale nie zo §tudii pripadov a kontrol.

Definicia 9 (Statistiky frekvencie) Frekvencia (pocet, pocetnost) v uzSom slova zmysle vyjad-
ruje pocet mejakijch udalosti (pripadov), kym v SirSom slova zmysle vyjadruje pocetnost’ vyskytu
nejakého znaku (pozri kapitolu 1.3.7 Triedenie ddt). Incidencia vyjadruje pocet novijch pripadov
s dangm znakom v populdcii za jednotku casu. Prevalencia oznacuje celkovyj viskyt (pocet) Zijicich
jedincov s dangm znakom v populdcii teraz alebo kedykolvek v minulosti. Abundancia vyjadruje

oy

pocetnost pripadov (napr. v ekoldgii podet jedincov daného Zivoéisneho druhu na danej lokalite).

Tabulka 1.1: Statistiky frekvencie vs. typ stidie (# znamena pocet)

typ Stadie  Statistika definicia
#subjektov, ktori dostali chorobu
#subjektov v riziku X cas v riziku
#subjektov, ktori dostali chorobu
;tsubjektov v riziku
#subjektov, ktori maji chorobu
#subjektov v riziku
#subjektov, ktori kedykolvek nadobudli chorobu
#subjektov v riziku

kohortovd  incidencia

kumulativna incidencia

prierezovd  prevalencia

kumulativna prevalencia

Vsetky styri Statistiky frekvencie sa pouZivajt v absoliitnej skale (podet, pocetnost’) alebo v relativnej
skéle (skdlované poctom subjektov v stibore). Je potrebné si uvedomit, ze hodnoty incidencie st ovplyv-
nené ¢asovymi jednotkami. Definicia Statistik frekvencie zdvisi aj na type §tidie (pozri tabulku 1.1).
Sekvenéné alebo semilongitudinalne stidie predstavuji kombinaciu prierezovej a longitudinélnej
studie, ktord kombinuje vyhody a sti¢asne obmedzuje ohrozenie vnitornej validity vyskumu oboch
pristupov. Prebieha kratsi ¢as nez stidia longitudindlna a zatial’ ¢o prierezové zlozka umozituje kontrolu
vplyvu histérie, longitudindlna zlozka umoziuje kontrolu efektu kohorty.

Plian observaénej stidie. NajdoleZitejsimi prvkami observaénej stidie, ktoré musia byt zahrnuté
v jej plane, si:
e v pripade $tudovanych subjektov (skimanych osdb, Gc¢astnikov vyskumu)
— vyberova schéma, t.j. §pecifikdcia miesta, odkial budi subjekty pochddzat, v stidii pripadov
a kontrol $pecidlne kontroly (z populdcie, pacientov nemocnice alebo z pribuznych pripadov);
— selekéné kritérid, kritéria vhodnosti alebo zoznam prijimacich a vyluéovacich krité-
rif — prijimacie kritérid musia byt presné a podrobné (presnd $pecifikdcia populdcie relevantnej
na rieSenie vedeckej otdzky a presna Specifikdcia vhodnosti stidie, napr. demografické cha-
rakteristiky ako pohlavie a vek, klinické charakteristiky ako dobré vseobecné zdravie a staly
sexudlny partner, ¢asové charakteristiky ako ¢asovy interval zberu ddt a pod.), vylucovacie
kritérid musia byt dsporné (Specifikdcia subjektov, ktoré nebudd studované pre vysoké ri-
ziko straty zo sledovania, pre nemoznost zabezpecit kvalitné data, napr. v dosledku jazykovej
bariéry, pre vysoké riziko gkodlivych /vedlajsich /nepriaznivych ti¢inkov, napr. v désledku pre-
konaného infarktu myokardu alebo mozgovej prihody);
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— typ ndhodného vyberu, t.j. selekcia z vyberovej schémy;
— jasnd definicia pripadov a kontrol (v stidii pripadov a kontrol);

— péarovacie kritéria a faktory, t.j. ako budu kontroly parované s pripadmi (v §tudii pripadov
a kontrol);

e v pripade ndboru subjektov a ich sledovania
— Casovy interval pouzity na identifikdciu subjektov;
— dizka naboru a sledovania v budticnosti (v kohortovych stididch);

— dizka sledovania do minulosti t.j. ako hlboko do minulosti budi pacienti sledovani v su-
vislosti s detailami ich zivotného $tylu alebo zvykov (v §tudii pripadov a kontrol);

e v pripade zberu dat a vySetreni

— detaily zberu dat, t.j. interview, typ dotaznikov (samovypliiovacie alebo vypliiované niekym
inym), dédta z pacientskych zdznamov, déta z regiondlnych alebo ndrodnych databéz a pod.;

— detaily vySetreni, t.j. typ vySetrenia, napr. klinické vySetrenie, snimkovanie (RTG, CT
sken, MRI sken, 2D fotografia tvare, 3D laserova snimka, 3D stereofotogrametrickd snimka,
snimka z elektrénového mikroskopu a pod.), krvny test, odber mo¢u, slin a pod.; kto vykond
vySetrenia, frekvencia vySetrent;

— sp6sob skladovania biologického materidlu (krv, mo¢, sliny) v rdmci danej studie alebo
z hladiska jeho d'alsieho vyuzZitia a analyz v budicich §tididch;
— sp6sob merania miticich premennych/faktorov;

— spOsob minimalizacie vychyliek rézneho typu, napr. ,,spomienkovej“, selekénej, informac-
nej vychylky, vychylky merania alebo vychylky sposobenej chybajicimi pozorovaniami;

— spdsob urcenia diagnoézy.

Pirovacie kritérid v studii pripadov a kontrol. Castym nedostatkom protokolu je nedostatoény
opis parovania pripadov a kontrol. Pojem parovanie sa navyse ¢asto pouziva vel'mi nepresne. Mal by
indikovat pojem sparovana dvojica, ¢o vSak nemusi byt zdmerom vyskumnika alebo plénovaného
Statistického pristupu. Navrh, v ktorom si subjekty parované na zaklade pohlavia, etnicity, veku alebo
BMI, je nepresny (v spojitosti s realitou) a v praxi nerealizovatelny. Vyskumnik by mal zabezpe¢it,
aby sledované skupiny boli vyvazené v zavislosti od sledovanych charakteristik, t.j. ide o frekvenéné
parovanie. Pre spojité premenné (ako napr. vek) je potrebné Specifikovat’ rozsah, ktory charakterizuje
toto parovanie spolu s priemerom a smerodajnou odchylkou. Vyhnit sa treba parovaniu pomocou
miéticich premennych, ktorych vztah ku zdvislej premennej nie je dostatoéne presktimany.

Definicia 10 (parovanie do dvojic) Pdrovanie do dvojic je vgber kontroly pre kaZdy pripad tak,
aby obe mali rovnakid hodnotu mdticej premennej. Ak je medzi skupinami Statisticky vijznamny roz-
diel v premenngjch, ktoré charakterizujii pdrovanie, je potrebné ich vplyv odpocitat pomocou vhodného
Statistického modelu. Toto je jednoznacne ulohou biostatistika.

Priklad 16 (Statistické hladisko parovania do dvojic) Majme pdrovanie do dvojic pomocou pre-
mennijch pohlavie a vek. Ked'Ze pdrovanie pripadov bolo vykonané v rdmci rodiny, kde kontroly boli
rodinni prislusnici rézneho veku a pohlavia (rodicia, sirodenci a pod.), je potrebné pouit Statisticky
model odstraniuguci negativny efekt pdrovania, ktory vplyv veku a pohlavia eliminuje.

I Definicia 11 (frekvenéné parovanie) Frekvenéné pdrovanie je taky vyber kontrol ku pripadom,
v ktorom st mitice premenné v oboch skupindch zo statistického hladiska identické.

smie byt Statisticky vyznamny rozdiel medzi tymi premennymi, ktoré charakterizuji frekvencné

| Definicia 12 (Statistické hladisko frekven&éného pdrovania) Zo statistického hladiska ne-
pdrovanie.

Vyberova schéma musi byt jednozna¢ne definovand a musi zahfiiat tzv. kritérid vhodnosti, hlavne
v podobe vekovych ohrani¢en{ (napr. zahrnutie starsich I'ud{ do §tidie a zdévodnenie rozhodnutia).
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1.2.2 Systematicky prehlad

Uvod kazdej Stidie v podstate predstavuje kratky (cieleny) systematicky prehlad témy, ktord sivisf
so studovanou problematikou. Tento prehlad akumuluje vedomosti v sledovanej oblasti na zéklade uz
publikovanych a nepublikovanych vysledkov, ktorych zévery sa syntetizuji (kombinuji) do vSeobec-
nejej podoby. Efekty kazdej studie sa kvantitativne kombinuji pomocou Statistickych metdd, ktoré
stborne nazyvame meta-analyza. Zakladom takejto $tudie je identifikdcia publikovanej a nepubliko-
vanej literatiry v sledovanej tematike. Kumuldcia vedomosti moze mat tieto dosledky:

o Potvrdenie doterajSej praxe ziskanim presnejsieho odhadu efektu alebo rizikového faktora

a nasledné éastejsie pouzivanie v praxi a pod. Ked'ze kombinovana analyza m4 vy3si rozsah vyberu,
sila pouzitého testu v rdmci nejakého statistického modelu bude vyssia. Pomodze to aj vyhnit sa
neistote pripadného falogného vysledku v individuélnej analyze.

Zmena doterajsich praktik, ¢o v praxi vedie napr. k zmene typu liecby, k zmene ndzoru
na nejakd vedecku problematiku, k identifikdcii nového rizikového faktora vediceho k vzniku
ochorenia alebo k predéasnej smrti (na zaklade observa¢nych §tidif), d’alej k zmene doterajsej
standardnej klinickej praxe, alebo moze viest k vyvinu novej zdravotnej politiky a pod.

Problémom systematického prehladu pri observaénych stididch moze byt kombindcia individudl-
nych vychyliek a méticich premennych §ttdif zahrnutych do meta-analyzy. To moze viest ku falosnym
zéverom alebo asocidcidm, ktoré sa zdaji byt presnejsie (napr. ziskanim uzsieho intervalu spolahlivo-
sti). V klinickych pokusoch mozno tieto vychylky i€inne kontrolovat'.

Existuju dva typy meta-analyzy

1.

meta-analyza na zaklade sumarnych vysledkov ziskanych z vysledkov publikovanych a ne-
publikovanych individudlnych $tudii;

. meta-analyza na zdklade origindlnych (p6vodnych) dat ziskanych od autorov individudl-

nych s§tudif; v medicinskom vyskume sa nazyva aj meta-analyjza ddt od individudlnych pacientov.
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Meta-analyza sa v sicasnosti uplatiiuje predovsetkym v psycholdgii, sociolégii a v biomedicinskom
vyskume. Vzhladom na komparativnu a syntetickii povahu antropoldgie je meta-analyza ziaducou
metédou aj v tomto odbore. Napriek tomu sa vSak meta-analyza v antropolégii doteraz prili§ neuplat-
nila (priklady meta-analytickych $ttdif v antropoldgii mozno néjst v praci Russella Bernarda 2006, s.
107-108) a na svoj VACSi rozvoj este len cakd.

Priklad 21 (délezitost meta-analyzy) Délezitost meta-analyzy pri formulovani hypotéz v antro-
poldgii demonstruje vysledok Stidie Whitea (White, 1980, cit. Russell Bernard, 2006, s. 108), v ktorej
na zdklade stovky publikovanijch Studii autor zistil, Ze socidlny status zodpovedd iba za 6.3 % celkového
rozptylu v skolskom prospechu Studentov. Autor tieZ zistil, Ze povodné koreldcie napriec¢ Studiami kolisali
od hodnoty —0.14 po hodnotu +0.97. Tento rozsah kolisania demonstruje nutnost kontroly d’alsich
faktorov, ktoré mozu prospech ovplyviiovat.

1.2.3 Studie kostrovych pozostatkov

Zvlastnym typom stuborov/vzoriek v antropolégii si sibory kostrovych pozostatkov, tzv. kostrové
série. Podla charakteru vyberu a kontextovych informécii ich mozno rozdelit na niekolko skupin. Ich
spolo¢nou vlastnostou je fakt, ze obsahuju kosti zomretych Iudi®. Vzorky pozostdvajice z najdenych
kostrovych pozostatkov sa zna¢ne odliguji od vzoriek vytvorenych na zéklade definovaného vyberu l'ud{
zo zivej populécie. Tieto subory totiz nevznikajui Standardnymi postupmi vyberu vzorky z populécie,
ale pod vplyvom réznych, vicsinou nekontrolovanych (¢asto nekontrolovatelnych) faktorov.

Prvym typom st dokumentované antropologické zbierky®, ktoré obsahuji relativne kompletné
skelety a idaje o hlavnych biologickych znakoch jedincov (dozity vek, pohlavie, a i.). Tieto zbierky maji
velky vyznam pri tvorbe antropologickych metéd odhadujtcich telesné znaky zo skeletov z archeolo-
gickych nalezov. Jednotlivé dokumentované zbierky sa vSak liSia sposobom vyberu vzorky a rozsahom
kontextovych dat. Jednu podskupinu predstavuji anatomické zbierky vytvorené na zaklade kosti
jedincov z anatomickych pitiev, druhou sii forenzné zbierky (vi¢sinou mensieho rozsahu), trefou st
zbierky z exhumacii pochovanych tiel a stvrtou su zvicsa nedostupné zbierky kostrovych po-
zostatkov dokumentovanych obeti vojnovych konfliktov. Novo vznikaji aj zaAmerne vytvara-
né ,,pohrebiska“”, zlozené z hrobov dobrovolnikov, ktorf este za Zivota odkazali svoje telo po smrti
vede. Rozdiely v selekcii vzoriek sa premietaji do parametrov siborov. Kym anatomické zbierky byvaji
zo socidlneho & zdravotného hladiska selektivne, neselektivne exhumécie dokumentovanych hrobov
z rozsiahlej§ich beznych civilnych cintorinov predstavuji pravdepodobne najprirodzenejsie kostrové
sibory (hoci aj tieto modzu byt selektivne zo socidlneho hladiska).

Druhym typom st kostrové stibory z archeologickych vyskumov, na zdklade ktorych kostro-
v antropoldgia (huménna osteoldgia, bioarcheoldgia, historickd antropolégia) studuje zivot minulych
populécii. Ziskanie tychto siborov je dnes vécsinou viazané na zachranné archeologické vyskumy ob-
medzeného rozsahu. Preto sa v nich vyrazne prejavuje neiplnost ddt v miere danej stavom zachova-
losti a kompletnosti kosti/skeletov (zdvisiacej na geologickych a podnych podmienkach danej lokality,
na rozdieloch v odolnosti skeletu réznych jedincov — deti vs. dospeli, zeny vs. muzi — voéi tafono-
mickym vplyvom, na pohrebnom rite, na exkavacnej a rekonstrukénej metodike a i.), rozsahom poh-
rebisk, pomerom rozsahu vyskumu a rozsahu pohrebiska (moZnost’ lokdlnych nehomogénnosti v zlozen{
hrobov na pohrebiskéch) a dostupnych kontextovych udajov a ich (ne)iplnosti (napr. rozdiely v poh-
rebnom rite a hrobovej vybave, znalost viizby na sidlisko atd’.). Extrémnym pripadom si sibory
kremacii, v ktorych si kosti poskodené ziarom (prip. aj rozbité zdmerne v stvislosti s pohrebnym
rftom) a extrémne fragmentdrne. V pripade takychto sérif nemozno uréit’ ani zdkladné biologické ka-
tegorie.

Okrem obmedzenej reprezentativnosti a celistvosti dat ziskanych z kostrovych siborov sa s vys-
kumom minulych populécii spajaju d’alsie okolnosti, ktoré sa oznacuji ako osteologicky paradox
(Wood a kol., 1992). Tento jav mozno sledovat v troch problémovych oblastiach, ktoré sprevadzaji
archeologické kostrové subory:

1. demograficka nestabilita — vyskyt a proporcie vyskytu skeletov na pohrebiskédch zavisia od de-
mografickych zmien v danej populécii, napr. vyssi vyskyt detskych skeletov moze znamenat vacsiu

5Vynimkou st série zaloZené na zdznamoch z neinvazivnych zobrazovacich metéd. Tam vsak ide o nendhodnost’ a selektivnost iného druhu
— pacientov.

6Pozri napr. http://skeletal.highfantastical.com.

7 Jantzova zbierka v Tennesee (WM Bass Donated Skeletal Collection): http://fac.utk.edu/collection.html.
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detski mortalitu v demograficky stabilnej populdcii alebo napr. nizsiu detski mortalitu a vyssiu
natalitu v demograficky rastiicej populacii;

2. selektivna mortalita — k dispozicii si iba skelety I'udi, ktori zomreli, nikdy ale nemame pristup
k Tud’'om, ktor{ boli v danej vekovej kategérii rizikom ohrozeni, ale prezili; rozne vekové kategérie
v archeologickych kostrovych stiboroch st potom zloZené z pozostatkov 'udf odlisnych biologickych
vlastnosti;

3. stratend heterogenita rizik — v ndjdenych kostrovych stiboroch sa vyskytuje zmes l'ud{ ligiacich
sa nielen pri¢inou smrti, ale aj citlivostou na rizikové faktory (napr. choroby, irazy a pod.); bez
poznania pri¢in smrti je tazké vytvorif relevantné biologické kategérie vzdjomne si podobnych
jedincov a ndsledne studovat napriklad rozdiely v pdsobeni genetickych a socidlnych faktorov
atd’.

Celkovo st archeologické stibory v roznej miere nereprezentativne, zatazené mnohymi neznimy-
mi tendenciami, takze nemusia spl’ﬁat7 ndroky statistickych metdéd na charakter vstupnych dat (napr.
ndhodné vzorkovanie, normalita rozdelenia). Uvedené okolnosti vyrazne limituji moznosti statistickych
porovnavani a testov a predovsetkym interpretécii, ktoré z nich vyplyvaji. Pri hodnoteni archeolo-
gickych kostrovych stiborov preto treba — podla moznosti — do pouzitého modelu zakomponovat pred-
stavu o demografickych procesoch v danej populécii, ako aj o environmentalnych, socio-ekonomickych,
socio-kultirnych a zdravotnych podmienkach. To kladie eSte vécsie naroky na spoluprdcu antropoléga
a Statistika od samého pociatku priprav vyskumu.

1.3 Statistické hladiska planovania studif

Zo Statistického hladiska sa treba pri pldnovani pokusov zamerat na typ vyberu, rozsah ndhodného
vyberu, na metédy zberu dét a sposoby merania, na hlavné atribity déat a ich triedenie. Kazdému
z tychto okruhov bude venovana pozornost v nasledovnych kapitolach.

1.3.1 Typy vyberov

Statisticky (zékladny) stbor je konetnd mnozina prvkov (napr. osob, jedincov, subjektov), na kto-
rej sledujeme urcité znaky, veliciny, vlastnosti a pod. Ak uskuto¢nime nejaky vyber zo Statistického
stiboru, hovorfme o vyberovom stibore, ktory reprezentuje statisticky sibor vyberom ur¢itého poctu
statistickych jednotiek. Statistické jednotky tvoria napr. subjekty, respondenti dotaznika, pricom
po uskutoéneni vyberu hovorime o vyberovych jednotkach. Na ziklade vyberovych jednotiek vo vy-
berovom suibore si vytvarame predstavu o Statistickych jednotkach v zdkladnom sibore. Kvalita tejto
predstavy v podobe nejakého statistického modelu alebo modelu rozdelenia pravdepodobnosti striktne
zavisi od spravnosti zvoleného typu vyberu.

Definicia 13 (zovSeobecnenia zaverov studie) Na zdklade aktudlnych/pouZitjch subjek-
tov v aktudlnom/realizovanom vygbere formulujeme zdvery Stidie pre pouZité subjekty [ziste-
nia v §tidiif, potom zovSeobecnime zdvery na zamyslanid populdciu napr. na populdciu dospelijch
vo velkych slovenskijch mestdch (inferencia na zdklade internej validity) [pravdivost stidie],
potom na dosiahnutelni populdciu napr. na populdciu dospelyjch vo vietkijch slovenskijch mestdch
(inferencia na zdklade externej validity), a nakoniec na cielovi populdciu — napr. dospelijch
vo vietkych slovenskiyich mestdch a dedindch [vieobecnd pravdivost]. Menej spolahlivgm zdverom by
bolo mapr. zovseobecnenie na dospelijch a deti, na ludi v ingjch krajindch a pod. (Hulley a kol., 2007).
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Internd validita je vlastnost vedeckej sttdie, ktord reflektuje mieru/rozsah zaruéenosti kauzalnych
zdverov vedeckej $tudie. Externd validita je validita zovSeobecnenej (kauzdlnej) statistickej inferen-
cie (vedeckej studie) alebo miera zovieobecnenia na iné (vSeobecnejsie, v istom zmysle hierarchicky
nadradené) situdcie.

Medzi zékladné typy vyberov patria (1) ndhodny vyber, (2) selektivny vyber, (3) zdmerny vyber, (4)
vyber typu snehovej gule a (5) vyber typu vhodnosti (komfortu) a prilezitosti. Prvému typu vyberu
hovorime aj pravdepodobnostny vyber, ostatné patria do skupiny nepravdepodobnostnych
vyberov.

Nahodny vyber je vyber, v ktorom vyberanie Satistickych jednotiek z populdcie prebieha celkom
ndhodne a nezdvisle na nasom dsudku (Bland, 2009). Rozliujeme nasledovné typy ndhodnych vybe-
rov:

1. Jednoduchy nidhodny vyber je priamy vyber statistickych jednotiek, pricom kazd4 mé rovnak
pravdepodobnost, ze bude vybrana (napr. generovanie pseudo-ndhodnijch éisel alebo Zrebovanie,
pricom je vyhodné, ked su Statistické jednotky oéislované a je mozné pouzit matematickd tedriu
ndhodnych ¢isel).

2. Mechanicky (systematicky) vyber je zalozeny na uréitom (dopredu stanovenom) usporiadani
prvkov populdcie a spoéiva vo vybere tych prvkov (subjektov), ktoré st vzajomne vzdialené o zvo-
leny vyberovy krok. Prvy prvok (subjekt) vyberieme jednoduchym ndhodnym vyberom. Pri tomto
vybere musime dat pozor, aby usporiadanie prvkov (subjektov) nestviselo so sledovanym znakom.

3. Oblastny (stratifikovany) vyber. Zdkladny sibor je rozdeleny na oblasti podla uréitého
hladiska. Oblasti si vytvorené tak, aby boli vniitorne homogénne (v sledovanych znakoch sa vnttri
oblasti prilis neodlisuji) a medzi sebou heterogénne (v sledovanych znakoch sa moézu, ale nemusia
odlisovat). V jednotlivych oblastiach sa uskutoéni jednoduchy ndhodny vijber alebo mechanicky
vjber. Percento vybranych jednotiek moze byt bud vo vsetkych oblastiach rovnaké, alebo medzi
oblasfami odligné (napr. z ekonomickych dévodov musime vybrat mensi poéet jednotiek, vyber
jednotiek je naro¢ny; navyse percento vybranych jednotiek méZe reprezentovat’ prirodzené rozde-
lenie sledovanej premennej v populdcii). Koneény vyberovy stbor vytvorime spojenim vsetkych
oblasti.

4. Skupinovy vyber. Pokial je statisticky (zékladny) stibor pomerne rozsiahly (stotisice alebo
miliény os6b), d4 sa jednoduchy ndhodny vyber uskutoénit velmi tazko; najprv sa ndhodne vybert
skupiny (agregdty) jednotiek (nie jednotlivé jednotky), ktoré tvoria bud’ prirodzené alebo umelé
agregaty. Je ziaduce, aby boli jednotlivé agregaty, pokial je to mozné, rovnako velké a vniitri kazdej
skupiny heterogénne. Variabilita medzi skupinami musi byt ¢o najmensia, t.j. blizka homogénne;j
(opacne nez pri oblastnom vybere). Pri tomto vybere rozlisujeme dve moznosti.

o Vyber vietkych jednotiek v agregdte.

e Duvojstupriovy a viacstupriovy vygber. Je zalozeny na hierarchickom opise prvkov zdkladného
stboru, ku ktorym sa dostdvame postupne cez vyssie vyberové jednotky. Kazda vyberova
jednotka je skupinou vyberovych jednotiek nizsieho radu, kde rozlisujeme jednotky prvého
stupria (primdrne jednotky), potom jednotky druhého stupria (sekunddrne jednotky) atd., az
nakoniec mame zdkladné jednotky Statistického suboru. Postupné vybery prebiehaji ¢asto
jednoduchiyim ndhodnym vijberom, ale pouzit sa moze aj mechanicky alebo oblastny viber.
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Selektivny vyber je vyber, v ktorom vybrana vzorka nepokryva pozadovani cielovii vzorku, ¢o ddva
skresleny obraz o studovanej populacii.

Zamerny vyber je vyber, v ktorom o vybere jednotky rozhoduji okrem ndhody ¢astokrat nekon-
trolovatelné ¢initele (subjektivny nézor vyberajiceho, ochota, resp. neochota odpovedat’ na kladené
otdzky a pod.). VSeobecne sa tvrdi, Ze tento typ vyberu sa opiera o ,expertné“ stanovisko a rdézne
,odhady* ako ziskaf reprezentativny vyber. Takto ziskané vyberové sibory si ¢asto ovplyvnené sub-
jektivnym pohladom ,experta“, ale aj d’alsimi faktormi ovplyvitujicimi tvorbu vyberu a presnost

1

zovSeobeciiujticich zdverov sa skor opiera o ,expertny“ pohlad neZ o metodolégiu.

Vyber typu snehovej gule predstavuje typ nendhodného vyberu subjektov, v ktorom prave hod-
notené subjekty odporuéia alebo privedi d'alsie subjekty z radov svojich zndmych (Russell Bernard,
2006, s. 192-194). Tento (rovnako ako aj iné typy nendhodného vyberu subjektov) je predmetom kri-
tiky, jeho vysledkom je viak vzorka zlozena z I'udi tvoriacich prirodzent siet socidlne prepojenych osob.
To mé, vyznam pri vytvarani vzorky u skrytych populdcii. Ide o osoby riedko rozmiestené na vel’kom
lzemi, osoby socidlne stigmatizované (napr. osoby HIV pozitivne) alebo osoby zdmerne sa skryvajice
(napr. narkomani, zlo¢inci a pod.). Interpretdcia vysledkov musf vzdy vychadzat z charakteru vzorky,
ktory je dany typom vzorkovania (vyberu).

Vyber typu vhodnosti (komfortu) a prilezitosti predstavuje typ nendhodného vyberu subjektov,
v ktorom vyberdme subjekty ochotné a I'ahsie dostupné (Walker a Almond, 2010). Najéastejsie sa tento
typ vyberu pouziva v pilotnych stididch a v prieskumoch verejnej mienky. Tento vyber je selektivny,
preto je velmi dolezité zozbierat aj demografické ddta, ktoré mézu poukazovat na vyberové vychylky.

Pri realizécii uvedenych statistickych vyberov dochddza k dvom druhom chyb.

1. Chyby reprezentativnosti siu rozdiely v hodnotdch charakteristik zakladného a vyberového
stiboru, ktoré si zapri¢inené tym, 7e sa skiima iba ¢ast zékladného stiboru. Ak bol vyberovy stibor
vytvoreny korektne, tak rozdiely v charakteristikach zakladného a vyberového stiboru predstavuji
ndhodné chyby.

2. Chyby registracie su rozdiely medzi presnymi hodnotami znaku u vybranych jednotiek a zare-
gistrovanymi hodnotami®.

8Chybem merania nie je chybou registracie (pozri kapitolu 1.3.3 Hlavné atribuity d4t).
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1.3.2 Nahodny vyber v realite antropologického vyskumu

Idedlny ndhodny vyber, zodpovedajici vyssie uvedenej definicii, je v redlnych podmienkach antropo-
logického vyskumu (Tubovolného zamerania & materialu) skor vynimkou nez normou. Zriedka totiz
méme k dispozicii vietkych jedincov danej populdcie (tj. celd populdciu), z ktorej ndhodne vyberdme
studovant vzorku (pozri kapitolu 1.3.1 Typy vyberov). V stididch zivého ¢loveka vicsinou ide o Stiadie
na dobrovolnikoch. Zavisi od charakteru skiimaného javu a pouZitej metodiky, do akej miery bude
dobrovoln4 uéast v §idii menit charakter vyberu oproti ndhodnému. Nendhodnost mézeme obmedzit
z hladiska geografického povodu — napr. v geograficky stratifikovanom vybere, kde ide o vyber dobro-
voInikov proporciondlny ku mnozstvu jedincov potrebnych charakteristik v danej geografickej oblasti.
Data statisticky analyzujeme tak, akoby o nahodny vyber §lo. ZovSeobecnenia na celii populaciu si
vsak problematické.

Vynimkou mozu byt v antropoldgii iba §ttidie kompletnych dat (databéza tohto typu ma charakter
registra), t.j. stidie celej populdcie uréitej geografickej oblasti, kedy nemame k dispozicii vzorku, ale
vsetky pripady daného charakteru (napr. vsetkych novorodencov v danej spddovej oblasti za dané
obdobie).

V kostrovych siboroch (pozri kapitolu 1.2.3 Studie kostrovych pozostatkov, komentar k osteolo-
gickému paradoxu) nemozno vécsinou ndhodny vyber zaruéit, a to ani v pripade dokumentovanych
kostrovych suborov. Pri kostrovych stiboroch z pohrebiska déta Statisticky analyzujeme tak, akoby
o ndhodny vyber §lo. Pritom predpokladame, ze mnozstvo réznych ndhodnych a vzdjomne nesuvisiacich
a ¢asto protichodnych faktorov (aj ked’ samostatne nendhodnych) v réznych obdobiach a na réznych
hierarchickych trovniach spésobi, ze vyslednd vzorka sa blizi ndhodnému vyberu z populacie. Ne-
mus{ tomu tak vSak byt, lebo synergické poésobenie niekol’kych vyznamnejsich faktorov méze sposobit
systematicky posun aj napriek ich ndhodnosti. Napr. mladé dospelé Zeny s maskulinnejsimi kost'ami
panvy mozu hypoteticky byt v kostrovej sérii zomrelych dospelych Zien nadhodnotené uz v ¢ase imrtia
(z ddovodu problémov pri porode), tafonomické procesy potom mézu tiito nerovnovahu este zosilnit’ (ske-
lety viiésich, maskulinnejsich Zien se lepsie zachovajii). Vysledkom moze byt nizsf sexudlny dimorfismus
v danej sérii oproti redlnej situdci v danej populacii za zivota.

1.3.3 Hlavné atribity dat

Statistické spracovanie dat vyzaduje ziskanie kvalitnych dét, a to uz v terénnej faze vyskumu. Kvalitné
data spdjaji nasledovné atributy:

1. Objektivita. Pod objektivitou informécii rozumieme vlastnost pravdivo odrazat alebo zachy-
tavat skimané javy resp. ich znaky. Postup skimania je objektivny vtedy, ked ziskané fakty
podévaji verny obraz o skimanom jave. Objektivitu zabezpeéi taky postup, ktory hodnoty znaku
uréi jednoznaéne, takze vysledky nie st zdvislé od osoby vyhodnocovatel’a.

2. Reliabilita (spolahlivost). Vyskumna metéda je reliabilnd vtedy, ked' zistfuje (meria) tak, ze
pri opétovnom pouzit{ tejto metédy na rovnakych datach (aj pri zistovani réznymi vyskumnikmi)
za inak rovnakych podmienok dostaneme v podstate tie isté vysledky.

3. Validita (platnost). Je zabezpecend vtedy, ked otdzky v dotaznfku alebo miery na lebke a pod.
zistuji a meraju tie vlastnosti, ktoré skutoéne chceme zistovat.

4. Reprezentativnost. Pri niektorych typoch §tudif je potrebné zabezpecit, aby déta tvorili repre-
zentativnu vzorku, teda vzorku, ktora odraza skuto¢né rozdelenie znaku v populacii, napr. vekové,
podla pohlavia alebo socidlneho statusu a pod. Reprezentativnost moze znamenat aj rovhomerné
zastipenie alebo komplexnost v zastipeni nejakych skupin z populdcie. Interpretacia tohto pojmu
zavisi aj od typu studie.

1.3.4 Metddy zberu dat

Medzi metédy zberu dat patria (1) observatné metddy, (2) rozhovor/dotaznik a (3) dokumentdcia.

Observaéné metddy predstavuji priame pozorovanie, antropologické merania, klinické, biochemic-
ké alebo mikrobiologické vySetrenia a pod. Sposoby merania linearnych, oblikovych, obvodovych
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a uhlovych rozmerov v klasickej (tradicénej) morfometrii si previazané s chybami merania. Na me-
ranie sa pouzivaji tieto ndstroje (Katina a kol., 2011; Hrdlicka, 1920, 1939/1952; Martin, 1914/1928;
Martin a Saller, 1957-1966; Knussmann, 1988; Fetter, 1967; Preedy, 2012):

e pomocné ndstroje — kraniofor (na nastavenie a upevnenie lebky orientovanej vo frankfurtskej
horizontdle), kovové ihlice (na nastavenie prislusnych priamok na lebke),

e meracie nastroje — dotykové meradlo (kefalometer, na meranie linedrnych rozmerov, napr. M1 =
dizka lebky), posuvné meradlo (na meranie linedrnych rozmerov, napr. M52 = vyska o¢nice), koor-
dindtové (hibkové) meradlo (na meranie projekénych mier a hibok na lebke, napr. M20 = nadusné
bregmatickd vyska), uhlomer (na meranie uhlov, napr. M73 = uhol profilu nosa), mandibulometer
(na meranie rozmerov sanky, napr. M68 = dlzka sanky), pasové meradlo (na meranie oblikovych
a obvodovych mier, napr. M27 = medidnny parietdlny oblik alebo M23 = horizontélny obvod
lebky cez glabellu); antropometer (na meranie vysky postavy a telesnych proporcif), dynamome-
ter (na meranie sily stisku), bioimpedanénd véha (na stanovenie hmotnosti a telesného zlozenia),
kaliper na meranie koznych rias (na stanovenie obsahu telesného tuku).

Rozhovor a dotaznik zhromazduji tidaje pomocou zdmerne kladenych otdzok. Ziskané tidaje mozu
byt skreslené nepochopenfm otdzok, ich nejednoznaénostou, zlou formuldciou, zlym zéznamom odpo-
vedi a pri rozhovore aj vplyvom socidlnej interakcie. Medzi najpouzivanejsie techniky patri metéda
standardizovaného rozhovoru pomocou dotaznika realizovana skolenymi anketdrmi, koordina-
tormi. Pri tvorbe dotaznika je potrebné vytvorit na meranie zistovanych javov vhodné gkaly repre-
zentované predpisanymi odpoved'ami v otézkach. Zdkladné typy skdl st (1) nomindina (neusporia-
dand), (2) ordindina (usporiadand) a (3) kvantitativna (numerickd). Skala znaku musi by zvolend
tak, aby dobre rozdelovala znak do kategérif. Nem4 napr. zmysel zaradit do dotaznika taki otézku,
na ktori je mozna jedind odpoved'. Otézky v dotazniku delime na zatvorené (je mozné vybraf si jednu
7z predvoleného koneéného poétu odpovedi) a otvorené (odpoved je potrebné napisat slovne a roz-
sah slov nie je ohraniceny). Specifickd skupinu tvoria otdzky s viacerymi moznostami odpovede, ktoré
vSak nie su Statistickym znakom v zmysle definicie — $tatisticky znak je jednoznaénd transformdcia
(R = O, kde R ozna¢uje mnozinu respondentov a O oznacuje mnozinu odpoved{ na dani otdzku).
Pri ich spracovani treba vyuzit §pecifické techniky, takze vhodnejsie je vyhnit sa v dotaznfku tomuto
typu otdzok. Z definicie Statistického znaku, ako jednoznacnej transformaécie, dostdvame zdkladné
Statistické poziadavky, ktoré je potrebné respektovat pri konstrukcii skdl otdzok dotaznika:

e jednoznacnost — zarucuje disjunktny rozklad mnoziny objektov, t.j. jeden objekt nemodze mat
priradent viac nez jednu hodnotu daného znaku;

e dplnost — zarucuje zahrnutie vietkych moznych hodnét, t.j. §kdla znaku (otézky) musi byt konstruo-
vand tak, aby zahfnala vSetky moznosti;

o nezdvislost — pri vietkych podmienkach musi platit rovnakd skéla (rdno a vecer, v Prahe, ako aj
v Bratislave) v rdmeci daného vyskumu.

Vsetky tri body platia nielen pre $kaly otdzok dotaznika, ale aj vSeobecne pre akykolvek spdsob
ziskavania d4t, t.j. nie je mo7né mat dve alternativne namerané hodnoty pre jeden objekt, nesmie
sa stat, ze nejaky objekt nebude mozné zmerat a za vsetkych podmienok je potrebné na rovnakom
objekte namerat to isté (t.j. akdkolvek metéda ziskavania dat musi byt wvycerpdvajica, exkluzivna
a nezdvisld).
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Formélna tprava dotaznika musi by prehladnd, aby sa minimalizovali chyby pri kédovani, ako aj
pri ich zédzname do PC. Okrem takejto tipravy musi dotaznik obsahovat identifikacné znaky, ktoré si
pombockou pri kontroldch, t.j. ¢islo dotaznika ¢i ¢islo koordindtora. Okrem meritérnych znakov (otdzok)
musi dotaznik obsahovat patriéné demografické znaky podla skimanej témy, napr.

o Lraj

— Slovenska republika: Bratislavsky kraj, Trnavsky kraj, Trenciansky kraj, Nitriansky kraj,
Zilinsky kraj, Banskobystricky kraj, Presovsky kraj, KoSicky kraj;

— Cesks republika: StFedocesky kraj, JihoGesky kraj, Plzenisky kraj, Karlovarsky kraj, Ijstecky
kraj, Liberecky kraj, Kralovéhradecky kraj, Pardubicky kraj, Vysoc¢ina, Jihomoravsky kraj,
Olomoucky kraj, Moravskoslezsky kraj, Zlinsky kraj, Hlavni mésto Praha;

o velkostnd skupina obce — zauzivana kategorizdcia: do 1999 obyvatelov (1), 2000—9999 (2), 10000
49999 (3), 50000—99999 (4), nad 100000 (5):

o okresy — vhodne kédované &islami (1,2,...,%) alebo jednoduchymi skratkami ich ndzvov; podla
potreby mozno kategorizdciu usporiadat podla rozlohy okresu alebo poétu obyvatelov.

Dalsie demografické ukazovatele mozno pripadne doplnit’ podla potreby.

V pripade, Ze kategérie znaku maji mali pocetnost, zlucuji sa podla logiky problému. V dotazniku
sa mozu vyskytnit otdzky, na ktoré neodpovedaji vsetci respondenti. Takymto pripadom sa treba
striktne vyhybat, lebo spracovanie takychto otdzok vnasa do Statistickej analyzy urcité problémy,
ktorym mozno predchddzat tplnym vyplnenim dotaznika’. Vhodné je v jednotlivych otdzkach za-
chytévat jedno hladisko, pretoze pri kombindcii viacerych hl'adisk sa musia tieto kombindcie variantov
znakov ,,ndsobit “.

9Neﬁplne vyplneny dotaznik predstavuje z hl'adiska reprezentativnosti ddt rovnaku situdciu ako iplné odmietnutie i¢asti jedinca v studii
(t.j. jedinec sa nestane dobrovolnikom).
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Niekedy moze byt vyhodné dva alebo viac znakov kombinovat do jedného bez straty informécie,
napr. dve otazky do jednej.

Priklad 35 (kombinacia znakov) Znak XA nadobida hodnoty 0 (v drade nemaji PC) a 1 (v drade
maji PC), znak XB (vek PC) je X rokov; je mozné kombinovat do jednej otdzky XX, kde kéd 0
znamend, Ze PC nemaji a ostatné odpovede si uz len nomindlne, teda vek PC. Takto sa redukuje pocet
otdzok (premennych) a eliminuji sa chybajice ddta.

V kvantitativnom vyskume je potrebné vyhybat sa vietkym typom otvorenych otazok, ako otvo-
rengfm otdzkam so struénou odpoved’ou, tak aj otvorenym otdzkam so irokou odpoved ou. Najvyhodnej-
§fmi typmi otdzok z pohladu d'alsicho matematicko-Statistického spracovania st otdzky dichotomické
(bindrne), otdzky prirad’ovacie (& uz priradujeme do usporiadanej alebo neusporiadanej kategorizacie)
a otdzky s numerickou odpoved'ou. Vietky takéto vhodné otdzky moéZeme zahrnit pod jeden pojem
uzavreté otazky. Treba ich formulovat strucne, jasne, zrozumitelne, tplne a jednoznacéne. Navrhovat
treba navzdjom nezdvislé otdzky (porovnaj s prikladom 35), éo znamend, Ze odpoved’ na nasledujticu
otézku by nemala zdvisiet od odpovede na predchidzajticu otdzku.

Dokumentécia je jednoduchy a ¢asto jediny sposob ako ziskat informécie z minulosti. V lekarskom
vyskume (alebo aj v klinickej antropoldgii) rozozndvame tri typy dokumentécie, a to

1. p6vodna zdravotnicka dokumentacia (ako je zdznam o zdravi a chorobe ( karta®), hldsenie
o narodeni dietata alebo list o prehliadke mrtveho);

2. idaje rutinnej zdravotnickej Statistiky a rutinnych Statistik inych odvetvi, napr. de-
mografie, poistovnictva, ekonomiky, geografie a meteorolégie (tidaje o zdravotnom stave obyva-
tel’stva — o celkovej chorobnosti, chorobnosti spojenej s pracovnou neschopnost'ou, pri¢inach imrtia
a pri¢inach invalidity, ako aj o zdravotnickych sluzbdch — o sieti zdravotnickych zariadeni, pra-
covnikoch v zdravotnictve, zdravotnickych skoldch o lekdrskych a farmaceutickych fakultéch);

3. historicka dokumentécia, napr. cirkevné matriky; uplatiiuje sa v biologickej antropolégii a pri-
buznych odboroch (napr. behaviorélne-ekologické studie v rdmci tedrie zivotnej histérie); umoziu-
jti sledovat zaznamenané udalosti z celého zivota I'udf aj v niekolkych po sebe idtcich generacidch.

1.3.5 Zistovanie presnosti merania

Na zistenie spolahlivosti nameranych dét je vhodné, a v odbornych pracach dnes uz nevyhnutné, éfselne
charakterizovat presnost merania (napr. Goto a Mascie-Taylor, 2007). Vysledky merania st vzdy
ovplyvnené kombindciou systematickych a nédhodnych chyb merania. Systematické chyby sposobené
meranim moZzeme rozdelit na tieto skupiny (Katina a kol., 2011):

1. chyby sposobené externymi/environmentalnymi faktormi — dennd doba, intenzita svetla,
vlhkost prostredia a oblecenie;

2. chyby pristroja — presnost merania pristroja;

3. chyby merania — chyby z odlisnej aplikdcie techniky merania (r6zne pochopenie definicie meranej
miery), intraindividudlna a interindividudlna chyba (iné drzanie pristroja, iny tlak aplikovany
pri merani, ind orientdcia lebky pri merani a pod.);

4. kalibracie meracieho pristroja (¢asto sa pouziva aj anglicky pojem zero error), napr. Mic-
roScribe G2, kde je potrebné opakovane kalibrovat pristroj na tri fixne stanovené landmarky
pri otoceni tej istej lebky a pod.

Zmiesanim chyb (1) az (4) vznikd tzv. kombinovand systematickd chyba, ktord nie je mozné
objektivne hodnotit. Problematické tiez je, ked sa kombinuji miery (na vypocet indexov, ako aj
v Statistickych vypoctoch) merané inymi meracimi pristrojmi s roznou presnostou merania (zvycajne
od zlomku milimetra do troch milimetrov). Pri meraniach vieobecne mézeme hovorit' aj o ndhodnej
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chybe!® (ume), ktord je désledkom nespravneho ndhodného vyberu. Pri antropologickych meraniach
na historickych populécidch vak ide o $pecificky problém, lebo pri vyskume kostrovych sérii sa meraju
vietky najdené lebky. Ked'Ze tento druh vyberu nie je moZné ovplyvnit, ned4 sa hovorit o ndhodnom
vybere v pravom slova zmysle. Vyber je potom ovplyvneny len dostatoénou zachovanostou lebiek
a velkostou kostrovej série, ktord nemusi dostatoéne reprezentovat populdciu zijicu v danom éase
a priestore.

Obidva typy chyb, systematické ako aj ndhodné, sa vo vysledkoch kombinuji. Pokial’ meranie nie
je dostatoéne presné, ndhodny Sum vyrazne ovplyvituje moznost zachytenia Statisticky vyznamného
rozdielu. Autor tak ¢itatelovi ddva vediet, Ze napriklad medzi populdciami nie je v strednej hodnote
sledovaného znaku rozdiel, aj ked’ v skutoénosti medzi nimi rozdiel je. Citatel je tak uvedeny do omylu,
pretoze nie je mozné odlisit tito situdciu od situdcie skutoénej zhody medzi dvoma strednymi hod-
notami, v dosledku éoho svoj d’'aléi vyskum orientuje nespravnym smerom. Presnejsia studia rozdiel
néjde, &fm vznikne rozpor medzi oboma vysledkami, pri¢om nie je mozné zistit', & ide o skutoény roz-
diel medzi dvoma $tidiami (v jednej sa dve skupiny neliSia a v druhej sa 1isia) alebo ide len o désledok
odlisnej presnosti merania a miery Sumu v ddtach oboch §tudii. Je preto v zdujme samotného au-
tora nielen uvddzat v publikdcidch didaje o presnosti merania (ako intraindividudlnu, tak aj interindi-
viduélnu chybu; pozri kapitolu 1.1 Ciele vedeckej §tidie a sledovené premenné), ale predovietkym mat’
jasnui predstavu o tom, ¢o a ako presne meria. Len tak sa moze rozhodnit’, & vobec meranie pouZije
na analyzu a ako bude vysledky interpretovat.

Na vyjadrenie presnosti merania sa najéastejsie pouzivaji absolitne a relativne ukazovatele vzt ahu
medzi rozptylom nameranych hodnot znaku a rozptylom sposobenym rozdielom medzi dvoma opa-
kovanymi meraniami (Ulijaszek a Lourie, 1994). Najvhodnejsie je dvakrat zmerat vsetky pripady
danej vzorky, v niektorych $pecidlnych metédach aj viackrat (napr. pri hodnoteni fluktuacnej asy-
metrie sa pouziva opakované meranie priamo ako faktor vstupujuci do analyzy rozptylu a porovnédva
sa jeho vplyv s efektom fluktua¢nej asymetrie). V mnohym pripadoch vsak z praktickych, finanénych
¢i etickych pricin chybu merania opakovanim merania vSetkych pripadov stanovit nemozno. Vtedy je
potrebné stanovit chybu merania aspoii na ¢asti vzorky. Rozni autori odportéaji roznu minimalnu
velkost vzorky na stanovenie chyby merania, napr. 50 pripadov (Mueller a Martorell, 1988), pokial’
sa §tidia nezaoberd porovnavanim viacerych skupin, u ktorych sa presnost’ merania méze 1isit (napr.
tarchavé a nefarchavé zeny), v takom pripade je potrebné stanovit chybu merania v kazdej skupine
zv14st.

Jednym z absolitnych ukazovatelov je technickd chyba merania

dima m%z

TEM =
on

kde z4; = xj1 — 242 je rozdiel medzi meraniami. TEM vyjadruje priemernd chybu merania, ktora
pripadd na jedno meranie. Pokial' sa hodnota TEM rovn4 napriklad 1.118 mm, znamens to, Ze pri
kazdom merani na jedno meranie tohto znaku pripada priemerne chyba 1.118 mm. Jednotkou TEM
st povodné jednotky, v ktorych bola premenns merand. Rézne TEM hodnoty mozno porovndvat iba
v rdmci tejto premennej, t.j. nemozno porovnavat éiselné hodnoty TEM u vysky postavy a sily stisku
ruky.

Dalsim ukazovatelom je relativna technickd chyba merania

TEM
TEM,¢ =

x 100,

kde T je celkova priemernd hodnota. TEM,. predstavuje percentudlne vyjadreny podiel TEM k prie-
mernej hodnote danej premennej. Pokial’ je hodnota TEM, napr. 2.42 %, pripadé na kazdé meranie
chyba predstavujica 2.42 % z priemernej hodnoty. Tento ukazovatel’ teda nezavisi len na samotnej
presnosti merania, ale tiez na priemernej hodnote. Tou méze byt populaény priemer tabelovy (publi-
kovany), priemer vypocitany z hodnot nameranych v danom vyskume alebo priemerna hodnota z takto
testovanych opakovanych merani. Na rozdiel od TEM, porovndvanie TEM ] medzi réznymi veli¢inami
je zmysluplné. Vyssie hodnoty TEM,¢ maji v antropolégii spravidla rozmery merané na zivom cloveku
a na méakkych tkanivdch a mensie rozmery merané na skelete, ¢o je dané komplikovanejsou $pecifikaciou
veli¢in a Standardizéciou podmienok merania u zivého ¢loveka (mékké tkanivd, cirkadidnne rytmy, psy-

1073 nahodné chyby povazujeme aj chyby registrdacie — chyby z odé&itania hodnét z meracieho pristroja, chyby zo zapisu hodnét do pro-
tokolu, chyby z prenosu hodnét z protokolu do PC.
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chicky stav, atd’.). Ked'Ze je tu chyba vztiahnutd k strednej hodnote, u znakov meranych s rovnakym
TEM (dané napr. obdobnou definiciou veli¢iny a rovnakou presnostou meradla), ale s réznou strednou
hodnotou (méze to byt napr. dizka kosti stehennej a druhej kosti zaprstnej, obe merané na osteomet-
rickej doske), bude relativna chyba veli¢iny s mensou priemernou hodnotou napriek rovnakej TEM
vicsia.

Tretim ukazovatelom je koeficient reliability

TEM?

CR=(1-—3

) x 100,

kde s je celkovéa smerodajna odchylka. CR vyjadruje podiel druhej mocniny TEM k celkovému rozptylu
(druhej mocnine smerodajnej odchylky) hodnot sledovanej vzorky, odéitany od hodnoty jedna. Ide teda
opét o ukazovatel relativny, ktory uddva, aky podiel rozptylu v ddtach nie je tvoreny chybou merania.
Nadobtida hodnoty od 0 (absolitne nereliabilné meranie) do 1 (absolitne reliabilné meranie). Aj ked’
nie je stanoveny Ziadny limit urcéujtci, akd najnizsiu hodnotu by mal CR dosiahnut’, aby sme mohli
namerané idaje pouzit, Ulijaszek a Kerr (1999) uvadzaju, Ze v antropometrii by mal dosahovat hodnoty
minimalne 0.95 a viac. Zo sp6sobu vypoctu je zrejmé, ze CR zavisi na hodnote smerodajnej odchylky.
Ak vypocitame CR pre zliceny stibor muzov a zien dohromady a pre muzov a Zeny samostatne, nizsia
hodnotu CR (a teda nizsia reliabilita merania) bude pravdepodobne v zli¢enom stibore, kde bude
smerodajné odchylka vyrazne vyssia.

Vzhladom na umocnenie a odmocnenie rozdielov, TEM (ani d’alsie nasledujtice dva z neho vypoéitané
ukazovatele — TEM,, a CR) nijak nezohladfiuje zmysel rozdielu (zdporny & kladny) medzi prvym
a druhym meranim a nie je teda ukazovatelom systematickej zmeny merania medzi prvym a druhym
meranim. Na otestovanie systematickej zmeny, pozri kapitolu 6.1 Asymptotické testy o strednej hod-
note. Vzhladom na mnohé druhy priéin, v dosledku ktorych systematicka chyba medzi prvym a druhym
meranim ¢asto vznikd, okrem jej testovania by sme sa systematickej chybe mali snazit’ predchadzat
metodickymi opatreniami. Systematicky posun nenastane, ak zndhodnime poradie prvého a druhého
merania, t.j. nemeriame najskor vsetky pripady prvykrat a potom druhykrat, ale v ramci jedného me-
rania zaradime kazdy pripad dvakrat v nahodnom poradi. S moznym vyskytom systematickej chyby
merania medzi oddelenym prvym a druhym meranim sivisi aj nevyhnutnost zndhodnenia (rando-
mizdcie) poradia merania pripadov z porovndvanych skupin (pozri kapitolu 1.3.8 Zndhodnenie a za-
slepenie). Ak napriklad Studujeme sexudlny dimorfizmus a porovndvame stredné hodnoty u muzov
a u zien, nie je sprdvne zmerat najskor muzov a potom Zeny (alebo dokonca skupiny rozdelit me-
dzi réznych vyskumnikov), pretoze modze vznikat systematickd chyba merania (v désledku zmeny
podmienok prostredia, zmeny v chapani rozmeru na muzskom a zenskom tele v ¢ase, rovnako tak
aj odlignosti medzi dvoma osobami v chépani definicie rozmeru a praktickych skiisenostiach, napr.
v tlaku vyvijanom na meradlo pri merani mikkych tkaniv Tudského tela). Systematickd chyba sa po-
tom neoSetrend stdva sticastou studovaného sexudlneho dimorfizmu. V idedlnom pripade preto treba
poradie muzov a zien randomizovat a meranie uskuto¢iiovat jednym vyskumnikom. Ked'ze v roz-
siahlejsich studidch to vacsinou nie je mozné, pri vaésom pocte merajicich osob je nutné este pred
zaGiatkom merania testovat interindividudlnu chybu u vetkych vyskumnikov na rovnakej testovacej
vzorke.

Nevhodné na testovanie presnosti merania je pouzitie korelacného koeficientu (Halligan, 2002) alebo
regresného modelu. Hodnoty opakovanych meran{ totiz mdzu vel'mi silno korelovat aj v pripade nerelia-
bilného merania zatazeného systematickou chybou merania. Ak by sme napriklad pri druhom meran{
u vsetkych pripadov namerali presne dvakrat vicsiu hodnotu nez pri merani prvom, meranie by bolo
velmi nereliabilné a s velkym systematickym rozdielom medzi prvym a druhym meranim, korelacny
koeficient by v8ak bol napriek tomu rovny jednej.

1.3.6 Statistické znaky

Na statistickych jednotkach skimame Statistické znaky (premenné), ktoré sa delia do nasledovnych
kategérii (hovorime aj o skdle merania):
1. kvantitativne (metrické, kardindlne)

e spojité (merané na nekoneény pocet desatinnych miest), diskrétne (merané na konecny
pocet desatinnych miest; casto sa im hovori aj diskretizované spojité znaky, lebo znak nemo-
zeme zmerat s absolitnou presnostou; napr. dlzkové miery lebky) a intervalové (jav, ktory
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nevieme presne pozorovat, napr. terminy a vekové kategérie v rokoch pouzivané pri odhade
veku podla kostry!! (Szilvassy, 1988): infans I (0, 7), infans II (7, 14), juvenis (14, 20), adultus
I (20,30), adultus II (30,40), maturus I (40,50), maturus II (50,60), senilis (60, vekpax))
[vysokd informacénd hodnotal;

e frekvencie/pocetnosti vyskytu nejakej udalosti [vysokd informa¢nd hodnotal, kde ide
napr. o pocet vyfajéenych cigariet za den a pod.;

2. kvalitativne

e nomindlne znaky (neusporiadana kategorizacia) — ide o prislusnost sledovaného objektu
k urcitej triede objektov, napr. vyucovacie predmety; nabozenstva ako katolici, protestanti,
zidia, moslimovia; typ sidla — dom, apartmén; pohlavie'? — zena, muz; krvny typ — A, B, AB
a 0 [nizka informa¢nd hodnota, ak ide o intervalovi premennu vytvorend z nejakej spojitej
premennej; inak vysokd informacénd hodnota];

e ordindlne znaky (usporiadand kategorizicia) — ide o znak, ktorého hodnoty mézeme
prirodzene usporiadat, napr. stupnica zndmok — 0, 1,. .., 5; socidlna skupina — nizka, strednd,
horna; politick4 filozofia — liberdlna, stredn4, konzervativna; stupeii bolesti (podl'a WHO) —
0 (ziadna), 1 (mierna bolest), 2 (vnfmand a obfazujtca), 3 (silnd a stresujica), 4 (velmi silnd
a neznesitelnd), 5 (znic¢ujtica) [stredne vysokd informa¢na hodnotal;

e alternativne znaky (bindrne) — typ nie/4no, kedy moze ist o neusporiadani kategorizaciu,
napr. pohlavie — 0 (zena), 1 (muz) alebo usporiadani kategorizaciu — 0 (nemé znak), 1 (md
znak) [nizka az stredne vysokd informa¢nd hodnotal.

Frekvencie/pocetnosti hovoria o absolitnej skdle znaku, kym pravdepodobnosti a percentd o re-
lativnej skale znaku. Pri zaznamendvani detailov o sledovanych premennych je potrebné zaznamenat
nielen typ premennej (Skdlu merania), ale aj jej presné pomenovanie a skratku v databdze, jednotky,
strucny popis a mozny rozsah hodndt.

Realizdcie statistickych znakov (ddta) mézu mat roznu formu — skaldr, vektor, matica, pole alebo
d4atova tabulka (kombinuje ¢iselné a textové tidaje), z ktorych mozno ziskat napr. incidenénii ma-
ticu (matica nepritomnosti a pritomnosti — nuly a jednotky), abundanénti maticu (matica abun-
dancif; v kazdej bunke sa vyskytuje pocet) alebo tabulky pocetnosti atd'.

1.3.7 Triedenie dat

Triedenie dat slizi na rozdelenie vyberovych jednotiek do skupin (tried) podla dopredu uréenych
triediacich znakov. Podl'a poctu triediacich znakov rozlisujeme

¢ jednostupiiové triedenie — len jeden triediaci znak, napr. triedenie novorodencov podla pohla-
via;

e viacstupiiové (kombinaéné) triedenie — dva a viac triediacich znakov, napr. triedenie zo-
mretych 0s6b podla veku, pohlavia a zamestnania.

S typom triedenia sivisf aj ndsledne pouzity Statisticky model, v ktorom mozno triedenie pouzit
pre zavislé, ako aj nezavislé premenné.

Triedy su pri triedenf uréené podla kvantitativnych znakov pomocou triednych intervalov, ktoré musia
pokryt vietky hodnoty sledovaného kvantitativneho znaku a vzdjomne sa nesmi prekryvat (musia byt
disjunktné). Hranice triednych intervalov st dané ¢&iselne a ich rozdiel predstavuje dizku triedneho
intervalu. Stred triedneho intervalu je aritmeticky priemer hranic triedneho intervalu. Rovnako dlhé
triedne intervaly sa nazyvaji ekvidistantné. Pocet triednych intervalov je najcastejSie od 5 do 20
(niekedy aj mensi, podla potreby), je uréeny s ohladom na rozsah stiboru a jeho rozpitie (viac pozri
v kapitole 3 Charakteristiky polohy a variability a Statisticka grafika).

11y steasnosti sa v kostrovej antropolégii pochybuje o spravnosti zarad’ovania jedincov do vekovych kategérii v dospelosti v desatroénych
intervaloch. Moznostami redlneho a validného hodnotenia veku dospelych jedincov na zdklade znakov na kostre sa zaoberali Buk a kol.
(2012) a Briizek (2008).

12pohlavie vieobecne chidpeme ako nominélny znak (kédovanie: 0 — Zena, 1 — muz); ako ordindlny znak vystupuje len vtedy, ked’ sledujeme
riziko choroby stvisiace s pohlavim, kde nulou oznacujeme menej rizikové pohlavie.
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1.3.8 Znahodnenie a zaslepenie

Znahodnenie sa pouziva hlavne pri merani/zédzname dét. Statistické jednotky (subjekty) sa ndhodne
poprehadzuji pomocou ich identifikaénych ¢isel tak, aby napr. meranie nebolo ovplyvnené uspo-
riadanfm ndhodného vyberu (poradim subjektov). Zndhodnenie alebo zndhodnend alokécia, t.].
néhodné pridelovanie subjektov do skupin, je fundamentalnym principom klinickych studif. Ciel'om
zndhodnenej alokdcie je redukcia vychylky, ktord sa vyskytuje pri nendhodnom prirad’ovani sub-
jektov do skupin. V podstate ide o aplikdciu principov ndhodného vyberu (najcastejsie stratifiko-
vaného vyberu), pricom detaily implementécie maji byt uvedené v protokole v sekcii Statistické
metédy. Pokial je sticastou zndhodiiovania aj stratifikacial'®, je potrebné popisat prognostické pre-
menné/faktory a pocet hladin/drovn{ pre kazdi z nich (napr. pohlavie, zdvaznost ochorenia a pod.).
Znéhodnend alokdcia prebieha v kazdej stratifikaénej skupine (kombindcii hladin vSetkych faktorov).
Je potrebné dodrziavat pravidlo pouzitia malého poétu faktorov a hladin, pretoze poéet stratifikaénych
skupin rychlo stupa.

Priklad 37 (zndhodnend alokacia; permutaény blokovy princip) Majme dve skupiny A a B
(vo vseobecnosti mézeme mat k skupin), do ktorych chceme ndhodne alokovat subjekty. Alokaény
pomer (podiel rozsahov tijchto dvoch skupin) je 1 : 1. Alokdcia do tychto dvoch skupin prebieha pomocou
(m x k)-rozmerngich blokov (m je nejaké prirodzené &islo; ked 7e mdme 2 skupiny, k = 2). Nech m = 2.
Potom je blok zloZeny zo §tyroch elementov (dva pre kazdi skupinu). Mozné usporiadania (permutdcie)
elementov v blokoch si nasledovné - AABB, BBAA, ABBA, BAAB, ABAB a BABA. Ich poradie je
uréené nahodnym usporiadanim ¢isel 1 aZ 6. Celkovy poéet pismen A a B zodpovedd rozsahu ndhodného
vijberu.

Zaslepenie/maskovanie sa pouziva na redukciu vychylky, ktora by mohla vzniknit v pripade, ze ma
vyskumnik informécie o zaraden{ subjektov do skupin (typ vySetrenia, typ choroby, pripad alebo kon-
trola a pod.), pretoZe tieto informéacie moézu ovplyvnit jeho rozhodovanie. Specidlnym pripadom zasle-
penia je dvojité zaslepenie, ktoré sa v klinickych pokusoch pouziva v pripadoch, ked’ ani vyskumnik,
ani subjekt nepoznaju zaradenie subjektu do prislusnej skupiny. V protokole sa takato situdcia opise
nasledovne: ,,Ide o dvojito zaslepent zndhodnent $ttdiu, ktora zistuje efekt liecku XY a placeba (alebo
liecku XZ) na incidenciu infarktu myokardu bez a s ndsledkom smrti (celkovd mortalita) u n pacientov
po prvom infarkte myokardu.“ Je potrebné specifikovat, ¢o sa bude zndhodiovat a kroky, ktoré budi
vykonané na zabezpeéenie zndhodnenia v praxi. Je tiez dolezité zdoraznit', ze ani d'alie osoby, ako napr.
radiolég, patolég a laboratérny persondl, nemaju pristup k zatriedeniu subjektov do skupin. Rovnako
tak pri antropologickom merani, ¢ uz klasickom alebo virtudlnom, je potrebné zabezpecit, aby ani
vyskumnik nemal pristup k zatriedeniu subjektov do skupin. Optimélne je preto pouzit identifika¢né
c¢isla subjektov v ndhodnom poradi.

1.3.9 Databaza

Celistvost a kvalita Statistickéj analyzy zavisi od kvality d4t. Kazd4 $tidia musi vychddzat z vysoko
kvalitnych d4t, ale kroky k dosiahnutiu tohto ciel’a st éasto prehliadané. V angli¢tine sa pouZiva slovné
spojenie ,, garbage in — garbage out “, v slovenéine sa Statistika definuje ako ,, presnd prdca s nepresniymi
éislami “. V protokole je potrebné uviest, akym sposobom budt data zozbierané, akym spdsobom bude

137 latinského stratum (singuldr) a strata (plural); stratum v Statistike sa preklada ako vrstva alebo hladina.
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zaslepend identifikdcia subjektov, akym spdsobom sa budi déta uchovavat a chranit. Praca s ddtami
v elektronickej podobe sa nazyva ddtovy manaZzment. V pripade velkych databdz je potrebné kon-
taktovat informatika Specializujiceho sa na databdzy, t.j. databdzového programdtora, ktory je
schopny programovat v jazyku SQL a biostatistika, ktory je schopny programovat v jazyku @.
Biostatistika je potrebné kontaktovat v kazdom pripade, pretoze sa musi podielat na databizovom
projekte, ktory zahina planovanie, definiciu a realizdciu databazy, vytvaranie datovych formulérov,
sposob zaddvania dat, monitorovanie a reviziu datdbazy. Dobre organizovana databédza zabezpeéi nie-
len dobré uchovanie dat, ale ulahéf aj hladanie subjektov, kontrolu kvality, vlastnt Statistickd analyzu
a prezentaciu vysledkov.

Pri tvorbe formuldrov treba mat na zreteli kto, kedy a kde bude formulére Vypiﬁat’, kedy budu data
dostupné a & bude formuldr sicastou databdzy. Je vhodné vytvorit zoznam vsetkych potrebnych
formularov, v ktorom budi uvedené nazvy stborov a miesto ich ulozenia (Peacock a Peacock, 2011).
V kazdom pripade je doleZité mat

e zoznam premennych, ich typ, ditum a jednotky merania; v analyze tvaru aj zoznam
mier, landmarkov a kriviek; vsetko s definiciami premennych, vysvetlenim skratiek (forma
skratiek musi byt konzistentna s pravidlami vytvdrania ndzvov stipcov v pouzitom Statistickom
programe, napr. @), ¢iselnym formatom hodnét (pocet desatinngch miest, pocet cifier, forma
détumu, napr. dd/mm/rrrr), s otakdvanym rozsahom a oc¢akdvanou hodnotou, definiciou kédo-
vania v tzv. vyhladdvacich tabulkéch, s uvedenim sposobu identifikdcie chybajicich a neposkyt-
nutych dat (v databéze sa nesmu nechivat préazdne bunky, optimélne je definovat tieto hodnoty
tak, aby nemohli byt zamenené s redlnymi hodnotami, napr. 999 alebo —9 a pod.), s definiciou
pravidiel validdcie, spdsobu ziskania dat (virtudlne z obrazu, fyzickym meranim, akym vySetrenim,
akym pristrojom), spésobom merania, pouzitim dat (popisna alebo §tatistickd analyza); sumérne
tomu hovorime datovy slovnik;

e ziaznam o identifikacii subjektov, ktory je potrebny na anonymnu identifikdciu subjektov;
kontaktné informaécie o subjekte;

e vystupny zaznam o subjekte — kedy subjekt opustil stidiu, status ukoncenia a dévod.
Kontrola kvality databazy zahfnia kontrolu
e opakovaného zahrnutia toho istého subjektu (napr. aj pomocou rodnych éisel),

e rozsahu danej premennej (Cistenie dét, t.j. zhodnotenie a korekcia; napr. pomocou kontroly
posunu desatinnej ¢iarky ako systematickej chyby, zobrazenim dat, kontrolou cez stratifikované
premenné, hlavne cez klicové (primdrne) premenné a pod.), v angli¢tine sa pouziva pojem out-
of-range measurements, v Statistike sa §pecifickej skupine tychto realizdcii hovori odl'ahlé pozo-
rovania, ktoré sa mozu (ale nemusia) vyskytovat v povolenom rozsahu danej premennej,

e kvality obrazového materidlu (napr. kontrola rekonstrukcie 3D obrazu, kontrola dodrzania
svetelnych podmienok, pri osobach aj pritomnosti mejkapu, nausnic, vlasov alebo chlpov brania-
cich vytvoreniu obrazu a pod.),

e datovy audit — kontrola splnenia vylucovacich kritérii, t.j. ¢i sa v stbore nachddzaji len tie
subjekty, ktoré sa v stibore nachddzat maji v zmysle vyluéovacich kritérii.

Bezpeénost databizy sa ¢asto hodnoti pomocou tzv. bezpeénostnej trojice:

1. Dévernost — ochrana dat pred neautorizovanym vniknutim do databdzy — v pripade papiero-
vej podoby databazy sa pouziva uzamknutd skrinka, v pripade elektronickej podoby databézy ide
o enkryptovany sibor v PC, v inej pracovnej stanici, v laptope alebo na inom mobilnom zariadent,
ako je tablet, USB-kIi¢ alebo externy HDD); ochrana tohto siboru heslom (neodporiiéa sa nechat
pracovnti stanicu neuzamknuti, ani pouzivat vieobecné hesld); databdzu je potrebné uchovévat
bez moznosti identifikovat subjekty, ¢o je legislativne ofetrené napr. v Privacy Rule v dokumente
HIPPA (Health Insurance Portability and Accountability Act), ktory hovori o ochrane dévernych
informdcif; v neposlednom rade je potrebné zabezpecit pravidelné zilohovanie na serveri, pro-
tivirusovi ochranu a firewalls (najéastejsie prostrednictvom IT timu institicie).
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2. ﬁplnost’ — zabezpecenie spravnosti idajov zabranenim nevhodnej zdmene dat, ¢ uz ndhodnej,
alebo cielenej (napr. povolenfm len &tania dokumentu), d’alej limitovanou aktualizdciou, plnym
pristupom pre prislugnych ¢lenov riesitel'ského kolektivu.

3. Dostupnost — zabezpecenie dostupnosti autorizovanym pouzivatelom (¢lenovia riesitel'ského ko-
lektivu, $pecificky napr. pre koordinatora projektu, bioStatistika, databdzového programdtora
a pod.).

Uzamknutie databazy. Priebezné éistenie databdzy je potrebné vykondvat pravidelne, koneéné
¢istenie na konci stidie, ked sa predpokladd, ze vsetky potrebné tidaje o subjektoch st uz skom-
pletizované. V tomto obdobi sa vykona tzv. zmrazenie, Co je casové obdobie kontroly a Cistenia,
kedy biostatistik moZze odhalit problémy napr. v podobe odlahlych pozorovani pocas predbeznej
Statistickej analyzy. Po skonceni tohto obdobia sa vytvori findlna képia databazy urcéend na Sta-
tistické tiely, do ktorej moze zasahovat len biostatistik. Po ukonéeni analyz sa vykond tzv. trvalé
zmrazenie databdzy, po ktorom nie je moznd Ziadna d’aldia zmena ani v rdmci autorizovaného

pristupu.

1.3.10 Rozsah nahodného vyberu

Velmi dolezitou sticastou pldnovania vyskumu je uréenie minimdalneho rozsahu nahodného vy-
beru, ktory moze ovplyvnit nielen trvanie vyskumu a jeho finanént naroénost, ale v neposlednom
rade aj vlastné Statistické analyzy. Vypocet rozsahu ndhodného vyberu by mal prebichat’ v spolupréci
so Statistikom, ked'Ze treba vopred zvazit, aky Statisticky model sa pouzije v naslednych analyzach.
Rovnako treba zohladnif opravnenost pouZitia tohto modelu, ako aj dostatoéni reliabilitu ziskanych
odpoved{ na sledované otazky. Na vypocet si potrebné tieto informdacie (Hackshaw, 2009):

1. Spravny Statisticky model konzultovany so statistikom. Spolu s typom premennych a ich jed-
notkami mus{ byt jasne a zrozumitelne opfsany.

2. Velkost efektu je ¢islo ziskané z istého Statistického modelu, ktoré charakterizuje sledovant
premenntd v suvislosti s testovanou hypotézou, kde efektom je napr. rozdiel priemerov, podiel
rozptylov, rozdiel pravdepodobnosti, pomer Sanci, relativne riziko, Pearsonov korela¢ny koeficient,
regresny parameter a pod. Priblizni (predpokladanti) velkost efektu zistime z predchadzajtcich
studif v rdmeci tvorby systematického prehladu z literatiry, pilotnej §tidie alebo zo skisenosti
lekdra/antropoléga, pricom predstavuje minimdlny (realisticky) klinicky/antropologicky déleZity
efekt. Cim je efekt vAs, tym mensi rozsah vyberu potrebujeme. Rozsah vyberu viak v sivislosti
so Statistickym modelom nemo?no podceiiovat, pretoZe mensi rozsah nielenze nemusi dostatoéne
reprezentovat sledovani populdciu, ale ani ziskany vysledok testovania uréitej hypotézy nemusi
byt statisticky signifikantny.

3. Hladina vyznamnosti je &fslo, ktoré zjednodusene predstavuje maximalnu pravdepodobnost
najdenia statisticky signifikantného efektu, ktory ale redlne neexistuje. V zjednodusenom chapani
vyjadruje maximalnu pravdepodobnost chybného tsudku.

4. Sila testu je &islo, ktoré predstavuje pravdepodobnost najdenia Statisticky signifikantnej velkos-
ti efektu (rovnej alebo vicsej ako nejaké dopredu zvolené ¢islo), ak signifikantny efekt v realite
skutocne existuje.

Niekedy sa moze stat, ze uz vypoéitany zdkladny minimélny rozsah ndhodného vyberu treba
z nejakého dovodu zvysit. K tejto situdcii dochddza napr. v tychto pripadoch:
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e mame niekolko zdvislych premennych alebo mnohondsobné porovndvania, ¢im sa automaticky
menf nielen hladina vyznamnosti, ale aj $tatisticky model (napr. zo Studentovho t-testu na ANOVA
model s fixnymi efektmi, z jednoduchého linedrneho regresného modelu na mnohorozmerny linearny
regresny model a pod.);

e nemozeme predpokladat, Ze pomer poétu zahrnutych do §tidie k poétu vysetrenych bude &fslo
rovné jednej (t.j. Zze vietci vySetreni budid zahrnut{ do sttidie), 7e nejaké subjekty budi pokragovat’
v §tddii a stratfme o nich d'alsie informdcie (napr. v kohortovej $tiidii a pod.); preto musime
planovat §tudiu na zaklade rozsahu, ktory hovorf o dostupnej populécii v rozsahu viésom ako je
minimdalny a bezprostredne potrebny.

1.3.11 Kontroly a ich hodnotenie

[jspeSny nabor & ziskavanie subjektov je vo fyzickej a klinickej antropolégii klti¢om k tispechu kaZdej ve-
deckej studie. Efektivny ndbor vyzaduje zabezpecenie potrebnej infrastruktiry, chodu a dokumentéacie
s cielom optimalizovat kontroly a ich hodnotenie. Pod infrastruktiirou rozumieme miesto, kde sa
bude nébor /ziskavanie konat, a to bud’ v laboratériu, alebo v pracovni vyskumnika, alebo mimo tychto
priestorov. Je potrebné odhadnit velkost vyskumného priestoru, identifikovat ho a zariadit podla po-
trieb stidie. Vybrané miesto musi byt bezpeéné z hladiska uchovavania a ochrany dévernych informécif
¢i uz v pisomnej, alebo v elekronickej podobe v enkryptovanych ddtovych stiboroch (napr. informo-
vany sthlas subjektov, dta, dotazniky, 2D alebo 3D obraz a pod.). Rovnako musi byt pripravneny aj
priestor na uchovavanie biologického materidlu. Miestnost musi obsahovat priestor, v ktorom prebehne
interview a vysetrenia subjektov, ale aj priestor pre vyskumnikov, ktori vySetrenia vykondavaju.

Propagécia vyskumu sa méze konat réznym spdsobom, napr. pomocou letdkov posielanych pisom-
nou alebo eletronickou formou, pomocou internetovych stranok & periodickej tlace. Akékol'vek pouZité
metéda musi byt vopred schvdlend instituciondlnou etickou komisiou. Sposob a miesto propagdcie
ovplyviuje vyber vzorky a tym aj vysledky §tidie, preto by mali byt zahrnuté v pldne vedeckej studie.
Najefektivnesie je hromadné posielanie pisomnej alebo elektronickej posty, po ¢om zvycajne nasleduje
telefonicky rozhovor. V mnohych pripadoch je nevyhnutnd tzka spoluprédca so zdravotnickymi zaria-
deniami alebo prislusnymi organiziciami.

Alokaény Cas potrebny na vykonanie interview, vypisanie informovaného stihlasu, zistenie zdravot-
ného stavu (v minulosti a sti¢asnosti), vyplnenie dotaznika, vykonanie vysetreni, merani alebo odobratia
krvi na krvné testy a pod. je potrebné dopredu odhadniit este pred navstevou prvého subjektu a pred
zistenim jeho sposobilosti zti¢astnit sa stidie. Tiez je potrebné odhadnit poéet navstev na skomple-
tizovanie vysetreni (celkovo, ale aj denne alebo tyzdenne). Pokial chceme subjekt zaradif do sttdie,
treba ho najskor vysetrit alebo zhodnotit, a preto je potrebné odhadniit pomer vySetrenych ku
zahrnutym do §tidie, ¢o je efektivna miera dspesnosti ndboru. Najefektivnejsie je pontiknut’ subjek-
tom flexibilny ¢as navstevy/ndvstev na zlepSenie zépisu, obozndmit’ ich, najlepsie pisomnou formou,
s ddlezitymi informdciami (ako napr. poloha, ¢as, ¢o otakdvame pocas vySetrenia a hodnotenia, dizka
névstevy a pod.). Vyzaduje sa tiez dodrzanie HIPPA, ako aj principov etickej komisie institicie.

Cielom vysetreni je zacat proces zistenia sposobilosti subjektov zticastnit sa $tidie, zozndmenie sa
s potencionalnymi subjektmi, ziskanie informovaného sihlasu a zhromazdenie dat potrebnych na vlastny
zépis (zaradenie) subjektov do stiidie. VySetrenie a hodnotenie subjektov mozeme rozdelit’ do desiatich
krokov (Hulley a kol., 2007):

1. Ziskanie informovaného stihlasu — umoznenie realizécie d’alsich krokov; potenciondlny subjekt
dostane képiu informovaného sthlasu a ma dostatoény ¢as na to, aby si dokument pred podpi-
som precital a pochopil obsah; subjekt tiez dostane po podpise képiu dokumentu potvrdzujicu
schvalenie §tudie instituciondlnou etickou komisiou.

2. Skolenie subjektov — zapojenie potenciondlnych subjektov a ich informovanie o délezitosti
a cieloch §tidie, ako aj ich i¢asti na nej; na tomto mieste je potrebné zdoraznit', ze subjekt je
(v istom zmysle) sucastou vyskumného timu.

3. Odpovedanie na otdzky — odpovedanie na otdzky vybuduje déveryhodnost a moznost vytvo-
renia pozitivnej vizby medzi subjektom a vyskumnikom.

4. ZhromaZdenie d4t vzhladom na spésobilost subjektov zticastnit sa Stidie — zhrnutie
ziskanych ddajov napr. vyplnenie dotaznika, vySetrenia, laboratérne testy.
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5. Poskytnutie instrukcii v pisomnej a tstnej forme — o d'alsej navsteve, vysetreniach alebo
o zépise do studie.

6. Dokumentdcia dat suvisiacich so Stidiou v podobe formuldrov — podpisany origindl
informovaného sthlasu a vsetky ostatné dokumenty, do ktorych mozno pocas Stidie v pripade
potreby nahliadnut.

7. Kontrola spésobilosti vykonana hlavnym rieSitelom — zabezpeéenie sposobilosti subjektu
zlicastnit sa studie.

8. Kontrolny zoznam prijimacich a vylu€ovacich kritérii — zabezpecenie celistvosti vyberu
a kontrola dodrZiavania protokolu, pricom subjekty musia splnit vsetky kritérid Specifikované
v protokole (zoznam mus{ byt vytvoreny uz pred vysetrenim prvého subjektu a nésledne striktne
dodrziavany).

9. Dokumentécia vysledkov vysetreni, hodnotenia, prijimacich a vylucovacich kritérii —
zaistenie spravnosti a celistvosti dat.

10. Z4pis subjektov prijatych do stiidie — umoZnenie pokracovania stidie v d’alsich krokoch.

Informovany stihlas obsahuje tieto informadcie: obsah, ciele a vyznam s§tudie, icel a zdovodnenie
naboru subjektov, naplii a dlzka Géasti subjektov, nédpln zdkladnej a experimentalnej casti studie, rola
a zodpovednost subjektov a ¢lenov vedeckého timu, zoznam vySetreni a pripadné rizikd a pod. Sub-
jekty musia mat dostatoény ¢as na preéitanie stihlasu, ako aj zodpovedanie pripadnych otdzkok pred
vlastnym podpisom. Pri tvorbe informovaného siihlasu treba rozlisovat medzi standardnou klinickou
praxou a klinickym vyskumom; pri ich zdmene sa hovori o therapeutical misconception. 7 etického
hladiska je potrebné rozlisovat medzi

1. subjektom klinickej §tidie — podpisom informovaného sithlasu sa subjekt vzddva préva na lie¢bu,
ktors by inak plne zodpovedala jeho potrebam a preferencidm; subjekt musi byt informovany o
kontrolnych podmienkach, poddvan{ nedéinnych lieciv (placebo), randomizécii a zaslepent;

2. subjektom observacnej Stiidie — podpisom subjekt sihlasi s proceddrami a vySetreniami
Specifikovanymi v pldne Stidie.

Porusenie prijimacich kritérii. Subjekt, ktory nespiﬁa kritéria studie, nazyvame netdspesny kan-
didat. Vzhladom na to, Ze evidenciu vhodnosti subjektov je potrebné neskér sumarizovat,, je potrebné
evidovat vietky dovody vyli¢enia. Niektoré stidie umozituji opakované vysetrenia aj netispesnych sub-
jektov po skonéeni casového intervalu vysetreni. Ak sa dévody nesplnenia stanovenych kritérii medzi
potencidlnymi subjektmi opakuji, na zéklade po¢tu nedspesnych kandiddtov mozno protokol modifi-
kovat. Protokol musi byt dostatoéne flexibilny a musi umoznit dodatoéné doplnenie d'alsich kritérif
alebo opakované vysetrenia, ako sa uvddza v nasledujicich prikladoch.
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1.3.12 Nabor (ziskavanie) subjektov vo fyzickej a klinickej antropoldgii

Alternativou ku klasickym metédam ndboru (letdky, periodickd tla¢, e-mail a telefonovanie) si so-
fistikované multimedidlne reklamné kampane, globédlne telefonické centréa pre multicentrické $tudie,
internetové stranky $tudie. Pomocou nich mozno nielen identifikovat’ potenciondlny subjekt, ale aj sa
s nim spojit. Sttidia méze byt dobre napldnovand, ale bez dostatoéného poétu subjektov sa ned4 reali-
zovat. Vyskumnici musia byt preto kreativni nielen pri tvorbe stratégie naboru, ale aj pri udrzani si
subjektov a pri zabezpeceni vernosti subjektov. Tieto stratégie si ¢asto jedinetné a prisposobené
konkrétnej §tudii. Plan naboru sa vytvara uz pocas planovania $tidie, kedy si treba strategicky pre-
mysliet, akym spdsobom mozno ziskat pristup k cielovej populdcii, ako prekonat pripadné bariéry
zistenim charakteristik cielovej populdcie a ako minimalizovat naklady. Ndbor je potom mozné zacat
po ziskani sihlasu institucionalnej etickej komisie.

WWH stratégia. Tdto stratégia predstavuje trojicu zdkladnych principov, t.j. kto (who), ¢o (aky
alebo aké; what) a ako (how) v podobe nasledovnej implementécie (McPaul a Toto, 2011):

1. sledovan4 choroba alebo iné podmienky — definujt, kto bude tvorit cielovii populdciu; cielo-
vé populdcia definuje, aké miesta treba pouzit na ndbor (bertic do tivahy vek, pohlavie, socidlny
a ekonomicky status, kulttiru, etnicitu, gramotnost’ a pristupnost (deti, star{ ludia, véizni a pod.),
ako aj prevalenciu choroby); miesta definuji, ako vyvinuf realistické stratégie ndboru a udrzania
si subjektov;

2. prijimacie a vyluéovacie kritérid — vytvaraji sa s cielom vybrat do stidie vhodné subjekty,
pricom sa vychadza zo systematického prehladu, z ktorého mozno zistit, kto tvoril cielovi po-
puldciu, aky typ dizajnu sa pouzil, a ndsledne ako stanovit typ najvhodnejsej stiidie na zodpove-
danie cielov a testovanie hypotéz;

3. sposob prace — je potrebné idenfikovat, ktoré procediry a aky sposob préace (vrdtane stivisia-
cich komplikdcif) je potrebny na testovanie hypotéz (méze sa stat, Ze subjekty nebudid ochotné
zli¢astnit sa stidie, ak budid pouzité invazivne metédy ¢i bolestivé, nepohodlné alebo éasovo
naroéné procediiry); pozadie §tidie a jej vyznam by mali nasmerovat’ vyskumnikov na spradvnu
cestu, t.j. uréit aké procediry st potrebné, kto a ako bude vykonavat tieto proceddry potrebné
na zodpovedanie cielov a testovanie hypotéz;

4. trvanie studie - tento faktor moze ovplyvnit rozhodnutie potenciondlnych subjektov zticastnit
sa Studie; ak je studia privelmi dlhd, je vysoké pravdepodobnost straty subjektu; jej dovodom
moze byt prestahovanie sa, odcestovanie alebo rodinné problémy, ako aj choroba, strata zaujmu
alebo smrt subjektu; tymto problémom sa mozno vyhnit bud kratsim trvanim stddie, alebo
ziskanim v&acsieho mnozstva subjektov, a to po diskusii s biostatistikom, ¢o zaru¢i dostatoéni
istotu a zakomponovanie tejto upravy do planu $tudie; takymto planovanim v predstihu mozno
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zobrat do tvahy aj nasledovné skutoénosti: kto si potencidlne subjekty, akd frekvencia vysetreni
je potrebnd, kde budi vysetrenia vykondvané a ako sa ziskaji dostatoéné ludské zdroje a grantové
prostriedky;

5. zdzemie a Tudské zdroje — vedecky tim (koordindtor, spoluriesitelia vratane biostatistika, da-
tabdzovy programétor, laboratérni technici, administrativna podpora a pod.), priestor, skolenia
a vyucba bezprostredne stvisiaca s vedeckou $tidiou (bez skolenia alebo nedostatoénym skolenim
a vyuébou mdze byt narusens integrita Studie a vedeckého timu a zdroven aj poskodené dobré
meno hlavného riesitela, ktory zfskal na stidiu grantové prostriedky), tovary a sluzby, pristup
k diagnézam a pod.; pokial sa zdroje hladaji oneskorene, méze to sposobit oneskoreny zaciatok
studie, chybanie potencidlnych subjektov a nedosiahnutie ciel'ov ndboru a neudrzanie si subjektov
a nakoniec aj neschopnost ukonéit stidiu;

6. grantové prostriedky.

1.4 Uloha biostatistika pri tvorbe vedeckych stadii

Vedecku $tudiu charakterizujeme ako validnd nielen na zdklade jej vysledkov, ale aj na zdklade jej
plénu. Casto sa hovor{ ,Rob to spravne alebo to radsej nerob.* (Aplikovany) vyskumnik (bioldg,
antropoldg alebo lekdr), ktory vo svojom vyskume aplikuje (pouziva) metddy Statistickej analyzy
(takyto vyskum statistici ¢asto nazyvaji aplikovany vyskum) si casto kladd otdzku, ¢éi potrebuji
biostatistika vo svojom vedeckom time. Odpoved’ znie jednoznaéne éno, pretoze bioStatistik moze nie-
len optimalizovat plén §tddie, analyzovat ddta a interpretovat vysledky, ale moZze aj naértnit zavery.
Biostatistik by sa mal stat ¢lenom riesitelského kolektivu &o najskor — uz na zaciatku pldnovania
studie, lebo zle navrhnutd studiu, ktord sa uz zacala, nemdze zachranit, rovnako ako nemoze ana-
lyzovat zle zozbierané déta alebo interpretovat vysledky z nevhodne pouzitych statistickych analyz.
Hoci dloha biostatistika pri Statistickej analyze je celkom oc¢ividnd, vyskumnici si dobre neuvedomuji
jeho délezitost uZ pri pldnovan{ §tidie a vyvoji vyskumného protokolu. Je dolezité mat na zreteli
velky vyznam dopredu naplanovaného zberu dit, spréavne naformulovanych a realistickych hypotéz
a spravne napldnovanej, vykonanej a interpretovanej Statistickej analyzy. Na ich zdklade musi byt
vyskumnik schopny spravne zhodnotit a interpretovat vedeckd hypotézu/hypotézy. Biostatistik teda
dokéze poradit aj v dobrej previazanosti hypotéz, ktoré priamo koresponduji s planom &tudie.

Interakcia s biostatistikom. Interakcia (aplikovaného) vyskumnika s biostatistikom je dlhodoby
proces, ktory predstavuje sériu kontaktov, e-mailov alebo telefonatov, pocas ktorych vyskumnik musi
koncepéne pochopit navrhovant $tatisticki metodoldégiu a terminolégiu. Nasledky zle vyvinutého
Statistického pristupu mozu nielen znemoznit ziskanie grantovych prostriedkov na vyskum, ale modzu
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najméi poskodit vedecki studiu pre neschopnost adekvatne testovat navrhované hypotézy. Kratka
a oneskorena konzulticia so Statistikom nestaci na vyrieSenie vsetkych problémov.

Biostatistik. Biostatistik musi pocas stretnuti{ s (aplikovanym) vyskumnikom koncepéne pochopit’
navrhovant biologicki, antropologicki alebo lekdrsku metodolégiu a terminolégiu. (Aplikovany)
vyskumnik nesmie chépat biostatistika a jeho podiel na vyskume ako servis, ale ako rovnocenni
spoluprécu dvoch (alebo viecerych) vzajomne sa dopliiujicich odborov. Tak ako antropoldgia nie je
servisom archeoldgie, ani Statistika nie je servisom antropolégie. Rovnaky princip plati aj pre spo-
lupracu biostatistika s biolégom ¢i lekdrom.

Vedecka etika. Kvalitny plan stidie definuje vedecké vyhody v porovnani s rizikami, ktoré na seba
beru zaangazované subjekty. Ak je plan Studie chybny, alebo sa data nespravne analyzovali, potom
studia nemoéze byt odobrend po etickej stranke ani schvalend institucionalnou vedeckou komisiou.
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Medzi zékladné tlohy (otézky) biostatistika pri vyvoji Statistického plénu patri:

e Ujasnenie vedeckych otazok. St primarne hypotézy jednoznacne formulované, primerané a realis-
tické?

o Identifikdcia zavislych premennych priamo stvisiacich s vedeckou otdzkou/otdzkami. St zdkladné
alebo vedlajsie zavislé premenné jednoznaéne definované?

e Podéva plan vedeckej §tudie primerany obraz o navrhovanych hypotézach?

e St otdzky ohladom vychylky, zaslepenia alebo stratifikdcie primerane oSetrené a jednoznaéne
opisané?

e Obsahuje plan vedeckej studie jasne $pecifikovany a vhodny plan Statistickej analyzy?

e Su data zozbierané na zaklade opisanych kritérii, obsahuje stidia bezpeény pldn sledovania alebo
pravidla ukoncenia studie?

e Je zaistend internd a externd validita studie?

Otézky, ktoré zaujimaju biostatistika:

e Ak4 je vedeckd hypotéza?

e O aky typ planu studie ide?

e Ktora zdvisld premennd je najdolezitejsia?

e O aky typ premennej ide a v akych jednotkach sa merala?

e Aky je klinicky/biologicky/antropologicky dolezity efekt pre primdrnu zdvisli premenni?
o Kolko subjektov mozno ziskat alebo pozorovat v rédmeci vyskumu?

e Kolko skupin alebo typov vysetreni a pod. bude zahrnutych v pldne sttdie?

e Kolko je sledovanych prediktorov? V akych jednotkach sa meraji?

e Bude kazd4 skupina obsahovat rovnaky pocet pozorovani, t.j. aky je alokaény pomer?

e Ak ide o opakované merania, kolko ich je a aky je ¢asovy interval medzi meraniami?



2 Model rozdelenia pravdepodobnosti a Statisticky model

Pri rieseni biomedicinskych problémov pomocou matematickej Statistiky sa vyskytuje stochasticky
(ndhodny) element, ktorym sa nie je mozné zaoberat len pomocou zdkladnych zdkonov aritmetiky.
Preto Statistické metddy potrebuji stochastické modely. Vyvoj takychto modelov tvor{ deduktivny?
(matematicky) aspekt Statistiky. Statistické problémy si viak induktivne?, pretoze vznikajt ako dosle-
dok pozorovania istych javov v redlnych biomedicinskych situdcidch. Tieto javy s vysledkom nejakého
experimentu alebo pozorovania. Otazky, ktoré experiment alebo pozorovanie riesi, si vseobecnejsieho
typu. Pytaju sa na nieco, ¢o nie je priamo pozorovantelné, ale je logicky obsiahnuté v datach. Hovorime,
ze usudzujeme (,inferujeme*) nie¢o na zdklade dét. Na rieSenie deduktivnych problémov matematiky
¢asto postacuje ¢iastoéne dostupnd informécia, aby sme boli schopni vytvorit novii matematicki vetu.
Na riesenie induktivnych problémov $tatistiky potrebujeme vsetky dostupné data. Len tak mo6zeme
vyvodit zdvery. Ignorovanie nejakej ¢asti dat nie je akceptovatelné. Pri deduktivnych problémoch je
kvalita novej matematickej vety rovnakd ako kvalita jej predchddzajicich axiém, definicif alebo viet.
Pri induktivnych problémoch je stupen istoty v zaveroch vacsi ako v samotnych datach. Cim méame
viac d4t, tym sa kvalita vystupov zvicsuje. Avsak jedno nové pozorovanie moze nase zavery zmenit.

Déta mozeme jednoducho popfsat aj pomocou charakteristik (parametrov) polohy a varia-
bility a zobrazif ich pomocou Statistickej grafiky (pozri kap. Charakteristiky polohy a variability
a Statistickd grafika), ¢o je sucastou tzv. exploratérnej analyzy dat (EDA). Avsak pouzitim ne-
jakého modelu sa o datach dozvieme viac v zjednodusenej podobe, tento model ndm navySe umozni
interpretaciu vysledkov a ulahéi ndm aj komunikéciu medzi ddtami a biomedicinskou praxou.

Koncepcia modelu rozdelenia pravdepodobnosti a Statistického modelu predstavuje jeden zo zék-
ladnych piliérov biostatistiky. Tieto modely st charakterizované ich parametrami v pripade para-
metrického modelu, ktorym sa budeme podrobnejsie zaoberat. Jeho parametre sliZia na jednoduchi
charakterizaciu dat a zjednodusuji interpretaciu vysledkov. Modely rozlisujeme podla toho, ¢i st to
modely na diskrétne alebo spojité dita. Model rozdelenia pravdepodobnosti je charakterizo-
vany funkciou hustoty a distribu¢nou funkciou na zéklade presne Specifikovanych parametrov, ktoré
je potrebné odhadnit z dat pomocou funkcie vierohodnosti — ide teda o ,,model na dita“?. Déta
st realizdciami nahodnej premennej, o ktorej predpokladdme, Zze mé asymptoticky (pre vel’ké n) ne-
jaké rozdelenie, napr. normalne, binomické, multinomické, st¢inové multinomické alebo Poissonove.
Tento asymptoticky predpoklad je fundamentalnym zékladom Statistickej inferencie, ktora je proce-
som vyvodenia zéverov (na zdklade ddt a z nich vypocitanych odhadov parametrov) prostrednictvom
postupu testovania hypotéz, ktory pouziva tzv. Statistiky, testovacie statistiky a ich asymptotické roz-
delenia pravdepodobnosti (pozri kap. Testovanie hypotéz). Hypotézy testujeme aj v Statistickych
modeloch, ktoré ¢asto predstavuju modely kauzdlnej zavislosti zavislych premennych na predikto-
roch. V tychto modeloch pomocou funkcie vierohodnosti odhadujeme parametre, ktoré zjednodusuju
interpretacie vysledkov, ¢i uz statisticky nesignifikantnych alebo signifikantnych, ale aj biologicky (me-
dicinsky) nevyznamnych alebo vyznamnych.

Vsetky vyssie uvedené postupy su siicastou irsiecho pojmu (bio)statistickd analyza. Bez sprav-
nej formuldcie a aplikdcie modelu rozdelenia pravdepodobnosti a Statistického modelu na data by
Statistickd analyza nebola mozné a zavery z nej by boli problematické.

Zskladom kaZdej empirickej stidie, & uZ experimentdlnej alebo observaénej, je zabezpecit data
(datovy sidbor, realizicie), ktoré ozna¢ime x, procesom, ktory nazyvame experiment (pokus)
alebo meranie. V najjednoduchsej podobe x = (z1,s,...,2,)7 (vektor pozorovani, vektor vybe-
rovych hodnot, vektor realizdcii), kde n je rozsah (ndhodného) vyberu a z; st realizdcie vzdy
ozna¢ované malymi pismenami (vSeobecne ozn. z). (Jednorozmernd) ndhodné premennd X je funk-
cia z vyberového priestoru ) (oznaCovand aj ako priestor elementdrnych udalosti alebo mnozina

I Dedukcia — na zaklade véeobecne platnych zdverov hl'addme riesenia nejakého konkrétneho pripadu.

2Indukcia — na zéklade konkrétnych pripadov vyvodzujeme vSeobecnejsie platné zavery.

3Model rozdelenia pravdepodobnosti je mozné pouzit aj v suvislosti so Statistikou — tu ide o ,model pre statistiku“ a s testovacou
Statistikou — tu ide o ,model pre testovaciu Statistiku®, ale aj v stvislosti s chybami Statistického modelu — tu ide o ,model pre chyby
(rezidudly) “.
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vysledkov ndhodného pokusu) do mnoziny redlnych ¢isel R. Pozorovanie z je realizdciou ndhodnej pre-
mennej X. Analogicky mézeme definovat k-rozmerny ndhodny vektor (X, Xo, ..., X;)T. Prikladom
takéhoto vektora je dvojrozmerny ndhodny vektor ( X154, Xo:)T, i = 1,2, ..., n, s realizdciami (z14, v9;)T
usporiadanymi po riadkoch do matice n x 2, ktord je v tomto pripade ditovym siiborom?.

Zakladny predpoklad je, Ze nejaké pozorovanie (vyberovd hodnota, realizdcia) x je hodnota (re-
alizicia) ndhodnej premennej X a nasim cielom je pouzif z na vyvodenie zdverov o nezndmom
modeli (rozdelenia pravdepodobnosti alebo Statistickom) Fi(-) premennej X. Nase zdvery o F.(-) si
zatazené neistotou kvoli nahodnosti X, z ktorej pochddzaji z. Cielom je zabezpegit,

1. aby stupen neistoty bol ¢o mozno najmensi, beriic do tivahy ndhodnost X,
2. a aby bol tento stupen neistoty vyjadreny v nasich zaveroch.

Ekvivalentne (z1,x,...,2%)" je realizécia ndhodného vektora (X1, Xo,...,X)” a nasim cielom je

pouzif tito realizdciu na vyvodenie zdverov o nezndmom k-rozmernom modeli F{ )() nahodného
vektora (X1, Xo, ..., Xx)T.

Definicia 14 (tatisticka inferencia) Statistickd inferencia (zriedkavo nazjvand aj Statistickd
indukcia) je proces vyvodenia zdverov na zdklade ddt prostrednictvom testovania hypotéz, modelu
rozdelenia pravdepodobnosti alebo Statistického modelu (Cox, 2006). Tento proces je ovplyvneny
ndhodnyjmi chybami, ndhodnym vijberom, volbou testovacieho kritéria, statistického modelu alebo mo-
delu rozdelenia pravdepodobnosti. Visledkom tohto procesu si zmysluplné zdvery aplikované na dobre
definované dostatoéne vSeobecné situdcie.

Podstata vytvarania realizécii  limituje moznosti volby modelu F. Inferencia bude o to presnejsia,
o ¢o lepsie bude vybrana ¢o najmensia mnozina F tak, aby F, € F, kde F nazyvame mnozinou mo-
delov (3tatistickych modelov a modelov rozdelenia pravdepodobnosti). V mnohych pripadoch predpo-
kladdme, ze X;,i = 1,2,...,n, si rovnako rozdelené nidhodné premenné (ozn. iid; independently
identically distributed). V tomto pripade hovorime o jednoduchom ndhodnom vybere (srs; simple
random sample) s rozsahom n, kde X je charakterizované rozdelenim F,(-).

4Pre dvojrozmerny nahodny vektor sa éasto pouziva ozn. (X, Y)T a pre jeho realizdciu ozn. (z, y)T.
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RieSenie aj v @®°

(a) Spolu méme (]X ) moznych ndhodnych vyberov (kombindcie bez opakovania n-tej triedy z N prvkov
mnoziny M). Ak N = 10 a n = 3, potom kombinacné cislo (V) = ﬁ = (%) = 120 moznosti. Ak
N =100 a n = 30, potom (17\:) = (13000) = 2.937234 x 10?® moznosti.

choose (10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

choose (100,30)

library (utils)

combn(10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

combn (100,30)

sample (x=1:10,size=3,replace=FALSE) # jednoduchy nahodny vyber bez vratenia
sample (x=1:100, size =30, replace=FALSE)

OO W N

(b) Spolu méme (N +:—1) moznych ndhodnych vyberov (kombindcie s opakovanim n-tej triedy z N

prvkov mnoziny M). Ak N = 10 a n = 3, potom (N+:_1) = ngt—"l)_,}} = (10"'5’_1) = 220 mozZnosti.

Ak N =100 a n = 30, potom (V*77) = (*°43971) = 2.009491 x 10%° moznosti.

8 | choose(10+3—1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

9 | choose(100+30—1,30)

10 | library (utils)

11 | combn(10+3—1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

12 | combn(100+30—1,30)

13 | sample(x=1:10,size=3,replace=TRUE) # jednoduchy nahodny vyber s vratenim
14 | sample(x=1:100,size =30, replace=TRUE)

Riesenie v ®

15 | sample(x=1:30,size=5,replace=FALSE)
16 sample (x=1:30,size=5,replace=TRUE)
17 sample (x=1:30,size=5,prob=c(rep(1/39,27) ,rep(4/39,3)),replace=FALSE)

Distribuéna funkcia F' nahodnej premennej X je definovana ako Fx (z) = Pr(X < z), kde zépis
znamens pravdepodobnost, Ze ndhodna premenns X nadobiida hodnoty mensie alebo rovné ako nejaké
¢islo x, ktoré nazyvame kvantil. Dolny index v F'x sa spravidla vynechédva a piseme F'.

Néhodna premennd X sa nazyva diskrétna, ak jej distribuénd fukcia F' je schodovitd funkcia.
V tomto pripade hovorime, Ze ide o diskrétne rozdelenie a mnozina ), z ktorej pochadzaju X je
koneénd alebo nanajvys spocitatelnd (m4 spoéitatelne vela prvkov).

Distribu¢na funkcia diskrétnej ndhodnej premennej X je definovand ako (Azzalini, 1996)

Fx(z)=Pr(X <az)= Y Pr(X=u),

i <x

kde Zfiolo) pi =1, Pr(X =x;) = p; = fx(x;) = f(x;),Vx;, sa nazyva pravdepodobnostna funkcia.

Casto zapisujeme {wi,pi}fgo), kde x; st realizdcie, p; st pravdepodobnosti vyskytu x;, k € N*, kde

Nt znamend mnozinu kladnych prirodzenych &isel®.

5Detaily o jazyku @ pozri napr. v Chambers (2008), Becker a kol. (1988) alebo Matloff (2011).
6Ppismeno N sa v angli¢tine nazyva blackboard bold N (double-struck capital N).
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Néhodna premennd X sa nazyva spojita, ak jej distribu¢na fukcia F' je absolitne spojita funkcia. V
tomto pripade hovorfme, Ze ide o spojité rozdelenie a mnozina ) je nekone¢nd (mé nekone¢ne vela
prvkov).

Distribu¢nd funkcia spojitej ndhodnej premennej X je definovand ako

Fx<w>=/_z F)dt f(2) >0,

kde fjooo fx)de =1, fx(z) = f(z) = a%Fx(oc) sa nazyva hustota.

Rozmery na zivom objekte nemozno merat s absolitnou presnostou a poéet desatinnych miest zavisi
na presnosti merania; ako posledné desatinné miesto by sa malo uvddzat to, na ktorom sa pri opako-
vanom merani rovnakého objektu na viac desatinnych miest zhoduju vSetky merania.

Riesenie (aj v @); (pozri obrazok 2.1)
a=pu—o=135.0171, b = p+ o = 146.6429,
Pr(|X —pul >0)=0.3173,Pr (| X —p| <o) =1-0.3173 = 0.6827,
a=p—20=129.2042, b = u + 20 = 152.4558,
Pr(|]X — u| > 20) = 0.0455,Pr (| X — p| < 20) =1 — 0.0455 = 0.9545,
a=pu—30=123.3913, b = u + 30 = 158.2687,
Pr(|X — pu| > 30) = 0.0027,Pr (| X — p| < 30) =1 —0.0027 = 0.9973.
Pozn.: Pravdepodobnost Pr(a < X < b) = Pr(a < X <), pretoze pravdepobnost v bode (tu a a b)
je rovnd nule pre spojité premenné, t.j. Pr(a) = Pr(b) = 0. Pre diskrétne premenné to neplati.
Alternativny vypocet cez standardizované normalne rozdelenie (syn. normélne normované rozdelenie)
je nasledovny:
18 |mu<—0
19 sig <— 1
20 | bin <— seq(mu—3xsig ,mut3xsig ,by=sig)
21 | pnorm(bin [7])—pnorm(bin[1]) # 0.9973002

22 | pnorm(bin [6])—pnorm(bin[2]) # 0.9544997
23 | pnorm(bin [5])—pnorm(bin[3]) # 0.6826895

Dostaneme pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (tzv. ,miery normaélneho rozdelenia®).
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Obr. 2.1: Miery normélneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto krivkou medzi prislusnymi
kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s danou vyskou v rozpiti tychto
kvantilov

RieSenie (aj v @); (pozri obrazok 2.2)

Pr(p— 1020 <X <p+21_0/20) =Pr(X <p+z1-00)—Pr(X <p—z1_40)=1-a=09. Z-
transformaciou” na normalne normované rozdelenie dostaneme Pr(—z;_, 72 < Z < w1_q2) = 0.9, kde
BEap0Th gy g, BEE02TT0 ) g = D005 = 1.64, t.j. 90.00 % dét lez v intervale

g

= 1.640.
Pr(a < X < b) =0.95. Potom zg.975 = 1.96, t.j. 95.00 % dat lez{ v intervale p + 1.960.
Pr(a < X <b) =0.99. Potom z.995 = 2.58, t.j. 99.00 % dat lezi v intervale p + 2.580.

24 Q95 <— qnorm(0.95,0,1) # 1.644854

25 | Q05 <— qnorm(0.05,0,1) # —1.644854
26 | Q975 <— qnorm (0.975,0,1) # 1.959964
27 | Q025 <— qnorm(0.025,0,1) # —1.959964
28 | Q995 <— qnorm(0.995,0,1) # 2.575829
29 | Q005 <— qnorm(0.005,0,1) # —2.575829

Dostaneme pravidlo 90 — 95 — 99 (tzv. ,upravené miery normadlneho rozdelenia*). Pouzili sme
nerovnost Pr (wa/Q <Z< .’171_a/2) = (xl_a/g) - (wa/Q) = 1-— «, kde ® je distribu¢né funkcia
normdlneho normovaného rozdelenia a vieobecne « € (0,1/2); v priklade o = 0.1, 0.05 a 0.01.

RieSenie (aj v ®)
Pomocou Z-transformécie dostaneme

Pr(X > 160) = Pr (X332 > 1602182) — py (X182 5 9 154) = 0.016.

30 | (1—pnorm (160, mean=132,sd=13))*100 # 1.562612 %
31 |z.transf <— (160-132)/13
32 | (1—pnorm(z.transf))*100 # 1.562612 %

Teda asi 1.6 % populacie z N (132, 132) bude mat systolicky krvny tlak vicsi ako 160 mm Hg.

7Z-transformacia je spésob transformécie ndhodnej premennej X ~ N(u, 0'2) pomocou centrovania strednou hodnotou g a normovania
smerodajnou odchylkou o, kde Z = Xﬁ"‘; Z ~ N(0,1).

o
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Pr(-1.6449<X<1.6449)=0.90 Pr(-1.9599<X<1.9599)=0.95 Pr(-2.5758<X<2.5758)=0.99

Obr. 2.2: Upravené miery normélneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto krivkou medzi
prislusnymi kvantilmi na osi z; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s danou normovanou

vyskou v rozpiti tychto kvantilov

RieSenie (aj v ®)
(a) PI‘(X =z 16) = I_Zi51i§15 Pr (X - xl) = 1_21':171315 (g)pzl(l_p)N_ZI = I_Zi:mSlS (53)0511(1_
0.5)20=% = 0.006.

33 | pbinom(16,size=20,prob=0.5) # 0.9987116
34 | 1—pbinom (16, size=20,prob=0.5) # 0.001288414

7 vyssie uvedeného @-kédu vyplyva, ze ide o pravdepodobnost Pr(X < 16) a Pr(X > 16), ale my
potrebujeme Pr(X > 16). Preto @-kéd upravime nasledovne

1—pbinom (15, size =20,prob=0.5) # 0.005908966
sum(choose (20,16:20)%0.5"(16:20)%0.5"(20 —16:20)) # 0.005908966

(b) Pr(X <4, X >16)=1-3", s Pr(X =m;)+3,, ., Pr(X =x;) = 0.012. Této pravdepodob-
nost je dvojndsobkom predchédzajiicej pravdepodobnosti, lebo Bin(N,0.5) je symetrické okolo 0.5,
t.j.

37 | 1—pbinom (15, size =20,prob=0.5)+pbinom (4, size =20,prob=0.5) # 0.01181793
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F mbze byt nejaks mnozina distribuénych funkcii identifikovatenych pomocou parametra  z pa-
rametrického priestoru ® € R* (R znamend mnozinu redlnych &sel®), ¢o mozeme formélne zapisat ako
(Azzalini, 1996)

F={F(;0):0c®CR"},

kde pre kazdé fixné 8 je F'(-;8) distribu¢nou funkciou, ktorej nosic je Yg € R". Nosi¢ Vg je najmensia
mnozina, na ktorej je hustota definovand. Vyberovy priestor je mnozina ) vsetkych moznych hodnot
z, ktoré charakterizujeme modelom. Formdlne Y = Ug_gJg- Casto vsak Vg je rovnaky pre vetky 6,
a preto koinciduje s Y.

Citanie oznaceni. Pojem ,;model rozdelenia pravdepodobnosti“ sa ¢asto skracuje na ,rozdelenie®.
Potom hovorime, Ze , X mé rozdelenie Fx (z)*, ,,X je charakterizované rozdelenim Fx (x)“ alebo ,X
pochddza z rozdelenia Fx(z)“, ¢o oznatujeme ako X ~ F'x(z), kde symbol ,,~“ ¢ftame ako ,,je roz-
delend ako“ alebo ,,pochddza z rozdelenia“ (¢asto sa uvddza aj pojem ,,asymptoticky ¢, ¢o znameng
»pre velké n“). Mohli by sme pisat aj X ~ fx (), to sa viak pouziva len zriedkavo. Ak porovnavame
rozdelenia dvoch ndhodnych premennych X a Y, hovorime , X a Y maji rovnaké rozdelenie“ alebo
»X a 'Y si rovnako rozdelené®, ozn. X ~ Y alebo Fx(z) ~ Fy(y). Pojem ,Statisticky model“ sa
¢asto skracuje na ,model“.

Tri typy priestorov. Vyberovy priestor Y sivis{ s ndhodnou premennou a jej realizdciou, nosi¢ Vg
stvisi s hodnotami, na ktorych je definovana hustota rozdelenia pravdepodobnosti a parametricky
priestor ® suvisi s parametrom 6.

8R* znamena k-rozmerntd mnozinu realnych &fsel (k je dizka vektora parametrov @ € ©), kde ak k = 1, potom 6 € © je &islo (skaldr). R™

znamend n-rozmernd mnozinu redlnych &isel (n je rozsah ndhodného vyberu). Rt znamena mnozinu kladnych redlnych cisel.
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Aproximécia binomického rozdelenia normélnym Ak X ~ Bin(N,p), Np > 5a Ng > 5, kde
= 1 — p, potom rozdelenie nahodneJ premennej X moZzeme aproximovat normalnym rozdelenim,
kde X ~ N(Np, Npq); priklady pozri v tabulke 2.1.

Tabulka 2.1: Priklady minimélnych N pre fixované p potrebnych na aproximéciu
p 01 02 03 04 05
q 09 08 07 06 05
N | 51 26 17 13 11

RieSenie (aj v @®) (pozri obrzok 2.3 a 2.4)
Aproxim4cia znamena ,,priblizné vyjadrenie®, t.j. bud’ nejaké rozdelenie aproximujeme inym (majicim
isté vyhody oproti tomu, ktoré aproximujeme), alebo aproximujeme data nejakym rozdelenim (ktoré
popisuje ddta pomocou l'ahko interpretovatelnych parametrov).
(a) E[X] = Np=>5x0.515=2.575,E[Y] =5 x 0.485 = 2.425,
Pr(X <3) =3, .5 (7)0.515%0.4855~% = 0.793,
Pr(X <3) =0.648, N(5 x 0.515,5 x 0.515 x 0.485).
(b) E[X] =10x 0.515 = 5.15, E[Y] = 10 x 0.485 = 4.85,
Pr(X <5) =35 (1)0.515%0.485'0~F = 0.586,
Pr(X <5)=0.462, N(10 x 0.515,10 x 0.515 x 0.485).
(¢) E[X] =50 % 0.515 = 25.75, E[Y] = 50 x 0.485 = 24.25,
Pr(X < 25) =Y, _p5 (7)0.515%0.485°0~F = 0.471,
Pr(X < 25) =0.416, N(50 x 0.515,50 x 0.515 x 0.485).
38 | pbinom(3,size=5,prob=0.515) # 0.7931878
39 | pnorm (3, mean=5%0.515,sd=sqrt (5%0.515%0.485)) # 0.6481396
40 | pbinom(5,size=10,prob=0.515) # 0.5856244
41 | pnorm (5, mean=10%0.515,sd=sqrt (10%0.515%0.485)) # 0.4621927
42 | pbinom (25, size=50,prob=0.515) # 0.4712842
43 | pnorm (25 ,mean=50%0.515,sd=sqrt (50%0.515%0.485)) # 0.4159648
7 prikladu 61 vyplyva, %e pre pravdepodobnost p = 0.515 a N = 50 aproximdcia stéle nie je
postacujica (ani na jedno desatinné miesto) a pre N = 10 a N = 5 ju nie je mozné pouzit. Pre pravde-
podobnosti p bliziace sa jednotke alebo nule si potrebné viacsie pocetnosti ako pre pravdepodobnosti
p blizke hodnote 0.5.

Distribu¢éné funkcie patriace do mnoziny F st distribuénymi funkciami diskrétnych alebo spojitych
nidhodnych premennych. Potom F méze byt definovand ako mnozina pravdepodobnostnych funkcii
alebo funkcii hustoty a model mdézeme forméalne zapisat ako (Casella a Berger, 2002)

F={f(:0):0c0©CR"}

pre nejaku funkciu hustoty f. Vektor 6 sa nazyva parameter, mnozina ® parametricky priestor
a F parametricky model. Ked'7ze prvky F si asociované s prvkami @, existuje 6, € © asociovand
s F, a nazyva sa skuto¢na hodnota parametra. A Statisticka inferencia je prave o 6,.. Paramerticky
statisticky model moze byt charakterizovany aj pomocou k-rozmerného vektora parametrov 6, preto
sa v oznaceni pouziva R, kde pre skaldr 6 bude k = 1.
Ak vsak
F = {mnozina vSetkych hustot funkeif jednej premennej},

ide o neparametricky model (Wasserman, 2006).

40



KAPITOLA 2. MODEL ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTICKY MODEL 2.0

< < <
o o o
(3] /\ (3] (3]
S S S
o o o
S S
o o
S S
T T T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50
Bin(5,0.515) Bin(10,0.515) Bin(50,0.515)
2 ] 24 o 2 e >
@ / @ ] / o | |
o o o ¢
o | © | o |
o o o g
< ] < ] < ] 1
o o (=] G
N ] o~ ] N ] )
o o o g
o | o | o |q i
o o o
T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10 0 20 30 40 50
Bin(5,0.515) Bin(10,0.515) Bin(50,0.515)

Obr. 2.3: Aproximadcia binomického rozdelenia normélnym pre p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy graf superponovany
hustotou (prvy riadok) a distribu¢nou funkciou (druhy riadok)

Normadlne rozdelenie. Model pre nidhodny vyber Xi,Xs,...,X, je N(u,02) a hovorime,
7e Xi,Xo,...,X, pochddza z normélneho rozdelenia, t.j. X ~ N(u,0?). Parameter modelu
[CE

L_e "2 ,zeR.

N(u,0?) je vektor @ = (u,0?)T. Hustota tohto rozdelenia mé tvar f (z) =

V2no?

Standardizované normélne rozdelenie. Model pre ndhodny vyber X1, Xs,..., X, je N (0,1)

a hovorime, ze X1, Xs,..., X, pochidza zo Standardizovaného normaélneho rozdelenia, t.j. X ~

N(u,0?), kde 4 = 0 a 02 = 1. Parameter modelu N(u,0?) je vektor & = (0,1)T. Hustota tohto
1

rozdelenia ma tvar ¢ (z) = f (z) = Ee_é,x eR.
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Obr. 2.4: Aproximécia binomického rozdelenia normélnym pre p = 0.1 a N = 5,10 a 50; spojnicovy graf superponovany
hustotou (prvy riadok) a distribuénou funkciou (druhy riadok)

Dvojrozmerné normélne rozdelenie. Nédhodny vektor (X,Y)” m4 dvojrozmerné normélne roz-

delenie )

No(p,2), kde pp = (1, p2) ax=( 91 P72 )
2 (1, 2) e p=(u1,p2) a <p0102 ag

s hustotou (Casella a Berger, 2002)

1 1 2 2

= (x—p1) (e—p)(y=p2) | (y—p2)

LY) = e CXP T -2 + —u ,
il 22 (l-p?) p{ 21— %) { = — o3 }}

kde (z,y)" € R2, y; € RY, 02 > 0,i=1,2, p € (—1,1) st parametre, potom 8 = (11, piz, 02,02, )7

Vyraz v exponente mozeme pisat ako

1 T 9 -1
e %51 poO102 T =
2\ Y —pe poioy 03 y—p2 )’

margindlne rozdelenia si X ~ N (u1,0%) a Y ~ N (u2,03), p je koeficient koreldcie (detaily ma-
ticovej algebry pozri v Gentle (2007). Margindne rozdelenie je rozdelenie margindlnej ndhodnej
premennej, tu X nezdavisle na Y a naopak Y nezavisle na X.

7 vyssie uvedeného textu je zrejmé, Ze na dostatoény popis dvojrozmerného normélneho rozdelenia
potrebujeme p#t parametrov, t.j. strednt hodnotu a rozptyl pre margindlne rozdelenie ndhodnych
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premennych X a Y a korela¢ny koeficient p = p(X,Y’) popisujtici silu linedrneho vztahu X a Y.

Priklad 64 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného normdl-
neho rozdelenia Ny (p, ) pomocou funkcie image() a superponugte ho s kontidrovym grafom hustoty toho
istého rozdelenia pomocou funkcie contour(). (2) Nakreslite hustotu dvojrozmerného normdlneho roz-
delenia No (p, X) pomocou funkcie persp(). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tychto
intervaloch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12). PouZite nasledovné parametre

(a) p1=0,p2=0,01=100=1, p=0;

(b) p1 =0, 0 =0, 01 = 1,00 =1, p=0.5;

(C) p1 = O»/J’2 = O’ o1 = 1702 = 12’ pP= 0.5.

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 2.5.

-1

200

-3
-3
3

T T T T T 1 v T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

w=0,u=0,01=1,0,=1,p=05 w=0,u=0,01=1,0,=12,p=0.5

e
AR

w=0,1=0,01=1,0,=1,p=0 w=0,u=0,01=1,0,=1,p=0.5 w=0,u=0,01=1,06,=12,p=0.5

Obr. 2.5: Hustoty dvojrozmerného normalneho rozdelenia pri réznych parametroch (prvy riadok — kontirovy graf, druhy
riadok — perspektivny trojrozmerny graf v podobe plochy); ¢im je p odlisnejsie od nuly, tym viac sa kontiry
lisia od kruhov (menia sa na elipsy); so zvécSujicim sa rozdielom medzi o1 a o2 sa zvicsuje rozdiel rozptylenia
koncetrickych kruhov v smere jednotlivych osi (hovorime, Ze rozdiel variability premennych X; a Xo sa zvic-
suje)
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Obr. 2.6: Hustota dvojrozmerného normélneho rozdelenia s parametrom 5, ktory je odhadnuty z dét (vlavo) a super-
impozicia kontdr hustoty dvojrozmerného normélneho rozdelenia s parametrom 6, ktory je odhadnuty z dat
a dvojrozmerného jadrového odhadu hustoty (vpravo)

Standardizované dvojrozmerné normalne rozdelenie. Ndhodny vektor (X,Y)” m4 dvojroz-
merné normaélne rozdelenie

N2 (0,%), kde 0 = (0,0)" aE:(; {)

s hustotou (Bickel a Doksum, 2006)

B B 1 _z2—2pxy+y2}
qﬁ(x,y)—f(m,y)—QﬂMeXp{ 2(1—p2) ’

kde (ac,y)T € R?, p € (—1,1) st parametre, potom 8 = (0,0,1,1,p)". Vyraz v exponente mozeme
pisat ako

SV GG

margindlne rozdelenia si obe N (0,1) a p je koeficient koreldcie.
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Priklad 67 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Simuldciu pseudondhodnych éisel z No (p, )
mozeme v @R wrobil pouzitim nasledovnijch alternativnych funkcit:

1) kniznice library(MASS) a funkcie mvrnorm();

2) kniznice library(mvtnorm) a funkcie rmvnorm();

3) funkcie rnorm() a nasledovného algoritmu — nech X1 ~ N(0,1) a Xo ~ N(0,1); potom (Y1,Y2) ~
No (1, X), kde p = (1, u2)T, ¢o je vektor stredngich hodnét a o3, o5 a p, ¢o si parametre kovarianénej
matice B, kde sila linedrneho vzfahu Yy a Ya je dand velkostou a znamienkom p; Y1 = o1 X1 + g
aYy = oa(pX1+ /1 — p?Xa) + pa. Nasimulujte pseudondhodné éisla Y1 a Ya z Na (p, 2). Vypolitajte
dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty (Y1, Y2)T pomocou funkcie kde2d(). Nakreslite ho pomocou funk-
cie image() a superponujte ho s kontirovym grafom hustoty dvojrozmerného normdlneho rozdelenia
Ny (p, X) pomocou funkcie contour(). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tychto inter-
valoch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12). Pri simuldcii pouZite nasledovné parametre

(a) p1 =0,u2 =0, 01 =1,00=1, p=10; (1) n =150 a (2) n =1000;

(b) pr =0, =0, 01 = 1,00 =1, p=0.5; (1) n =50 a (2) n =1000;

(¢) u1 =0, =0, 04 =1,00 =12, p=0.5; (1) n =50 a (2) n = 1000.

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 2.7.

3 -3 -2 -1 0 1 2 3

w=0,u=0,01=1,0,=1,p=05

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
w=0,u=0,01=1,06,=1,p=0 w=0,u=0,01=1,0,=1,p=0.5 w=0,u,=0,01=1,6,=12,p=0.5

Obr. 2.7: Hustoty dvojrozmerného normélneho rozdelenia (prvy riadok n = 50; druhy riadok n = 1000)

Priklad 68 (zmes dvoch dvojrozmernych normadlnych rozdeleni) Simuldciu pseudondhodnijch
éisel zo zmesi dvoch normdinych rozdeleni pNa (pq, 1) + (1 — p)Na (9, X2) mozeme v R urobit
pouZitim jedného z alternatinych postupov z prikladu 67. Nasimulujte pseudondhodné éisla X a'Y (1)
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20 zmesi PN2 (IJ’lv 21) + (1 _p)NZ (“27 22); kde 6 = (Au‘lla N1270%17 0%27 P1, K21, H22, 0%170527 p?)T a (2)
z dvojrozmerného rozdelenia Na (p,X), kde parametre predstavuji spoloény vektor stredngjch hodndt
a spoloénii kovarianénii maticu. t.5. 0 = (uy, p2,07,05,p)T. Pre (1) vypoéitajte dvojrozmerny jadrovy
odhad hustoty (X,Y)T pomocou funkcie kde2d().

(a) Nakreslite teoreticki hustotu (2) pomocou funkcie image() a superponujte ju s kontdrovym gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour(). Teoretickym rozdelenim v tomto pripade bude

Ny (ﬁ, i)

(b) Nakreslite teoreticki hustotu (1) pomocou funkcie image() a superponugte ju s kontirovym grafom
teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

(¢) Nakreslite dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty realizdci (1) pomocou funkcie image() a superpo-
nujte ju s kontirovym grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tyjchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terra-
in.colors(12). Pri simuldcii pouZite @ = (—1.2,-1.2,1,1,0,1,1,1,1,0)7,

(1) 0 = (Z11,T12, 551, 599,71, T21, T2z, 531, 839, 72) L, N1 = na = 50 a p = 0.5 (odhady pochddzaji z na-
simulovangch ddt).

(2) 0 = (%1,T2,52,5%,7)T any =ny =50 (odhady pochddzajii zo spoloéného vijberu nasimulovangch
ddt).

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 2.8.

Obr. 2.8: Spoloénd hustota dvojrozmerného normélneho rozdelenia (vl'avo), hustota zmesi dvoch dvojrozmernych nor-
malnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany hustotou zmesi dvoch dvojroz-
mernych normdlnych rozdelen{ (vpravo) — simula¢na studia
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Obr. 2.9: Spoloénd hustota dvojrozmerného normélneho rozdelenia (vlavo), hustota zmesi dvoch dvojrozmernych
normalnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany hustotou zmesi dvoch dvoj-
rozmernych normalnych rozdeleni (vpravo) — reélne data

Odlisnosti od teoretického rozdelenia. Odlisnosti empirického rozdelenia (rozdelenia realizdcii)
od teoretického (napr. normdlneho) rozdelenia, moézeme charakterizovat’ napr. ako pravostranne alebo
lavostranne zoSikmené rozdelenie (obrazok 2.10, prvy riadok vlavo a vpravo), ploché alebo $picaté
rozdelenie (obrdzok 2.10, prvy riadok uprostred). Pri viacrozmernych rozdeleniach je situdcia kom-
plikovanejsia. Pri dvojrozmernom normélnom rozdeleni moze byt napr. zoSikmend jedna alebo obe
premenné (priklad zosikmenia oboch premennych zl'ava pozri na obrézku 2.10, dolny riadok).

Binomické rozdelenie. Majme nezavislé identické Bernoulliho pokusy s odpovedami X; = 1
(udalost nastala) alebo X; = 0 (udalost nenastala) pre i = 1,2,..., N, kde N je pocet nezavislych
pokusov. Pravdepodobnost nastatia udalosti pre kazdy pokus Pr(X; = 1) = p, pravdepodobnost
netspechu pre kazdy pokus Pr(X; = 0) = 1 —p. Pocet nastat{ udalosti X = vazl X;, pravdepodob-
nost nastatia udalosti je p. Ndhodn4 premennd X m4 binomické rozdelenie s parametrami N a p, t.J.
X ~ Bin(N,p), kde 0 = p. Pravdepodobnost, 7e X je rovné nejakému éislu = n (z je realizdcia
X) zapisujeme ako Pr(X = z) = (]g\cj)pz (1 —p)N_z, pre z = 0,1,2,..., N (Christensen, 1997).

Strednd hodnota ndhodnej premennej X je definovand ako E[X] = levzo ac(l;f)p’” (1- p)N_Z = Np
a rozptyl Var[X] = ZiV:O (z — Np)® (N)p”” (1—p)N " =Np(1—p).

x

Strieska v oznacen{ p sa véeobecne pouziva na oznacéenie odhadov parametrov rozdelen{ pravdepodob-
nosti. Tieto odhady sa pocitaju z dat. Pre spojité ndhodné premenné oznacujeme rozsah ndhodného
vyberu n, ale pri binomickom (a inych diskrétnych) rozdeleniach mame pocetnosti dve — pocet ispechov
a rozsah ndhodného vyberu — preto pre pocet uspechov rezervujeme ozn. n a rozsah ndhodného vyberu
N. Pocet uspechov ozn. aj x = n, ak ide o realizdciu ndhodnej premennej X.

Ekvivalentne moézeme rozdelenie ndhodnej premennej pochadzajicej z binomického rozdelenia zapisat’
ako X ~ Bin (N,p,1 —p), kde X = (X1, X5)", 8 = (p,1 — p)T, X1 je pocet tspechov, X = N — X,
je pocet nedspechov, X7 ~ Bin (N,p), Xo ~ Bin(N,1 —p). Potom E[X;] = Np, E[X3] = N (1 —p),
Var[Xs] = Np(1 —p) = Var[X;] nezdvisle na p, Cov [X1,X2] = —Np (1 —p) a Cor[X1,X3] = —1.
(Vysvetlenia oznacéeni pozri v poznamke pod ¢iarou?). Realizdcie ndhodnych premennych X; a Xo bu-
deme oznacovat ako m; a mg. Tento typ oznaéenia je vhodnejsi z dovodu zovseobecnenia binomického

9E[}(’] je oznacenie pre stredni hodnotu nahodnej premennej X, Var[X] pre rozptyl, Cov[X, Y] pre kovarianciu dvoch premennych X a
Y a Cor[X,Y] pre korelaény koeficient.
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Obr. 2.10: Hustoty normélneho rozdelenia a zosikmeného normélneho rozdelenia pri réznych parametroch (prvy ria-
dok); hustoty dvojrozmerného zosikmeného normélneho rozdelenia (druhy riadok vlavo a uprostred) a dvoj-
rozmerného normalneho rozdelenia (druhy riadok vpravo) pri réznych parametroch

. . , . T T
rozdelenia na viacrozmerné rozdelenia, kde n = (ny,n2)" ap = (p1,p2) , p1 =pap:s =1—p (pre
porovnanie pozri ozn. v praci Verzani, 2005). Potom 6 = p.

Priklad 70 (binomické rozdelenie, binomicky experiment) FEzperiment pozostdvajici z fizného
poctu Bernouliho experimentov (ozn. N) sa nazjva binomicky experiment. Pravdepodobnost tspechu
ozn. p, pravdepodobnost neispechu ¢ = 1 — p. Ndhodnd premennd X je pocet pozorovanyjch tspechov
pocas experimentu. Pravdepodobnost X = x za podmienky, Ze X pochddza z binomického rozdelenia
Bin(N,p) piseme ako Pr(X = z) = (j;f)p””(l —p)N=" 2 =0,1,...,N (Ugarte a kol., 2008). Strednd
hodnota E[X] = Np a rozptyl Var[X] = Np(1 —p). Naprogramujte a zobrazte v ® pravdepodobnostnii
funkciu a (kumulativnu) distribuénid funkciu pre Bin(5,0.5).

Riesenie v @ (pozri obrdzok 2.11)

44 | par(mfrow=c(1,2) ,mar=c(6,5,1,1),pty="s")

45 plot (0:5,dbinom (0:5,5,0.5) ,type="h" ,xlab="x",ylab="Pr(X=x)",
46 | xlim=c(—1,6))

47 | title (sub="hustota.pre.X"Bin(5,0.5)")

48 plot (0:5, pbinom (0:5,5,0.5) ,type="n" ,xlab="x",ylab="F(x)",
49 | xlim=c(—1,6),ylim=c(0,1))

50 | segments(—1,0,0,0)

51 segments (0:5, pbinom (0:5,5,.5) ,1:6, pbinom (0:5,5,.5))

52 lines (0:5, pbinom (0:5,5,.5) ,type="p" ,pch=16)

53 | segments(—1,1,9,1,Ity=2)

54 | title (sub="distribucna.funkcia_pre.X"Bin(5,0.5)")
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Obr. 2.11: Pravdepodobnostna funkcia a distribu¢nd funkcia Bin(5,0.5)

Multinomické rozdelenie. Nech N je pocet nezavislych identickych pokusov a v kazdom z nich
moze nastat J > 2 navzdjom disjunktnych udalost! s moznymi odpovedami X;; = 1 (uda-
lost nastala) alebo X;; = 0 (udalost nenastala), kde ¢ = 1,2,...,N a j = 1,2,...,J. Potom
X; = Zf;l X;;. Pravdepodobnost nastatia j-tej udalosti v é-tom pokuse Pr(X;; = 1) = p;,
E;=1 p; = 1. Ndhodn4 premennd X = (X1, Xa,..., X ;)T mé (J-rozmerné) multinomické rozdelenie
s parametrami N a p, t.j. X ~ Mult; (N,p),kde @ =p ap = (p1,p2, ... ,pJ)T. Pravdepodobnost,
ze X; je rovné nejakému ¢islu n; zapisujeme ako (Casella a Berger, 2002)

N!

PrXi =21, Xo0=29,..,Xy=25) = —————p7'p5%...0% =
(X1 =1, Xe =@, Xy = 2y) = e pl'p5" 1) Hx],Hp

kde N = Z;.]lej, X; > 0 a x; = n; su realizdcie X;. Potom n = (nl,ng,...,nJ)T.
Pre margindlne rozdelenie piseme X; ~ Bin (N, p;), kde stredna hodnota E[X;] = Np;, rozptyl
Var[X;] = Np; (1 —pj), kovariancia Cov [X;, X;] = —Np;p;, korelaény koeficient Cor [X;, X;] =

(—pipj) /v/pi (L — p;) p; (1 — p;). Strednd hodnota E[X] = Np a kovariantnd matica Var [X] =
N (Dp, — pp?), kde Dy, = diag (p) a

m _ ) pi(l—pi) aki=j
(Dp —pp )iﬂ‘_{ —pip;  aki#]

Disjunktnost znamen4, ze v i-tom pokuse mohla udalost nastat len raz, t.j. vysledkom takéhoto pokusu
méze byt vektor napr. (1,0,...,0)T alebo (0,1,...,0)7, kde okrem jednej jednotky na j-tom mieste
méme vzdy J—1 nil na ostatnych miestach. Kedze sumécia p ndm déva jednotku, Var [X] je singuldrna
matica. Matica diag(p) ma diagondlu v podobe p a mimodiagondlne prvky rovné 0. Ak J = 2, potom
Bin (N,p) = Multy (N, p), t.j. multinomické rozdelenie je zovseobecnenim binomickeho rozdelenia.
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Tabulka 2.2: Kontingenénd tabulka 2 x 3 pravdepodobnosti p; pre dva socioekonomické statusy, dve politické prislusnosti
a dve politické filozofie (multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C | spolu

H 0.12 0.12 0.04 0.12 0.4
Lo 0.18 0.18 0.06 0.18 0.6
spolu | 0.30 0.30 0.10 0.30 1.0

RieSenie

X = (X13X2a s )XS) ~ MUZtJ(N7 p)7 kde N = 507 p= (p17p27 s 7p8)T7 Viem€7 Ze X] ~ B’L’I’L(N,p])7
p; st v tabulke 2.2 a j =1,2,...,8. Potom

Var[X;] =50 x 0.12 x (1 — 0.12) = 5.28,

Var[Xs] =50 x 0.04 x (1 —0.04) = 1.92.

Vybrand kovariancia a koreldcia (medzi po¢tami prislusnych skupin) je rovnd

Cov [X1, X3] = =50 x 0.12 x 0.04 = —0.24, Cor [ X1, X3] = —0.24/+/5.28 x 1.92 = —0.075.

Oc¢akévané pocetnosti pre kazdd bunku tabulky st (veobecne nemusia byt) celé éfsla, pozri tabulku 2.3.

Tabulka 2.3: Kontingenéna tabulka 2 x 3 ocakdvanych pocetnosti N p; pre dva socioekonomické statusy, dve politické
prislusnosti a dve politické filozofie (multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C
H 6 6 2 6
Lo 9 9 3 9

Siéinové multinomické rozdelenie. Nech Nj je pocet nezavislych identickych pokusov
a v kazdom z nich mé6ze nastat J > 2 navzdjom disjunktnych udalosti s moznymi odpoved ami
Xiji = 1 (udalost nastala) alebo Xj;; = 0 (udalost nenastala), kde i = 1,2,..., N, k=1,2,..., K
aj = 12,...,J. Nech X;; = Zi&l Xiji a Zszl N = N. Pravdepodobnost nastatia (kj)-
tej udalosti v i-tom pokuse Pr(Xi; = 1) = pyj, Zle E;:ﬂ’kj = 1. Néhodnd premennd

X = (Xkl,sz,...,XkJ)T mé (J-rozmerné) multinomické rozdelenie s parametrami Ny a p,
t.j. Mult; (Ng,pr), kde 01, = pr a Pr = (Pk1,Pr2,---,Prs)’ - Realizdcie ndhodnej premennej Xy
oznacujeme ako xj. Potom z1; = ng; a naviac n, = (ng1, Nk, . .yng)T. Nech Xy, st nezdvislé,

potom plat{ (Christensen, 1997)
K
Pr(Xp; = oy, Vh,jij = 1,2, Jik = 1,2, K) = [[ Pr(Xe; = 25, V55 = 1,2,...,J)
k=1

a ijl Xi; = Ny, pre Vk. ﬁalej plat{

J J
Pr(Xy; = ak;,Vj) = | Ni!/ Hmki! Hpij’
j=1

Jj=1

Z toho vyplyva, ze

K J J
Pr(Xy; = ary, ko jij = 1,2, Jik=12. K) =[] | [ M/ ]] 2! | [Tk
k=1 j=1 j=1
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Ocakédvané hodnoty Nypy;, rozptyly Var[Xy;] a kovariancie Cov[Xy;] a koreldcie Cor[Xy;] voitri
nejakého Xy vieme vypoéitat. Kovariancie medzi réznymi Xy, napr. Cov[Xy,Xs], st nuly kvoli
nezévislosti jednotlivich Xy. Potom X = (X1, Xas,...,X k)T mé sicinové multinomické rozdelenie
s parametrami 0 = px, k=1,2,..., K.

RieSenie

Pravdepodobnosti styroch kategérii asociovanych s H statusom si podmienené pravdepodobnosti dané
H statusom. Napr. Pr(X3j;) = 0.04/0.4 = 0.1. Pr(Xy};) = 0.12/0.4 = 0.3, Pr(X3)2) = 0.06/0.6 = 0.1.
Musime ale tabulku 2.2 prepisat na si¢inovo-multinomicky model, teda podmienené pravdepodobnosti
p;j|i budi dané socioekonomickym statusom ¢ (pozri tabulku 2.4).

Tabulka 2.4: Kontingen¢na tabulka 2 x 3 pravdepodobnosti Pj|i Pre dva socioekonomické statusy, dve politické
prislusnosti a dve politické filozofie (sti¢inové multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C | spolu
H 0.3 0.3 0.1 0.3 1.0
Lo 0.3 0.3 0.1 0.3 1.0

Pre N; = 30 a N, = 20 pozri oéakdvané pocetnosti v tabulke 2.5.

Tabulka 2.5: Kontingenéna tabulka 2 x 3 ocakanych poéetnosti N;pjj; pre dva socioekonomické statusy, dve politické
prislusnosti a dve politické filozofie (sti¢inové multinomické rozdelenie)
| D-Li D-C R-Li R-C | spolu
H 9 9 3 9 30
Lo 6 6 2 6 20

Var(Xsp) =30 x 0.1 x (1-0.1) =2.7.
Vybrané kovariancie (medzi po¢tami prislusnych skupin) sii rovné
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Cov [X1j2, X312 = =20 x 0.3 x 0.1 = —0.6,
Cov [X1|1,X3|2] =0, lebo X; a X5 s nezavislé.

Tabulka 2.6: Kontingen¢n4 tabulka 3x 3 pravdepodobnosti p; pre tri farby vlasov a tri farby o&f (multinomické rozdelenie)

farba vlasov/farba o¢f | modrd (BIE) hnedd (BrE) zelend (GE)

blond (BLH) 0.12 0.15 0.03
hnedé (BrH) 0.22 0.34 0.04
rysava (RH) 0.06 0.01 0.03

RieSenie (Ciastkové)
Marginalne pravdepodobnosti si

Pr
Pr

(BIH) = 0.3, Pr (BrH) = 0.6, Pr(RH) = 0.1,
(BIE) =04, Pr(BrE) =0.5, Pr(GE) = 0.1.

Podmienené pravdepodobnosti pg|; st

Pr

Pr
Pr
Pr

(BIH|BIE) = Pr (BIH N BIE) / Pr (BIE) = 0.12/0.4 = 0.3,
(BIH|BIE) = Pr (BIH),

(BrH|BIE) = 0.22/0.4 = 0.55,

(BrH) = 0.6.

Ak vieme, Ze niekto ma modré o¢i, potom bude menej pravdepodobné, ze ma hnedé vlasy v porovnan{
s tym, ked nevieme, akej farby m4 o¢i. Teda

Pr
Pr
Pr
Pr

(BLE|BIH) = 0.12/0.3 = 0.4,
(BIE|BIH) = Pr (BIE),
(BrE|BIH) = Pr (BrE),
(GE|BIH) = Pr (GE).

Informécia, Ze m4 niekto blond vlasy, ndm nedéva d’'alsiu informéciu o farbe jeho oéi.

Binomické, multinomické a sti¢inové multinomické rozdelenie st vhodné v pripadoch, ked” mame pocet
pokusov N nie prili§ velké a pravdepodobnosti vyskytu udalost{ p nie prili§ malé. V opa¢nom pripade
je vhodné Poissonovo rozdelenie (Agresti, 2002).
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Poissonovo rozdelenie. Poissonovo rozdelenie je limitnym pripadom Binomického rozdelenie
Bin(N,p), kde N — oco,p — 0, teda Np — A. Ak je X ndhodnd premennd s Poissonovym rozde-
lenim a parametrom 6 = A, X ~ Poiss(\), potom (Casella a Berger, 2002)

T,—A
Pr(X — z) = > S r=0,1,....
x!
Realizdciu ndhodnej premennej X oznacujeme ako z = n. E[X] = X a Var[X] = A. Tomu
koresponduje
N N-—x T N —x N!
(1 — - [N 1— !] 1op) @ —
(D)= = [ a =0 ] 0 -0 s
ak N = o0o,p—0aNp—A= (Np)* =\, (1-p)N e (1—p) " =1, ﬁﬁl.
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Znak ,—*“ ¢itame ako ,konverguje“ (do nekonecna, k nule, k A a pod.). V pripade, ze za ,—* je
znak nekone¢na, napr. N — oo, potom &ftame cely vyraz ako ,pre (dostatotne) velké N“ alebo , N
konverguje do nekonecéna*.

Tabulka 2.7: Pozorované a otakdvané pocetnosti m, (zaokrihlené na nula desatinnych miest) Pruskych armddnych
jednotiek, v ktorych nastalo n dmrti zapri¢inenych kopnutim konom
n| 0] 1] 2|3]|4]5+
109 | 65 | 22 | 3|1 0
109‘66‘20‘4‘1‘ 0

pozorované mny,
ocakdvané m.,

Zovseobecnenim prikladu 79 dostaneme

X1+ Xo+...+ X5 ~Poiss(\M+Aa+...+Aj)
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Poissonovo vs. multinomické rozdelenie. D4 sa ukazat, Ze
(Xl +Xo+... +XJ) |N ~ MUZtJ (N7p17p27 v 7pJ)7

kde N = Zij ap; = )\j/zjkj,j =1,2,...,J. Ak X;,j5 = 1,2,...,J st nezavislé, X; ~
Poiss (Aj), kde E(X;) = \;, potom podmienend pravdepodobnost, ze vSetky X; = z; za podmienky

=>; X, sarovna

PI‘(X1:.’E1,X2:.CEQ,...,XJ:IJ)
Pr (X1=ZE1,X2=$2,...,X | X. =N =
2% Py, X = V)
[ A7 e /a;l Nle AT Y
ANe=2/N1 [1; Ae=ra;!

= H%'H( ) kdepjz%

Toto podmienené rozdelenie sa Casto pouziva pri log-linedrnych modeloch. Ak mame pocetnosti
X; pochédzajice z Poissonovho rozdelenia, potrebujeme ich celkovil sumu N (grand total). Teda
potrebujeme podmiené rozdelenie pri danom N, ¢o je v podstate multinomické rozdelenie.

Overdispersion a underdispersion. V praxi ¢asto variabilita presahuje variabilitu dant binomickym
¢i Poissonovym modelom alebo je variabilita mensia ako variabilita dana binomickym ¢i Poissonovym
modelom. Prepokladdme, ze kazdy ¢clovek méa rovnakd pravdepodobnost tmrtia pri dopravnej ne-
hode budtici tyzden. Realistickejsie vSak tieto pravdepodobnosti variruji napr. podl’a éasu straveného
Soférovanim, zavisia od toho, ¢ osoba ma zapnuté pasy, zavisia od geografickej polohy a pod.

V pripade overdispersion, teda v pripade, ked’ rozptyl presahuje stredni hodnotu, je realistickejsie
nahradit Poissonovo rozdelenie negativne binomickym rozdelenim (Agresti, 2002). Ak mdme bi-
nomické (prip. multinomické) rozdelenie, tiez méze nastat pripad overdispersion, pretoze skutotné
rozdelenie je zmes roznych binomickych rozdeleni s parametrami varirujicimi kvoli nenameranym
(méticim) premennym.

Negativne binomické rozdelenie. Majme nezvislé identické Bernoulliho pokusy s odpoveda-
mi X; = 1 (udalost nastala) alebo X; = 0 (udalost nenastala) pre i = 1,2,.... Pravdepodobnost
nastatia udalosti pre kazdy pokus Pr(X; = 1) = p, pravdepodobnost netspechu pre kazdy pokus
Pr(X; = 0) = 1 — p. Nech X je pocet tspechov pred k-tym netispechom. Potom Pr(X = z) =
(*TE=1p*(1 — p)* m4 negativne binomické rozdelenie s E[X] = kity a Var[X] = kgLys, oz
X ~ Negbin(k,p). Poissonovo rozdelenie je limitnym pripadom negativne binomického rozdelenia,
kde k — oo, p — 0 a fixovanym kp = A.

Overdispersion v binomickom modeli. Nech X; ~ Bin(N,p;) a nech X = X je ndhodne zvolené
z X;, kde ndhodny index I = i m4 pravdepodobnost 1/m. Budeme teda mat zmes binomickych
rozdeleni s marginalnou pravdepodobnostou

Pr(X = z) = E[Pr(X; = z|I)] = ZPr Z( )pl 1—pi)*,
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E[X] = E[E[X;|I]] = ZE[X] = ﬁ;pi = N,
kde 7 = Y7, pi/m a )
VarX] = E[Var[X(|I]] + Var[E[X/|I] = ZVar[X |+ — §E2[Xi] - (i E[Xi]/m>2
= %ini(l—p, %Zm: (Npi)* = (N7)? = Nr(1 — ) + N(N — 1)},

kde o2 je definovand ako pri underdispersion. Z toho vyplyva, ze pri ndhodnej volbe z réznych indi-
v1duafnych pravdepodobnosti p; je rozptyl vacsi ako rozptyl za platnosti binomického modelu.

Tabulka 2.8: Pozorované pocetnosti rodin m,, s n chlapcami
nlOo] 1] 2] 3| 4] 5 | 6 | 7] 8| 9] 10]11]12
pozorované my, | 3 | 24 | 104 | 286 | 670 | 1033 | 1343 | 1112 | 829 | 478 | 181 | 45 | 7

RieSenie

Tabulka 2.9: O¢akdvané pocetnosti rodin mj, (zaokrdihlené na nula desatinnych miest) s n chlapcami (binomické
rozdelenie)

n|O0] 1] 2| 3] 4] 5] 6| 7| 8] 9] 10]11]12
ocakdvané m, | 1 | 12 | 72 | 258 | 628 | 1085 | 1367 | 1266 | 854 | 410 | 133 | 26 | 2

Ked porovndme pozorované m,, (pozri tabulku 2.8) a vypoéitané (teoretické) m,, (pozri tabulku 2.9)
zistime, Ze pozorované poukazuji na overdispersion, t.j. mame vi¢sie poéetnosti rodin s malym a velkym
mnozstvom chlapcov v porovnan{ s teroretickymi pocetnostami.

Underdispersion v binomickom modeli. Nech X3, Xs,..., Xx st nezévislé binomické pokusy
s pravdepodobnostami p1,ps,...,py. Nech X = Efil X, potom E[X] = Efilpi = N7, kde 7 =

1 N
N 2oim1 Pi, ale

Var[X]

N N N N
Zvar[xi] = Zpi(l —p) = Z:pi _ Z:plz
_ - b 3o )

= Nr—N=’—No, = Nr(l—n)— No,

N X 2
kde O'Z = % (Efvzl p? — Ei:}\} ri) > je rozptyl medzi p;. Z toho vyplyva, Ze pri roznych individudlnych

pravdepodobnostiach p; je rozptyl mensi ako rozptyl za platnosti binomického modelu.
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Overdispersion v Poissonovom modeli. Predpokladajme, ze ndhodnéd premennd X ma rozptyl
Var[X] podmieneny strednou hodnotou E[X] = i, kde p je ndhodnd premennd so strednou hodnotou
E[p] arozptylom Var|u] = ai. Teda pre jednotlivé subjekty pu, charakterizujica napr. nehodu, varfruje.
Hoci pocet nehdd na subjekt mé rozdelenie Poiss(u), margindlne rozdelenie bude charakterizované
overdispersion, a teda

E[X,) = BIE[X,|n)] = Bln] a Var[X,] = EVar[X,|ul] + Var[E[X,|ul] = Elu] + o,

¢o poukazuje na vécsiu variabilitu v porovnani s Poissonovym modelom. Za predpokladu, ze 4 mé gama
rozdelenie, mdzeme lahko spoéitat margindlne pravdepodobnosti, t.j. ak X, m4 Poissonovo rozdelenie
so strednou hodnotou p, p ma hustotu f(p) = ﬁ pe I e M Nihodnd premennd X predstavujica

zmes X, mé stredni hodnotu E[X] = E[u] = § a rozptyl Var[X] = Elu] + Varlu] = § + 3%.

Marginalna pravdepodobnost pre = 0,1,..., je potom rovna
W A” 1-A
_ . P
Pr(X =z) = E[Pr(X,=zlp)=Ele HH] = ()l /e PuPus= e Mdu

B ANT(z+a) (z+a-1 A\ 1 A\

T (A DEel(a)2! T\ a—1 A+1 A+1) 7
kde (x + o — 1)! = I'(z + «). Ide teda o negativne binomické rozdelenie, kde X je pocet netspechov
(irazov, zlyhan{) zaznamenanych po « tispechoch, pravdepodobnost tispechu 7 = %_,_1 a pomer zlyhani

_1-7
p= "o

Tabulka 2.10: Pozorované pocetnosti robotnikov m,, s n trazmi v tovarni
n| 0] 1] 2] 3]|4]>5
pozorované m, | 447 [ 132 [ 42 [ 21 [ 3| 2

Riesenie

Ked porovndme pozorované m,, (pozri tabulku 2.10) a vypoéitané (teoretické, ocakdvané) m,, (pozri
tabulku 2.11) zistime, Ze pozorované poukazuji na overdispersion, t.j. mdme viac robotnikov bez trazu
ako aj viac robotnikov s vA&Sim mnozstvom trazov v porovnani s teoretickymi pocetnostami.

Tabulka 2.11: O¢akévané pocetnosti robotnikov m,, (zaokrtihlené na nula desatinnych miest) s n drazmi v tovérni (Po-
issonovo rozdelenie)

n| O| 1|2|3|24
ocakavané my, | 406 | 189 | 44 | 7| 1

2.1 *Simula&ny experiment ako nastroj 3tidia teoretickych vlastnosti modelov

Monte Carlo (MC) experiment. Pojem MC metdda je zndmy od 40. rokov dvadsiateho storocia
a zaviedli ho fyzici pracujici na projekte o jadrovych zbraniach v Los Alamos National Laboratory,
menovite Stanislav Ulam, Enrico Fermi, John von Neuman a Nicholas Metropolis. MC je odvodené
od kasina v Monaku, kde Ulamov stryko hraval hazardné hry. Pouzitie tzv. ndhodnosti a opako-
vatel'nosti MC procesu je analogické aktivitAm v kasine. Prvykrdt metédu pouzil Enrico Fermi
v roku 1930 na vypocet vlastnosti novoobjaveného neutrénu. MC experiment bol pouzity tiez v 50. ro-
koch 20. storo¢ia pocas vyvoja vodikovej bomby. U.S. Air Force bola v tom ¢ase hlavnou organizaciou
zodpovednou za financovanie a rozsirenie informécie o MC metédach, ktoré si zacali hl'adat cestu
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k mnohym d’alsim aplikdcidm, najprv vo fyzike, neskor v chémii a nakoniec aj v matematike a Statistike.
V statistike sa MC metody pouzivaju na Studovanie asymptotickych vlastnosti odhadov a testovacich
statistik (prip. statistickych modelov) a zistovanie ich sprdvania sa za kontrolovanych podmienok (po-
zri napr. Rizzo, 2007; Gentle, 2009). Jediny predpoklad dobrej simuldcie pseudondhodnych &isel
pouzivany v MC metédach je dostatoénd ndhodnost v sirSom slova zmysle (Suess a Trumbo,
2010).

Simulaény experiment (mnohondsobne opakované ndhodné vybery) musi spiﬁat’ nasledovné
tri kritérid (Robert a Casella, 2010)

1. relevantnost — vygenerované (simulované) ddta musia byt generované na zaklade relevantnych
pravidiel, napr. kombindcia minulych skisenosti a su¢asnych dat, hypotetického pravdepodobnost-
ného alebo statistického modelu, ktory chceme studovat a pod.;

2. stabilita — centrdlna limitnd veta (CLV; pouzitelnd aj pre n mensie ako 100) a dva zdkony
velkyjch ¢&isel (pouzitelné pre n viicsie ako 100 alebo 1000) garantujt, Ze ak je pldn simulaénej
§tudie spravny a simuldcia mé dostatoéne vel'a opakovani, dostaneme stabilny vysledok namiesto
nahodného Sumu;

3. diagnostika — pomocou réznych numerickych a grafickych metéd moézeme rozlisit signal od sumu,
napr. porovnanie numerického a analytického rieSenia, porovnanie viacerych podobnych modelov,
pouzitie dostato¢ného mnozstva opakovani a pod.

Veta 1 (CLV) Nech X;, i = 1,2,...,n, si iid ndhodné premenné s rovnakou strednou hodnotou
E[X;] = p € R a koneéngm rozptylom Var[X;] = 0? < oco. Potom ﬁ(zll X; — np) md li-
mitne (pre dostatoéne velké n) standardizované normdlne rozdelenie (t.j. konverguje v distribicii
k standardizovanému normdinemu rozdeleniu N(0,1); Wasserman (2006).

Veta 2 (Slaby zakon velkych ¢&isel) Nech X;, i = 1,2,...,n, st iid ndhodné premenné s rov-
nakou strednou hodnotou E[X;] = p € R a koneéngym rozptylom Var[X;] = o2 < oo. Nech
X, = %E?:l X;. Potom pre kazdé ¢ > 0 plati lim,, o Pr(| X, — u| < €) = 1, t.j. pre dostatocne
velké n plati, 7e X, konverguje v pravdepodobnosti k p (Lehmann, 1999).

Veta 3 (Silny zdkon velkych éisel) Nech X;, i = 1,2,...,n, st iid ndhodné premenné s rov-
nakou strednou hodnotou E[X;] = p € R a koneéngm rozptylom Var[X;] = ¢® < oo. Nech
X, = %27:1 X;. Potom pre kazdé ¢ > 0 platd Pr(lim, o | X, — ] < €) = 1, t.5. pre dostatocne

velké n plati, 7e X, konverguje skoro iste k u (Lehmann, 1999).

CLV a zdkony velkych éfsel ndm v praxi zabezpecia pouzitie nejakého modelu rozdelenia pravdepodob-
nosti na redlne déta za predpokladu, Ze mame dostatoéne velky rozsah ndhodného vyberu (DasGupta,
2008). Désledky pouzitia modelu rozdelenia pravdepodobnosti na redlne ddta s malym rozsahom sia-
haji od nespravneho pouzitia Statistického modelu po nesprdavne pouzitie Statistického testu, ¢oho
dosledkom je nedoveryhodna interpretacia vysledkov Statistickej analyzy.

Priklad 83 (binomicky rozdelenie, simula¢na stidia) Vygenerujte pseudondhodné éisla X (po-
cetnosti tispechov) opakovane M-krdt (M = 1000) z Bin(N,p), kde N =5 a p = 0.5. Vytvorte tabulku
vygenerovanych (simulovangch) ako aj teoretickych relatfvnych pocetnosti (pre n =0,1,...,5). Super-
ponugte histogram vygenerovanych pseudondhodnijch cisel s teoretickou pravdepodobnostnou funkciou.

Riesenie (pozri tabulku 2.12 a obrdzok 2.12)

Tabulka 2.12: Simulované a teoretické relativne pocetnosti tispechov
relativne pocetnosti/n ‘ 0 1 2 3 4 5
simulované | 0.025 0.151 0.310 0.322 0.168 0.024
teoretické | 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031
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Obr. 2.12: Histogram vygenerovanych pseudonahodnych &isel superponovany spojnicovym grafom teoretickej pravdepo-
dobnostnej funkcie X

Priklad 84 (binomické vs. normdalne rozdelenie) Nech Xy ~ Bin(N,p), potom mézZeme aprozi-
movat binomické rozdelenie normdlnym nasledovne — Xy ~ N(Np, Np(1 — p)), kde tiez plati Zy =
% ~ N(0,1). Ukdzte, ze CLV plati pre N =100 a p = 1/2 na tri desatinné miesta.

Riesenie (aj v ®)

Priklad hovori o tom, ako dobre normélne rozdelenie aproximuje binomické pri rozsahu N = 100, ¢o
je dolezité pri testovani hypotéz.

E[Xn] = Np=150, /Var[Xy] = v/Np(l — p) = 5.

Ak Yy = Xn/N, potom Pr(|Yy — 1/2| < €) = 0.236, kde € = 0.02. Pr(0.48 < Yi99 < 0.52) = Pr(48 <
X100 < 52) = PT(485 < Xi00 < 515) = Pr(@ < Z1go < @), kde X199 ~ N(50,5) S pouZitim
dpravy na spojitost.

55
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pbinom (51,100,.5)—pbinom (48,100,.5) # 0.2356466

pnorm(51.5,50,5)—pnorm (48.5,50,5) # 0.2358228

Vysledky sa zhoduju na tri desatinné miesta. Vseobecne plati Xy; ~ N(M/2, M/4) a Yy = Xp/M ~
N(1/2,1/(4M)).

Priklad 85 (normadlne rozdelenie, simulaé¢na stadia) Na zdklade simulaénej Stidie preverte, Ze
ak X ~ N(150,6.25), potom X, ~ N(150,6.25/n). Pouzite (1) n =5, (2) n = 30 a (3) n = 100.
Pre kazdi simuldciuv X vypocitajte aritmetické priemery Tm, m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Super-
ponugte ich histogram v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty pre X ,,. Vypocitajte Pr(X,, > 151)
pre n = 30 zo simulovanych ddt a porovnagte tento viysledok s teoretickou (oéakdvanou) pravdepodob-
nostou.

Riesenie (aj v ®) (pozri obrazok 2.13)
Priklad hovor{ o tom, ze ak mé ndhodnd premennd X, normdlne rozdelenie, bude mat normélne
rozdelenie aj aritmeticky priemer X, ¢o je dolezité pri testovan{ hypotéz.

Pr(X, > 151) = Pr(%}% > jg’%}f‘}) ~ $(2.190890) = 0.01422987, kde n = 30.

57 |M <= 1000; n30 <— 30

58 | X30 <— matrix (0,M,n30)

59 | for (i in 1:M) X30[i,] <— rnorm(n30,150,sqrt(6.25))
60 | x.bar30 <— rowMeans(X30)

61 # pravdepodobnosti

62 | mean(x.bar30>151) # 0.014238

63 | 1—pnorm((151—150)/sqrt (6.25/n30)) # 0.01422987

64 | # obrazok pre n=30

65 | windows(5,5)

66 | par(mar=c(5,4.5,1,1)
67 hist (x.bar30, probability=TRUE, col="gray” ,main="",ylab="hustota” ,xlab="priemery” , sub="n=30" ,cex.lab=1.2,
68 cex.sub=1.2)

69 | xmin <— 150—3xsqrt (6.25/n30)
70 | xmax <— 150+3#sqrt (6.25/n30)
71 curve (dnorm(x,150,sqrt (6.25/n30)) , from=xmin , to=xmax, Iwd =2, add=TRUE)
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Pri dostatocne velkom pocte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozdelenim
X, na tri desatiné miesta (pri vypocte zadanej pravdepodobnosti).

N ; /N
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Obr. 2.13: Histogram vygenerovanych priemerov superponovany teoretickou krivkou hustoty X,

Priklad 86 (normélne rozdelenie, simulaénd tidia) Nech (a) X ~ N(u,02), p =0, o2 =1,
(b) X ~ Ezp(\), A =1/3, (¢) X ~ Unif(min, max), min = 0,max = 1, (d) X ~ [pN(0,1) + (1 —
p)N(0,10)], kde p = 0.9. Pouzite ®R na simuldciu pseudondhodnych éisel z danijch rozdeleni — rozsahy
ndhodnijch vijberov n = 2,5,20,50,100 a 500. Pre kazdi simuldciu X vypoclitajte aritmetické priemery
T, m=1,2,..., M, kde M = 1000. Zobrazte ich do histogramu v relativnej skdle a superponujte ho
s teoretickou krivkou hustoty N(u,o?/n) prishichajicej danej simuldcii.

Priklad 86 slizi na zistenie vlastnost{ rozdelenia vyberového priemeru pri réznych situdcidch. Exp(\)
je exponencidlne rozdelenie s parametrom A, Uni f(min, max) je rovnhomerné rozdelenie s parametrami
min a max. Zmes dvoch normélnych rozdeleni predstavuje 10% primes normélneho rozdelenia s vA&Sim
rozptylom rovnym o2 = 10 v norméalnom rozdeleni s mensim rozptylom rovnym o2 = 1, ¢m sme
docielili vyskyt 10 % odlahlych pozorovani.

Priklad 87 (normélne rozdelenie, simulaéna §tidia) Nech X ~ N(p1,02) a Y ~ N(uz2,03).

Potom X, =Y p, ~ N (11 —pz, §+%) Generujte pseudondhodné isla X a'Y rozdeleni N(u;,0%),j =
1,2, kde p; = 100,01 = 10, u3 = 50,02 = 9 pri (a) ny = 4,n2 =5, (b) ny = 100,ny = 81. Pre kaZdu
simuldciu X a'Y vypoditajte rozdiel Ty, —79,,,m =1,2,..., M, kde M = 1000. Superponugjte histogram
tyichto rozdielov v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty rozdielu X ,, —Y pn,. Pre pripad (a) aj (b)

vypocitajte Pr(X,, —Y,,) < 52 na zdklade empirického (vygenerovaného) a teoretického rozdelenia
Xy = Yo,

Priklad 87 sluzi na zistenie vlastnosti rozdelenia rozdielu dvoch vyberovych priemerov pri réznych
situdcidch. Pri dostatoéne velkom pocte opakovan{ vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym

rozdelenim X,,, — Y, na dve desatiné miesta (pri vypocte zadanej pravdepodobnosti; pozri obrazok
2.14).

2.2 *Statistika

Definicia 15 (Statistika) Lubovolnd funkcia T(-): Y — R", pre nejaké r € NT ndhodného
vgberu (X1, Xo, ..., Xn)T, kde funkcia T = T(X1, X2, ..., X,) nezdvisld na 6 sa nazjva Statistika
a hodnota t = T(x1,xa,...,2,) koreSpondujica realizdcidm x1,za2,...,T, sa nazjva realizdcia
Statistiky (pozorovand hodnota Statistiky).

Priklad 88 (Statistika) Majme ndhodny vigber (X1, Xo, ..., Xp)T, kde X; € R,i =1,2,...,n, potom
prikladmi Statistdk si: Ty =Y o X; €R, To =3 1 X2 e RTU{0}, Ty = (X1, X5, >, X2) € R2.

Statistiky teda mézu byt nshodné premenné alebo ndhodné vektory, ktoré sumarizuji informdciu
o datach, zjednodusuji pohlad na ne a umoziiuji na ich zdklade déta jednoduchsie popisat a lahsie
interpretovat.
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Obr. 2.14: Histogram vygenerovanych rozdielov priemerov superponovany teoretickou krivkou hustoty rozdelenia rozdielu
vyberovych aritmetickych priemerov

Definicia 16 (postacujiica Statistika) Pre statisticky model F je Statistika T'(z) postacujica
pre parameter 0, ak md rovnaki hodnotu pre dva body rézne x1 a w2 z vijberového priestoru Y iba
ak tieto body magi ekvivalentné funkcie vierohodnosti (Azzalini, 1996), t.j. pre

Vay,x0 €Y : T(x1) = T(22) = L(0,21) = L(0,x2) pre vietky 6 € O.

Detaily o funkcii vierohodnosti pozri v kapitole 2.3 *Funkcia vierohodnosti. Aj napriek tomu, ze nebi-
jektivna transformécia obsahuje ,,véetku informéciu o détach“, treba mat na zreteli, Ze to sivisi s volbou
modelu, t.j. ak sa zmen{ model, Statistika uz nemusf byt postacujtica (Bickel a Doksum, 2006). Preto
je vo Iba modelu velmi délezitd. Andél (2011) uvadza int definiciu postacujicej Statistiky.

Definicia 17 (postacujiica tatistika) Statistika T(X) sa nazjva postacujica 3tatistika
pre parameter 0, ak podmienené rozdelenie vektora X = (X1, Xa, ..., Xp)T pri danom T(X) nezdvisi
na 6.

Predchédzajiica definicia hovori o tom, ze ak T'(X) je postacujica statistika pre 6, potom kazd4 infe-
rencia o 6 zavis{ na X len cez hodnotu T'(X), t.j. ak x a y sd dve realizdcie a T'(x) = T(y), potom
inferencia o € bude rovnaka nezavisle na tom, ¢i sme pozorovali X = x alebo Y =y.

Veta 4 (postacujica Statistika) Ak f1(x|0) je zdruZend hustota X a f2(t|0) je hustota T(X),
potom T'(X) je postacujica Statistika pre 0, ak pre vietky x je podiel f1(x|0)/f2(t|0) konstanta
nezdvisldé na 0 (Casella a Berger, 2002).

Priklad 90 (posta¢ujica Statistika binomického rozdelenia) Nech X;, i = 1,2,..., N, si iid
Bernoulliho pokusy a X = Efil X;. Potom X ~ Bin(N,p). Ukdzte, ze T(X) = vazl X; je postacugiica
Statistika pre p.

RieSenie

Flp)/ Faltlp) = TV, p7 (1= p) == /()P (L = )V 1) = 1/(52%,). Tento podiel je nezvisly na p,
t.j. sticet jednotiek obsahuje vSetku informéciu o p, ktord je v datach.

60



KAPITOLA 2. MODEL ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTICKY MODEL 2.3

Priklad 91 (postaéujiica Statistika normdlneho rozdelenia) Nech X; ~ N(u,0?), kde i = 1,2,
...,n, st iid premenné a 0% pozndme. Ukdite, e T(X) = vazl X:/n = X je postacugiica statistika
pre ji.

RieSenie
fix|p)/ f2(tlp) = Hivzl f(@i, )/ f2(t|n), kde f(x;, ) je hustota normélneho rozdelenia afo(t|u) =
(2ra?/n) =12 exp(—n(T — p)?/(20?)). Po viacerych algebraickych tpravich dostaneme

n

A/ fo(tln) = n= 12 (2r0%) "D exp(= Y (2 —2)?/(20%)).

i=1

Tento podiel je nezavisly na pu, t.j. X obsahuje véetku informéciu o p, ktord je v ddtach.

D4 sa ukdzat, ze ak X; ~ N(u,0%),kdei = 1,2,...,n, st iid premenné, potom T1(X) = (X, > 1, X})T
aTh(X) = (X, X (X; — X)?)T st postacujice statistiky 6 = (u, 02)T.

Specidlnym pripadom Statistiky je testovacia tatistika, ktord ma kltiéovii lohu pri testovani hy-
potéz.

Priklad 92 (testovacia Statistika, simula¢nd studia) Na zdklade simulacnej Studie preverte, Ze ak
ndhodnd premennd X md asymptoticky binomické rozdelenie Bin(N,p), potom testovacia Statistika

_ X/N—p . . . . .. _ _
Zw = NCTETA md asymptoticky normdlne rozdelenie N(0,1). Pouzite p = 0.1,0.5,0.9, a N =
5,10,30,50 a 100. Okomentugte vysledky v spogitosti s Haldovou podmienkou Np(l—p) > 9. Pre kazdd
simuldciuv X wvypocitajte zw,m, m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vygenero-
vanych testovacich $tatistik v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty Zyy.

Priklad 92 hovori o pouziti jednovyberovej testovacej Statistiky pre parameter binomického rozdelenia
(pravdepodobnost) pre rozne pravdepodobnosti a rézne pocetnosti. Ak Haldova podmienka nie je
splnens, nie je mozné testovaciu Statistiku pouzit.

Priklad 93 (testovacia Statistika, simulaénd studia) Na zdklade simulacnej Stidie preverte, Ze ak
(a) X ~ N(p,0%), kde p = 0,6 =1 a (b) X ~ [(1 = p)N(u,0%) + pN(n,01)], kde p = 0.05
a 0?2 =2, potom testovacia statistika F' = (";712)52 md asymptoticky x2_, rozdelenie s n — 1 stupriami
volnosti. PouZite rozsahy ndhodnijch vyberov n = 15 a n = 100. Pre kazdi simuldciv X vypoéitajte
Fopsym, m=1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vygenerovanych testovacich statistik
v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty F.

RiesSenie

Priklad hovori o pouziti jednovyberovej testovacej Statistiky pre parameter normalneho rozdelenia
(rozptyl) pre rézne teoretické rozdelenia a rozne rozsahy ndhodnych vyberov. Ak st vychylky od nor-
mality prili§ velké, nie je mozné testovaciu statistiku pouzit. Vieme, ze E[S?] = 02 =1 a Var[S?] =
20%/(n—1)=2/(n—1), E[F] =n—1a Var[F] = 2(n — 1), t.j. chceme, aby sa vysledky simula¢nej
studie priblizili tymto teoretickym hodnotdm (pozri tabulku 2.13).

Tabulka 2.13: Teoretické hodnoty strednych hodnét a rozptylov S a F a ich odhady zo simulacnej stidie pri n = 15 a

n = 100

odhady poéitané pri simuldcii | E[S?] Var[S?] E[F] Var[F]

teoretické hodnoty, n = 15 | 1.0000 0.1429 14.0000 28.0000

N(u,0?), n =15 | 1.0003 0.1458 14.0039 28.5763

X ~[(1 = p)N(p,0%) +pN(p,02)], n=15 | 1.2015 0.2943  16.8213  57.6880

teoretické hodnoty, n = 15 | 1.0000 0.0202 99.0000  198.0000

N(u, 02), n =100 | 0.9985 0.0198 98.8552  193.7022

X ~ [(1 = p)N(p,0%) + pN(p,0?)], n =100 | 1.1596 0.0342  114.8005  335.5359

Pri dostatoéne velkom poéte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozdelenim
F, len ak ide o ddta z normdlneho rozdelenia (pozri obrazok 2.15).
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Obr. 2.15: Histogramy vygenerovanych testovacich Statistik v relativnej skédle superponované s teoretickymi krivkami
hustoty F; X ~ N(0,1) (favy stipec) a X ~ [(1 — p)N(u,02) + pN(u,02)] (pravy stlpec); n = 15 (horny
riadok), n = 100 (dolny riadok)

2.3 *Funkcia vierohodnosti

Funkcia vierohodnosti je najpouzivanejSou funkciou v statistike. Sumarizuje informacie dostupné z dét
v podobe logaritmu, prvej a druhej derivacie. Pouziva sa nielen pri odhadovani parametrov rozdeleni
pravdepodobnosti, ale aj pri testovani hypotéz a Statistickom modelovani.

Majme statisticky model F = {f(7 0):0c0C Rk}. Nech k£ = 1. Ak uz bolo z pozorované, hodnota
funkcie hustoty f(6,x) z4visf len od . T4to funkcia ndm ddva pravdepodobnost (hustotu) pozorovani,
a priori vo vzfahu k experimentu, ktoré sme predtym pozorovali. Ak chceme porovnat alebo zoradit
61,02 € O podla dolezitosti, pouzijeme podiel f(x,61)/f(x,02), ak existuje. Tento podiel sa nezmeni, ak
¢itatel a menovatel vyndsobime nejakou konstantou c nezévislou na 6. D4 sa preto povedat, Ze f(6,x)
je vhodnd na porovnanie prvkov mnoziny © az na multiplikativnu konstantu ¢ (Pawitan, 2001).

Definicia 18 (funkcia vierohodnosti) Pre Sstatisticky model F, na zdklade ktorého predpo-
kladdme, Ze x € R boli pozorované, pouZijeme pojem vierohodnost (vierohodnostnd funkcia)
pre funkciu © — RT U {0} definovani ako (Coz, 2006)

L(6,x) = c(x) f(x,0),
kde c € R je nezdvisld na 6 a f(x,0) =[], f(z;,0).

Zéapis L(0,x) neindikuje zavislost na x, a preto sa ¢asto pouziva zapis L(0|x); podobné plati aj pre hus-
totu, t.j. Gasto sa pouziva f(xz;|0). Tiez je jedno, & piSeme c alebo c(x), kedZe vierohodnost je fun-
keiou . V skuto¢nosti L(6|x) definuje triedu funkeii, ktorej prvky sa odlisuji vd’aka multiplikativnej
konstante c. Z vyssie uvedenej definicie vyplyva, ze dva body asociované s proporcionalnymi husto-
tami determinujt rovnaki vierohodnost, t.j. ich vierohodnosti st ekvivalentné. Vierohodnost ale nie
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je pravdepodobnostou. Vierohodnost je nezdpornd a vo vi¢sine pripadov pozitivna pre vietky 6, preto
mézeme definovat prirodzeny logarimus funkcie vierohodnosti ako (Brazzale a kol., 2007)

In(L(0]x)) = 1(0]x) = Inc+ In(f(x]0)),
kde I(0]x) = —oo0 ak L(8]|x) = 0. V zmysle c ide teda o triedu funkeii.

Definicia 19 (slaby princip vierohodnosti) Pre $tatisticky model F = {f(-;0):60 € ©} dva

| body z1,72 € R, kde plati L(0,x1) ~ L(0,z3), musia viest k rovnakému zdveru (inferencnému
zdveru,).

Z definicie 19 vyplyva, ze vSetka informécia o 6 je obsiahnuta vo funkcii vierohodnosti pre realizacie

2 (z nejakého experimentu). Dve funkcie vierohodnosti parametra 6 obsahuji rovnakd informéciu o 6,

ak sd proporciondlne pre nejaké x (z rovnakych alebo rozdielnych experimentov).

Definicia 20 (silny princip vierohodnosti) Majme x1 z modelu F1 = {f1(-;0): 0 € O} a x9
2z modelu Fo = {fa(+;0): 0 € ©}, kde L1(0,1) ~ Lo(0,x3). Potom body x1,72 € R musia viest
k rovnakému zdveru (inferenénému zdveru,).

Priklad 94 (principy vierohodnosti) Majme binomické rozdelenie (N je fizované a ndhodnd pre-
mennd je pocet tspechov) a megativne binomického rozdelenia (pocet tuspechov je fixovany vopred
a ndhodnd premennd je pocet zlyhand pozorovany pred zastavenim sekvencie pokusov). Ak x1 je pocet
1ispechov a w2 pocet netspechov a 0 pravdepodobnost uspechu, potom (Azzalini, 1996)

N
Ly (0|1, 2) = ( )9””1(1—6)“,501 =1,2,...,N;zy = N — 1,

T

1+ 9 — 1
x

Ly(0)z1,20) = ( )9’”1(1—9)’”2;:51 =1,2,...522=1,2,...,

kde jadro funkcie vierohodnosti pre oba pripady bude rovné Li(0|z1,x2) = La(0]x1,x2) = 671 (1 — 0)™2.

Cast funkcie vierohodnoti zahfiiajiica parameter sa nazyva jadro (kernel). Kedze maximalizécia funk-
cie je vo vzfahu k parametru, zvysok (nejakd konstanta) nezavisly na parametri je pri maximalizacii
nepotrebny. Jadro funkcie vierohodnosti je ¢asto znacené rovnako ako samotnd funkcia vierohodnosti
(ku ktorej je proporciondlne).

Statisticka teéria je kompromis roznych logicky korektnych poziadaviek pouzitych v kombindcii
smerujuci k praktickym potrebam. V praxi slaby princip vierohodnosti plati takmer vzdy, ale silny
princip vierohodnosti iba niekedy (Cox a Donnelly, 2011).

Definicia 21 (maximélne vierohodny odhad) Mazimdine vierohodny odhad parametra 0, ozn.
Omr =0 (ozn. ML ¢asto neuvddzame a nahrddzame ho slovngm spojenim ,MLE 6 je rouné 6 “ alebo

skrdtene ,MLE é\“) je takd hodnota parametra 0, ktord mazimalizuge funkciu vierohodnosti L(0|z);
pozri Cox (2006); Lehmann a Casella (1998).

2 2

Ak X ~ N(p,0?), potom maximilne vierohodnymi odhadmi parametrov pu a 02 st i = T a 02 =

@32. Ak X ~ Bin(N,p), potom maximélne vierohodny odhad p je p = z/N.

Definicia 22 (funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia a jej jadro) Nech X je nd-
hodnd premennd, ktord md binomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j. X ~ Bin(N,p). Re-
alizdcia X je x = m. Potom jadro funkcie vierohodnosti md tvar L(p|z) = p® (1 —p)N_z a jeho
logaritmus je rovny l(plx) = xInp + (N — z)In (1 — p); pozri Bickel a Doksum (2006). Binomicky
koeficient, kombinacné ¢islo (J;[), nepiseme, lebo ho pri maximalizdcii nepotrebujeme.
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Definicia 23 (funkcia vierohodnosti multinomického rozdelenia a jej jadro) Nech X je
ndhodnd premennd, ktord md (J-rozmerné) multinomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j.
X ~ Multy (N,p), kde X = (X1, Xo,..., X ;)T . Realizdcia X; je x; = nj. Funkcia vierohodnosti je
proporciondlna ku jadru vierohodnosti L (p|x) = Hfjjzl p;’] a jej logaritmus | (p|x) = 237:1 zjInp;
(Casella a Berger, 2002). Konstantu N!/ H]. x;! nepiseme, lebo ju pri mazimalizdcii nepotrebujeme.

Definicia 24 (funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia a jej jadro) Nech X  je
ndhodnd premennd, ktord md Poissonovo rozdelenie s parametrom A, t.j. X ~ Poiss(\). Potom
jadro vierohodnoti (Casella a Berger, 2002)

L(A[x) = A1 @i N

a jeho logaritmus [ (A|x) = ZZJ\LI z;In A — NX. Menovatel funkcie vierohodnosti xilxs!... zN!
nepiseme, lebo ho pri maximalizacii nepotrebujeme.

Priklad 95 (maximélne vierohodné odhady; Poissonovo rozdelenie) Kazdy rok za posledngch

pét rokov boli v nejakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze pocet

zemetrasent za rok X md Poissonovo rozdelenie s parametrom A, t.j. X ~ Poiss()\), odhadnite A (A

predstavuje oéakdvanii pocetnost zemetraseni za rok).

RieSenie

Logaritmus funkcie vierohodnosti [ (A|x) = 21 1 ZiIn A= N, potom Bl(Mx) = — N, z ¢oho vyplyva,

LT
N

7e A = 7. Teda ak N = 5, vieme vypoéitat X = = 7, ktory je rovny 2.8.

Vo v8eobecnosti piseme funkciu vierohodnosti pre Poissonove rozdelenie s parametrom A\ a pozoro-
vanymi pocetnostami m,, ako L(Ax) = [[,p7", kde p, = Pr(X = n) = e *\"/n! a logaritmus

jadra funkcie vierohodnosti ako I(A|x) = —A)" m, + >, nm,InA. Maximélne vierohodny odhad
X _ Zn nmy, )
> Mn

Maximélne vierohodny odhad zjednodusuje pohlad na funkciu vierohodnosti, pretoZe éislo predsta-
vujice odhad je jednoduchsie ako funkcia. Vieobecne vsak jedno &islo (odhad parametra) nie je po-
stacujuce na to, aby reprezentovalo funkciu vierohodnosti. Ak je funkcia vierohodnosti dobre aproxi-
movana nejakou kvadratickou funkciou, potom potrebujeme na jej opis najmenej dve charakte-
ristiky — polohu maxima a zakrivenie v maxime. Presnejsie potrebujeme aproximéaciu logaritmu
funkcie vierodnosti okolo maximalne vierohodného odhadu 6 polohy maxima nejakou kvad-
ratickou funkciou. V tomto pripade nazyvame funkciu vierohodnosti reguldrnou. Prvi derivaciu loga-
ritmu funkcie vierohodnosti nazjvame skére funkcia a oznatujeme ju ako S(0) = Z1(0]x). Z tejto

rovnosti je zrejmé, ze maximdlne vierohodny odhad 6 je rieSenim vierohodnostnych (skére) rovnic

S(6) = 0. V maxime je druhd derivécie logaritmu funkcie Vierohodnosti zapornd a zakrivenie v bode

392 (9|x)|9 78

povedd strmému a tzkemu vrcholu, ¢o indikuje men$iu neistotu o 6. Z ((9) nazyvame pozorovana

Fisherova miera informacie. Maximalne vierohodny odhad rozptylu odhadu parametra 6 po-
—_—

6 bude rovné Fisherovej miere informéacie Z(6), kde Z(f) = Velké zakrivenie zod-

tom mozeme definovat ako Var[g} =1/ (5) Ocakavana Fisherova miera informacie je definovana
ako I(0) = E[S?(0)] = Var[S(0)] = —E[%5(0)]. Kedze X;,i =1,2,...,n, st nezévislé, potom plati
1(9) = ni(9), kde i(0) je Fisherova miera informdcie jedného pozorovania.

Priklad 96 (Z(p) a rozptyl pre p; X ~ Bin(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvod’te pozorovani Fi-
sherovu mieru informdcie Z(p) a rozptyl Var[p].

RieSenie

(p\ )=azlnp+ (N —2z)In(1 —p) = Nplnp+ N (1 —p)In(1 — p), potom

25l(plr) = — (Np) /p? = N (1-p) / (1 —p)*.

Ak dosadime p = p, dostaneme

LAl ==~ (NP) /PP~ N(1—-5)/ (1= p)* = [-N (1 —p) - Np| / [ (1 - p)]
= —N/[p(1 —p)], z coho vyplyva, ze

64



KAPITOLA 2. MODEL ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTICKY MODEL 2.3

1 ——=_p(1-p)
— = Var|p|= ——=.
G =T
Priklad 97 (Z(X) a rozptyl pre \; X ~ Poiss()\)) Kazdy rok za poslednijch pét rokov boli v neja-
kom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze pocet zemetrasent za rok

X ~ Poiss(N), odhadnite rozptyl parametra A a vypocitajte hodnotu tohoto odhadu rozptylu pre pocet
zemetrasent.

RieSenie .
aa—;l (Alx) = —4Z, z éoho po dosadeni \ = X dostaneme —L- = Var[//{] = %, ktory je rovny 0.56.

o)

Ako vhodny sp6sob aproximécie logaritmu funkcie vierohodnosti [(6]x) a I(6|x) a nejakej funkcie g(6)
a g(0), sa javi jednorozmerny a mnohorozmerny Taylorov rozvoj r-tého radu. Této aproximdcia
je dostatocne dobra z hladiska konvergencie ku funkcii, ktord aproximujeme.

Definicia 25 (Taylorov rozvoj r-tého radu) Ak ezistuji r-té derivdcie funkcie g(x), ozn.
g(’”)(x) = %g(m), potom definujeme Taylorov rozvoj r-tého rddu pre nejaki konstantu a nasle-
dovne (Casella a Berger, 2002)

" o (a _
To(z) = QT()(:U —a).

=0

Pri praktickych aplikdcidch budeme predpokladat, ze zvysok g(z) — T;.(x) bude rychlo konvergovat
k nule (pozri nasledujicu vetu). Explicitna forma zvysku nebude délezitd a budeme ho zanedbdvat,
pretoze nds bude zaujimat iba samotnd aproximéacia. Jedna z moZnych podob zvysku je nasledovnd

x (7‘+1) t
o) - Ta) = [ e iyar
Veta 5 (Taylorova veta) Ak derivdcia ¢\ (a) = aa;;g(xﬂx:a existuje, potom (Casella a Berger,
2002)
tim L2 =T@)

r—a (:L‘ — a)T

V statistickych aplikdcidch Taylorovej vety budeme pouzivat Taylorov rozvoj prvého alebo druhého
rddu. Rovnako budeme pouzivat aj mnohorozmerné rozsfrenie Taylorovej vety.

Majme kvadratickd aproximaéciu logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja
druhého radu okolo 6 definovanu ako

16]%) ~ 1(B]x) + S(B)(6 — §) — %z(é)(a _02,

z ktorej dostaneme aproximdciu logaritmu relativnej (Standardizovanej) funkcie vierohod-
nosti
I £0]x) = In 2O _ 01 — 1@1x) ~ — L7(8) (0 — ).
L(0]x) 2

Posledné roznost’ predstavuje kvadratickd aproximaciu normalizovaného logaritmu funkcie vierohod-
nosti okolo #. Na porovnanie skutoc¢nej funkcie vierohodnosti a jej kvadratickej aproximécie tieto dve
funkcie nakreslime do jedného obrézka. Pri zobrazovani fixujeme maximum logaritmu funkcie viero-
hodnosti do nuly a rozsah stanovime od —4 do 0.

Praktické pravidlo — dostatocne reguldarna funkcia vierohodnosti indikuje noamalitg X. Alternativng
mozeme zobraf derivéciu kvadratickej aproximécie, kde dostaneme S(0) ~ —Z(6)(6—6) alebo —Z~1/2(4)
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S0) ~ 1V 2(4§)(9 — §) Poslednd rovnost nie je z4visld na mierke 6. Potom kvadraticki aproximdciu
mézeme preverit graficky zobrazenim —Z~1/2(0)S () oproti Z'/2(8)(0 — ). Za platnosti kvadratickej
aproximdcie je grafom priamka s jednotkovym sklonom. Pre normadlne rozdelené data to musi pla-
tit presne. Ked'ze kazda funkcia je lokélne linedrna, je potrebné preverit, na akom intervale linearitu
otakdvame. V idedlnom pripade ZV/2(#)(0 — §) ~ N(0,1), preto kontrolu urobime aspoii na intervale
(—2,2).

Priklad 98 (kvadratickd aproximdcia funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite skdlovany logarit-
mus funkcie vierohodnosti binomického rozdelenia. Na osi x bude p a na osi y In L(p|x) = I(p|x) —
max(l(p|x)). Porovnagte In L(p|x) s kvadratickou aproximdciou vypocitanou pomocou Taylorovho roz-
voja In L(p|x) = 1n(]]:g’7lig) ~ —1I(p)(p — D). (2) Nech skére funkcia S(p) %hlL(p‘X). Ked'
zoberieme derivdciu kvadratickej aprozimdcie wvedenej vyssie, dostaneme S(p) ~ —Z(p)(p — p) alebo
~Z-Y2(p)S(p) =~ T'/2(p)(p—D). Potom zobrazenim pravej strany na osi  a lavej strany na osiy dosta-
neme asymptoticky linedrnu funkciu s jednotkovgm sklonom. Asymptoticky tiez plati TV?(X/N)(p —

X/N) z N(0,1). Je postacujice mat rozsah osi x rovny (—2,2), pretoZe funkcia je asymptoticky
(lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne Skdlujte os y. Zobrazte pre (a) n = 8, N = 10, (b)
n=280,N =100 a (¢) n =800, N = 1000 (p € (0.5,0.99)). Okomentujte rozdiely medzi (a), (b) a (c).
Grafické riesenie je na obrdzku 2.16.

o o -
= 7 = 7 = 7
2 2 =
> o > o > o
c | 19 | c 1
[ o ©
> > >
o o kel
[} ™ _| @ ™ | © ™ _|
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(a) linearita skore funkcie (b) linearita skore funkcie (c) linearita skore funkcie

Obr. 2.16: Porovnanie skalovaného logaritmu funkcie vierohodnosti (plnd ¢iara) s jeho kvadratickou aproximéciou
(¢iarkovand €iara) v prvom riadku a porovnanie skdlovanej skére funkcie a priamky s nulovym interceptom
a jednotkovym sklonom v druhom riadku

Ak je funkcia vierohodnosti viacrozmerns, je problém ju zobrazit. Ak je 8 dvojrozmerny vektor,
potom mozeme L(0|x) zobrazit ako kontirovy graf alebo perspektivny trojrozmerny graf v podobe
plochy. Nech @ = (01,0a,...,0;)T. Za predpokladu diferencovatelnosti L(0|x) je skére funkcia defi-
novand ako vektor S(8), ktorého jednotlivé ¢leny S(0) = a%il(a\x),i =1,2,...,k, a maximdlne viero-
hodny odhad 6; je rieSenim vierohodnostnych rovnic S(6) = 0. Pozorovana Fisherova informaéni
matica druhych derivécif [(0]x) mé tvar L'j(a) je rovny —%;ojl (0]x)| 0-0" Maximélne vierohodny
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odhad kovariancnej matice Var[g] = Iil(g), t.j. odhad kovarian¢nej matice Var[é] je rovny inver-
zii pozorovanej Fisherovej informaé¢nej matice Z (5) Ocakavana Fisherova informaéna matica je
definovana ako I(0) = E[S(0)(S(8))T] = Var[S(0)] = —E[%S(B)}. Kedze X;,i = 1,2,....,n, si
nezavislé, potom plati 1(8) = ni(0), kde i(0) je Fisherova miera informécie jedného pozorovania.

Kvadraticka aproximacia logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja dru-
hého radu okolo & je definovana ako

1(6]x) ~ 1(Bx) + 5(B)(6 — 8) — %(9 —8)T1(6)(0 - 0).

Pre normaélne rozdelené X plati
L(0]x)
L(6]x)

~ 1 ~ ~ ~
In £(0]x) =1 =1(0|x) — 1(0]|x) ~ 75(0 - 0)77(6)(0—9),
t.j. funkcia vierohodnosti a jej kvadratickd aproximacia st identické.
Definicia 26 (funkcia vierohodnosti normdlneho rozdelenia) Nech X1, X, ..., X,, st nezd-

vislé rovnako rozdelené premenné, X; ~ N(u,02), kde i =1,2,...,n, 8 = (u,0%)T € © =R x R*.
Vd'aka nezdvislosti X; dostaneme

L6 = 1
(01x) 71;[1 Jor exp< 5 ( p ) >
1 1 n 5 n . ,
WCXI’ T 952 Z% —Q,Ulei +np

i=1 i=1

q

a korespondugici logaritmus

1 n n
1(0]x) = —gln(%r) - glna2 =552 (fo - QMZ.I‘Z' + n,u2> .
i=1

=1

Priklad 99 (Z(8) pre vektor 6 = (11,0275 X; ~ N(u,02)) Nech X; ~ N(p,02), kdei =1,2,...,n.

<

Comu je round pozorovand Fisherova informaénd matica T(8), kde 0= (u,02)T?

RiesSenie
Logaritmus funkcie vierohodnosti m4 tvar

n 1
1(0]x) = —511102 ~ 5,2 Z(xl — )2

Derivécie funkcie vierohodnosti v i a o2 budi nasledovné

&@—iww—;;W—m
sm:%wm:i—%z

w0-( 3)

Priklad 100 (Z(p) a rozptyl pre p; X ~ Mult;(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvod’te pozorovanii

Fisherovu informaénmi maticu Z(P) a kovarianénid maticu Var[p).

Potom

oW
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Riesenie I
Oznatme p; =1 -3 j;l p; a predefinujme J-rozmerny vektor p na (J — 1)-rozmerny vektor p =
J-1 n; ny

J- ¢ .
(p1,p2,- - 7pJ,l)T. Potom I(p|x) = Zj:ll nijlnp; +nyn(l—>5" p;) a %ﬁl(p\x) =T ktoré
tvoria S(p). Fisherovu informa¢ni maticu dostaneme nasledovne

0 . ny no nj_ ngy
I(p):_%s(p):dlag (p%7727'“7p2 1) +p711T7
1 2 J-1 J

kde 1 je (J — 1)-rozmerny vektor jednotiek. Potom pozorovand Fisherova informa¢nd matica bude
rovng

1 1 1 1 1
TR Bs . B 5
I(p)=N (diag <r7 = ) Ai) =N P.J p2 . Dy P.J p.J
p1 P2 Pj-1 Py : :
1 1 1 1
s s Br Pox T hs
a
ﬁl(lA—Aﬁl) ~ (—ﬁlﬁa ) e —1211@71
— 1 1 —p2p1 p2(l—Dp2) ... —p2ps—1
Varlpl =7 '(p) = — (diag(p) - PP’ ) = — . . . .
ar[p] (p) =  (diag(P) —PP") = : : . :
—psj-1p1 —Py-1b2 ... Dy-1(1—Dy-1)

Ak do Var[p] priddme jeden riadok a jeden st Ipec zodpovedajiice P, dostaneme singulédrnu kovarianént
maticu J-rozmerného vektora p.

Profilova vierohodnost. Aj napriek tomu, Ze funkcia vierohodnosti je ¢asto viacrozmerns, je jedno-
duchsie ju zobrazovat pre kazdy parameter 0; zvlast alebo pre nejaki podmnozinu parametrov vektora,
6. Napr. pri modeli normélneho rozdelenia nés zaujima len strednd hodnota u, pricom rozptyl o2 je
tzv. rudivy parameter (potrebny kvoli adaptécii modelu na variabilitu v ddtach). Potrebujeme teda
metédu, ktord koncentruje vierohodnost len na parameter zdujmu eliminovanim rusivého parametra.
Vierohodnostny pristup na elimindciu rusivého parametra pozostava zo substiticie jeho maximalne
vierohodnym odhadom v kazdej fixovanej hodnote parametra zaujmu. Vysledkom je profilova viero-
hodnostna funkcia.

Zakrivenie profilovej vierohodnosti. Zakrivenie profilovej funkcie vierohodnosti sivisi s Fisherovou
informaénou maticou. Ak napr. parametrom zaujmu je 6; z vektora @ = (61,6)7, potrebujeme Z(0)
a jej inverziu Z~1(0) v nasledovnom tvare

~ I I 17 JALNN A%
1(9):([; [Z)’I 1(0):<I21 I22>~

Potom zakrivenie profilovej funkcie vierohodnosti v 0; nie je I1p ale (I'1) =1 kde (I'')~1 je vo vieobec-
nosti mensie ako I7;. Interpretécia je nasledovné — informaéné ¢islo 177 je zakrivenim profilovej funkcie

vierohodnosti v 61, kde o 03 sa predpokladd, ze je zndme v pozorovanom odhade 52; aviak (I'1)~1
je zakrivenim profilovej funkcie vierohodnosti v 6;, ktoré berie do dvahy, ze 65 je nezname. Z toho
je potom zrejmé, ze (I'')~! je mensie ako I;. Na zaklade vyssie uvedeného mozeme kvadraticky

aproximovat logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pouZitim 51 a (1)~ kde
L(6;|x)
L(0i]x)

LO;]x) = In — 1(6:]x) — 1(Bi]x) ~ f%(ﬂi)*l(ai —6)2.

Podobnym spésobom je mozné kvadraticky aproximovat aj plochu vierohodnosti.
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Invariantnost maximalne vierohodného odhadu. Invariantnost maximélne vierohodného odhadu
znamens, ze ak f je maximélne vierohodny odhad @ (t.j. 6 = 0p1) a g(6) je funkciou 6, potom g(6)
je tiez maximélne vierohodny odhad ¢(6). Maximdlne vierohodny odhad rozptylu g(6) potom mézeme

—

definovat ako Var[g(8)] = [Z90),— G]Q/I(A) V pripade vektora 8 je Var[g(8)] = ATZ-1(8)A, kde
A= %g( )| 0-0" Tento vzorec vychadza z delta metédy, ktora je postavena na Taylorovom rozvoji

prvého radu (t.j. jeho linedrnej zlozky) okolo bodu 0= 0, kde

. k /9 N .
50) ~80)+ Y- (e0),_g) @)= () + ATG - 0)

potom

Varlg(®) Z( A>28$+2k21 S (55:5@)5_) (55-5®)_g) 7 = ATEA.

i=1 i=1 j=i+1

—

kde & = Var[g], G2 = Var[@-], 0ij = Cov[é\i,a-] a1 # j'i.j =1, 2 k. A je matica k X kq, kde

0
)|,, 5 80) = (91(0).92(0),
e g O)T i =1,2,... k; =1,2,...,k <k. V praxi sa ¢asto vyskytuje situdcia k # 1 a k; =1,
napr. 8 = (p1,p2)T a g(0) = p‘ Ak k= kl =1, potom

derivovanie prebieha po zlozkéch, t.j. (i,7)-

o = 2
Var(gi(61)] = Var[g(8)] = (%9(0”9:5) 52,

kde 52 = Var[g’}.

Priklad 101 (profilov4 vierohodnost; normélne rozdelenie) Proﬁlova funkcia vierohodnosti
pre p je roond L(u|x) = cexp (fnﬁi/@&?)), kde ¢ je nejakd konstanta a 57, = IS (@ — )2, b
ide o rez L((p,0)T|x) v bode 0® = 2. Profilovd funkcia vierohodnosti pre % je rovnd L(c?%|x) =
c (02)771/2 exp (—no?/(20?)), kde c je nejakd konstanta a 6% = L 377 (2; — T)2.

Priklad 102 (kvadratickd aproximadcia profilovej funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite skd-
lovany logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti normdlneho rozdelenia pre p. Na osi x bude p a na
o0si y In L(p|x) = I(p|x) — max(I(p|x)). Porovnajte In ll(,u|x) s kvadratickou aproximdciou vypoéitanou

pomocou Taylorovho rozvoja In L(u|x) = ln(éEZIig) —2Z(A)(p — A)*. (2) Nech skdre funkcia S(p) =

ailn L(u|x). Ked zoberieme derivdciu kvadratickej aprozimdcie uvedenej vyssie, dostaneme S(u) =
m

—Z(@)(p — 7) alebo —T~V2(0)S(u) ~ TY2() (1 — fi). Potom zobrazenim pravej strany na osi T a
lavej strany na osi y dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s jednotkovym sklonom. Asymptoticky

tiez plati TV?(X)(u — X) 2 N(0,1). Je postacujiice mat rozsah osi x rovny (—2,2), pretoZe funkcia je
asymptoticky (lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne Skdlujte os y. Zobrazte pre (a) n = 10,
(b) n =100 a (¢) n = 1000. Pouzite (1) X ~ N(0,1) a (2) X ~ (1—p)N(0,1)+pN(0,2), kde p = 0.05.
Okomentugte rozdiely medzi (a), (b) a (c), ako aj rozdiely medzi (1) a (2).

2.4 *Maximalizacia funkcie vierohodnosti

Maximalne vierohodny odhad 9 je mozné vypoéitat pomocou metéd numerickej optimalizdcie (pozri
napr. Horové a Zelinka, 2008) aplikovanych na funkciu vierohodnosti L(#|x) alebo jej logaritmus [(6]x).

Newtonova (Newton-Raphsonova) metéda (metéda dotyénic) je pomenovand po Isaacovi Ne-
wtonovi (1643—1727) a Josephovi Raphsonovi (1648—1715). Majme kvadratickd aproximéciu logaritmu
funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja druhého radu okolo nejakého bodu 6, definovani
ako

1(6]x) ~ 1(8o]x) + S(86)(6 — 60) — %z(eo)(e — 0)?
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alebo linedrnu aproximécu skoére funkcie pomocou Taylorovho rozvoja prvého radu
7 tejto aproximéicie mézeme odvodit nasledovnt iteraéni funkciu

S(6o)
Z(6o)

0o +

Postup je nasledovny:

1. inicia)lizécia metédy pouzitim vhodne zvoleného Startovacicho parametra 6(%) pre ktory plati
Z(9©) # 0,

2. iteracia rovnosti )
S(e(z—l))
706Dy’

kde Z(00=1) # 0, pre i = 1,2,..., pokial nebude |I(8()|x) — 1((~V|x)| < ¢, kde € je vhodne
zvolené malé ¢islo (prahovd hodnota).

gl — gli-1) |

Newton-Raphsonova méa jednoduchii geometrickd interpreticiu — bod 6 je prieseénik dotyénice
ku grafu skére funkcie S(-) v bode [#(—1) §(#=1)] s osou z. T4to metéda konverguje kvadraticky, t.j.
pocet spravnych cifier odhadu sa v kazdom itera¢nom kroku zdvojndsobi (rdd metddy je rovny dvom).
Konvergencia k lokdlnemu extrému viak nie je zaruéend — metéda méze konvergovat k lokdlnemu mi-
nimu alebo divergovat, ak zaéneme iterdcie v (%) z konvexnej casti I(0]x). Aj ked je funkcia konkévna,
konvergencia k lokdlnemu maximu nie je zaru¢end (metéda nerozlisuje lokdlne maximum a minimum,
pretoze riesi rovnost S(6) = 0). Ak je funkcia zdujmu multimodélna, nemdzeme ocakévat,, ze metéda
bude konvergovat ku globdlnemu extrému. Ak je S(6) dvakrat diferencovatelnd, prva a druhd de-
rivécia nemenia znamienko na intervale (6p,0p), funkcia S(f) mé jednoduchy korern (S’(6) # 0 pre
kazdé 0 € (0p,0x)) a startovaci bod 6(9 je ten z krajnych bodov 6p, 8, v ktorom je znamienko S(-)
rovnaké ako znamienko jej druhej derivécie na intervale (6p,0p), potom metéda konverguje.

Newton-Raphsonova metéda je implementovana v @ vo funkcii optimize(f,interval,maximum= FALSE,
tol,...), kde vstupnym argumentom je bud’ funkcia vierohodnosti alebo jej logaritmus (f), startovaci
interval (interval) a zvolend prahovd hodnota (tol). Vo veobecnosti nie je potrebné do funkcie pridévat
argument obsahujici prvi derivaciu funkcie zaujmu, pretoze je Vzpoéitané numericky. V pripade za-
dania argumentu hessian=TRUE, vo vysledkoch sa objavi aj —Z(6).

Alternativnymi, avsak pomalsimi, metédami si metéda zlatého rezu a metéda sukcesivnej pa-
rabolickej interpolacie. V prvej z nich, kde derivicia funkcie zdujmu nie je potrebnd, sa interval

<9g_1), 92_1>>, v ktorom lez{ maximum [(6|x), v kazdom kroku deli v pomere zlatého rezu. Interval

sa teda zuzuje o (3 — v/5)/2 = 0.382 (t.j. komplement zlatého rezu) jeho dlzky, pricom deliaci bod
intervalu je 0271). Metdda zlatého rezu konverguje linedrne (rdd metédy je rovny jednej), t.j. chyba sa
zmensuje v kazdom iteratnom kroku (1 — (3 —v/5)/2)-krat. Druhou metédou sa dopliia vo funkcii opti-
mize() prvé v ase, ked je interval <0g71),9g71)> priliz uzky. Bodmi 0%71),9371),9?[71) je prelozené
parabola (kvadraticky interpolaény polyném) a jej maximum bude novym bodom (). Prednastavené
je hladanie minima (maximum=FALSE) v §tartovacom intervale (interval), ¢o méze byt zmenené na
maximum (maximum=TRUE). Vo v§stupoch funkcie optimize() bude 8 (minimum alebo maximum) a
l(@\x) (objective).

Majme kvadraticki aproximéciu logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja dru-
hého radu okolo nejakého bodu 6, definovani ako

1
l(0|X) ~ l(e()|X) + S(G())(O — 0()) — 5(9 — 0())TI(0())(0 — 0())
alebo linedrnu aproximaéciu skoére funkcie pomocou Taylorovho rozvoja prvého radu

S(0) = S(00) — Z(00)(0 — 0o).
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7 tejto aproximacie mézeme odvodit nasledovnt iteraéni funkciu
00 + (Z(80)) ' S(00).

Postup je nasledovny:

1. inicializacia metédy pouzitim vhodne zvoleného Startovacieho parametra 0(0), pre ktory plati
7(6”) # 0,
2. iteracia rovnosti
0(1) _ 9(2’—1) + (I(g(z—l)))—ls(e(z 1) )
70" V) £0, pre i = 1,2, ..., pokial nebude [1(8¥|x) — 1(8¢ |x)\ < €, kde € je vhodne zvolené
malé &islo (prahova hodnota). Vo vieobecnosti sa —Z(8¢~ 1)) =" (6" 1>\x ) nazyva hesidn.
Namiesto (Z(6"~))~! je lepsie pouzit riesenie systému rovnic (Z(8"1))z;_; = $(8~V) pre nejaké
z a potom 89 =00~V 42, .V niektorych statistickych modeloch (napr. v logistickom regresnom
modeli) sa namiesto Z(8"™V) pouziva I(0"~Y), ktord ma casto jednoduchsi tvar. Potom hovorfme
o Fisherovej skéringovej metéde. Ak namiesto 7 (9“71)) pouzijeme jej pozitivne definitni apro-
ximéciu poéitani pomocou sukcesivne poéitanych gradientov, hovorime o quasi Newtonovej metéde
(v angli¢tine nazyvanej aj variable metric method ). Fisherova skéringova metéda je potom vlastne quasi
Newtonova metéda. Gradient nemusi byt §pecifikovany ako funkcia, ale méze byt poéitany numericky,
napr. centrdlnou rozdielovou aproximdciou, ako

0 U0 +eei|x) — (0 — ee;|x)
a6, (0 ~ 2¢

 kdei=1,2,... .k

i-ty komponent bazdlneho vektora e; obsahuje jednotku a na ostatnych miestach si nuly a € je
malé ¢islo. Derivacia v i-tom smere je potom pre € — 0 nahradend jej konetnou aproximéciou.
Quasi Newtonova metéda je implementovand v @ vo funkcii optim(par,fn,gr,method,control,hessian
=FALSE,...), kde gradient méze byt §pecifikovany volitelnym argumentom gr (prednastavend je metéda
spomenuté vyssiel?). Populdrnou metédou aproximécie hesidnu je Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shannova (BFGS) métoda, kde

y(i—l) (y(i—l))T B l//(e(ifl) |X)s(i—1) (l//(g(i—l) |X)S(i—1))T
(y(i=1)Tgli=1) (S(ifl))Tl//(g(ifl) |x)s(i-1)

l//(e(z)‘x) ~ ll/(e(i71)|x) +

)

kde y@=D = §(0%) — §(00V) a si-1) = @) — gli=D — (7(91~V))~15(0"~V). BFGS metéda
je implementovand vo funkeii optim() pri nastaveni argumentu method="BFGS”. Strata kvadratickej
konvergencie oproti Newtonovej metéde je spésobend aproximéciou hesidnu. BFGS metéda patri do tzv.
Broydenovej triedy, kde je hodnota 1" ’(0(7’) |x) modifikovand §tvrtym ¢lenom, ktory je pri BFGS nulovy
(pozri Givens a Hoeting, 2005).

Vo funkeii optim() je prednastavend Nelder-Meadova metéda (nazyvand aj metéda simplexov;
argument method="Nelder-Mead" ), ktora nepouziva gradient. Je robustnd na nespojité funkcie, ale
konverguje pomaly. Je vytvorena na zdklade myslienky , preskokov* cez trojuholniky. V kazdom kroku
maJmc trojuholnik dcﬁnovany troma bodmi 0“ 2 0(2 2 t9<Z Y kde platll(O(2 2 Ix) < Z(O(l 1)|x)

1(9 i 1)|X) a snazime sa 0 ) nahradit 7,lep51m“ bodom 01 , pre ktory plati l(0(1 |x) > l(0 - 1)|x)
Ak je tak mozné urobit, novy bod definujeme pomocou stredovej simernosti a extrapolédcie ako

i i—1 i—1 i—1
0 — 0 +2 (0 — o).

egi—l)_'_eéi—l)
2

kde 0(;;1) = . Z vys§ie uvedeného vyplyva, ze bod Ogifl)zobrazujeme cez stred usecky

s krajnymi bodmi 051‘—1) a 01(:_1) do bodu 0%_1) + (0%_1) - 052‘—1)) a potom postupujeme po tejto
polpriamke este d’'alej do bodu 051‘). Ak l(Ggi)|x) > 1(9?_1)|x), potom trojuholnik nahradime novym

trojuholnikom definovanym bodmi 05”., 0(2171), 0(31.71).

10Centrélna rozdielova aproximécia hra kl'i€¢ovi udlohu pri aproximécii hesidnu, ktory sa pouziva v maximélnej vierohodnosti na odhad
rozptylu.
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Pri maximalizécii logaritmu funkcie vierohodnosti je vo vstupe funkcie optim() potrebné nastavit
hessian=TRUE a argument control=list(fnscale=-1), ktory robi maximalizdciu namiesto prednastavenej
minimaliz4cie (v argumente control je mozné nastavit aj maximalne mnozstvo iterdci{f pomocou maxit).

Argument par predstavuje Startovaciu hodnotu parametra. Vo vystupoch funkcie optim() bude 0 (par),

l(§|x) (value) a l"(/é\x) (hessian). Ak je vo vystupe convergence rovné nule, potom maximalizicia
skonvergovala (k lokdlnemu maximu, ktoré nemusi byt globélne).

Priklad 103 (maximdlne vierohodny odhad p a 02) Vygenerujte pseudondhodné éisla z X ~
N(4,1), n = 1000. (a) Napiste logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pre p a o a preverte,
¢ st mazimdlne vierohodné odhady p a o? dostatoéne blizko k ich skutoéngm hodnotdm. Nakreslite
grafy (p|x) a l(0?|x), kde zvijraznite polohu mazim tychto funkcii. (b) Napiste logaritmus funkcie vie-
rohodnosti pre 8 = (u,02)T a preverte, ¢i je mazimdine vierohodny odhad @ dostatoéne blizko k jeho
skutoénej hodnote. (c¢) Nakreslite graf 1(0|x) pouZitim funkcie image() a superponujte ho s kontirovym
grafom pouZitim funkcie contour(). Zvyraznite polohu maxima.

Riesenie (pozri obrédzok 2.17)
Logaritmus funkcie vierohodnosti pre jednotlivé parametre ma tvar
l(plx) = —%I2r) — 2Ino? — 5 (i @ —2ud 1w + np?), kde p € (2,6),01 = 1;

p)
Iy

l(0?]x) = —2In(27) — ZIno? — %{’“)2, kde 1 = 4,0 € (0.5,1.5);

1(8]x) = —2In(27) — ZIno? — Z= @m0 e e (2,6) a o € (0.5,1.5).

202

Vysledky simuldcie: 71 = 4.019708 a 52 = 1.000038.
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Obr. 2.17: Profilové funkcia vierohodnosti pre u (vlavo), o2 (uprostred) a funkcia vierohodnosti pre oba parametre
(vpravo); X ~ N(4,1)); maximdlne vierohodné odhady strednej hodnoty a rozptylu st oznacené zvislou
¢iarkovanou éiarou (vlavo a uprotred) a maximdlne vierohodny odhad vektora parametrov je oznageny e
(vpravo)

Ak ndhodnd premenni X nebude mat normélne rozdelenie, funkcia vierohodnosti pre stredni hod-
notu nemusi mat symetricky parabolicky tvar okolo strednej hodnoty. Odhad strednej hodnoty moze
byt potom vychyleny.

Priklad 104 (maximdlne vierohodné odhady) Za predpokladu normality rozdelenia ndhodnej pre-

mennej X vypocitajte mazimdine vierohodné odhady strednej hodnoty i (ozn. i) a rozptylu o (ozn. 52)

pomocou logaritmov funkcii vierohodnosti [(p|x), resp. [(02|x). Porovnagte tieto odhady s aritmetickym

2 _ (n=1) 2

=g
n

priemerom T a rozptylom s%. Musi platit 1 =T a & . Realizdciami ndhodnej premennej X

st hodnoty x;,1 =1,2,...,n, premennych: (a) dlzka pravej klicnej kosti (length.R; ddta: paired-means-
clavicle2.txt); (b) morfologickd viska tvdre (face.H; ddta: one-sample-correlation-skull-mf.txt); (c) Sirka
lebky (skull.B; ddta: one-sample-mean-skull-mf.txt).

Priklad 105 (binomické rozdelenie, maximdalne vierohodny odhad p) Nech X ~ Bin(N,p)
a realizacie X si x = n. Predpokladajme, Ze sme pozorovali (a) x = 2, (b) x = 10 a (c) x = 18
tispechov v N = 20 pokusoch. Pomocou @ wvypoéitajte mazimdine vierohodny odhad p. Vysledok zo-
brazte do grafu spolu s funkciou vierohodnosti.
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RieSenie (pozri obrazok 2.18)
Logaritmus funkcie vierohodnosti pre p mé tvar I((p|x) = zlog(p) + (N — z)log(1 — p), kde p € (0,1).

I(pIx)

I(plx)

-80

-100

-120
L

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

pravdepodobnost | p pravdepodobnost | p pravdepodobnost | p
maximum v bode p = 0.1 maximum v bode p = 0.5 maximum v bode p = 0.9

Obr. 2.18: Funkcia vierohodnosti pre X ~ Bin(N,p) (p = 0.1,0.5,0.9 a N = 20); odhady p su oznacené zvislou
¢iarkovanou ¢iarou

Dalej derivujeme
ol(plx)|0p=x/p—(N =) /(1 —p)=[x(1—p) = (N —=)p]/[p(1—p) = (z—Np)/[p(1-p)]| =0,
potom p=x/N.
(a) p=a/N =2/20=0.1,
(b) ﬁ: z/N =10/20 = 0.5,
(¢) p=x/N =18/20=0.9.

Z grafov na obrazku 2.18 je zretelné, Ze funkcia vierohodnosti pre p je symetrickd len pre p = 0.5,
pre ostatné p je asymetrickd. Naviac pre p a 1 — p dostaneme grafy, ktoré mozno transformovat jeden
na druhy pomocou osi zrkadlenia definovanej ako vertikalna priamka v p = 0.5.

Priklad 106 (maximdlne vierohodné odhady; binomické rozdelenie) Za predpokladu, Ze nd-
hodnd premennd X md binomické rozdelenie, vypocitajte mazximdlne vierohodny odhad D pomocou
logaritmu funkcie vierohodnosti l(p|x). Porovnagte tento odhad s vgrazom Zfil x;/N. Realizdciami
ndhodnej premennej X su nasledujice bindrne premenné: (a) pohlavie (sex; ddta: one-sample-pro-
bability-sexratio.txt), kde ozn. pohlavia dievéa ,f“ preznacime na 1 a ozn. pohlavia chlapec ,m* pre-
znacime na 0; (b) pohlavie (sex; ddta: two-samples-probabilities-sexratio.txt ), kde ozn. pohlavia muz ,m“
preznacime na 1 a ozn. pohlavia Zena ,f“ preznacime na 0. V pripade (a) poéitame pravdepodobnost
vyskytu dievéat a v pripade (b) pravdepodobnost vyskytu chlapcov.

Priklad 107 (maximadlne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Nech ndhodnd pre-
mennd X md multinomické rozdelenie. Potom vypodéitajte mazimdlne vierohodné odhady Py a pa po-
mocou logaritmu funkcie vierohodnosti I(p|x). Porovnajte odhad p1 s odhadom p z prikladu 106, kde
pravdepodobnost py bola oznacend ako p. Realizdciami X si bindrne premenné: (a) pohlavie (sex;
ddta: one-sample-probability-sexratio.txt), kde ozn. pohlavia dievéa .f* preznacime na 1 a ozn. pohlavia
chlapec ,m“ preznacime na 0; (b) pohlavie (sex; ddta: two-samples-probabilities-sexratio.txt), kde ozn.
pohlavia muz ,m“ preznac¢ime na 1 a ozn. pohlavia Zena .f* preznac¢ime na 0. Pravdepodobnost Py je
(a) pravdepodobnost vyskytu dievéat a (b) pravdepodobnost’ vijskytu chlapcov.

Priklad 107 hovori o tom, ze parameter p; dvojrozmerného multinomického rozdelenia je parametrom
p binomického rozdelenia.

Priklad 108 (maximadlne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Majme ddta
more-samples-probabilities-pubis.txt. Nakreslite logaritmus standardizovanej £(0]x), kde 8 = (p1, p2)7,
Eurdpskej populdcie (ny = 30, ng = 20 a n3 = 10) pomocou funkcie contour(). Dokreslite do obrdzku

jej mazimum v bode 6 = (p1,p2)T

Riesenie (pozri obrdzok 2.19)
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P2

P1

Obr. 2.19: Logaritmus Standardizovanej funkcie vierohodnosti multinomického rozdelenia v parametroch p; a p2
(Eurdpska populdcia) s maximom oznacenym e

Priklad 109 (overdispersion v Poissonovom modeli, pokraé.) Majme pocetnosti tirazov n me-
dzi m,, robotnikmi v tovdrni, pozri tabulku 2.10 (Greenwood a Yule, 1920). Vypoéitajte oéakdvané m.,
za predpokladu, Ze pocetnosti iurazov na robotnika X maju negativne binomické rozdelenie s paramet-
rami o a .

RieSenie (pozri tabulku 2.14)
Aby sme mohli fitovat negativne binomické rozdelenie, potrebujeme funkciu vierohodnosti

4 4 mzs
L(a,n|x) = [] (Pr(X =n))™ (1= Pr(X =n)
n=0 n=0
a jej logaritmus
4 4
la,|x) = Z mpInPr(X =n)+mssIn|1— Z Pr(X =n)
n=0 n=0

Numerickou optimalizdciou dostaneme & = 0.84 a @ = 0.64. Pomer zlyhani 11 = %& = 0.47. Ked

porovname pozorované my, a vypoé&itané (teoretické) m,, zistime, Ze pocetnosti si velmi podobné (pozri
tabulku 2.14).

Tabulka 2.14: O¢akdvané potetnosti robotnikov m,, (zaokrthlené na nula desatinnych miest) s n trazmi v tovérni (ne-
gativne binomické rozdelenie)

n| 0] 1] 2] 3|4]>5
otakdvané m, | 446 | 134 | 44 [ 15 [ 5 | 3

2.5 Kritéria klasifikacie statistickych modelov

Kritérd delenia statistickych modelov (ako aj k nim prislichajicich testov) si nasledovné:

e mnozstvo vyberov — jeden, dva alebo viac ako dva vybery [jedno-, dvoj- a viacvyberovy test/
model];

o zivislost vyberov — nezdvislé a zavislé vybery (opakované merania na subjekte v éase, merania
na pérovych orgdnoch) [test/model dvoch a viacerych nezavislych vyberov, parovy test];

e mnozstvo premennych — jedna, dve alebo viac premennych [jedno-, dvoj- a viac-premenny
test/modell;

74



KAPITOLA 2. MODEL ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTICKY MODEL 2.6

e typ premennych — kvalitativne alebo kvantitativne premenné [binomicky, Poissonov, multino-
micky, st¢inovy multinomicky model, model normalneho rozdelenia, rozne modely kauzality];

e rozmer endpointov/zavislych premennych — jedna, dve alebo viac premennych [jedno-, dvoj-
a viac-rozmerny test/model — linedrny regresny model (LRM) vs. mnohorozmerny LRM (MLRM),
analyza rozptylu ANOVA vs. mnohorozmernd ANOVA (MANOVA), analyza kovariancie AN-
COVA vs. mnohorozmerndi ANCOVA (MANCOVA)];

e typ ndhodnosti efektov — fixné, ndhodné alebo zmiesané [(M)ANOVA, (M)ANCOVA model
a test/testy v nich];

¢ typ kauzdlneho vztahu - linedrny (priamka) alebo nelinedrny (polyném lubovolného stupiia
kvadraticky, kubicky a iny, alebo I'ubovolnd funkcia);

¢ typ vzfahu parametrov modelu — linedrny [LRM - priamka, polyném lubovolného stupia
a pod.] a nelinedrny [nelinedrny regresny model (NLRM)]; toto kritérium sa ¢asto zamiena s pred-
chadzajucim, ale tieto dve kritéria nie s totozné;

e pritomnost odlahlych pozorovani;

e typ hypotézy — jednostrannd, obojstrannd, stochasticky usporiadand.

2.6 Praktické dosledky odchylok od normality

Zékladnym predpokladom mnohych modelov je normalita rozdelenie spojitych premennych, ¢o vsak
nemusi byt v praxi splnené. Napr. hodnoty éasto pouzivanej telesnej hmotnosti nemaji v zdpadnej
civilizacii normélne rozdelenie, ale negativne zosikmené (pozri kapitolu 3.2 Charakteristiky variability).
Odchylky od normality mézu mat mnoho pri¢in, od neoSetrenych metodickych nezrovnalosti aZ
ku skutoénym biologickym procesom v populdcii, z ktorych (ndhodny) vyber (vzorka) pochddza.
Predpoklad normality by nikdy nemal byt samozrejmy (ani u premennych, ktoré obvykle normdlne
rozdelenie majii), ddta by mali byt pred $tatistickymi analyzami vhodne zobrazené (pozri kapitolu
3.6 Statistickd grafika) a ich normalita by mala byt v kazdej vzorke testovand (pozri kapitolu 5.2
Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody). Normalita rozdelenia by mala byt starostlivo posudzovand
a v pripade zachytenia odchylkok od normality v nejakom znaku v mnohych nezavislych vyberoch
by pri¢iny odchylky mali byt blizsie skimané. Malo by sa zistit, ¢i ide o metodickt chybu (odlahlé
hodnoty ziadajtice odstrdnenie, nendhodny vyber, atd’.) alebo skutoény trend, ktory méa svoje biolo-
gické priciny (rozdielna reguldcia hornej a dolnej medze intenzity nejakého metabolického procesu alebo
smerovd/direkciondlna selekcia u zosikmeného rozdelenia, sledovanym znakom obmedzené vzorkovanie
(nendhodny vyber) alebo stabilizaénd selekcia u leptokurtického rozdelenia (pozri kapitolu 3.2 Charak-
teristiky variability), atd’.). ZoSikmené rozdelenie maju €asto inkrementdlne (prirastkové) ddta merané
v priebehu ontogenézy, ked'ze je ich dolnd hranica prirodzene obmedzend (nulovy prirastok), zatial’ €o
horna moze u kazdého jedinca dosiahniit rézne velké hodnoty (Garn a Rohmann, 1963). Treba mat
na pamiti, ze nasim hlavnym a najdélezitejsim cielom je zistenie podstaty procesov, ktoré prebiehaju
v populdcii, z ktorej pochddza nasa vzorka a ktorej je obrazom.

V beznej praxi je vSak Casté, ze si pouzivané relativne malé vzorky, v ktorych sa odchylky od nor-
mality Tahko prejavia. Mézu vSak nastat aj kontroverzné situdcie, 7e rozdelenie dat (pri relativne
malej vzorke) sa nepodobd na normdlne, ale test dobrej zhody s normélnym rozdelenim hypotézu
0 zhode zamietne. Rovnako sa ¢asto stdva, Ze meranie alebo experiment nie si dopredu napldnované
z hladiska ndhodného vyberu, pouzitia nejakého modelu, z hl'adiska minimalizdcie variability a odhadu
minimalneho rozsahu stiboru. Délezitost takéhoto postupu je bezne aplikovanymi vyskumnikmi igno-
rovand, ¢o moze viest az do situdcie nemoznosti pouzitia ddt samotnych alebo nemoznosti pouzitia
akejkol'vek statistickej metddy.

Stucasne sa utvrdzuje predstava o idealnej podstate normality v prirode a tiez vSeobecnej normalite
rozdelenia ¢asto testovanych znakov, takze akékolvek d'alSie, novoziskané odchylky od normality sa
povazuji za chybu. Skutoénost ale asto ukazuje, Ze so zvySujicim sa poétom pripadov vo vzorke
(virtudlne az k celkovej velkosti populdcie) cely rad (empirickych) veliéin v skuto¢nosti nesmeruje
ku stale dokonalejsej Gausovej krivke, ale m4 rozdelenie od normalneho viac ¢ menej sa vzd alujtce
alebo nejakym sposobom vychylené. V tychto pripadoch sa odporica

75



2.6 KAPITOLA 2. MODEL ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTICKY MODEL

1. pouzitie nejakej transformdcie dat (v pripade zosikmenia; logaritmickd, odmocninové, Box-
Coxova a pod.), ktora zavisf na samotnych datach a ned4 sa pouzit univerzalne;

2. pouzitie urezdvania alebo winsorizédcie dat na jednom alebo oboch koncoch rozdelenia (v pri-
pade pritomnosti odlahlych pozorovani alebo zoSikmenia; pozri kapitolu 3.1 Charakteristiky po-
lohy, 3.2 Charakteristiky variability a 3.3 Detekcia odl'ahlych pozorovani);

3. nahradenie asymptotického rozdelenia testovacej Statistiky bootstrapovym alebo per-
mutaénym (v pripade nedostatoéného alebo relativne malého rozsahu vzorky alebo pochybnosti
o asymptotickom rozdeleni testovacej statistiky aj pri vacsich rozsahoch).

Po aplikovani prvych dvoch metéd je mozné pouzit asymptotické testy v nezmenenej podobe a v tretom
pripade sa pouziji len samotné testovacie Statistiky.
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3 Charakteristiky polohy a variability a Statisticka grafika

Kazdé rozdelenie pravdepodobnosti byva charakterizované parametrami, ktoré sa odhaduju z realizécii
(d4t). Tieto parametre oznacujeme ako ¢iselné charakteristiky rozdelenia (Statistiky). Patria me-
dzi ne charakteristiky polohy a variability ako napr. strednd hodnota, medidn a ostatné kvantily,
rozptyl, rozpitie a pod.

Stredna (ocakdvand) hodnota (prvy zaciatoény moment) rozdelenia ndhodnej veli¢iny X, ozn.
E[X], vypocitame ako (Casella a Berger, 2002)

BIX] = >z Pr(X =;), ak X je diskrétna ndhodné premenna s realizdciami z1, z2, ..., oy,
[X]= ffooo zfx(x)dx, ak X je spojitd ndhodnd premennd s hustotou fx (z).

Rozptyl (druhy centrdlny moment) Var[X] = E[(X — E[X])?], ktorého kladni odmocninu SD[X],
vyjadrujicu ,rozptylenie“ X okolo E[X], nazyvame smerodajni odchylka.

Kedze X je ndhodng premenns, X nie je aritmeticky priemer, ale tzv. vyberovy priemer; aritmeticky
priemer T je realizécia vyberového priemeru. Podobne S? je tzv. vyberovy rozptyl; 62 = s2 je jeho
realizdcia. Tiez SD[X] = S je vyberova smerodajnd odchylka a nie smerodajnd odchylka; smerodajna
odchylka & = s. Podiel V;, = §?/X nazyvame vyberovy koeficient varidcie.

Nech X1, X, ..., X, je ndhodny vyber z nejakého rozdelenia a X1y, X(2), ..., X(n) usporiadany
ndhodny vyber (vo vzrastajicom poradi) s rozsahom n, kde X(;) nazyvame poriadkové Statistiky.
St to ndhodné premenné, pre ktoré plati X1y < X2y < ... < X(,). Potom (Casella a Berger, 2002)

X(l) = min Xi,

1<i<n

X(2) = druhé najmensie X; (X; v poradi druhé)

X(n—1) = X; v poradf (n —1)-vé,
X(n) = Imax X,'.

1<i<n

Vyberovy median je charakterizovany ¢islom Qo = X , ktoré rozdeluje ndhodny vyber tak, Ze pri-
blizne polovica X; je mensia ako tato hodnota a polovica je vicsia ako tato hodnota. Definujeme ho
ako!

~ X(LH) ak n je neparne,
X = 2

1 L
5 (X(%) —l—X(%_H)) ak n je parne.

1Ak n je neparne, potom medidn je prostredna hodnota, t.j. hodnota nachadzajica sa v poradi ako prostredna alebo na mieste X,
ktoré zodpoveda poradiu (n + 1)/2. Ak n je neparne, potom medidn je uprostred zoradenych hodnét, t.j. hodnota na mieste X, ktoré
zodpoveda priemeru X s poradiami n/2 a n/2 + 1.
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Majme ¢fslo p € (0,1). Potom vyberovym 100p-tym percentilom ndhodného vyberu X (1)
bude také X;, kde priblizne np hodnot X; bude mensich ako X () a n(1 — p) vacsich ako X, ({np})-
Ak p = 0.5, ide o 50. percentil alebo medidn. Oznaenie {z} v indexe znamena najbliZsie celé cislo,
kde i — 0.5 <z < i+ 0.5, kde {z} = i. Potom

> X, ak £ <p<05
— _ ({np})> an <P < 0.5,
A = Ketorp { Xnt1-fn(-p)y), 2k 05 <p<1— g

Priklad 112 (vyberovy 100p-ty percentil) Ak n = 12, potom vgberovgm 65. percentilom je X gy,
pretozen(l —p) =12x (1 -0.65) =42 an+1—{n(l—p)} =12+1-4=09.

Casto pouzivanymi percentilmi? st vyberovy dolny kvartil (25. percentil) @1 = )20‘25 a vyberovy
horny kvartil (75. percentil) Q3 = Xo.75.

Na vypocet rozptylu nejakého percentilu musime poznat pravdepodobnostni funkciu poriadkove;
statistiky, jej hustotu a distribu¢ni funkciu. Vypoéet mozeme vyhodne zjednodusit', ked vieme, aké je
asymptotické rozdelenie poriadkovej Statistiky.

Definicia 27 (pravdepodobnostnd funkcia poriadkovej statistiky) Majme ndhodny vyber
X1, Xo, ..., Xy, 7z nejakého diskrétneho rozdelenia s pravdepodobnostnou funkciou fx(x;) = pi,
kde t1 < 29 < ... < xp. Nech Py =0, P, =p1, Po=p1+p2, ..., B, =p1 +p2+ ...+ p;. Nech
Xay, X(2), .-, Xn) st poriadkové statistiky. Potom (Bickel a Doksum, 2006)

Pr(X(y < 2) = Pr(Y 29) =3 (1) Pl Ry

n
k=j

= n n— n—~k
Pr(X(j) = 2:) = Pr(X() < 2;)—Pr(X(j) < mi1) = » (k) [PF(1—P)"*—PF,(1-P_y)" "],

kde Y je mndhodnd premennd poctu hodnot z X1, Xo, ..., X,, ktoré si mensie alebo rovné ako z;.
Nech {X; < z;} je priaznivd udalost a {X; > x;} je nepriaznivd udalost. Ak i =1, potom Pr(X; =
z;) = Pr(X; < w;), pretoZe Prg = 0. Teda Y je pocet priaznivijch udalosti v n pokusoch, t.j.
Y=card{X; < x;}. Pravdepodobnost ispechu je potom Pr(X; < x;) pre kazdy pokus, pretoZe pokusy
s1i rovnako rozdelené. Priaznivd a nepriaznivd udalost j-teho pokusu je nezdvisld od vijsledku iného
pokusu, pretoze X; su nezdvislé od ostatnjch X;. Teda Y ~ Bin(n, P;).

Ozn. card{-} znamend velkost (kardinalitu) mnoziny.

Ak X1, X5, ..., X, je ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia, zhody neprichadzaji do ivahy a prav-
depodobnost, ze nejaké dve alebo viaceré X st rovnaké, je nula. Teda Pr(Xq) < X(9) < ... < X)) =1
a vyberovy priestor pre X1y, X(2),..., X(n) je X = {(z1,22,...,2,) 121 <x2 < ... < Tp}.

Definicia 28 (hustota a distribuénd funkcia poriadkovej Statistiky) Nech

Xy, X@ys--+sXm) st poriadkové statistiky ndhodného vgberu Xi,Xa,..., X, s distribuénou
funkciou Fx(x) a hustotou fx(x). Potom hustota poriadkovej Statistiky X ;) je rovnd (Bickel
a Doksum, 2006)

n!

GO @ Ex @) L = Fx(@)"

fX(ﬁ (I) =
a distribucnd funkcia

n

Fx;) (@) = Pr(X() < @) = Pr(Y 2 j) = (k

) Py (@) L - Fx ()"
k=j

2Vseobecne definujeme kvantil ako hodnotu skimanej veli¢iny, ktord deli ndhodny vyber na dve ¢asti pod a nad kvantilom; ¢islo v dolnom
indexe hovorf o &asti ndhodného vyberu pod kvantilom. Podl’a toho rozlisujeme aj jeho typ, napr. kvartil, decil, percentil a pod.
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Definicia 29 (asymptotické rozdelenie poriadkovej statistiky) Nech X(1), X(2),..., X(n) st
poriadkové Statistiky ndhodného vyberu X1, Xo, ..., Xy, Majme pravdepodobnost «, kde F(ty) = a.
Asymptoticky plati, Ze \/n(L — a) konverguje k 0. Potom je poriadkovd 3tatistika X ;) normdlne
rozdelend so strednou hodnotou E[X )] = to a rozptylom ag((j) = ;‘5(11577?)1 Ak X ~ N(u,0?), potom
O'g((j) = 02724’11” (Casella a Berger, 2002).

Priklad 113 (rozptyl poriadkovej statistiky) Pomocou delta metédy odvod'te rozptyl poriadkovej
Statistiky v definicii 29.

Priklad 114 (rozptyl poriadkovej Statistiky, X ~ N(u,02)) Pomocou definicie 29 odvod’te roz-
ptyl poriadkovej statistiky, ak X ~ N(u,0?).

Definicia 30 (strednd hodnota a rozptyl medidnu) Strednd hodnota medidnu X (nt1y je rov-
2

nd E[X<%)] = [i a rozptyl medidnu 0% kde n je nepdrne. Ak X ~ N(u,0?), potom

_ 1
(1) = AP
ai(%) = 0?F (Casella a Berger, 2002).

Priklad 115 (rozptyl medidnu) Pomocou delta metddy odvod’te rozptyl poriadkovej statistiky v de-
finicii 30.

Priklad 116 (rozptyl medidnu, X ~ N(u,c?)) Pomocou definicie 30 odvod’te rozptyl poriadkovej
statistiky, ak X ~ N(p,0?).

Ak méa ndhodnd premennd X normaélne rozdelenie, vypocet rozptylu medidnu sa zjednodusi, t.j. staci
poznat o a n. Znalost rozptylu medidnu je potrebnd na vypocet 100 x (1 — a)% intervalu spolahlivosti
pre median (pozri kapitolu 4 Testovanie hypotéz). Popis rozdelenia medidnu, ak n je pdrne, je nad
ramec tejto knihy.

Rozpiitie ndhodného vyberu je vzdialenost medzi najmensou a najviésou poriadkovou Statisti-
kou, t.j. R = X(n) — X(l).

Definicia 31 (hodnoty distribuénej funkcie v kvantiloch) Empirickd distribuénd funkcia
F,(z) je definovand nasledovne

0, akx <)((1)7
Loak X <2 < X,
1, ak x > X(n).

F,(z) =

Magme transformdciu Ty = Fn(X(1)), T(2) = Fu(X@2)),---,Tn) = Fu(X(n)). Potom T(1y, T(2),
-+, T(n) st poriadkové statistiky. Potom plati

lim Pr( sup [F,(z) — F(z)]n'/? < X) = &()\),

n—oo vzey
kde F(X) je teoretickd distribucnd funkcia a ®(X) = Y200 ___(=1)%e¢=2FX* | Potom 100 x (1 — a)%
pds spolahlivosti pre F(x) definujeme ako Fp(2)+Aa1/n'/2, kde ®(\) = 1—a a Var[F,(2)] = 1/n

(Kolmogorov, 1933; Smirnov, 1933; Wilks, 1948). Potom mézeme turdit, Ze F(X) patri do 100 x
(1 — @)% pdsu spolahlivosti a zdroveri je medzi nulou a jednotkou s pravdepodobnostou 1 — a.

Priklad 117 (graf distribuénej funkcie a jej IS) Nakreslite graf distribucnej funkcie N (p, 02), kde
u=0 ao?=1. Do grafu dokreslite 95% pds spolahlivosti pre F(x). Jeho hranice vypocitajte pomo-
cou simuldcie pseudondhodnijch ¢isel z N(0,1) pri n = 50, kde F,(x) je odhadnutd z ddt. Teoretickd
distribuéni funkciu ®()\) naprogramujte v @ pouitim definicie 31 alebo kniznice kolmim a funkciu
pkolm().
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3.1 KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A STATISTICKA GRAFIKA
3.1 Charakteristiky polohy
Realizacie budeme oznacovat ako z1,xs,...,x,, usporiadané realizacie budu z) STy < ... <

l‘(n).

Potom mézeme definovat nasledovné odhady charakteristik polohy (vyberové charakteristiky

polohy) spolu s ich anglickymi ekvivalentami:

vyberové minimum X,;,, ktorého realizicia rmin = x(1);
vyberové maximum Xy, ktorého realizdcia Tmax = ¥ (n);

vyberovy aritmeticky priemer X, ktorého realizdcia T = %ZLI r; = % 7;1 z;fi,n; < n,
kde f; si frekvencie (pocty) prislichajicich z; an = Z]. fi

vyberovy modus X4, ktorého realizdcia zm0q je najcastejsie sa vyskytujica hodnota (pri dis-
krétnej premennej ide o hodnotu x, v ktorej mé pravdepodobnmostné funkcia svoje maximum;

pri spojitej premennej ide o hodnotu z, v ktorej mé hustota svoje maximum);

vyberovy median X (robustny odhad polohy), ktorého realizacia

T(nt1) ak n je neparne,
= S
% (x(%) +m(%+1)) ak n je parne;
rozdelenie je symetrické, ak T = T = Tpoq, rozdelenie je pozitivne zosikmené (pravostranne),

ak T > T > Tp0q a rozdelenie je negativne zosikmené (lavostranne), ak T < T < Tyod;

vyberové kvartily pozndme tri
— vyberovy prvy (dolny) kvartil @y, ktorého realizicia Zg o5 predstavuje hodnotu, od ktorej
je 1/4 d4t mensia a 3/4 dat si vicsie,
~ - 1 - ~ 3
Pr [Zmin, To.25] = Pr[X < Zg.05] = T Pr [%0.25, Tmax] = Pr[X > To.25] = T

— vyberovy druhy kvartil (medidn) @3, ktorého realizdcia Zo5 = je hodnota, od ktorej je
1/2 d4t mensia a 1/2 dét je vicsia,
~ ~ 1 . ~ 1
Pr [Zmin, Tos) = Pr[X < Tos] = §,Pr [To.5, Tmax] = Pr[X > Zg5] = 3
— vyberovy treti (horny) kvartil @3, ktorého realizécia Zo 75 predstavuje hodnotu, od ktorej
je 1/4 dét vicsia a 3/4 dat si mensie,
~ ~ 3 . ~ 1
Pr [Zmin, To.75] = Pr[X < %g.75] = vk Pr [To.75, Tmax] = Pr[X > To.75] = T

vyberové decily X &, ktorych realizdcie T), delia sibor na desatiny, t.j. k£/10 dét je pod decilom
a (10 — k)/10 nad decilom, kde k € {0,1,...,10};

vyberové percentily )A(:p (¢ftame ako 100p-percentil®), ktorych realizacie Z,, definujeme ako

F o= T(k+1) pre k # np,
"z (@ T o) prek =mnp,

kde k = |np]|, €o je celd cast &fsla np (niekedy sa pouziva definicia cez {z} v indexe, éo znamena
najblizsie celé &islo);

vyberovy pitéiselny sthrn (X, Q1,Q2, @3, Xmax)?, ktorého realizdciu oznacujeme (Zmin,
T0.25, £0.50, £0.75, Tmax)

3V‘\?'lraz »100p-percentil“ ¢itame ako ,stokrat p-ty percentil®. Ak p = 0.75, potom 100 X 0.75 = 75, ¢o &itame ako ,75. percentil“.
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Riesenie (pozri tabulku 3.1)

Tabulka 3.1: Zoradné realizacie x; a ich poradia r; pre vysky 10-roénych dievéat
i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
iy | 131 132 135 141 141 141 141 142 143 146 146 151
Ty 1 2 3 55 55 55 5.5 8 9 105 10.5 12

T = 140.83, T = 3 (w6 + 7(7)) = 141, To.5 = 3 (v(3) + xw)) = 138, kde k = [12 x 0.25] = 3,
Q3 =Tor5 = 5 (z9) + T(10)) = 144.5, kde k = [12 x 0.75] = 9.

Co sa stane so spominanymi charakteristikami polohy, ked’ zmenfme mierku (3kélu), napr. gramy
na kilogramy alebo namiesto hmotnosti pouzijeme logaritmus hmotnosti?

Nech a,b € R st nejaké dané konstanty, a je posunutie a b kéla. Potom y; = a + bx; a pre priemer?
1o 1 . -
y:ﬁ;(‘ﬂ—bmi):ﬁ na-l—bz;xi =a+bT=a+bx.
1= 1=

Pokial b € R, usporiadanie hodnét x; sa pri transformdcii na y; = a + bz; nezmeni, teda
a+ bx(l) <a+ bx(g) <..<a+ ba:(n).

Pre median v tomto pripade plati®

y=a+br=a+bx.

Lahko sa d4 nahliadnut, Ze usporiadanie zachovd kazd4 rastica funkcia g (z), teda plati
9(zm) <9 (@) < <g(zm)

a pre median bude platit g (Z) = §(x). Pre neparne n plati predchadzajtici vztah presne, ozna¢enie
,bribliznosti“ potrebujeme pre parne n, kde T(z) < T(n41) V tomto pripade je v8ak 1/2 hodnot g (z;)
2 2
mensia ako g (z). Teda $pecidlne moézeme medidn logaritmu (napr. hmotnosti) spoéitat’ ako logaritmus
medidnu (napr. hmotnosti). Pokial’ ddjde v pozorovaniach k posunutiu, déjde k rovnakému posunutiu
aj v charakteristike polohy. Ak zmenfme mierku, potom staéi urobit’ rovnaki dpravu aj u charakteris-

tiky polohy.

Robustnou charakteristikou strednej hodnoty (odolnejsou na odl'ahlé pozorovania) je (Tukey, 1962)

e vyberovy y-urezany aritmeticky priemer X, ktorého realiziciou je T, a vypocita sa ako

_ 1
Tg = n—2g (x(g+1) + ZT(g42) T--- x(n—g)) )

kde g = {yn},g = |yn],v = 0.1,0.2. Viac ako v100 % pozorovani® musi byt nahradenych, aby
sa tento priemer zmenil na maly alebo velky v porovnani s pévodnym [7breakdown point T4 je
teda 7],

4Rovnost znamenad, Ze priemer posunutej a preSkidlovanej veli¢iny y je rovny posunutému a preskdlovanému priemeru pévodnej veli¢iny
x.

5Rovnost znamens, ze median posunutej a preskdlovanej veliciny y je rovny posunutému a preskdlovanému medidnu pévodnej veliciny x.

6V)’/raz »¥100 % pozorovani® &itame ako ,gama krit stopercent pozorovani*.

7 Breakdown point hovori o pocte pozorovani, ktoré potrebujeme na to, aby sme vyrazne zmenili hodnotu charakteristiky polohy. Pre ~-
urezany a -y-winsorizovany aritmeticky priemer ide o yn pozorovani, pre medidn ide o n/2 pozorovani a pre aritmeticky priemer sta&i
iba jedno pozorovanie (preto hovorime, Ze aritmeticky priemer je vel'mi citlivy na odlahlé pozorovania).
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3.2 KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A STATISTICKA GRAFIKA

e vyberovy ~vy-winsorizovany priemer X, ktorého realizicia T,, je definovand ako
b)

1
((9 + Do) +@(g2) + -+ (g + Dr(ny)) -

Ty = —
n

Viac ako 7100 % pozorovani musi byt nahradenych, aby sa tento priemer zmenil na maly alebo
velky v porovnani s pévodnym [breakdown point T, je teda v].

3.2 Charakteristiky variability

Definujeme nasledovné zékladné odhady charakteristik variability (vyberové charakteristiky variabili-
ty) spolu s ich anglickymi ekvivalentami:

e vyberovy rozptyl S?, ktorého realiziciou je

pri linedrnej transformécii sa rozptyl meni nasledovne®

2 2 _ 12,2
Sy = Satbr = b Szs
t.j.

n

EZ(G—}-sz—a-ﬁ-bx)Q

1
2 2 _
Sy - Sa+bz -

n

= ! z:(a—l—ba:i—(a—i—bf))2

n—1 =
T on i 1 ;(b(%‘ - 7)) = b%s2;
vypoctova podoba rozptylu
2 1 ~ 5 —2 1 S 2 =2
Sx:n—l ;xi—nx =7 ;l]'fj—ﬂL ,n; <n,

kde f; st frekvencie (pocty) prislichajicich z; an =3, f;;
e vyberova smerodajna odchylka S, ktorej realizdciou je
S = Sp_1=8; =/82;
pri linedrnej transformdcii sa smerodajna odchylka meni nasledovne®
Sy = Satbr = |b‘ Sz

teda, ak pripo¢itame ku vsetkym pozorovaniam rovnakid konstantu, miera variability sa nezmeni;
zmena mierky (u pomerovej mierky zmena jednotiek) mé za ndsledok rovnakd tpravu jednotlivych
pozorovani i miery variability v podobe smerodajnej odchylky;

e vyberovy koeficient varidcie Vj, ktorého realizdcia v, predstavuje normalizovani podobu
vyberového rozptylu (inverzia signal-to-noise ratio; podiel variability na priemere)
SJ?

Vg = —3
T

8Rovnost znamend, ze rozptyl posunutej a preskdlovanej veli¢iny y je rovny nasobku druhej mocniny §kdly a rozptylu povodnej veli¢iny
xT.

9Rovnost znamenad, zZe smerodajna odchylka posunutej a preskalovanej veli¢iny y je rovna nasobku absolitnej hodnoty §kély a smerodajnej
odchylky povodnej veli¢iny .
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KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A STATISTICKA GRAFIKA 3.2

bezrozmernd veli€ina, zvy¢ajne vyjadrovand v percentéch, t.j. 100 X (s, /T) % a moze sa pouzivat
len pre realizacie, ktorych rozsah nadobida kladné hodnoty; pouziva sa pri porovnavani variabi-
lity stiborov s nerovnakymi priemermi (napr. pri porovnan{ variability vysky det{ ur¢itého veku
s vyskou dospelych urcitého veku alebo pri porovnani variability premennych meranych v réznych
jednotkéch);

vyberovy rozptyl aritmetického priemeru 5%7 ktorého realizéciou je

vyberova stredna chyba priemeru (Standardnd chyba) Sy, ktorej realiziciou je

Sz
Sz = ——;

vn'
vyberovy koeficient Sikmosti By, ktorého realizdciou je
—_ —\3 7 —\3
n~t Z?:l (xz - l) - \/7325:1 (171 - -73)
1 n 723/2_ n 723/27
D CoR ) o IR S G
kde rozdelenie je symetrické, ak by = 0, pozitivne zodikmené (hustota na lavej strane stiipa strmsie

ako na pravej), ak by > 0 a negativne zogikmené (hustota na pravej strane stipa strmsie ako
na lavej), ak by < 0;

by =

vyberovy koeficient Spicatosti B, ktorého realizéciou je

n! Z?:l (zi — f)4 3 n Z;L:l (zi — f)4

by = -3 = -3,

Y -] S -]

kde rozdelenie je normélne (mezokurtické), ak by = 0, Spicaté (leptokurtické), ak by > 0 a ploché
(platykurtické), ak by < 0;

vyberova suma §tvorcov S5 =3Y", (X; — Y)Q, ktorej realizdcia je

n

SSobs = Z (mz - 5)2 )

i=1

kde sa tento &itatel rozptylu pouziva napr. v linedrnom regresnom modeli, v modeli ANOVA
a pod.;

vyberova suma absolitnych odchylok SAD =" | |X; — )?0‘5|, ktorej realizécia je

n
SADons = Z |z — To.5];
i=1

vyberovy priemer absoliitnych odchylok MAD = %Z:L:l | X; — )?05\, ktorého realizécia je
MADgps = SADgps /1
vyberové rozpitie D = X, — Xin, ktorého realizdciou je
dobs = Tmax — Tmin;
vyberové medzikvartilové rozpitie Dg = Q3 — @1, ktorého realizaciou je

dg = Zo.75 — T0.25;
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3.2 KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A STATISTICKA GRAFIKA

kde rozdelenie je (medm kvartlhm) symetrické, ak To.75 —To.50 = xo 50— Z0. 25 pozztwne zo§ikmené,
ak To.7s — .50 > To.50 — Zo.25 @ negativne zodikmené, ak To.75 — Zo.50 < To.50 — L0.25;

e vyberové decilové rozpitie Dp = )?09 — )?0.1, ktorého realizaciou je
dp = Zo.9 — To.1;
e vyberové percentilové rozpitie Dp = )?0‘99 — )?0,01, ktorého realizdciou je
dp = To.99 — To.01-
Robustnymi charakteristikami variability st (Tukey, 1962)

2
g9

2 _
Sg_n—Zg—l Z s

i=g+1

e vyberovy 7-urezany rozptyl 5'37 ktorého realizacia s? sa vypocita ako

viac ako 100 % pozorovani mus{ byt nahradenych, aby sa tento rozptyl zmenil na velky v po-
rovnani s povodnym s2 [breakdown point 53 je v]; plati 53 < 52 pretoze urezanie odstrani odl'ahlé
hodnoty;

° vyberovy 'y-winsorizovany rozptyl S2, ktorého realiziciu oznacujeme ako s2; viac ako y100 %

pozorovanl mus{ byt nahradenych aby sa tento rozptyl zmenil na velky v porovnan{ s pévodnym

[breakdown point s2 je v]; plati s2, < s? pretoze winsorizovanie pritahuje extrémne hodnoty
bhzsm k priemeru;

e vyberovy kvartilovy koeficient varidcie Vo = (Q3 — Q1)/Q2, ktorého realizdciu vy, g
vypocitame ako _ _
v _ Zo.75 — %025
Q= T
Dalgie robustné charakteristiky variability (vyberové rozpitie) charakterizované pomocou upravenych
hranic sd
e vyberové robustné minimum a maximum (,vnatorné hradby“) X*. = Bp = Q1 — 1.5Dq
a X} .« =By = Q1+ 1.5Dg, ktorych realizacie si definované ako
Thin = bp = Z0.25 — 1.5 (To.75 — To.25) ,

. ~ - _
Tpax = b = Tors + 1.5 (Zo.75 — To.25) ,

kde prvky vyboéujice z hradieb sa povazuji za podozrivé, potenciondlne odlahlé pozorovania;
e vyberové robustné minimum a maximum (,vonkajsie hradby“) definované ako B} = Q1 —
3(Q3 — @), By = Q3 + 3(Qs — Q1), ktorych realizdcie si b}, = To.05 — 3dg, by = To.75 + 3dg;
— pokial st nejaké x; < b% V a; > by, hovorfme, ze ide o vzdialené body'®
— ak z; € (b},,bp) V (bu, by;), ide o body vonkajsie,
— ak z; € (bp,by), ide o body vniitorné alebo body prilahlé medidnu;
— pre normaélne rozdelenie plat{ By — Bp = Q3 + 1.56Dg — Q1 + 1.5Dg = 4D = 4.2; pravde-
podobnost, ze z; ¢ (Bp, By) je potom 0.04;
e vyberové robustné miery Sikmosti Big a Bio a ich rozptyly za podmienky asymptotickej
normality Bj., kde - = @ alebo O, ktorych realizicie si definované nasledovne

— kvartilovy koeficient §ikmosti

bio = (Zo.75 — Ig.so) - (~I0.5o — Tg.25) ,Varas(big) = 1.84,
Zo.75 — T0.25

100zn. Vv znamena salebo“ a ozn. A znamend ,a stcasne“.
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— oktilovy koeficient sikmosti

(§0.875 — %0.50) — (EOASO - E0125)

blO = ,VG,T'as(blo) =1.15.

L0.875 — L0.125

3.3 Detekcia odlahlych pozorovani

Homogénny nahodny vyber je taky vyber, v ktorom vsetky z;,i = 1,2,...,n, su realizdcie
rovnakého rozdelenia pravdepodobnosti s konstantnym rozptylom o?. K nehomogenitidm vyberu
dochédza vsade tam, kde sa vyskytuju vyrazné nerovnomernosti v realizaciach, ndhle sa menia pod-
mienky experimentu a pod. Nehomogenita méze byt sposobend aj nevhodne zvolenym vyberom sub-
jektov.

Specidlnym pripadom ovplyvitujicim homogenitu vyberu si odlahlé pozorovania (outliers). Takéto
pozorovania skreslujii odhady polohy (Specidlne aritmetického priemeru) a variability (hlavne roz-
ptylu), takze mozu znehodnotit d'alsiu Statistickt analyzu. Pri ich overovani sa pouziva mnoho ide-
alizovanych predpokladov. Musime poznat ich predpokladany pocet, ich rozdelenie a tiez rozdelenie
ostatnych prvkov ndhodného vyberu. Navyse je nutné zostrojit Statisticky alebo pravdepodobnostny
model, podla ktorého sa odlahlé pozorovania chovaji. Testovanie odlahlych pozorovani bez dopln-
kovych informécif je teda malo spolahlivé.

Jednoduchou technikou, kedy sa predpokladd, ze data maji normdlne rozdelenie, je modifikacia
vnutornych hradieb bp a by na

bt = To.05 — kdg, bt = To.75 + kdg,

kde sa parameter k voli tak, aby pravdepodobnost Pr (n, k) bola dostatoéne vysok4, napr. 0.95. Pr (n, k)
je pravdepodobnost, Ze Ziaden prvok z nahodného vyberu z normélneho rozdelenia s rozsahom n
nebude mimo intervalu I = (b7°,b7°%). Ak Pr(n, k) = 0.95 a n € (8,100) pouzijeme aproximéaciu
k = 2.25 — 3.6/n. Teda prvky mimo I sa povazuji za odlahlé. Postup spomenuty vyssie je dostatoéne
robustny.

Definujme mieru rozptylu ako kvantilovi odchylku dg- = 2dg. Ak urobime standardizéciu, dosta-
neme dg+, = 1 a Standardizovany medidn bude T = 0 a Standardizovana kvantilova funkcia
indikujica tvar bude (Meloun a Militky, 2004)

qst (p) = %TQTOQ
Hodnoty kvantilov, pre ktoré plat{ |gs: (p)| > 1, st povazované za vybocujice (pre normélne rozdelenie)
a hovorime potom o identifikdtoroch dlhych ,,chvostov* (koncov). Hodnoty g (p) moézeme pouzit
na

— identifikdciu miery Sikmosti SQops = ¢st (0.25) + g5t (0.75), kedy je rozdelenie pravdepodobnosti
symetrické medzi kvartilmi, ak SQqps je rovné nule,

— identifikdciu dfiky koncov, kedy

® ¢ (0.95) < 0.5 hovori o kratkych koncoch,
® (s (0.95) > 1 hovori o dlhych koncoch a
e pre stredne dlhé konce bude platit gs; (0.95) € (0.5,1.0).

Okrem vonkajsich a vnitornych hradieb, mézeme odl'ahlé pozorovania jednoducho detegovat aj nasle-
dovne (Rousseeuw a van Zomeren, 1990)

o |x —7T| > 2s,

® 0 = MADgps/0.6745, |z — Zo.5| > k”é%%g” (ako k sa najcastejsie pouziva 2 alebo 2.24).
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3.4 Z-skére

V antropolégii nds velmi éasto zaujimaji normované realizdcie, nazyvané tiez normované veli¢iny, a to
z-skore, ktoré definujeme ako

T; — X

Zi =
Sz

Dostaneme ich ako $pecialny pripad linedrnej transformdicie y = a + bz, kde volbou b = 1/s, a a =
—Z/s,. Potom aritmeticky priemer z-skdre

a rozptyl z-skoére

Pomocou z-skére mézeme vyjadrit aj koeficient Sikmosti a §picatosti, kde
R AR
by = — o) =2 3
= (BT —iya
=1 =1
a za podmienky asymptotickej normality

n—2

Blb] =0 Var ) =

n —\ 4
e () Sy
a za podmienky asymptotickej normality
24n (n —2) (n — 3)
(n+1)°(n+3)(n+5)

Elb] =3 - 0
n

+1,Va1" [b2] =

Pokial data pochédzaji z normélneho rozdelenia, budi mat oba koeficienty hodnoty priblizne nulové
(pri b2 po odéitani konstanty 3).

Musime si uvedomit, ze pritomnost odlahlych pozorovani v realizdcidch ovplyviiuje vypoéet priemeru
a rozptylu, ktoré sui potrebné na vypocet z-skére, a nésledne tak ovplyviuje tiez hodnotu vlastného
z-skére. Ak je rozdelenie ddt zoSikmenené alebo je normalita porusena inak, nebude z-skére odrazat
situdciu vierohodne a jeho d’alsie pouZitie je problematické. Ak predpokladdme, Ze je rozdelenie znaku
v populdcii normdlne, obmedzuje sa pouzie z-skdre napr. na zistenie, ¢i nejaké pozorovanie (pacient)
patri svojimi charakteristikami do zdravej populacie.
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3.5 Priklady na charakteristiky polohy a variability

RieSenie v @ (pozri tabulku 3.2 a 3.3)
Data:

72 | x <— c(131, 132, 135, 141, 141, 141, 141, 142, 143, 146, 146, 151)

Minimum, maximum, medidn, aritmeticky priemer, prvy kvartil, druhy kvartil, treti kvartil, kvartily
(pomocou jednej funkcie), pitféiselny stihrn, rozptyl a smerodajné odchylka:

73 | min(x) # 131

74 | max(x) # 151

75 | median(x) # 141

76 | mean(x) # 140.8333

77 | priemer <— sum(x)/length(x) # 140.8333

78 | ql <— quantile(x,0.25,type=2) # 138

79 |92 <— quantile(x,0.50,type=2) # 141

80 |q3 <— quantile(x,0.75,type=2) # 144.5

81 quantile(x,c(0.25,0.5,0.75) ,type=2) # 138.0 141.0 144.5
82 | quantile(x,c(0,0.25,0.5,0.75,1) ,type=2) # 131.0 138.0 141.0 144.5 151.0
83 | var(x) # 33.78788

84 |sd(x) # 5.812734

Funkcie na vypocet rozptylu, smerodajnej odchylky, standardnej chyby, sikmosti a $picatosti:

85 | "rozptyl” <— function(x) sum((x—mean(x))"2)/(length(x)—1)

86 | "smerodch” <— function(x) sqrt(var(x))

87 |"SE" <— function(x) sqrt(var(x) / length(x))

88 |SE(x) # 1.677992

89 | "sikmost” <— function(x) {(1/length(x))xsum(((x—mean(x))/(sqrt(var(x))))"3)}
90 | sikmost(x) # —0.2121993

91 |"spicatost” <— function(x) {(1/length(x))xsum(((x—mean(x))/

92 (sqrt(var(x))))"4) — 3}

93 | spicatost(x) # —0.9029347

Suma Stvorcov, priemernd absolitna odchylka (priemer absolitnych odchylok), suma absolitnych
odchylok, rozpitie, medzikvartilové rozpitie, zistovanie symetrie, robustny vypocet minima a maxima
(,vnutorné hradby“), robustné rozpétie:

94 | var(x)*(length(x)—1) # 371.6667

95 | mad(x) # 5.1891

96 | mad(x)xlength(x) # 62.2692

97 | ¢(min(x) ,max(x)) # 131 151

98 | range(x) # 131 151

99 | Dq <— quantile(x,0.75,type=2)—quantile(x,0.25,type=2) # 6.5
100 | c(93 — g2, g2 — ql) # 3.5 3.0

101 | Bd <— q1—1.5%xDq; Bh <— q3+1.5%Dq

102 c(Bd,Bh) # 128.25 154.25

Funkcia na vypocet kvartilovej sikmosti:

103 | " kvart.sikmost” <— function(x) {

104 ql <— quantile (x,0.25,type=2)

105 q2 <— quantile(x,0.5,type=2)

106 q3 <— quantile(x,0.75,type=2)

107 ((a3 — a2) = (92 — q1))/(a3 — q1)
108

109 kvart.sikmost(x) # 0.07692308
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Funkcia na vypocet oktilovej sikmosti:

110 | " oktil.sikmost” <— function(x) {

111 ql25 <— quantile (x,0.125, type=2)

112 q2 <— quantile (x,0.5,type=2)

113 q875 <— quantile (x,0.875,type=2)

114 ((q875 — q2) — (a2 — q125))/(q875 — q125)
115

116 | oktil .sikmost(x) # —0.2857143

Funkcia na vypocet vyberového ~y-urezaného aritmetického priemeru a rozptylu (vytvorenie datového
vektora na ich vypocet):

117 | "urezanie” <— function(x, gama = 0.1)

118 | x <— na.omit(x) # odstranenie NA, ak sa v datach nachadzaju

119 | n <— length(x)

120 g.min <— floor (gamaxn) # najvacsie cele cislo mensie ako gamaxn

121 | g.max <— floor((l—gama)*n) # najvacsie cele cislo mensie ako (1—gama)x*n
122 | x.sort <— sort(x) # zoradenie podla velkosti

123 | x.min <— x.sort[g.min] # vybratie dolnej hranice

124 | x.max <— x.sort[g.max] # vybratie hornej hranice

125 | xg <— x[x > x.min & x < x.max]
126 | return(xg)
127

Funkcia na vypocet vyberového aritmetického priemeru a rozptylu winsorizovaného pomocou ,,vnutor-
nych hradieb® (vytvorenie ddtového vektora na ich vypocet):

128 | " winsorizacia” <— function(x){

129 | x <— na.omit(x) # odstranenie NA

130 | ql <— quantile(x,0.25)

131 | g3 <— quantile(x,0.75)

132 | Dq <— q3 — ql

133 | min.x <— ql — 1.5%Dq

134 | max.x <— q3 + 1.5xDq

135 | xw <— x

136 | for (i in 1: length(x)) if (x[i] >= max.x) xw[i] <— max.x
137 | for (i in 1: length(x)) if (x[i] <= min.x) xw[i] <— min.x
138 | return(xw)

139

Porovnanie troch typov aritmetickych priemerov a rozptylov:

140 | xg <— urezanie(x)

141 | xw <— winsorizacia(x)

142 | TAB <— rbind (c(length(x), mean(x), sd(x)),c(length(xg), mean(xg), sd(xg)),c(length(xw), mean(xw), sd(xw)))
143 | dimnames(TAB) [[1]] <— c("surove.data” ,”urezane.data” ,” winsorizovane.data”)

144 | dimnames(TAB) [[2]] <— c("rozsah” " priemer” ,"sd")
145 | TAB <— round (TAB,2)

Tabulka 3.2: Rozsah, aritmeticky priemer a smerodajna odchylka pre surové, urezané a winsorizované data (vysky 10-
ro¢nych dievcat)
rozsah  aritmeticky priemer smerodajnd odchylka

surové data n =12 T = 140.83 sZ =5.81
urezané data ng =8 zg = 139.50 s?] =3.85
winsorizované data | mn., = 12 Ty = 141.03 51211 =5.21

Funkcia na vypocet niektorych zakladnych charakteristik:

146 | " zakl.char” <— function(x, type = 7){

147 |# odstranenie chybajucich pozorovani

148 | x <— x[!is.na(x)]

149 | n <— length(x) # rozsah

150 |# kvantily p = 0,0.25,0.5,0.75 a 1

151 kvantily <— quantile(x,c(0,0.25,0.5,0.75,1) ,type=type)

152 priemer <— mean(x) # priemer

153 |SD <— sd(x) # smerodajna odchylka

154 | StEr <— SE(x) # standardna chyba

155 | sikm <— sikmost(x) # sikmost

156 spic <— spicatost(x) # spicatost

157 |# vsetky vysledky spolu

158 vysledky <— c(n,priemer, kvantily ,sikm,hspic ,SD, StEr)

159 |# priradenie nazvov vysledkom

160 | names(vysledky) <— c(”"n" ,” priem” ,names(kvantily),”sik” ,"spic”, "sd” "se")
161 |# zaokruhlenie na dve desatinne miesta

162 | vysledky <— round(vysledky ,2)

163 | return(vysledky)

164 |}

165 | zakl.char(x, type = 2)
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Tabulka 3.3: Vybrané charakteristiky polohy a variability pre surové ddta (vysky 10-roénych dievéat)
charakteristika | n | x | Tmin | To.25 | T0.50 | To.75 | Tmax | b1 | bo | Sz | Sz

hodnota | 12 | 140.8 | 131.0 | 138.0 | 141.0 | 1445 | 151.0 | —0.21 | —0.90 | 5.81 | 1.68

RieSenie v @ (pozri tabulku 3.4)

166 | DATA <— read.table (" one—sample—mean—skull —mf. txt"” , header=TRUE)
167 | names (DATA) ## "id" " pop” "sex” "skull.L" "skull.B"
168 | attach (DATA)

169 | ZCH1 <— zakl.char(skull.L[sex="m"])

170 | ZCH2 <— zakl.char(skull .B[sex="m"])

171 | ZCH <— rbind (ZCH1,ZCH2)

172 | dimnames(ZCH) [[1]] <— c("skull.L"," skull .B")

173 | ZCH

174 | write.table (ZCH," skull —tab —01.txt")

Tabulka 3.4: Vybrané charakteristiky polohy a variability pre najviésiu dizku lebky
n T ZTmin ___ T0.25 Z0.50 %075 Tmax b1 ba Sz sz
skulllL | 217 182.04 164.00 177.00 182.00 187.00 199.00 -0.06 -0.48 6.37 0.43
skull,B | 216 137.19 124.00 134.00 137.00 140.00 149.00  0.08 -0.30 4.82 0.33

3.6 Statisticka grafika

Pokial chceme zobrazit zdkladné a relevantné grafy (spolu s vypoctom zdkladnych charakteristik po-
lohy a variability), hovorfme o exploratérnej analyze dat (EDA); pozri Murrell (2011) a Kabacoff
(2011). Grafickd interpretécia vyberového stiboru je moznd pomocou stfpcového diagramu, spojni-
cového grafu (polygénu pocetnosti, frekvencnej krivky a polygénu kumulativnych pocetnostf), bo-
dového grafu, kruhového diagramu, histogramu, empirickej distribuénej funkcie, krabicového diagramu
a kvantilového diagramu.

3.6.1 Stipcovy diagram

Stipcovy diagram — vyjadruje ¢iselné hodnoty pomocou obdiidnikovjrch stipcov, obycajne v zvislej,
no niekedy aj vo vodorovnej polohe; moZe byt neskalovany, t.j. v absolitnej skdle, alebo §kalovany, t.j.
v relativnej skdle (lepsie porovnanie v pripade sledovania viacerych stiborov); Specidlnymi variantmi
sti vekova pyramida (strom Zivota, znazorituje vekové zloZenie obyvatel'stva) a histogram. Stipcovy
diagram nakreslime pomocou funkcie barplot(x).
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Kombindcii stipcovych diagramov usporiadanych nad sebou pre skédlované kategoridlne déta, t.j.
déta v podobe pravdepodobnosti, ktorych suma je rovnd jednej, sa hovori aj spinogram. Spinogram
nakreslime pomocou funkcii

175 library (ved)
176 | spine(x)

Tabulka 3.5: Kontingenéna tabulka 2 x 3 pravdepodobnosti vyskytu pre dve farby oé&f a tri farby vlasov
o¢i/vlasy | blond hnedé rysavé
modré 0.12 0.22 0.06
hnedé 0.15 0.34 0.11

Riesenie v @ (pozri tabulky 3.6 az 3.9 a obrdzok 3.1)

177 | modre.oci <— ¢(0.12,0.22,0.06) # vektor pravdepodobnosti

178 | hnede.oci <— ¢(0.15,0.34,0.11) # vektor pravdepodobnosti

179 oci <— rbind(modre.oci, hnede.oci) # dva vektory spojene do matice
180 |sum(oci) # celkova (totalna) suma = 1

181 |# nazvy riadkov a stlpcov

182 | dimnames(oci) [[1]] <— c(”"modre” " hnede”)

183 | dimnames(oci)[[2]] <— c("blond” ,"hnede” ," rysave”)

184 | round(addmargins(oci),2) # marginalne pravdepodobnosti

185 oci.pocty <— oci*1000 # fiktivne pocetnosti

186 | addmargins(oci.pocty) # marginalne pocetnosti

187 | sumy <— apply(oci.pocty,2,sum) # sumy po stlpcoch

188 oci.prav <— oci.pocty

189 | oci.prav[l,] <— oci.pocty[1,]/sumy

190 | oci.prav([2,] <— oci.pocty[2,]/sumy

191 | apply(oci.prav,2,sum) # suma po stlpcoch = 1

192 round (addmargins(oci.prav,1l),2) # marginalne pocetnosti po riadkoch
193 | sumyl <— apply(oci.pocty,1,sum) # sumy po riadkoch

194 | oci.pravl <— oci.pocty

195 | oci.pravl[,1] <— oci.pocty[,1]/sumyl

196 | oci.pravl[,2] <— oci.pocty[,2]/sumyl

197 | oci.pravl[,3] <— oci.pocty[,3]/sumyl

198 | apply(oci.pravl,1,sum) # suma po riadkoch = 1

199 | round(addmargins(oci.pravl,2),4) # marginalne pocetnosti po stlpcoch
200 | par(mfrow=c(2,2))

201 | par(mar=c(4,2,1,1))

202 | barplot(oci.pocty,space=0,cex.names=1.5)

203 | barplot(t(oci.pocty),space=0,cex.names=1.5)

204 | par(mar=c(4,2,0,0))

205 barplot (oci.prav,space=0,cex.names=1.5)

206 | barplot(t(oci.pravl), space=0,cex.names=1.5)

207 |# legend (" topright” ,c(”"modre oci”,” hnede oci”), fill=c(” black”,” grey")) # mozne pridanie legendy (nezobrazena)

Tabulka 3.6: Kontingenéné tabulka 2 x 3 pravdepodobnost{ vyskytu pre dve farby o¢f a tri farby vlasov spolu s mar-
gindlnymi pravdepodobnostami (multinomické rozdelenie)
o¢i/vlasy | blond hnedé rySavé | suma
modré 0.12 0.22 0.06 0.40
hnedé 0.15 0.34 0.11 0.60
suma 0.27 0.56 0.17 1.00
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Tabulka 3.7: Kontingenéna tabulka 2 x 3 pocetnost{ vyskytu pre dve farby o¢f a tri farby vlasov spolu s margindlnymi
poéetnostami (multinomické rozdelenie)
oci/vlasy ‘ blond hnedé rysavé ‘ suma

modré 120 220 60 400
hnedé 150 340 110 600
suma 270 560 170 1000

Tabulka 3.8: Kontingenénd tabulka 2 x 3 pravdepodobnostl vyskytu pre dve farby o¢f a tri farby vlasov spolu s mar-
ginalnymi stlpcovyml poéetnostami (stié¢inové multinomické rozdelenie; po stlpcoch)
o¢i/vlasy ‘ blond  hnedé rysavé
modré | 0.4444 0.3929 0.3529
hnedé | 0.5556 0.6071 0.6471
suma | 1.0000 1.0000  1.0000

Tabulka 3.9: Kontingenén4 tabulka 2 x 3 pravdepodobnosti vyskytu pre dve farby o¢f a tri farby vlasov spolu s mar-
gindlnymi riadkovymi poéetnostami (s¢inové multinomické rozdelenie; po riadkoch)
o¢i/vlasy ‘ blond  hnedé rySavé ‘ suma
modré | 0.3000 0.5500 0.1500 | 1.0000
hnedé | 0.2500 0.5667 0.1833 | 1.0000

3.6.2 Spojnicovy graf, polygon poéetnosti a frekvenéna krivka

Spojnicovy graf — zndzoriiuje priebeh ¢asového radu a jeho Specidlnymi pripadmi si polygén
pocetnosti, frekvenéna krivka, polygén kumulativnych pocetnosti.

Polygén pocetnosti — spojnicovy diagram, v ktorom nad stredmi triednych intervalov I; vztyc¢ime
kolmice, s vyskou imernou prislusnym triednym pocetnostiam a koncové body kolmic pospajame. Ich
suradnice si [z}, n;]. Ide o zobrazenie priebehu pocetnosti vnutri kazdého intervalu, ale plocha uzavretd
spojnicou polygénu nie je presne (len priblizne) dmernd poctu pozorovani v intervale.

Frekvenéna krivka — vznikne, ked’ koncové body polygénu poéetnosti pospéjame hladkou krivkou;
vystihuje celkom presne priebeh rozdelenia pocetnosti a plocha v kazdom mieste ohrani¢end krivkou
je priamo timerna poctu pozorovani.

3.6.3 Bodovy graf

Bodovy (rozptylovy) graf — zobrazuje namerané hodnoty v pravouhlej siradnicovej ststave (dvoj-
dimenziondlnej, 2D; trojdimenziondlnej, 3D), pricom jednotlivé kategérie sa odlisuji pomocou réznych
znaciek, farieb a pod.; ¢asto sa pouziva na zobrazenie zavislosti dvoch znakov. Dvojdimenziondlny
a trojdimenzionalny rozptylovy graf nakreslime pomocou funkcif

208 | plot(x,y) # 2D
209 library (scatterplot3d)
210 | scatterplot3d(x,y,z) # 3D

Argumenty funkcie plot(x):

e type= argument kontrolujici typ grafu
— type="p" — body (prednastavend hodnota; default),
— type=
— type="b" — body pospdjané ¢iarami,

" |n

— Ciary,

n_n

type="s" — schodovita funkcia,

— type="n" — prazdny obréazok;

e argumenty popisu osi a grafu
— xlab=""retazec" — popis osi z,

— ylab=""retazec" — popis osi y,
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Obr. 3.1: Stipcové diagramy — pocetnosti (prvy riadok) pre vlasy (vlavo), pre oéi (vpravo); pravdepodobnosti (druhy
riadok) pre vlasy (vIavo), pre oéi (vpravo)

— main="retazec” — hlavny nadpis,

— sub="retazec” — podnadpis pod osou x;

farba col="anglicky.nazov" alebo kédovanie v RGB-skéle (rgb(cislol,cislo2,cislo3) vytvor{ RGB-
vektor z hodndt intenzity); transformécia col2rgb(anglicky.nazov) vytvori RGB-vektor z anglického
nazvu farby, kde RGB-vektor je textovy vektor so 7 alebo 9 elementmi, kde za ”#” nasleduje red,
blue a green farebny kandl a volitelne aj koeficient transparencie o v hexadecimalnej stistave (po
preskédlovani na hodnoty 0, ..., 255; default je "black”;

velkost cex=k, k € R, prednastavens hodnota je 1;

typ bodov pch=k, éislo k = 1,2,...,20, prednastavend hodnota je 1 (prazdny krizok);
e typ diar Ity=k, ¢islo k =1,2,...,20, prednastavend hodnota je 1 (plnd éiara).
Dalsie funkcie stvisiace s bodovym grafom:

e points(x,y) — priddvanie bodov do obrézka,
e lines(x,y) — priddvanie ¢iar do obrazka;

o text(x, y, labels) — pridanie textu v bodoch $pecifikovanych siradnicami x a y, kde popis labels]i]
sa zobrazuje v bodoch (x[i],y[i]), prednastavené hodnoty si 1:length(x);

non

plot(x,y, type="n"); text(x, y, names);
o title(main,sub,xlab,ylab) — dodato¢né pridanie nadpisov a popisov osf;

o legend(x,y,legend) — dodato¢né pridanie legendy, $pecificky umiestnenej v siradniciach x ay, kde st
prednastavené nasledovné polohy "bottomright”, "bottom”, "bottomleft”, "left”, "topleft”, "top”,
"topright”, "right” a "center’’ argumenty funkcie

— fill="retazec” — farba vyplne (ne)ordamovanej legendy,
— col="retazec” — farba nakreslenych bodov alebo ¢iar,
— lty=k — typ diar, k =1,2,...,20,

— lwd=k — sirka ¢iar, k € N, prednastavend hodnota je 1 (plnd ¢iara),
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— pch=k — typ bodov, k = 1,2, ..., 20, prednastavend hodnota je 1 (prdzdny krizok);

o locator(n,type) — uréenie polohy konkrétneho bodu v grafe (napr. odl'ahlé pozorovanie) pomocou
jedného bodového kliknutia mySou v jeho blizkosti, pri¢om funkcia bod nielen oznaéi, ale aj
vypocita jeho sdiradnice text(locator(1),” retazec”); pouzitie v legende
legend(locator(1),...);

o identify(x,y,labels) identifikdcia bodov, ak pozndme ich siradnice.

RieSenie v @ (pozri obrazok 3.2)

211 | windows(14,2.5)

212 | par(mar=c(3,0.1,0.1,0.1))

213 | plot(1:20,rep(0:1,10) ,type="n",sub="",xlab="",ylab="",bty="n", axes=FALSE)
214 | points(1:20,rep(0.5,20) ,pch=1:20,cex=4)

215 axis(1l,at=1:20,labels=1:20,cex.axis=1.5)

216 | box()

217 | windows(14,2.5)

218 | par(mar=c(3,0.1,0.1,0.1))

219 plot (1:20,rep(0:1,10) ,type="n" ,sub="",xlab="",ylab="",bty="n", axes=FALSE)
220 points (1:8,rep(0.5,8),pch=16,col=1:8,cex=4)

221 | siva <— paste("gray” , rev(seq(25,80,by=5)), sep="")

222 | points(9:20,rep(0.5,12) ,pch=16,col=siva , cex=4)

223 | axis(1,at=1:20,labels=c(1:8,siva), cex.axis=1.5)

224 | box ()

T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 gray80 gray70 gray60 gray50 gray40 gray30

OAF+XOUYR KPS BEBIANENROAS O

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Obr. 3.2: Zakladné typy bodov (dolny riadok) a farieb (horny riadok)

Riesenie v @ (pozri obrazok 3.3)

225 | windows(12,4)

226 | par(mfcol=c(1,3))

227 plot(1,1,type="n" xlab="" ylab="",
228 | abline (v=—2:2,Ity =1:5)

229 plot(1,1,type="n" xlab="" ylab="",
230 | abline(h=—2:2,1ty =1:5)

231 plot (1,1, type="n" xlab="" ylab="",
232 | abline (a=—2,b=tan(pi/4),Ity=1)

233 | abline (a=—1,b=tan(pi/4), lty=2)
234 | abline (a=0,b=tan(pi/4),Ity=3)

235 | abline (a=1,b=tan(pi/4),Ity=4)

236 | abline (a=2,b=tan(pi/4),Ity=5)

", axes=FALSE, xlim=c(—3,3) ,ylim=c(—3,3))

", axes=FALSE, xlim=c(—3,3) ,ylim=c(—3,3))

", axes=FALSE, xlim=c(—3,3) ,ylim=c(—3,3))
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Obr. 3.3: Zékladné typy &iar — zvislo, vodorovne a v uhle 45° (zlava doprava)

RieSenie v @ (rieSenie (a) pozri na obrdzku 3.4)

237 | irisDATA <— as.matrix(iris[,1:4]) # zmena datoveho ramca na maticu

238 | dimnames (irisDATA) [[2]]

239 |# [1] "Sepal.Length” "Sepal.Width"”

240 |# [3] "Petal.Length” "Petal.Width"”

241 | irisLABELS <— iris|[,5]

242 | levels (irisLABELS) # "setosa” "versicolor" "virginica”

243 | plot (irisDATA[," Sepal.Length”],irisDATA[," Sepal.Width"]) # rozptylovy graf

244 | x.rozs <— range(irisDATA[," Sepal.Length”]) # rozsah

245 |y.rozs <— range(irisDATA[,” Sepal.Width"]) # rozsah

246 |# typy bodov podla skupin

247 | windows (5,5)

248 | par(mar=c(5,5,1,1))

249 plot (irisDATA[,” Sepal.Length”],irisDATA[,” Sepal.Width" ], type="n" ,xlab="",ylab="" ,asp=1)

250 | points (irisDATA[irisLABELS=—"setosa” ,” Sepal.Length"],irisDATA[irisLABELS=—"setosa” ,” Sepal.Width"], pch=16)
251 points (irisDATA[irisLABELS="versicolor” ,”Sepal.Length”],irisDATA[irisLABELS="versicolor” ,” Sepal.Width"],
252 pch=1)

253 | points (irisDATA[irisLABELS="virginica”,”Sepal.Length”],irisDATA[irisLABELS="virginica”,”Sepal.Width"], pch=4)
254 legend (" topright” ,c("setosa’ versicolor” " virginica”), text.font=3,pch=c(16,1,4),cex=1.2)

255 | title (xlab="dlzka.(cm)",ylab="sirka.(cm)” ,sub="kalisne.listky” cex.lab=1.5,cex.sub=1.5)

o
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- . X virginica
e
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=
g g4 xx
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w |

T T T T T T T T
45 50 55 60 65 70 75 80

dizka (¢m)
kalisne listky

Obr. 3.4: Rozptylovy graf pre dlzku a sirku kalisnych listkov

3.6.4 Kruhovy diagram

Kruhovy (vysekovy, kolaovy) diagram — zachytdva Struktiru dat takym sposobom, ze celd plo-
cha kruhu predstavuje cely stbor a kruhové vyseky jej jednotlivé ¢asti, pricom polomery zvierajice
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uhol 3.6° vymedzuji plochu odpovedajicu 1 % celého obsahu. Kruhovy diagram nakreslime pomocou
funkcie pie(x).
Argumenty funkcie pie(x):

e x vektor relativnych hodnét (pravdepodobnosti), ktoré v sicte ddvaju 1, teda i-ta polozka bude
x[i]/sum(x) kruhu (ale aj pocetnost{); graf za¢ina horizontdlnou ¢iarou doprava a pokracuje proti
smeru hodinovych ruciciek;

e names vektor mien prislichajicich jednotlivym polozkam grafu;

e col vektor farieb, ktorymi su jednotlivé polozky vyfarbené;

e labels="retazec” — pomenovania kruhovych vysekov.

Riesenie v @ (pozri obrazok 3.5)

256 | windows (4 ,4)

257 | par(mar=c(0,0,0,0))

258 | pie(oci.pravl[1l,]) # nezobrazene

259 | pie(oci.pravl[l,], col=gray(seq(0.4,1.0,length=3)))

hnede rysave

Obr. 3.5: Kruhovy diagram (ddta oci vs. vlasy)

RieSenie v @ (pozri obrazok 3.6)

260 | windows (4 ,4)

261 | par(mar=c(0,0,0,0))

262 | pie(rep(1,24),col=gray(seq(0.4,1.0,length=24)), radius=0.9)
263 | pie(rep(1,24),col=rainbow (24) ,radius=0.9) # nezobrazene

264 pie(rep(1,24),col=heat.colors(24),radius=0.9) # nezobrazene
265 | pie(rep(1,24),col=topo.colors(24),radius=0.9) # nezobrazene
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Obr. 3.6: Kruhovy diagram (odtiene sivej)

3.6.5 Histogram

Histogram — predstavuje stfpcovy diagram s k stipcami7 ktorych zdkladna sa rovnd Sirke intervalu
I; = (x4, 211) a vyska i-teho stfpca jeho pocetnosti (i = 1,2,...,k). Zobrazuje pocetnosti pozorovani
v jednotlivych intervaloch v absolitnej skdle (na osi y su zobrazené pocetnosti) a v relativnej skdle (ob-
sah histogramu je rovny jednej). Histogram mozno opfsat pomocou frekvenénej tabulky, ktora obsahuje
pocetnosti a relativne pocetnosti. Mnozstvo intervalov voli prislusny Statisticky softvér alebo aj sdm
uzivatel. Potrebnych je aspon 12 triednych intervalov (ich pocet nesmie klesniit pod 6). Sirka jedného
je minimédlne Aypin = 0.08(Tmax — Tmin)- Musi obsahovat minimalne 5 merani. Pocet tried histogramu je
rovny k = logyn+1 = 2+3.3log,, n (Sturgesova formula; Becker a kol. (1988)), intervaly si defino-
vané ako (xg,z1), (z1,22) ..., (Tn-1,2n)- Sirka intervalov je teda h = dobs/ (logo n + 1) pre realizdcie
z normdlneho rozdelenia. Teraz uz vlastne nepracujeme s realizdciami x;, ale so stredmi intervalov
¥ = (x; + x;41) /2. Poéty hodnét n,, ktoré sa v intervale I; nachddzaju, sa nazyvaju triedne pocetnosti.
Pokial realizdcie nemaji normalne rozdelenie, treba pouZit robustné algoritmy. TaktieZ odl'ahlé po-
zorovania mozu dramaticky nafiknut rozpétie, ¢o moze sposobit ndrast Sirky intervalov. Preto sa
vyuzivaju dva algoritmy ako kompromis medzi vychylkou (bias) a rozptylom realizdcii pochddzajicich
z normélneho rozdelenia. Potom sirky triednych intervalov budi hi = 3.496n~'/3, & = s (Scottova
formula; Becker a kol. (1988)), ho = 2dgn~1/3 (robustnejsia, Freedman-Diaconisova formula,
ktoré je nezavisla od odlahlych pozorovani a vyberd mensie intervaly ako Scottova formula; Venables

a Ripley (2002)). Pre symetrické rozdelenia plati hg = |2y/n] alebo hy = {2.46 x (n — 1)0'4J. Pokial sa

neocakava prilis zoSikmené rozdelenie, je Sirka triednych intervalov h konstantna. V pripade kompliko-
vanejsich tvarov vyberovych rozdeleni treba zvicsit poéet triednych intervalov alebo pouzit Specidlne
postupy na hladanie nekonstantne dlhych triednych intervalov (Meloun a Militky, 2004). Histogram
nakreslime pomocou funkcie hist(x).

Argumenty funkcie hist(x):

e prob=FALSE (prednastavend hodnota) — v absolutnej Skdle, kde na osi y si pocetnosti;
e prob=TRUE — v relativnej §kale — suma obsahov stfpcov (obdfidnikov) je rovnd jednej;

e breaks="Sturges" (Sturgesova formula, prednastavend hodnota), d’alsie moznosti st "Scott”
(Scottova formula) a "FD" alebo " Freedman-Diaconis” (Freedman-Diaconisova formula);

e nclass=k, k € N — pocet triednych intervalov;

e plot=FALSE — ak chceme vypisat ¢iselné detaily, ale nechceme obrazok.
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Riesenie v @ (pozri obrazok 3.7)

266 | DATA <— read.table (" one—sample—mean—skull —mf. txt" , header=TRUE)

267 | attach (DATA)

268 | x <— na.omit(skull.L[sex="m"]) # odstranenie chybajuceho pozorovania NA
269 | priemer <— mean(x)

270 | SD <— sd(x)

271 |# 100 kvantilov od minima po maximum x a hodnoty hustoty v nich

272 | kvant <— seq(min(x) ,max(x),length=100)

273 |# doplnenie hustoty normalneho rozdelenia

274 hust <— dnorm(kvant ,mean = priemer, sd=SD)

275 | hist(x,ylim=c(0,range(hust)[2]), prob=TRUE, main="" xlab="x",ylab="hustota”)
276 | lines (kvant, hust, col="red"” , lwd=2)

277 |# alternativne cez MC simulaciu

278 | x.seq <— rnorm (100000, mean=mean (x) ,sd=sd(x))

279 | lines(density(x.seq),lwd=2)

280 |# koberec

281 | rug(x)

hustota

160 170 180 190 200

najvacsia dizka mozgovne (mm)

Obr. 3.7: Histogram so superponovanou krivkou hustoty normélneho rozdelenia (plné ¢iara) a hustoty vypocitanej z dét
(empirickd hustota; ¢iarkovand ¢iara); pod histogramom je tzv. ,koberec*

Riesenie v @ (pozri obrizok 3.8; obe krivky hustoty sa prekryvaji)

282 | DATA <— read.table ("two—samples—means—birth.txt"  header=TRUE)

283 | names(DATA)

284 |# [1] "o.sib.N" "birth W’

285 attach (DATA) # zmena typu objektu na faktor

286 |o.sib.N.faktor <— as.factor(o.sib.N) # hladiny faktora

287 |# oznacenie hladin a ich zmena

288 | levels(o.sib.N.faktor)

289 |o.sib.N.faktorl <— factor(o.sib.N.faktor 6 labels=c("ziadny" ,k"jeden"))

290 | rozsah <— range(birth .W)

291 | library (Hmisc) # nacitanie kniznice

292 | windows(5,5)

293 | par(mar=c(4.5,4.5,1,1))

294 | xx <— histbackback(split(birth.W,o.sib.N.faktorl), probability=TRUE, xlab=""",ylab="", axes=FALSE)
295 title (ylab="porodna_hmotnost_.(g)" ,cex.lab=1.5)

296 axis(1,cex.axis=0.9)

297 | axis(2,at=seq(0,8,length=5),labels=seq(rozsah[1],rozsah[2], length=5),cex.axis=0.9,las=1)
298 mtext (" ziadny” ,side=1,line=2,at=mean(xx$left), font=1cex=1.5)

299 mtext (" jeden” ,side=1,line=2,at=mean(xx$right), font=1,cex=1.5)
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Obr. 3.8: Dva histogramy s prilozenymi bazami (zdkladiami)

Riesenie v @ (pozri obrizok 3.9)

300 | DATA <— read.table (" one—sample—mean—skull —mf. txt" , header=TRUE)

301 | attach (DATA)

302 | library (sm)

303 | x <— na.omit(skull.L[sex="m"])

304 | yy <— sm.density (x, model="Normal")

305 | windows(5,5)

306 | par(mar=c(4.5,4.5,1,1))

307 |sm.density (x,model="Normal” ,ylim=c(0,0.0655) ,xlab="",ylab="")

308 | lines(yy$eval.points , yy$estimate ,lwd=2)

309 | title(xlab="najvacsia.dlzka_.mozgovne.(mm)"  ylab="hustota” ,cex.lab=1.5)
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Obr. 3.9: Hustota so superponovanou hustotou normélneho rozdelenia v podobe 95% pésu spol’ahlivosti
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3.6.6 Empiricka distribu¢éna funkcia

Histogram kumulativnych pocetnosti (si¢tovy histogram) — namiesto pocetnosti n; budeme
nad jednotlivymi intervalmi I; zakreslovat obdiZniky s vyskou rovnajucou sa prislusnym kumulativoym
pocetnostiam N; = 23:1 n;. Kumulativne relativne pocetnosti definujeme ako N;/n, comu zodpovedd
empiricka distribuéna funkcia, definovand pre zvolené &islo x ako relativna pocetnost v intervale
(—o0, ), teda ako N;-tina hodnét x; mensich alebo rovnych ako z, t.j. (Wasserman, 2006)

~ <
F, (z) = #LZ =7 Z[ z; < x)/n,

kde I(-) je indika¢nd funkcia. Obrazok empirickej distribuénej funkcie nakreslime pomocou funkcie
plot(ecdf(x),verticals = TRUE,do.points=FALSE).
Argumenty funkcie plot(ecdf(x)):

e verticals=FALSE je prednastavena hodnota; ak verticals=TRUE, je nakreslena schodovitd funkcia;

e do.points=TRUE je prednastavend hodnota; vkresli do obrdzka aj body, v ktorych je funkcia
pocitana,;

e col.01line="gray70" (prednastavend hodnota) — farba horizontélnych priamok v bodoch 0 a 1.

Priklad 135 (distribuéna funkcia a hustota normaélneho rozdelenia) Nakreslite — empiricki

distribuénd funkciu najvicsej dizky lebky (v mm) skull.L w muZov (ddta one-sample-mean-skull-mf.txt)
a superponujte ju s krivkou distribucnej funkcie normdlneho rozdelenia cervenou farbou.

Riesenie v @ (pozri obrdzok 3.10)

310 | DATA <— read.table (" one—sample—mean—skull —mf. txt"” ,header=TRUE)
311 | attach (DATA)

312 | x <— na.omit(skull . L[sex="m"])

313 | priemer <— mean(x)

314 |SD <— sd(x)

315 | ROZP <— range(x)

316 |# zoradenych 200 hodnot (ekvidistantne) medzi min a max x

317 | x1 <— seq(ROZP[1] ,ROZP[2], length=200)

318 |# teoreticka CDF (normalne rozdelenie)

319 |y <— dnorm(x1,mean=priemer ,sd=SD)

320 |y <— cumsum(y)/sum(y)

321 |# zobrazenie krivky distribucnej funkcie

322 |# teoretickeho normalneho rozdelenia

323 | windows(5,5)

324 | par(mar=c(5,5,1,1))

325 | plot(ecdf(x),verticals=TRUE, do.points=FALSE, xlab="najvacsia.dlzka.mozgovne.(mm)",
326 ylab="empiricka.distribucna.funkcia” ,main="" ,cex.lab:1.5)
327 | lines(x1,y,col="red”  lwd=3)

3.6.7 Krabicovy diagram

Krabicovy diagram — prcdstavujc graﬁckc zndzornenie pitféiselného sthrnu, t.j. zobrazuje v poradi
zdola nahor hodnoty 1mm, T0.255 £0.50, £0.75 Tinax- Umoznuje tiez doplnenie hodnoty aritmetického prie-
meru a tak zvyraznit pripadné odchylky od normality, identifikovat symetriu rozdelenia medzi kvar-
tilmi, symetriu rozdelenia v koncoch rozdelenia, ¢ odhalit odlahlé pozorovania. Ak Z. 50 = = T ide
0 symetrlcke rozdelenie, ak Ty 50 < T, ide o pravostranne zoSikmené rozdelenie, ak 7o 50 > T,
ide o lavostranne z051kmene rozdelenie. Casto sa pouZiva na grafické porovnanie dvoch a viacerych
skupin. Sirka krabiciek je proporéna k odmocnine z rozsahu vyberového siitboru v/n. Ak hovorime o kra-
bicovych diagramoch so zarezom, ide o zdrez charakterizujici 95% empirickyj interval spolahlivosti
(pozri kap. Testovanie hypotéz) medidnu 1, ozn. (d, h), kde

~ dg . dg
d=z—157T—=h= 1.57—=.
T \/ﬁ T+ \/ﬁ
Odhadom rozptylu medidnu je 8~ = d/1.349, kde vo vseobecnosti plati (pre akékolvek rozdelenie

pravdepodobnosti), ze 0'% = W kde f je hustota rozdelenia pravdepodobnosti (Casella a Berger,
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empiricka distribucna funkcia
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Obr. 3.10: Emirickd distribu¢na funkcia (schodovitd krivka) superponovand krivkou distribu¢nej funkcie norméalneho
rozdelenia (hladkd krivka)

2002). Pre normélne rozdelenie bude platit 0’% = 03%, kde X ~ N (ﬁ, 0%), pozri definiciu 30. Obrazok
krabicového diagramu nakreslime pomocou funkcie boxplot(x).
Argumenty funkcie boxplot(x):

e varwidth je argument relativnej Sirky jednotlivych krabiciek; prednastavend hodnota je FALSE
s rovnakou sirkou vsetkych krabiciek; ak ju zmenime na TRUE, sirka krabi¢iek bude proporcionédlna
druhej odmocnine z poctu pozorovani;

e notch=TRUE znamen4 zobrazenie zarezov krabiciek, ktoré odpovedaji 95% intervalom spol’ahli-
vosti pre medidn (prednastavend hodnota je FALSE);

e col ur¢uje farbu vnutri krabiciek;
e border urcuje farbu hranic krabiciek;

e names je vektor pomenovani pre jednotlivé zobrazované skupiny, ak ho vynechdme, pouziju sa
nazvy z atribitu names z datového ramca;

e pch typ bodu na zobrazenie odl'ahlych pozorovani; prednastavend hodnota je 1;
e horizontal=FALSE je prednastavend hodnota;

o plot=FALSE — ak chceme iba vypisat ¢iselné charakteristiky (prednastavend hodnota je TRUE).

Najcastejsie pouzivanou kombindciou argumentov je boxplot(x,varwidth=TRUE,notch=TRUE,outpch=16).
Hodnoty aritmetického priemeru sa do krabicovych diagramov dokresl'ujii pomocou prikazu points(priemer,
pch=16, col="red").

RieSenie v @ (pozri obrdzok 3.11)

328 | DATA <— read.table ("two—samples—correlations —trunk.txt” , header=TRUE)

329 | names(DATA) # [1] "sex” "lowex.L" "tru.L"

330 | attach (DATA)

331 | windows (5,5)

332 | par(fig=c(0,0.9,0,0.9))

333 | plot(lowex.L, tru.L, xlab="dlzka.dolnej_koncatiny.(mm)” ylab="dlzka_trupu.(mm)")
334 par(fig=c(0,0.9,0.55,1) ,new=TRUE)

335 boxplot (lowex.L, horizontal=TRUE, axes=FALSE)
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336 | par(fig=c(0.65,1,0,0.9) new=TRUE)
337 | boxplot(tru.L, axes=FALSE)

338
339 |H<— hist(tru.L, plot=FALSE)

340 kl <— 0

341 k2 <— 5

342 par(fig=c(0,0.9,0,0.9))

343 | plot(lowex.L,tru.L,xlab="dlzka_.dolnej_.koncatiny_(mm)",ylab="dlzka.trupu.(mm)")

344 | par(fig=c(0,0.9,0.55,1), new=TRUE)

345 plot (NULL, type="n",ylim=c (0 ,max(H$counts)+kl) ,xlim=c(range (H$breaks)), xlab="",ylab="" main="",bty="n",
346 axes=FALSE)

347 | rect(H$breaks[1:(length(H$breaks)—1)]+k1,0+kl H$breaks[2:length(H$breaks)]+kl ,H$counts+kl)

348 | par(fig=c(0.65,1,0,0.9) ,new=TRUE)

349 | plot (NULL, type="n",xlim=c(0,max(H$counts)+k2),ylim=c(range(H$breaks)) 6 xlab="",ylab="",main="" bty="n",
350 axes=FALSE)

351 | rect(0+k2,H$breaks[1:(length(H$breaks)—1)]+k2 ,H$counts+k2, H$breaks[2:length(HSbreaks)]+k2)
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Obr. 3.11: Bodovy graf s margindlnymi krabicovymi diagramami (vlavo) a s histogramami (vpravo)

3.6.8 Kvantilovy diagram

Kvantilovy diagram (g¢-diagram) — zobrazuje body so siradnicami [<I)*1 (i/ (n+1)) ,az(i)}, kde
&~ (p) je kvantilova funkcia normovaného normélneho rozdelenia definovana nasledovne

Pr(Z<o ' (p) =p.

Sikmost b, > 0 sa prejavi v podobe konvexného usporiadania hodndt, by < 0 sa prejavi v po-
dobe konkévneho usporiadania hodnét. Taktiez zviditelfiuje dizku »chvostov® (lavého a pravého
konca krivky) rozdelenia, pricom esovitym usporiadanim bodov sa prejavuju kratke ,,chvosty “ a in-
verzne esovitym usporiadanim bodov dlhé ,chvosty“. Zretelnd je tiez pripadnd bimodalita roz-
delenia. Statisticky mozno testovat normalitu rozdelenia pomocou simulécii z N (0,1) a vytvorenim

95% Atkinsonovej obalky spolahlivosti. Pre normélne rozdelenie bude platit a%p = Ufﬁ, kde

X, ~N (ﬁp, O’%p), pozri definiciu 29.

Kvantilovy diagram vytvorfme pomocou funkcie qgnorm(x) a qqline(x). Druhd funkcia dokresli do grafu
priamku prechadzajicu bodmi charakterizujicimi prvy a treti kvartil teoretickych a empirickych kvan-
tilov.

Priklad 137 (Atkinsonova obédlka qg-diagramu) Nakreslite 95% Atkinsonovu obdlku spolahlivosti
(Atkinson, 1981; Flack a Flores, 1989). Aplikujte na ddta vysky 10-roénych dievéat.

Riesenie v @ (pozri obrdzok 3.12)

353 library (car)
354 qqPlot(x, distribution="norm” ,xlab="kvantily .N(0,1)"” ,ylab="kvantily .dat.”,
355 main="",envelope=.95,col.lines="red" ,Iwd=2,pch=16,cex=1, grid=FALSE)
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Obr. 3.12: gg-diagram normovanej spojitej premennej vyska 10-roénych dievéat (mm) so superponovanou obdlkou
normalneho rozdelenia

3.7 Priklady zo statistickej grafiky

RieSenie v @ (pozri obrazok 3.13)

356 | " grafy.jeden.vyber” <— function(x,namel="vyska.(mm)" name2="10—rocne.dievcata”){
357 | require(car)

358 | par(mfcol=c(2,2) ,mar=c(5,5,3,1)) # nastavenie typu okna a jeho okrajov

359 | priemer <— mean(x)

360 |SD <— sd(x)

361 | kvant <— seq(min(x) ,max(x),length=100)

362 | hust <— dnorm(kvant, priemer ,SD)

363 | ROZP <— range(x)

364 |yl <— seq(ROZP[1] ,ROZP[2],length=200)

365 |y <— dnorm(yl,mean=mean(yl),hsd=sd(yl))

366 |y <— cumsum(y)/sum(y)

367 |# histogram a teoreticka hustota

368 hist (x, prob=TRUE, main="", xlab=namel, ylab="hustota” , col="gray" ,cex.lab=1.5)

369 lines (kvant , hust, col="red"” ,lwd=4)

370 |# krabicovy diagram

371 boxplot (x, varwidth=TRUE, notch=TRUE, outpch=16,xlab=name2, ylab=namel, col="gray" ,cex.lab=1.5)
372 | points(priemer ,pch=16,cex=1.2)

373 |# empiricka a teoreticka CDF

374 | plot(ecdf(x),verticals=TRUE, do.points=FALSE,lwd=2,main="",xlab=namel, ylab="kumulativna.distribucna.funkcia”,
cex.lab=1.5)
375 | lines(yl,y,col="red"” , lwd=4)

376 |# kvantilovy diagram

377 qqPlot(x, distribution="norm” ,main=
FALSE)

378 title (sub=namel, xlab="teoreticke_kvantily” ylab="empiricke_kvantily” cex.lab=1.5,cex.sub=1.5)
379 |}

380 |# graf

381 | windows(7,7)

382 | par(mar=c(5,5,1,1))
383 | grafy.jeden.vyber(x)

,xlab=

,ylab="",envelope=.95, col.lines="red” ,Iwd=2,pch=16,cex=1, grid=
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Obr. 3.13: Zdkladn4 Stvorica grafov pre spojitti premennd vyska 10-roénych dievéat (mm) — hustota (vlavo hore), kumu-

latfvna distribuéna funkcia (vpravo hore), krabicovy diagram (vl'avo dole), kvantilovy diagram s Atkinsonovou
obélkou (vpravo dole)

Riesenie v @ (pozri obrdzok 3.14)

384
385
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395
396
397
398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
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416
417
418
419

"grafy.dva.vybery” <— function(x1,x2,namel="ziadny" ,name2="jeden"” ,name3="porodna _.hmotnost.(g)"){
hust.1 <— density(x1)S8y

x1.sekv <— density (x1)8$x

CDF.1 <— cumsum(hust.1) /sum(hust.1)

hust.2 <— density (x2)8y

x2.sekv <— density (x2)8$x

CDF.2 <— cumsum(hust.2) /sum(hust.2)

obe.sekv <— c(x1.sekv,hx2.sekv)

obe.hust <— c(hust.1,hust.2)

obe .CDF <— ¢(CDF.1,CDF.2)

## dve hustoty

par(mfcol=c(1,3) ,mar=c(5,5,1,1))

plot (obe.sekv ,obe.hust,type="n", xlab=name3, ylab="hustota” ,cex.lab=1.5,cex. axis=1.2)

lines (x1.sekv, hust.1,lty=1,lwd=2)

lines (x2.sekv, hust.2, Ity =2,lwd=2)

legend (" topright” ,c(namel,name2),Ity=c(1,2),Ilwd=2,cex=1.2)

## dve CDF

plot (obe.sekv ,obe.CDF, type="n" , xlab=name3, ylab="kumulativna.distribucna.funkcia” ,cex.lab=1.5,cex. axis=1.2)
lines (x1.sekv ,CDF.1, Ity =1,lwd=2)

lines (x2.sekv ,CDF.1, Ity =2,lwd=2)

legend (" bottomright” ,c(namel,name2),lty=c(1,2),lwd=2,cex=1.2)

x <— c(x1,x2)

kod <— factor(c(rep(namel,length(x1)), rep(name2,length(x2))),labels=c(namel, name2), levels=c(namel, name2))
## dva krabicove diagramy

boxplot (x~kod, ylab=name3, varwidth=TRUE, notch=TRUE, pch=16,cex=1.2,cex.lab=1.5,cex. axis=1.5)

priem <— tapply (x, kod,mean)

points (priem , pch=16,cex=1.2)

# grafy

DATA <— read . table("two—samples—means—birth .txt"” , header=TRUE)

names (DATA) # [1] "o.sib.N" "birth W’

attach (DATA)

o.sib.N.faktor <— as.factor(o.sib.N) # zamena typu objektu na faktor
levels (o.sib.N.faktor) # kontrola hladin faktora

windows (12,4)

grafy .dva.vybery(birth W[o.sib.N.faktor==0],birth W[o.sib.N.faktor==1])
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Obr. 3.14: Zakladna trojica grafov pre porodnd hmotnost birth.W (déta two-samples-means-birth.txt) — hustoty (vlavo),
kumulativne distribuéné funkcie (uprostred), krabicové diagramy (vpravo)
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4 Testovanie hypotéz

Aby sme mohli z d4t vyvodit nejaké interpretovatelné zévery, musime najprv ciele (ticely, biologicky
formulované hypotézy) vyskumu preformulovat do matematicko-statistickej podoby. Tak4to formuldcia
je dolezita pri vybere spravneho modelu na data. V pripade parametrického modelu méme jeho pa-
rametre 6, kde hypotézy su o tychto parametroch. Jednou hypotézou je tzv. nulovd hypotéza, co je
tvrdenie o 6, ktoré testujeme prostrednictvom nejakého Statistického testu. DalSou je alternativna
hypotéza, ktora je doplnkom nulovej hypotézy v priestore, z ktorého pochadza 6. Na zdklade vysledku
testu vyvodime zaver o 6. Proces testovania hypotéz nazyvame aj Statisticka inferencia, ktorej
zékladom je Statisticka tedria testovania hypotéz.

Definicia 32 (Statisticky test) Ak parametricky priestor ©, do ktorého patri parameter 6 modelu
F, rozdelime na dve podmnoZiny ©g a ©1, kde © = Oy U ©1, potom Statisticky test T = T (X)
predstavuje funkciuv X z vijberového priestoru Y do priestoru ©g U ©. Statisticky test je teda pra-
vidlo vyberu jednej z dvoch mozZnosti, nulovej a alternativnej, na zdklade ddt. Nulovd hypotézu
definujeme ako Hy : 6 € ©¢ a alternativnu hypotézu ako Hy : 0 € ©1. Pruky mnoziny Y, pre
ktoré nezamietame Hy, predstavujii tzv. oblast (obor) nezamietania nulovej hypotézy. Tieto
proky oznacéujeme Yo = Ar = A. V tomto pripade Hy nezamietame. Proky mnoZiny Y, pre ktoré
zamietame Hy, predstavuji tzv. oblast (obor) zamietania nulovej hypotézy alebo kritickid ob-
last. Tieto prvky oznacujeme Y1 = Wr = W. V tomto pripade Hy zamietame. Rozdelenie priestoru
© na obor zamietania Wr a nezamietania Ar prebieha na zdklade testovacej Statistiky T(X).

Stretdvame sa s nasledovnymi $tyrmi moznostami:

A) ak plati Hy, tak nase rozhodutie je nezamietnut Hy (sprdvne);

B) ak plati Hy, tak nase rozhodutie je zamietnut Hy (nesprdvne);

C) ak neplati Hy, tak nase rozhodutie je nezamietnut Hy (nesprdvne);
D) ak neplati Hy, tak nase rozhodutie je zamietnut Hy (spravne).

V pripade B, C je nase rozhodnutie nespravne, v pripade A, D sprdvne. V pripade B sa dopustame
chyby prvého druhu (CHPD), kde Pr(CHPD) < « a « sa nazyva hladina vyznamnosti. Doplnok
ku a je pravdepodobnost 1 — a a nazyva sa koeficient spolahlivosti (pripad A). V pripade C
sa doptstame chyby druhého druhu (CHDD), kde Pr(CHDD) = j. Doplnok ku Pr(CHDD) je
pravdepodobnost 1 — 3 a nazjva sa sila testu (pri nejakej alternative; pripad D). Sila testu zavisf
na zvolenej testovacej metdde a hlavne na tom, aké je skutocné rozdelenie nahodnej premennej X, aky
je typ pouzitej testovacej Statistiky alebo aké si skutoéné hodnoty parametrov 6.
Teda

rozhodnutie/skutoénost Hy plati Hj neplati
Hy nezamietnuf spravne rozhodnutie chyba II. druhu
H, zamietnuf chyba I. druhu spravne rozhodnutie

Vyssie uvedené pravdepodobnosti moZeme zosumarizovat nasledovne:
A) 1 — a < Pr(nezamietni Hy|Hy plat{) = Pr(nezamietni Hy|H; neplati);
B) a > Pr(CHPD) = Pr(zamietni Hy|H, plati) = Pr(zamietni Hy|H; neplati);
C) § =Pr(CHDD) = Pr(nezamietni Hy|Hy neplati) = Pr(nezamietni Hy|H; plati);

D) 1 — 8 = Pr(zamietni Hy|Hy neplati) = Pr(zamietni Ho|H; plati).
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V pripade (A) a (B) hovorime o teste na hladine vyznamnosti « (a-level test). Ak v (A) a (B)
nahradfme znamienko nerovnosti rovnostou, hovorime o teste irovne a (size a test). Test 7 (x) cha-
rakterizujeme jeho silofunkciou 5*(6) = 1—3 () = Pr(f € © : 7 (x) = ©1). T4to je zavisld na 0 a nie-
kolkych inych argumentoch (vzdy st §pecifikované pri konkrétnych testoch) ako aj na type alternativnej
hypotézy. Hladinu vyznamnosti o je mozné definovat tiez pomocou 3*(8), kde a = supgcg, 5*(6),

Hladina vyznamnosti « je dand (ur¢end Statistikom, experimentatorom) vopred, testovacia statistika
T(x) sa vypocita na zdklade realizacii (odpovedi) z ndhodnej premennej X, kritickd hodnota (alebo
kvantil) sa najde v statistickych tabulkdch alebo ju vypoéitame pomocou @.

V praxi teda volba W zavisi na poziadavke, aby pravdepodobnost chyby I. druhu bola mensia alebo
rovnd zvolenému kladnému éislu «, kde a € (0,1/2), najcastejsie @ = 0.05, 0.01 alebo 0.001. Stcasne
volime W tak, aby pravdepodobnost chyby I. druhu bola ¢o najmensia. Optiméalne by sme chceli mat
B*(0) (pri nejakej hodnote ) tak velké &islo (bliziace sa jednotke) ako je mozné, ked’ § € ©; a také
malé ¢&islo, ked' 6 € ©. Tieto dve poziadavky st v konflikte, t.j.

e zvii¢Sovanie oboru nezamietania Hy zmensuje pravdepodobnost chyby I. druhu, ale zviésuje prav-
depodobnost chyby II. druhu;

e zmenSovanie oboru nezamietania H, zviésuje pravdepodobnost chyby I. druhu, ale zmensuje
pravdepodobnost chyby II. druhu.
Extrémnymi pripadmi st dve situdcie, kde 7p(x) = O a 71 (x) = ©1, t.j. kazdy z tychto dvoch testov
je najlepsi mozny, ked’ 0 patri uréitej podmnozine O, ale najhorsi mozny v opa¢nom pripade.

Klasickym pristupom k tejto dileme je Neyman-Pearsonov pristup, kde dopredu fixujeme o
a vyberieme taky test, ktory mé pri danej alternative najvacsiu silu 1 —( pre 0 € ©1 medzi vsetkymi
moznymi na teoreticky stanovenej (danej, nominélnej) hladine vyznamnosti a. Testy spominané v
kapitoldch 5 az 8 si najsilnejsimi testami pri danych alternativach za urcitych predpokladov (blizsie
pozri kap. 5 az 8). V redlnych situdcidch (alebo ¢asto aj za porusenie predpokladov testov) sa
nomindlna hladina vyznamnosti 1i§i od aktudlnej (skuto¢nej) hladiny vyznamnosti (pozri definiciu
42).

Definicia 33 (kvantil) Nech Fx je distribuénd funkcia ndhodnej premennej X a a € (0,1), kde
Fx (21-4) = 1 — a. Potom ¢islo 1o = 2(1 — a) = Fy' (1 — ) sa nazjva a-kvantil prislusného
rozdelenia. Pre vybrané rozdelenia plati

e Pr(X <uj_o) =1—a, kde x1_q = u1—oq pre X ~ N(0,1) (normdlne rozdelenie s pa-

rametrami 4 = 0 a 02 = 1; hovori sa mu aj mormdlne normované rozdelenie alebo

Standardizované normdlne rozdelenie);
o Pr (X < xgr(1— a)) =1—a, kde v1_o = x3(1 —a) pre X ~ x3; (chi-kvadrdt rozdelenie
s df stupriami volnosti);

e Pr(X <ty(l—a)=1-q, kde x1_o = tgr(1 — ) pre X ~ ty (Studentovo t-rozdelenie
s df stupriami volnosti);

e Pr(X < Fyap,(1— ) =1—c, kde v1_a = Fyp, ar,(1 — ) pre X ~ Fyp, 4, (Fisherovo
F-rozdelenie s df; a dfy stupriami volnosti).

Hustoty vyssie spomenutych rozdeleni pozri na obrazku 4.1. Tiez plati

e Pr (:L'Q/2 <X< $1—a/2) = Fyx (:L'l_a/Q) — Fx ($a/2) =1-a,kde a € (0,1);

o Pr(X < Q1) =1/4, kde Q; = Fy' (1/4) sa nazyva vyberovy prvy kvartil (dolny kvartil);
o Pr(X < Qo) =1/2, kde Q2 = Fy' (1/2) sa nazyva vyberovy druhy kvartil (medién);

o Pr(X < Q3) =3/4, kde Q3 = F' (3/4) sa nazjva vyberovy treti kvartil (horny kvartil);

e Qg = F;l (k/10) sa nazyva vyberovy k-ty decil, Q, = F)}l (k/100) sa nazyva vyberovy
k-ty percentil.
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Obr. 4.1: Grafické zndzornenie hustét normélneho rozdelenia, t-rozdelenia, x2-rozdelenia a F-rozdelenia pri réznych
stupiioch volnosti

Definicia 34 (kritickd hodnota) Kritickd hodnota prislusného rozdelenia je hodnota x?,, ktord
ndhodnd premennd X prekrocéi s pravdepodobnostou a.. Pre vybrané rozdelenia plati

o Pr(X >u,) =a, kde ¥, = u, pre X ~ N (0,1); u(a) sa ¢asto zapisuje ako uy;
o Pr (X > X?if(a)> =q, kde ), = XZf(a) pre X ~ ng;

o Pr(X >ty (o)) = a, kde x, = tgr (o) pre X ~ tgr;

(
o Pr(X > Fy, ap, (@) = o, kde x, = Fup, ap, () pre X ~ Fug, g, -

7Z vyssie uvedeného je zretelné, ze o x 100% kriticka hodnota je identickd s (1 — ) x 100% kvantilom.
Pri kritickej hodnote pocitame obsah pod krivkou hustoty prislusného rozdelenia nad tymto bodom
a pri kvantile pod tymto bodom.

Stupne volnosti df predstavuji mnozstvo nezavislej informdcie, ktoré potrebujeme na charak-
terizdciu rozdelenia pravdepodobnosti nejakej ndhodnej premennej. Pouzivaju sa aj namiesto n ako
prevencia pred nadhodnotenim odhadu nejakého parametra (napr. rozptylu). Ide najcastejsie o rozsah
nédhodného vyberu n zmenseny o jedna (napr. Studentovo t-rozdelenie, F-rozdelenie), kde jednotka
odpoéitand od n znamend jeden volne viazany parameter (napr. jedna strednd hodnota, jeden rozptyl
a pod.). Pri zlozitejsich modeloch s viacerymi parametrami odpoéivame od n pocet volne viazanych
parametrov (napr. podet strednych hodnét) alebo df moze tiez predstavovat pocet hladin kategoridlnej
premennej zmengeny o pocet volne viazanych parametrov.

Priklad 145 (Standardizované normadlne rozdelenie) Vypocitajte kritické hodnoty u(c) rozdele-
nia N(0,1), kde « = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riesenie v @ (pozri obrdzok 4.2 a 4.3)

420 | qnorm(1—0.1) # 1.281552

421 qnorm(1—0.05) # 1.644854
422 qnorm(1—0.01) # 2.326348
423 gqnorm(1—0.025) # 1.959964
424 qnorm(1—0.005) # 2.575829

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom sa pouziva funkcia pnorm(Q). Na vypocet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia 1-pnorm(Q). Ked'Ze Standardizované normélne
rozdelenie je symetrické okolo nuly, u(a) = u(1l — «).
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Obr. 4.2: Grafické znizornenie vyznamu pravdepodobnosti pod krivkou rozdelenia medzi dvoma kvantilmi (normélne
rozdelenie)

Riesenie v @ (pozri obrézok 4.4)

425 | qt(1—0.1,10) # 1.372184
426 | qt(1—0.05,10) # 1.812461
427 | qt(1—0.01,10) # 2.763769
428 | qt(1—0.025,10) # 2.228139
429 | qt(1—0.005,10) # 3.169273

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom sa pouziva funkcia pt(Q,df). Na vypocet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia 1-pt(Q,df). Kedze Studentovo t-rozdelenie je
symetrické okolo nuly, tqr(a) = tqr(1 — o). Nejaky kvantil t-rozdelenia je priblizne rovny kvantilu
standardizovaného normélneho rozdelenia aZ pre velmi velké stupne volnosti (resp. pravdepodobnosti
nad kritickymi hodnotami sd priblizne rovnaké). Napr. 1-pnorm(1.644854)~1-pt(1.644869,100000)=
0.05. Avsak napr. 1-pt(1.644869,100)= 0.052.

Riesenie v @ (pozri obrazok 4.5)

430 | qchisq(1—0.1,10) # 15.98718

431 | qchisq(1—0.05,10) # 18.30704
432 | qchisq(1—0.01,10) # 23.20925
433 | qchisq(1—0.025,10) # 20.48318
434 | qchisq(1—0.005,10) # 25.18818

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom alebo nad kritickou hodnotou sa pouziva pchisq(Q,df).
Ked'ze x2-rozdelenie nie je symetrické, x?lf(a) # xflf(l —a).

RieSenie v @ (pozri obrdzok 4.6)

435 | qf(1—0.1,20,20) # 1.793843
436 | qf(1—0.05,20,20) # 2.124155
437 | qf(1—0.01,20,20) # 2.937735
438 | qf (1 —0.025,20,20) # 2.464484
439 | qf(1—-0.005,20,20) # 3.317786
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Obr. 4.3: Grafické zndzornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou normadlneho rozdelenia; obsah pod
(prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom sa pouziva funkcia pf(Q,df1,df2). Na vypocet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia 1-pf(Q,dfl,df2). Ked'ze F-rozdelenie nie je symet-
rické, Fup, a, (@) # Fap, ap, (1 — ).

4.1 *Asymptotické vlastnosti odhadov

Statistickd inferencia o 6, sa vykonava na zaklade odhadu 0= §n, kde n v dolnom indexe zdoraziuje
pri akom rozsahu ndhodného vyberu je odhad 6 pocitany (index n sa ¢asto vynechdva). Podobne

statistickd inferencia o g(6.) sa vykondva na zdklade odhadu g¢(6,). Bodovy odhad parametrickej
funkcie g(f) je statistika T,, = T(X1, Xa, .. ., X,,) nadobidajiica hodnoty blizko g(6). Nech T}, = g(f,,)
je nejaky odhad ¢(6), podobne T,, = @n je nejaky odhad 6. Potom mozeme definovat nasledovné typy
konvergenci{ pre T, (¢o plati aj pre g(0) = 0):

1. Konvergencia skoro viade

Pr ( lim T, =g (0)) =1, pre VO€O,

2. Konvergencia v kvadratickom strede

T, "= (0) & By [(Tn — 9(8)°] "= 0, pre voeo,

3. Konvergencia podla pravdepodobnosti (ozn. ,,z“)

lim (Pr (|7, — g ()] > ¢)) =0, pre € > 0, pre V€O,
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Obr. 4.4: Grafické zndzornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou t¢-rozdelenia s df = 10; obsah pod (prvy

riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

. e D,
4. Konvergencia v distribicii (ozn. ,,~)

lim F, (z) = Fx (z)

n—o0

vo vietkych bodoch z, kde F,, (x) je empirickd distribuénd funkcia a Fx (x) je spojita distribuénd
funkcia.

Pozn.: Z konvergencie skoro vsade vyplyva konvergencia v kvadratickom strede, z konvergencie

v kvadratickom strede vyplyva konvergencia podla pravdepodobnosti.

Nech X7, Xo,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia Fi, g(f) je parametrickd funkcia a T,,, T1 a Th
su statistiky, E[T},] je strednd hodnota a Var[T,] rozptyl statistiky 7T,,. Potom
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1. hovorime, Zze Statistika 7}, je nevychyleny odhad parametrickej funkcie g(6), ak E[T,] =
g(0),v6 € O, t.j. odhad T,, nesmie paramatrickt funkciu systematicky nadhodnocovat alebo
podhodnocovat — ak tato podmienka nie je splnend, hovorime o vychylenom odhade;

2. ak T7,T» st dva nevychylené odhady tej istej parametrickej funkcie g(6), potom 77 je lepsi
odhad g(0) ako Ty, ak Var[T1] < Var[T:],V0 € O, t.j. ak existuje odhad s mensim rozptylom,
je potrebné ho v Statistickej inferencii pouzit namiesto odhadu s vi¢sim rozptylom (to moézeme
docielit optimalizdciou dizajnu experimentu vhodnou vol'bou bodov, v ktorych budeme merat);

3. T,, sa nazyva asymptoticky nevychyleny odhad ¢(f), ak plat{ lim,,.. E[T,] = ¢(0), t.j.
s rastiicim rozsahom nadhodného vyberu n, klesd vychylka odhadu (to mézeme docielit optima-
lizdciou dizajnu experimentu vhodnou volbou n);

4. T,, sa nazyva konzistentny odhad g(¢), ak plati lim,_. . Pr(|T,, — g(f)| > €) = 0, t.j.
s rasticim rozsahom nahodného vyberu n klesd pravdepodobnost, Ze odhad sa bude reali-
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Obr. 4.5: Grafické znizornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou x2-rozdelenia s df = 10; obsah pod
(prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

zovat daleko od g(#) (to mozeme docielit optimalizdciou dizajnu experimentu vhodnou vol'bou
n);

5. T,, sa nazyva konzistentny a asymptoticky efektivny (eficientny, vydatny) odhad
g(0), ak plati

(T, — g(9)) R N(0,C(g(0))), kde D znamend ,,v distribicii®, C(g(6)) je Raova-Cramerova

spodnd hranica definovand ako C(g(0)) = — Ea[fggi)f(e\x)] = [gm.(?g)r, kde i(0) je Fishe-
rova miera informécie jedného pozorovania, L(f|x) je funkcia vierohodnosti (tdto vlastnost sa
pouziva pri testovani hypotéz ako predpoklad asymptotického rozdelenia testovacej statistiky
za predpokladu normality rozdelenia X);

6. T, sa nazyva asymptoticky normdlny odhad g(), ak plati % z N(0,1) (tato vlast-
9

nost sa tieZ pouZiva pri testovani hypotéz ako predpoklad asymptotického rozdelenia testovacej
Statistiky za predpokladu normality rozdelenia X).

Z nevychylenosti odhadu vyplyva jeho asymptotickd nevychylenost a z asymptotickej nevychylenosti

vyplyva konzistencia, ak lim,_.. Var[T,] = 0. Implikiciou bodu (6) je T, = N(g(6), ,g«s;'(g;y;), kde

ni(g(0)) = Z(g(9)). Ak g(#) = 0, potom T, 2 N(#8, #09))’ kde ni(f) = Z(0). Ak k > 1, potom je 8

vektor a mozeme pisaf

Vi (902) — 9(8)) % Ny (0,47 (i(6))7'4) ,
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Obr. 4.6: Grafické zndzornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou F-rozdelenia s dfi = 20 a dfs = 20;
obsah pod (prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

kde A = 2:9(6). Ak g(8) = 0, potom
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Vit (8, - 0) 2 N (0,((0) ).

Veta 6 (vlastnosti odhadu) Nech ndhodnd premennd X pochddza z normdlneho rozdelenia s pa-
rametrami p a 02, X ~ N(u,02), kde E[X] = p je strednd hodnota a Var[X] = o2 je rozptyl
ndhodnej premennej X . Potom vyberovy aritmeticky priemer X,, = X je nevychylenym odhadom
w a vygberovy rozptyl S2_, = S? je nevychylenym odhadom o2 (n — 1 v dolnom indeze S2_, zna-
mend pocet stupriov volnosti). Zdroven plati, e X a S? si asymptoticky nevychylené, konzistentné,
asymptoticky efektivne a asymptoticky normdlne. Preto mézeme pisat nasledovné

\/E(Xn - :U‘)

Vn(S2 — 0%) R N(0,20%), kde S2 =

TieZ mézeme pisat

ﬁ(52—1 - ‘72) R

L . , S2 . D
¢o je ekvivalentné (n —1)=25* ~ x%_; an

N (

X%—l -~
n—1

~

\/ﬁ(on - 0)

2
n
2

o

1) a /n(S% —

n —

o?) z

P" N2(072)7

52

2
2 N(0,0?), ¢o je ekvivalentné X, AN (,u7 U—) .
n

n—1-

2
Vno? (M _1)7

n

D A , p
~ x2_,. Potom mézeme pisat nasledovné
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kde ,, = (X0, ST, 0 = (1,027, 0 = (0,007 a T = diag(c?,20*). Na tomto mieste ale treba
zdéraznit, Fe n pouZité pri odhadovani musi byl dostatoéne velké, zvycajne sa wvddza n > 30.
Realizdciou X je T a realizdciou S? je s2.

S2_, je nevychyleny odhad o2, S2 (maximéilne vierohodny odhad o2) je vychyleny odhad o2 a bude
v priemere o2 podceiiovat. Aviak priemernd kvadratickd chyba (MSE) je pre S2 mensia ako pre S2_;.
MSE sa ale neméze pouzivat ako kritérium pre parameter skily (¢o je o2), pretoze MSE penalizuje
odhad rovnako pre podcenenie ako aj precenenie odhadu (pre parameter polohy, ako je u, je MSE
vhodnym kritériom).

Definicia 35 Nech dvojrozmernd ndhodnd premennd (X1, X2)T pochddza z dvojrozmerného
normdineho rozdelenia s parametrami p a 2, (X1, X2)T ~ No(u, X), kde o = (p1,p2)7, = =
(001 ?22>, 012 = 091 = po1o2, E[X1] = p1 je strednd hodnota a Var[X:1] = o? je rozptyl
21 2

ndhodnej premennej X ; E[Xo] = pa je strednd hodnota a Var[Xs] = o2 je rozptyl ndhodnej pre-
mennej Y. Potom aritmetické priemery X; (j = 1,2) si nevychylené odhady p; a vgberové rozptyly
512 st nevychyjlengmi odhadmi 0]2-. Zdroven plati, Ze X; a Sj st asymptoticky nevychijlené, konzis-
tentné, asymptoticky efektivne a asymptoticky normdlne. Dalej plati, Ze vyberovd kovariancia Sia
je nevychylengm odhadom 12, ako aj, Ze je asymptoticky nevychyleny, konzistentny, asymptoticky
efektivny a asymptoticky normdlny odhad. Na tomto mieste ale treba zdoraznit, Ze n pouZité pri
odhadovani musi byt dostatoéne velké, zvyéajne sa uvddza n > 30. Aviak E[Ris] sa rovnd p len pri-
blizne (zhoda nastane aZ pre n > 30). Naviac piseme, Ze Ris je nevychylenym odhadom p. Zdrover
plati, Ze Rio je asymptoticky nevychyleny a konzistentny. Realizdciou Sy je s12 a realizdciou Rio
Jjer.

Veta 7 (koeficient varidcie) Nech ndhodnd premennd X pochddza z normdlneho rozdelenia s pa-
rametrami p a 0%, X ~ N(pu,02%), kde E[X] = p je strednd hodnota a Var[X] = o? je rozptyl
ndhodnej premennej X. Nech g(0) = o/u, kde 8 = (u,02)7T, g(0,) = 2= a A = %g(ﬂ) =

X,
T
(f —:2 , —2”) . Potom

ke 87608 = (<) (5 o) (i) = 5 (54 4)

4.2 Interval spolahlivosti Waldovho typu

Intervalovy odhad parametrickej funkcie ¢g(#) je interval (D, H), ktorého hranice si Statistiky
D(Xy,Xs,...,X,) a H(X1,Xo,...,X,). Tento intervalovy odhad nazyvame 100 x (1 — a) % in-
terval spolahlivosti (IS), kde ¢islo 1 — « je koeficient spolahlivosti. O tomto intervale mozeme
dost spolahlivo prehlésit, Ze obsahuje skutoéni (neznidmu) hodnotu parametra g(@), ¢o tvrdime
s primerangm stupriom dévery (s dostatoéne velkou pravdepodobnostou).

Rozlisujeme nasledovné IS: dvojstranné (DIS), kde pre DIS sii dolnd hranica D a hornd hranica
H vytvorené tak, aby platilo

Pr(D<g(®)<H)=1-—a, preV9 €O

a jednostranné (JIS), kde pre JIS volime konkrétnu hranicu tak, aby mohlo dojst iba k podceneniu
alebo preceneniu nezndmeho parametra, tj. aby platilo

Pr(D. <g(f)=1—-a, pre V0 € ©,
Pr(g(f) < H*)=1—q, pre V0 € O.
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Empiricky IS dostaneme pouzitim kritickych hodnét rozdelenia ¢(6), parametra g(6) a jeho standardnej

=

chyby SE[g(8)]. Postup pri jeho konstrukeii je nasledovny (postup je pre DIS, podobny je aj pre JIS;
pozri napr. Budikovd a kol. (2010)):

1. majme 8tatistiku 7, ktord je nevychylenym bodovym odhadom parametrickej funkcie g(6);

2. vypocitame pivotovi Statistiku (pivot) Ty, ktord je transformaciou Statistiky 7,, je monotén-

nou funkciou ¢(), pozname jej rozdelenie, ktoré je nezévislé na g(#); pomocou zndmeho rozdelenia
pivota Tpiy, ndjdeme kritické hodnoty! to/2 a t1_q /2, potom Pr(t;_q/o < Tpiv < tas2) =1 — o

. nerovnost t1_q 0 < Tpiv < tq /2 transformujeme ekvivalentnymi tipravami na D < g(0) < H;

. Statistiky D a H nahradime ich realizdciami d a h a ziskame tak 100 x (1 — @)% empiricky IS,

o ktorom prehldsime, Ze pokryva g(f) s pravdepodobnostou aspoil 1 — a, t.j. ak mnohonésobne

nezavisle ziskame realizacie z1, 22, . . . , £, ndhodného vyberu Xi, X, ..., X, z nejakého rozdelenia
F, a pomocou tejto realizdcie zostrojime 100 x (1 — )% empirické IS pre g(6), potom podiel
poctu tychto intervalov, ktoré pokryvaju ¢g(f) a poctu vsetkych zostrojenych intervalov (tych, ¢o
pokryvaju a aj tych, ¢o nepokryvaju g(6)) bude priblizne 1 — a.

Priklad 150 (MC experiment pre IS) Nech (a) X ~ N(0,1) a (b) X ~ [pN(0,1)+(1—p)N(0,4)],
kde p = 0.9, t.j. ide o zmes dvoch normdlnych rozdeleni X ~ N(0,1) a X ~ N(0,4) v pomere 9:1.
Vygenerujte M = 100 ndhodngch vijberov s rozsahom n = 500 a vypocitajte Waldove 100(1 — )%
empiricky IS pre pu. Zistite, kolko IS obsahuje strednii hodnotu jn = 0. Toto ¢islo podelené M predstavuje
simulovant hladinu vyznamnosti o.

Riesenie v @ (pozri obrdzok 4.7)

0.3

0.1

intervaly spolahlivosti
|
intervaly spolahlivosti

-0.1

-0.3
-0.3

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

N(0,1) 0.9 N(0,1) + (1-0.9)N(0,4)
pocet IS obsahujucich 0 = 95 pocet IS obsahujucich 0 = 93

Obr. 4.7: MC experiment pre IS (IS, ktoré neobsahuji p = 0, si oznagené hrubou &iarou); vlavo X ~ N(0,1) a vpravo

440
441
442
443
444

X ~[0.9N(0,1) + (1 — 0.9)N(0, 4)]

M <— 100

n <— 500

var.mix <— priemery.mix <— priemery <— array (0,M)
DH. mix <— DH <— array (0,M)

HH. mix <— HH <— array (0 ,M)

lta/z nie su kritické hodnoty Studentovho t-rozdelenia, ale kritické hodnoty rozdelenia T,
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445
446
447
448
449
450
451
452
453
454
455
456
457
458
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472

Vieobecne empiricky IS pre 6 zostrojime na zéklade 8 a SE[0], ak je Var[f] nezndme alebo SE[f)]

prav <— 0.1

i<—0

while (i < M) {

P<—i+1

priemery[i] <— mean(rnorm(n))

simul . mix <— rnorm(n,0,1+rbinom(n,1,prav))
priemery . mix[i] <— mean(simul.mix)
var.mix[i] <— var(simul.mix)

DH[i] <— priemery[i] + gnorm(0.025)*sqrt(1/n)
HH[i] <— priemery[i] + qnorm(0.975)xsqrt(1/n)
DH.mix[i] <— priemery.mix[i] + qnorm(0.025)x*sqrt(var.mix[i]/n)
HH.mix[i] <— priemery.mix[i] + qnorm(0.975)*sqrt (var.mix[i]/n)

"interval.plot” <— function(yl,y2, 6 xlab){

n <— length(yl)

plot(yl,type="n",ylim=c(—.3,.3),xlab=xlab,ylab="intervaly .spolahlivosti"”)
podmienka <— (yl <=0 & y2 >=0)

segments ((1:n) [yl<O&y2>0],yl[yl<O&y2 >0],(1l:n)[yl<O&y2>0],y2[yl<0&y2>0])
segments ((1:n)[y1>0],yl1[yl >0],(1:n)[yl1>0],y2[yl>0],lwd=4,col="black")
segments ((1:n)[y2<0],yl[y2<0],(1:n)[y2<0],y2[y2<0],lwd=4,col="black")
SUM <— sum(podmienka)

title (sub=paste (" pocet.IS.obsahujucich.0_.=." ,SUM))

abline (h=0)

windows (8 ,4)

par(mfcol=c(1,2))

interval.plot(DH,HH, xlab="N(0,1)")

interval.plot(DH. mix ,HH. mix, xlab="0.9.N(0,1) +-.(1—0.9)N(0,4)")
—_—

I

ak je Var [5] zndme (v praxi je Casto neznime). Sirka empirického IS pre 6 (niekedy sa pouziva aj
pojem dlzka empirického IS pre 0) je definovana ako d(d, h), kde d(-,-) je Euklidovsk4 vzdialenost.
Potom plati

ak sa spolahlivost 1 — a zvysuje (hladina vyznamnosti a klesd), sfrka IS rastie (SE[0] resp. SE[f)
a n st fixované, konstatné);

—

ak sa spolahlivost 1 — o znizuje (hladina v¥znamnosti o rastie), &irka IS klesé (SE|[8] resp. SE[f)]
a n st fixované, konstatné);

ak rozsah n rastie, §irka IS klesé (SE[6] resp. SE[6] a a st fixované);

ak rozsah n klesa, sirka IS rastie (SE[@] resp. SE[@] a « su fixované);

o —

ak SE[@] resp. SE[@] rastie, tak sirka IS rastie (a a n si fixované);

—

ak SE[f)] resp. SE[@] klesd, tak sirka IS klesd (a a n s fixované).

Ak sa sirka empirického IS zvysuje, hovorime, Ze neistota o parametri 6 rastie. Ak sa Sirka empirického
IS znizuje, hovorime, Ze neistota o 6 klesa.
Podobne mozeme uvazovat aj o parametrickej funkcii g(#) a jej empirickom IS.

4.3 Testovanie H oproti H;

Definicia 36 (Obor nezamietania Hy) Nech X je ndhodnd premennd z nejakého rozdelenia,
ktoré zdvisi na parametri 0 € ©, g(0) je parametrickd funkcia. Testuyme nulovi hypotézu Hoy :
g (0) = g(6y) oproti obojstrannej alternative Hyy : g (0) # g(0g). Nech (D, H) je intervalovy odhad
parametrickej funkcie g (0) so spolahlivostou 1 — a. Potom

-AIS,l = {D7H§9(90) € (DvH)}

je obor nezamietania testu Hy, oproti Hi; na hladine vijznamnosti o. Ak mdme testovat
Hyso : g(0) < g(0y) oproti jednostrannej (pravostrannej) alternative His : g (0) > g(6p) a ak D, je
dolnyj odhad pre g (0) so spolahlivostou 1 — o, potom

Ais2 = {D.; Dy < g(bo)}
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je obor nezamietania testu Hy, oproti Hi» na hladine vijznamnosti o. Ak mdme testovat
Hos : g(0) > g(6p) oproti jednostrannej (lavostrannej) alternative Hyz : g (0) < g(6o) a ak H* je
horny odhad pre g (0) so spolahlivostou 1 — o, potom

Arss={H";H* > g(6p)}

je obor nezamietania testu Hyz oproti Hi3 na hladine vyznamnosti «.

Definicia 37 (Obor zamietania H, (kriticky obor)) Nech X je ndhodnd premennd z nejakého
rozdelenia, ktoré zdvisi na parametri 0 € O, g (0) je parametrickd funkcia. Testugme nulovi hypotézu
Hyy : g(0) = g(0p) oproti obojstrannej alternative Hyy : g (0) # g(6o). Nech (D, H) je intervalovy
odhad parametrickej funkcie g (0) so spolahlivostou 1 — a. Potom

WIS,I = {D7H§g(‘90) ¢ (D’H)}

je kriticky obor testu Hy, oproti H,, ma hladine vijznamnosti o. Ak mdme testovat Hys :
g(0) < g(6y) oproti jednostrannej (pravostrannej) alternative Hyo : g (6) > g(6o) a ak D, je dolny
odhad pre g (8) so spolahlivostou 1 — a, potom

Wis,2 = {Ds; Dy > g(00)}

je kritickij obor testu Hyy oproti Hi; na hladine vyznamnosti o. Ak mdme testovat Hys :
g (0) > g(6o) oproti jednostrannej (lavostrannej) alternative Hyz : g(8) < g(6) a ak H* je horny
odhad pre g () so spolahlivostou 1 — o, potom

Wiss ={H";H" < g(6o)}

je kriticky obor testu Hys oproti Hi3 na hladine vjznamnosti «.

Definicia 38 (Testovacie kritérium) Testovacim kritériom nazveme testovaciu Statistiku
T =Ty = To(X1,Xa,...,X,), ktorej asymptotické rozdelenie za platnosti Hy pozndme. MnoZina
hodnét, ktoré méze Ty nadobidal sa deli na dve podmnoZiny, a to obor nezamietania Hy (ozn.
A) a obor zamietania Hy (kriticky obor, ozn. W). Tieto dva obory si oddelené kritickymi hod-
notami to/p a ti_q/2, T€SP. to 0 t1_q (podla typu Hy a Hy) rozdelenia testovacej statistiky Tp
(za platnosti Hy).

Testovanie Hy oproti H; je rozhodovaci postup zalozeny na ndhodnom vybere X3, Xs,..., X,,, po-
mocou ktorého zamietame alebo nezamietame Hy. VSeobecne zauzivany postup je nasledovny:
1. stanovime Hq a Hy,

2. zvolime hladinu vyznamnosti «,
3. zvolime vhodné testovacie kritérium Tp,

4. zamietneme/nezamietneme Hy jednym z troch ekvivalentnych spésobov
e pomocou kritického oboru W = Wr (a realizicie to = tobs),
e pomocou kritického oboru Wi, t.j. empirického intervalu spolahlivosti (a g(6p)),

e pomocou p-hodnoty.

Definicia 39 (Testovanie pomocou kritického oboru W) Zamietanie Hy. Ak realizicia i
testovacej Statistiky Ty spadd do kritického oboru W (ekvivalentne nespadd do oboru nezamietania
A), zamietame Hy na hladine vjznamnosti o a znamend to, Ze mdme dostatok dékazov na zamiet-
nutie Hy. Nezamietanie Hy. Ak realizdcia to testovacej Statistiky Ty spadd do oboru nezamietania
A (ekvivalentne nespadd do kritického oboru W), nezamietame Hy na hladine vjznamnosti o a zna-
mend to, Ze nemdme dostatok dokazov na zamietnutie Hy.

Stanovenie kritického oboru. Ak ¢, je najmensia hodnota testovacieho kritéria Ty a tax je najvicsia
hodnota testovacieho kritéria Ty, ktoré moze teoreticky nadobtidat, potom
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1. obojstranna alternativa — kriticky obor Wi = (tmin;t1—a/2) U (ta/2; tmax),

2. jednostranna (pravostrannd) alternativa — kriticky obor Wa = (t4, tmax ),

3. jednostranna (lavostrannd) alternativa — kriticky obor W5 = (tiin, t1-a)-

Definicia 40 (Testovanie pomocou intervalu spolahlivosti) Zamietanie Hy: Ak IS neob-
sahuje g(0) = g(0o) (za platnosti Hy), zamietame Hy na hladine vjznamnosti o a znamend to,
Ze mame dostatok dékazov na zamietnutie Hy. Nezamietanie Hy: Ak IS obsahuje g(8) = g(6o)

(za platnosti Hy), nezamietame Hy na hladine vyznamnosti « a znamend to, Ze nemdme dostatok
dokazov na zamietnutie Hy.

Pouzitie 100(1 — «)% IS pre g(f) je nasledovné

1. obojstranny IS, ak ide o obojstrannt hypotézu,

2. jednostranny (Pavostranny, dolny) IS, ak ide o jednostranni (pravostrannti) alternativu,

3. jednostranny (pravostranny, horny) IS, ak ide o jednostranni (lavostrannii) alternativu.
Definicia 41 (Testovanie pomocou pozorovanej hladiny vyznamnosti alebo p-hodnoty)
Minimdlnu hladinu vjznamnosti o (pre nejakid vypocitani testovaciu Statistiku Tp), na zdklade

ktorej bude Hoz : g(0) < g(6o) (testovand oproti Hiz : g(0) > g(6)) zamietnutd, nazjvame
pozorovand hladina vyznamnosti alebo p-hodnota, t.j.

p-hodnota = aeps = sup Pr(T(X1, Xo, ..., X)) > T(x1,22,...,24,);0),
(SIS

~ AN ’ ) .
¢o mézZeme pisat aj nasledovne

p-hodnota = Pr(nejakd testovacia Statistika sa round pozorovanej alebo je vicsia|Hy plati).

Podobne méZzeme zadefinovat p-hodnotu aj pre zvysné dve alternativy. Pomocou p-hodnoty sa rozho-
dujeme, ¢i rozdiel hodnoty pozorovane;j testovacej Statistiky od jej hodnoty za platnosti Hy je sposobeny
néhodou alebo vyberovym rozptylom. Cfm je aps blizsia k nule, tym mensia je pravdepodobnost, 7e
nejakd testovacia Statistika 7'(X1, Xo, ..., X,) ma p-hodnotu (za platnosti Hp) rovnui alebo mensiu
nez pozorované. Pravdepodobnost tejto udalosti je vicsia za platnosti H;. V tomto zmysle chdpeme p-
hodnotu ako indikator hodnovernosti Hy. Ak aops < o = 0.05, méme dostatok dokazov na zamietnutie
Hy a hovorime, ze vysledok testu je Statisticky signifikantny. Ak a,ps > a = 0.1, nemame dostatok
dokazov na zamietnutie Hp a hovorime, ze vysledok testu je Statisticky nesignifikantny. Hodnoty
0.05 a 0.1 chdpeme ako referenéné hodnoty v sirSom slova zmysle. Ak sa aops blizi k hraniciam inter-
valu (0.05,0.1), chdpeme to ako priblizovanie sa k jednej z vy3sie spominanych interpretdcii. Situécia,
ked aops € (0.05,0.1) st tazko interpretovatelné a niekedy sa ozna¢uji ako hraniénd Statisticka
signifikancia. V aplikdcidch vyjadrujeme zamietanie a nezamietanie Hy nasledovne:

rozsah pre p-hodnotu hviezdicky signifikancie zvycajny slovny popis vysledku testu

(0,0.001) Rk extrémne vysoko Statisticky signifikantny
(0.001,0.01) oK vysoko Statisticky signifikantny
(0.01,0.05) * Statisticky signifikantny

(0.05,0.1) . hrani¢ne Statisticky signifikantny

(0.1, 1) nesignifikantny

Priklady frekventistickych interpretédcii p-hodnot

e p-hodnota < 0.001: odhadnuty efekt sa vyskytne v menej ako jednom pripade z tisic (Sanca
vyskytu odhadnutého efektu je menej ako 1 : 999), ak efekt v populdcii neexistuje (vyskyt takéhoto
efektu je vysoko nepravdepodobny, ak efekt v populécii v skutoénosti neexistuje a naopak — vyskyt
takéhoto efektu je vysoko pravdepodobny, ak efekt v populdcii v skutoénosti existuje);
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e p-hodnota < 0.01: odhadnuty efekt sa vyskytne v menej ako jednom pripade zo sto (Sanca vyskytu
odhadnutého efektu je menej ako 1 : 99), ak efekt v populécii neexistuje (vyskyt takéhoto efektu je
velmi nepravdepodobny, ak efekt v populécii v skutoénosti neexistuje a naopak — vyskyt takéhoto
efektu je velmi pravdepodobny, ak efekt v populécii v skutoénosti existuje);

e p-hodnota < 0.05: odhadnuty efekt sa vyskytne v menej ako piatich pripadoch zo sto (Sanca
vyskytu odhadnutého efektu je menej ako 5 : 95 alebo 1 : 19), ak efekt v populdcii neexistuje
(vyskyt takéhoto efektu je dostatoéne nepravdepodobny, ak efekt v populdcii v skutoénosti ne-
existuje a naopak — vyskyt takéhoto efektu je dostatotne pravdepodobny, ak efekt v populécii
v skutoénosti existuje);

e p-hodnota > 0.05: odhadnuty efekt sa vyskytne v piatich alebo viacerych pripadoch zo sto (v 5
alebo viac ako 5 % pripadov);

e p-hodnota = k, k € (0.05,1): odhadnuty efekt sa vyskytne v 100 x k pripadoch zo sto (v 100 x k& %
pripadov).

Sposob vypoctu p-hodnoty

1. obojstrann4 alternativa — p-hodnota = 2 min(Pr(7y < t9|Hp), Pr(To > to|Hop)), ¢o plati napr.
pre normdlne a Studentovo rozdelenie testovacej statistiky (symetrické rozdelenia) a pre X?if roz-
delenie a Fyy, 4, rozdelenie testovacej Statistiky (nesymetrické rozdelenia), pozri kap. 6 a 7; alebo
p-hodnota = min(Pr(Ty < to|Hp), Pr(To > to|Hp)), €o plati napr. pre X?if rozdelenie a Fgy, 4,
rozdelenie testovacej Statistiky (nesymetrické rozdelenie), pozri kap. 5 a 8;

2. jednostrannd (pravostrannd) alternativa — p-hodnota = Pr(T, > to|Hp), pozri kap. 6 a 7;

3. jednostrannd (Favostrannd) alternativa — p-hodnota = Pr(Ty < to|Hp), pozri kap. 6 a 7.

Konzervativny a liberalny test a IS

Definicia 42 (Konzervativny a liberdlny test) Test, ktorého aktudlna/skutoénd hladina
vyznamnosti je mensia ako nomindlna hladina vyznamnosti o, sa nazjva konzervativny
(test by mal teoreticky ,rychlejsie“ zamietat Hy, ale skutocnost je opacnd, t.j. test zamieta ,po-
malgie “). Test, ktorého aktudlna hladina vjznamnosti je vicésia ako nomindlna hladina vijznamnosti
a, sa nazjva liberdlny (test by mal teoreticky ,pomalsie “ zamietat Hy, ale skutoénost je opaénd,
t.j. test zamieta ,richlejsie ).

Definicia 43 (Konzervativny a liberdlny IS) IS, ktorého aktudlna/skutoénd pravdepo-
dobnost pokrytia je vicsia ako nomindlna pravdepodobnost pokrytia 1 — «, sa nazijva kon-
zervativny (IS md vicsiu pravdepodobnost, Ze obsahuje Oy, ako by sme teoreticky predpokladali).
1S, ktorého aktudlna pravdepodobnost pokrytia je mensia ako mnomindlna pravdepodobnost pokrytia
1 — a, sa nazyva liberdlny (IS md mensiu pravdepodobnost, Ze obsahuje 8y, ako by sme teoreticky
predpokladali).

Praktické rady

1. Nikdy nehovorime ,, Hy prijimame“, ale ,nemdme dostato¢né dokazy na zamietnutie Hy“. Nikdy
nehovorime ,, H; prijimame/neprijimame*, ked'ze testujeme Hy a nie H;.

2. Testovacia Statistika je vytvorend z charakteristik vierohodnostnej funkcie, ktorej tvar je ovplyv-
neny rozdelenim F,, z ktorého pochddza nadhodnd premennd X. Cim je rozdelenie F' ndhodnej
premennej X odlisnejsie od skuto¢ného (predpokladaného) rozdelenia Fi, tym viac sa liSia zdvery
z testovania hypotéz od zdverov, ktoré su platné, ak X pochidza z F.

3. Volba nulovej a alternativnej hypotézy nie je Ilubovoln4, ale je ovplyvnens konkrétnou praktickou
situaciou.
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Riesenie (aj v ®)

1. Testovacia Statistika (testovacie kritérium) — T, = Zy = X—;”—“ n a jej realizdcia ty =
2y = TR/ = L321/30 = 0.822.
473 | aritm.priem <— 1.3
474 | sigma <— 2
475 n <— 30

476 | alfa <— 0.05
477 | test.stat <— (1.3—1)/2xsqrt(30) # 0.8215838

2. Zamietacia oblast — kritickd hodnota Ul_q2 = —1.96 a uo = 1.96, potom kriticky obor:
Wl = (tmin7t1—a/2) U (ta/2,tmax) = (—C)O7 —196) @] (196, OO)
478 | krit.hodn <— qnorm(l—alfa/2) # 1.959964

3. 100 x (1 — a)% empiricky DIS — kedZe o = 0.05, ide 0 95% empiricky DIS pre uq, kde (d, h) =

(T —tiap T +tiapm) = (13- 1.96\/%, 1.3+ 1.96%0) = (0.584,2.016).

479 | 1S <— aritm.priem + c(—1,1)xkrit.hodnxsigma/sqrt(30) # 0.5843223 2.0156777

4. Statisticky zaver — p-hodnota=2Pr(Ty > |to|) = 2Pr(T, > 0.822) = 0.411.

480 | p.hodn <— 2x(1—pnorm(abs(test.stat))) # 0.4113138

Hj na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri do kritického
oboru, (2) po = 1 patr{ DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vécsia alebo rovnd ako 0.05.

Pouzitie triddy rozdeleni pravdepodobnosti (fundamentdlne predpoklady testovania hypotéz;
priklad testovacej Statistiky Zy ):

1. ndhodnd premennd X ma normalne rozdelenie X ~ N(u,02);
2. ndhodnd premennd X ma normélne rozdelenie X ~ N(u,o?%/n);

3. testovacia Statistika Zy mé Standardizované normadlne rozdelenie, t.j. Zy, N (0,1).

Pri inych testoch moze mat ndhodnd premennd X iné rozdelenie; iné testovacie Statistiky mozu mat
mat tiez iné rozdelenie. Rozdelenie X bude $pecifikované v kaptioldch 5 az 8 pri kazdom teste, rovnako
aj rozdelenie testovacie Statistiky.
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4.4 *Tri typy testovacich Statistik

Zmysluplnym kritériom na zistenie odpovede na otdzku, ¢i 6 dobre popisuje ddta x sa javi tzv. re-
lativna (Standardizovand) vierohodnost £(0|x) = L(f|x)/L(6]x). Ignorujtic pripad, ked’ je L(0|x)
neohranicend, £(0|x) € (0,1). Nech 6y je 0 Specifikovand v hypotéze Hy. Potom L(fy|x) predstavuje
kvantifikdciu zhody medzi ddtami a touto hypotézou. Ak L(6y|x) = 1, potom je zhoda maximdlna
(za predpokladu, ze statisticky model je vhodny). Ak £(6p|x) = 0, potom sa hypotéza Hy ukazuje ako
Uplne nevyhovujica. V realite v8ak £(0y|x) lez{ niekde medzi nulou a jednotkou. Jednou z moznosti
je stanovit kritickii hodnotu r. Potom ak L£(0g|x) < 7, zhoda medzi Hy a datami je priliz mala,
a teda 6y nie je adekvdtna a Hy zamietame. Ak L(6p|x) > r, potom zhoda medzi Hy a ddtami je
dostatoénd, a teda 6y je adekvatna a Hy nezamietame. Je doleZité si uvedomit, ze kli¢ovou je volba
kritickej hodnoty a mozna adaptécia vyssie spomenutého principu na zlozitejsie situécie.

Testujme Hy : 0 = 0y oproti Hy : 0 # 6y. Potom zovseobecnenim relativnej vierohodnosti za predpo-
kladu spojitosti L(f|x) je jednoduchy pomer vierohodnosti rovny

Lbolx) —_ L(6o]x)

) = A= o L0~ L(@x)

kde A(x) = L(6p|x) je testovacou Statistikou a L(6]x) je spojita pre vietky .
Testujme Hy : § € ©¢ oproti H; : 0 € ©4. Potom je zovSieobecneny pomer vierohodnosti rovny

SuPgeo, L(0]x)

A = S ippeo L)

Monoténna transformécia A(x) spolu s korespondujicou transforméciou kritickych hodnot nezmeni de-
lenie © na ©( a O, a teda nezmeni samotny Statisticky test. Preto ekvivalentnou testovacou statistikou
bude
Upr = —2In \(X),
ktord sa nazyva testovacia Statistika pomerom vierohodnosti. Jej realizdcia upr = —21In A(x).
Interpretacia oproti A(x) bude obritend z dovodu vyndsobenia 2In A(x) éislom —1. Je zrejmé, ze
ULR € (0, OO)
Pouzitim Taylorovho rozvoja [(fy) okolo 6 dostaneme

~ ~ o~ 1 o~
Ui = ~2(1(0/%) ~ 161X)) ~ =2 ( (60 — D)S(0) - 560~ Z@))
kde S(6) = 0. D4 sa Tahko ukézaf, ze %I(@) P i(60); pozri Andél (2011). Ked'ze 6 je konzistentny
odhad 6y za platnosti Hg, potom je konzistentnym odhadom 6y aj 6'~, z ¢oho potom vyplyva nasledovné
~oZ(6 ~ o~
Ur ~ n(fo — 0)2% ~ n(fy — 0)%(60) = (6 — 0)%(8) = Uw,

kde Uy sa nazyva Waldova testovacia Statistika (aproximdcia Upr) a jej realizaciu ozn. uy. Ked'ze

V(8 — 60) 2 5(600)/(v/nli(60))),
potom ,
ULk ~ n(fy — 0)2i(60) = % = Us,
n (o)

kde Us sa nazyva skére testovacia Statistika (aproximdcia Urr) a jej realizdciu ozn. ug.
Kazd4 z troch vyssie spomenutych testovacich Statistik zachytdva iny aspekt logaritmu funkcie vie-
rohodnosti:

1. Upr meria vhodne normalizovany rozdiel funkénych hodnét logaritmu funkcie vierohodnosti
v bodoch 6 a 0y (t.j. v smere osi y);

2. Uw meria vhodne normalizovany rozdiel 0 a 0o v absolitnej hodnote (v smere osi z);
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1 3. Ug meria vhodne normalizovany sklon logaritmu funkcie vierohodnosti v bode 6.

Priklad 154 Predpokladajme, e X ~ N(pu,0?), kde o2 je zndma. Testujme Hy : 0 = 6 oproti
Hy:0# 0y, kde 0 = . Potom
1. Upr = —2(1(00]X) — 1(01X)) = = X0 (X — X)2 /02 + X0 (X; — pro)? /o = nEto)”

o

2. U = (X — uo)*Z(z) = nEpel;

_ (Smo))? _ (n(X-po)/o?)? _  (X—po)®
9. Us = Slol® _ 0Xso)/? _ ;) Xopo)?

Vsetky tri testovacie Statistiky su rovnaké, t.j. Upgr = Uw = Ug.

Veta 8 (tri typy testovacich Statistik) Za podmienok regularity plati:
~ D
1. Upr = =2(1(00|X) = 1(0]X)) ~ x3;

2. Uw = (0 — 600)%Z(6) 2 X3, tiez mézeme pisat U‘%Q =ZwR N(0,1);

3. Us= (*91((69‘30)))2 z X3, tiez mézeme pisat Ué/z = 7ZgR N(0,1).

Veta 9 (tri typy testovacich Statistik) Ak k > 1, potom je 0 vektor a za podmienok regularity
plati:

1. Upr = —2(1(60|X) — 1(8]X)) 2 x2;
2. Uw = (0 - 00)7Z(8)( — 60) 2 \2;

3. Us = (5(80))"(Z(80))"S(80) = 3.

Definicia 44 (tri typy testovacich Statistik a IS) Jednotlivym typom testovacich Statistik
prislichaji nasledovné IS:

1. Testovacej Statistike pomerom wvierohodnosti Upgr zodpovedd vierohodnostng IS CS1_, pre 0,
kde CS1—q = {0: Urr(0) < x3(a)}, kde Upp(0) = 721n%.
2. Waldovej testovacej Statistike Uw zodpovedd Waldov IS pre 8, kde pivot Ty, = Uw(6).

3. Skdre testovacej Statistike Ug zodpovedd skore IS pre 0 kde pivot Ty = Ug(6).

Definicia 45 (elipsy a elipsoidy spolahlivosti) CS;_, wvo wvseobecnosti oznacuje konfidencni
mnozinu, ktord méze zahiiat nielen IS pre 0, ale aj 100 x (1 — @)% elipsy spolahlivosti pre 0,
kde k = 2 a 100 x (1 — @)% elipsoidy spolahlivosti pre 0, kde k > 3. Konfidenénd mnoZina je
potom takd mnozina 0y, ktoré patria do CS1—, (podobne pre g(6y), 0o, g(09)).

Ked méa X normalne rozdelenie, funkcia vierohodnosti mé potom parabolicky tvar (polyném druhého
stupiia). Pre malé rozsahy vyberov n sa moze rozdelenie X velmi odlifovat od normality a funkcia
vierohodnosti je d’aleko od symetrickosti, t.j. symetrického parabolického tvaru. To sa moze stat aj pri
vyberoch s velkym rozsahom, kde mdme vela parametrov. V takychto pripadoch inferencia na zéklade
asymptotickej normality moéze dévat neadekvatne vysledky.

Je praktickejsie vypocitat IS pre parametre 6 ako testovaf hypotézy (Agresti, 2002). Waldov IS
bol v minulosti najcastejsie pouzivany v praxi, pretoze je jednoduché ho vypoéitat. Castejsie by sa
mal véak pouzivat vierohodnostny IS, prip. skére IS, ktory je preferovany napr. pre kategorislne déta
s malym rozsahom.
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PouZitim Urr testujeme Hy : 6§ = 0y oproti Hy : 6 # 60y, aviak Uw a Ug umoziuju testovat aj
Hy oproti jednostrannej alternative. Ak n — oo, su vSetky tri Statistiky asymptoticky ekvivalentné
(Cox a Hinkley, 1974). Pre vybery s malym rozsahom je test pomerom vierohodnosti viac vhodny ako
Waldov test.

Priklad 155 Predpokladajme, Ze X ~ N(u,02), kde 0% je zndma. Nech 6 = p. Testujme tri typy
hypotéz

1. Hoy : o= po oproti Hiy : pu # po;

2. Hog : po < po oproti Hig : pp > pig;

3. Hoz : p > po oproti Hyz : p < po;
(a) Vypocitajte pravdepodobnosti chyb druhého druhu Pr,(CHDD) pri danej alternative pre vsetky tri
typy hypotéz, t.j. Bi1, P12 a Pis.
(b) Vypocitagte silofunkcie pre vietky tri typy hypotéz, t.j. Bi1 (1), Bia(p) a Bis(w).
(c) Vypocitajte minimdiny rozsah ndhodného vgberu n pri danej o, 3, p — po a o pre vietky tri typy
hypotéz tak, aby p — po bolo Statisticky signifikantne odlisné od 0.
(d) Zapiste kritické obory Wy, Wa a Ws.
(e) Ako vyzerajii 100(1 — )% empirické IS pre vetky tri typy hypotéz?

RieSenie
Predpokladajme, 7e X ~ N(u,02), kde p je nezndma strednd hodnota a o2 € (0,00) je zndma
konstanta. % z N(0,1) a naviac X N (u, 02/n). Za platnosti nulovej hypotézy Zy = @ n 2

N (0,1). Zw sa nazyva Waldova testovacia Statistika a test jednovyberovy Z-test o strednej

hodnote p. Ak je skutoénd hodnota parametra rovnd g, mé ndhodna veli¢ina % n rozdelenie
N (0,1). Distribuénti funkciu normélneho normovaného rozdelenia N(0,1) budeme oznacovat ®.

Majme Hgo oproti Hqs. Kriticky obor je W, ¢o predstavuje najsilnejsi test pre danu situdciu. VySetrime
Pr, (CHDD) ako funkcie i, teda B12 (1) = Pr,, (X ¢ Wa), p € RL. Plat{

Bra () = Pr(Mﬁma):%(@ﬁma)

w o

— Pr<X*“\/ﬁ<ua+M\/ﬁ):¢<ua+M\/ﬁ)
g g

H g

_ (p(ua_mﬁ):@(_uka_mﬁ)
ag ag
_ 1_¢<ulw+mﬁ),
ag

Silofunkcia bude rovna 7, (u) = 1—® (uq — £242/n). Z vlastnosti ® vyplyva, ze funkcia B2 (1) , p €
R! je spojitd, klesajtica v s vlastnostami

Zlfcuak K< o
512(M){=1Of7ak 1= po ,
<l-—a,ak pu>pup

kde lim,_ o B12 () = 0. Ak sa teraz pozrieme na pravdepodobnost Si2 (1) ako funkciu n a p > pg
fixované, tak je vidiet, Ze je to funkcia klesajtica v n.

Pokial budeme uvazovat o volbe rozsahu n, aby test mal hladinu vyznamnosti a a Pr, (CHDD)
bola v pevne zvolenom bode (> 19) mensia alebo rovnd § € (0,1), teda 812 (1) < B (0 je fixované),
dostaneme

P (ua+uog—7“\/ﬁ> <8,

¢o vedie ku
Ho 'u\/ﬁ <xg=—21_3 = —ug,
o

Ue +
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kde zg je kvantil N (0,1) a u, kritickd hodnota (® (uq) =1 — &), potom

2
U + U
n> (u) o2.
K= Ho
Cim vicst rozdiel i — pio je pre nés kriticky (chceme mat s dostatoénou pravdepodobnostou zarucené,
7e ho odhalime, ak je skutoénostou), tym menej pozorovan{ k tomu potrebujeme.

Majme Hoz oproti Hys. Vysetrime Pr,, (CHDD) ako funkcie g, teda 815 (1) = Pr,, (X ¢ Ws), p € RL.
Plati

Bis (1) = Pr(M\/ﬁz—uQ)ﬂr(X Xomoti s ua)
2 o 2
X _ _

_ Pr(iu\/gz_uﬁMﬁ):l_@( 4 P uf)

I o o o
= 17q><u1,a+“°_“\/ﬁ)=q>(uafw\/ﬁ>

ag g
_ q,<ua+m\/g).
g

Silofunkcia bude rovnd 85 (1) =1 — @ (uq + 2=£2\/n).
Minimalny rozsah n je identicky ako v situdcii His.
Majme Hoy vs. Hyq. Nech B11 (1) = B1 (n) — B2 (p). Plati

X - X —po+
Bi(p) = P( M0f<ua/2)=f;r(#\/ﬁ<ua/2)

1z

X —
= Pr (Tf<ua/2+/ Mf) = (Ua/2+ .U‘OU H\/’TZ)
@(ua/r“_“(’\/ﬁ),
g

X — X — o £
Bl = Pr (T’“‘O\/ﬁ < —ua/g) —pr (%ﬁ < —ua/g)

X _
(S ) < (a2 )
= @(ulfa/Q‘i‘uoa__’u\/ﬁ):1—@(11,&/2—“0 uf)
= 17¢(UQ/2+N7N0\/E>

g

a nakoniec

Bi1 (1) B (1) — B2 (1)

@(ua/g—%\/ﬁ)-i-@(ua/g-l-'u_uox/ﬁ) -1

g
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Silofunkcia bude rovna
B = 1-Bu(m=2-0 (ua/g - R \/ﬁ) - (ua/g +& ;”O\/ﬁ)
2 (1 y (ul,m + £ _U“’O\/?z) +1-0 (ul,a/z - “‘\/ﬁ))

g
o (/ n uf) ‘o (/ - uf) .

g

Z uvedeného vyplyva, ze pre kazdé § = p — pg je silofunkcia
B (o +6) = By (1o — 0)
a teda silofunkcia je symetrickd okolo bodu pu = . Pre kazdé a € (0,1) a ¢ = |u — po| /o plati
Pr (ul_a/Q <u<uUi_q/2+ c) > Pr (Ul_a/g —c<u< ul_a/g)

alebo
@ (ul—a/Z + C) -9 (u17a/2) > (ul—a/Z) -9 (U17a/2 - C)

a pre kazdé p # po
o (ulfa/Z + C) +@ (ulfu/Q - C) > 29 (ul—n/Q) =«

Ak chceme vypoéitat minimalne n pri danych «, 8, o a pg ako funkciu p, dostaneme

1-p = 5*S@(ulfa/z-i‘u;uo\/ﬁ)+‘I’<U17a/2—ui'u0\/ﬁ>

g

= ¢ (Uka/z - MOU_ M\/ﬁ) + @ (ulfa/Z + o — M\/ﬁ)

g

Ak 1> 19, potom pri rastiicom p bude rést aj @ (u1_q 2 — L8 /n) a @ (u1_q /2 + L272/n) bude

klesat (vzdy bude < o/2). Ak p < po, potom pri rastiicom g bude rdst aj ® (ui_q/2 + 24 \/n)
a ® (u1_q 2 — “#/n) bude klesat (vzdy bude < or/2). Potom mozeme napisat pribliznu silu 3* ako

ol o (U1—a/2 - Mo; M\/ﬁ> + (U1—a/2 + Ho — M\/ﬁ)

o

o (ulw/z N Iuog— ul\/ﬁ) e (ua/Q B \uog— ul\/ﬁ) _

A

Pozn:
Bi1 (1) < Ps1 (uay2) — Ps1 (—Uay2)

kde @51 (-) je distribuénd funkcia N (4,1), 6 = w\/ﬁ # 0. Potom minimdlny rozsah n pre rozdiel
| — po] (pri nejakom « a () je dany nasledovne

2
oo () () (e
c boio 1= fto

Definicia 46 (Kriticky obor a silofunkcia Zy testu o p) Kriticky obor a silofunkcia st defi-
nované nasledovne (pozri obrdzok 4.8):

p=po pw#Fpo Wi ={Zw;|Zw| > uas2} 1*¢(%/2*@\/ﬁ>

p<po p>p Wo={Zw;Zw > us} 1@ (uq + 228 /n)
p>po p<po Ws={Zw;Zw < —us}  1—®(uq— H-E/n)

124



KAPITOLA 4. TESTOVANIE HYPOTEZ 4.4

0.8

silofunkcia
04 0.6
1 1
silofunkcia
silofunkcia
0.4 0.6
1

0.2

0.0

T T T T T T T T T T T T
K=o u-to u-to
Hirip-po#0, 1to=0, 6°=4, ¢=0.05 Hir:p—po>0, =0, 6°=4, 0=0.05 Hit:i—Ho<0, to=0, 6?=4, ¢=0.05

Obr. 4.8: Silofunkcie asymptotického testu o p pre Hi1 (vlavo), Hio (uprostred) a Hiz (vpravo)

Definicia 47 (p-hodnora Zy, testu o u) Nech Zy je nejakd testovacia Statistika a zw je
jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame na-

sledovne:
2Pr(Zw > |zw||Ho1), ak  Hiy:p # po

p-hodnota = ¢ Pr(Zw > zw|Hoz), ak His: > po -
Pr(Zw < zw|Hos), ak Hiz:p < po

Definicia 48 (Waldove 100(1 — a)% empirické IS pre p) Waldove 100(1 — «)% empirické IS
pre p pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar:

Hy H, hranice (d,h) pre 100(1 — @)% empiricky IS
w=po pFpy CS1_o=qHo: o € T-%pﬁ@#-%pﬁ)}
Lo : po € T—uaﬁ,oo>}

p>po p<po CS1_o=po:po€ —00,T + Ua /s }

1% S Ho 1% > Ho 0317(1

Priklad 156 (planovanie experimentu pre p) Majme ndhodni premenni X ~ N(u,0?), kde u je
nezndma strednd hodnota a 0% = 22 je zndmy rozptyl. Chceme testovat Hy : = 1 oproti Hy : y = 4.
Kriticky obor Wx je interval (2,00), t.j. ak viberovd hodnota p je vicésia ako 2, Hy zamietame. Ak
vijberovd hodnota p je mensia alebo rovnd 2, Hy nezamietame. Ndjdite pravdepodobnost chyby prvého
druhu o a silu pri vySsie spomenutej alternative pre tento experiment.

Riesenie (aj v ®)
a=Pr(X > 2|N(1,2)) = 0.31
B =Pr(X <2|N(4,2)) =0.16

481
482

alfa.jeden.vyber <— l—pnorm(2,1,2) # 0.3085375
beta.jeden.vyber <— pnorm(2,4,2) # 0.15865532

Priklad 157 (planovanie experimentu pre p; test uspesnosti) Majme ndhodni premenni X ~
N(u,0?), kde p je nezndma strednd hodnota a o® = 6% je zndmy rozptyl, ktord predstavuje skdre
uspesnosti pre isti vekovi skupinu. Testujme Hy, Ze strednd hodnota skore je rovnd 40 oproti Hy,
Ze strednd hodnota skore nie je rovnd 40.

1. Vypocitajte Pr(CHPD) pre n =9, ak Hy zamietame, ked T < 36 alebo alebo T > 44.
2. Vypoéitagte Pr(CHPD) pre n = 36, ak Hy zamietame, ked T < 38 alebo alebo T > 42.

3. Nakreslite silofunkciu pre n =9 a n = 36 pre hodnoty p medzi 30 a 50.
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Riesenie (aj v @®; pozri obrdzok 4.9)

(a) Pr(CHPD) = Pr(X < 36)|N(40,62/9) + Pr(X > 44)|N(40,62/9)

1 — Pr(CHDD) = Pr(X < 36)|N (1, 62/9) + Pr(X > 44)|N (1, 62/9)

(b) Pr(CHPD) = Pr(X < 38)|N(40,62/36) + Pr(X > 42)|N (40, 62/36)
1 — Pr(CHDD) = Pr(X < 38)|N (1, 62/36) + Pr(X > 42)|N (1, 62/36)

483 | alfa.jeden.vyber <— pnorm(36,40,6/sqrt(9))+1—pnorm(44,40,6/sqrt(9)) # 0.04550026
484 alfa.jeden.vyber <— pnorm(38,40,6/sqrt(36))+1—pnorm(42,40,6/sqrt(36)) # 0.0455003
485 | mu <— seq(30,50,.01)

486 | sila9 <— l1—pnorm (44 ,mu,6/sqrt(9))+pnorm(36,mu,6/sqrt(9))

487 | sila36 <— l—pnorm (42 ,mu,6/sqrt (36))+pnorm(38,mu,6/sqrt (36))

488 | plot(mu,sila9 ,type="1",ylab=expression(sila(mu)),xlab=expression(mu),ylim=c(0,1))
489 lines (mu,sila36 ,type="1")

490 | arrows(32,0.6,34.2,0.78,lwd=2,length=0.05)

491 arrows (32,0.35,37,0.78,lwd=2,length =0.05)

492 | arrows (40,0.4,40,0.06,lwd=2,length=0.05)

493 | text(32,0.58, expression (n==9))

494 | text (32.3,0.33, expression (n==36))

495 | text (40,0.45,expression (alpha==0.045))

0.6 08 1.0
I

sila(p)

0.4

30 35 40 45 50

Obr. 4.9: Schematicky ndkres silofunkcii pre n =9 a n = 36

Priklad 158 (jednovyberovy Z-test o strednej hodnote p) Nakreslite presni silofunkciu pre test
Hy : o= po (oproti Hy : i # o, ak o je zndme) do jedného obrdzka pre m = 10,30, 50,100, o = 0

ao=l1.

Priklad 159 (jednovyberovy Z-test o strednej hodnote p) Porovnajte presni a priblizni silo-

Sfunkciu B*(u,) pre test Hy : = o (oproti Hy : ju # o, ak o? je zndme) nakreslenim oboch do jedného
obrdzka pre n =20,u0 =0 a o = 1.

Priklad 160 (jednovyberovy Z-test o strednej hodnote p) Odvod’te test pomerom vierohodnosti
a 100(1 — )% interval spolahlivosti pre hypotézu Hy : ju = o oproti Hy : u # o, ak o2 je zndme.

4.5 Vierohodnostné intervaly spolahlivosti

Definicia 49 (obojstranny Waldov 100 x (1 — «)% empiricky IS pre 0) Obojstranny Wal-
dov 100 x (1 — «)% empiricky IS pre 8 md tvar

(dv h) = (é\fta/2SE[A]7§+ta/ZSE[§}) B
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kde kritickd hodnota t,, /o z4visi na volbe é\, pozri kapitole 6, 7 a 8. Definicia 49 nie je vSeobecne platna.
Vynimky pozri napr. v kap. 6.2 a 7.2. Jednostranné intervaly spol’ahlivosti pre 6 je mozné zadefinovat

podobne.
Transformdcia g(f) nés Casto zaujima aj preto, Ze ,,vylepsuje® funkciu vierohodnosti v zmysle regu-

larity. Za platnosti regularity je nds stupen dovery v maximdlne vierohodné odhady ¢(6) a Var[g(g)]
viiesi. Ked'ze maximélne vierohodny odhad 6 je invariantny, mozeme pre Z(g(f)) pisat

T(60) = 76) | gya®lp-s]

a pre Standardnii chybu

— —= 19

SElg(®)] = SE®) | 559(6)lo_s

Definicia 50 (obojstranny Waldov 100 x (1 — a)% empiricky IS pre g(6)) Obojstranny
Waldov 100 x (1 — )% empiricky IS pre g(6) bude mat tvar

—
-~ = ~

(dyhy) = (g< ) ta)2SElg(B)], g(6) +ta/25E/[gTﬁ>]) ,

-~

kde kritickd hodnota t,/5 zdvisi na volbe g(f), pozri napr. kapitole 6.3, 6.4, 7.3 a 7.4. Definicia 50 nie
je vSeobecne platnd. Jednostranné intervaly spolahlivosti pre g(6) je mozné zadefinovat podobne.

Definicia 51 (Vierohodnostny 100 x (1 — @)% empiricky IS pre 0) Vierohodnostng 100 X
(1 — )% empiricky IS pre 8 md tvar

s B0
CSla{G 21 L(§|x) <X1( )}

Hranice vierohodnostného 100 x (1 — a)% empirického IS pre 6 odvodime nasledovne

Pr (L@'X) > cu> =Pr <—21n L(€|X) < —2In ca) =1-q,
L(0]x) L(0]x)

kde co = e 3XI@ AR 1 —a = 0.95, potom ¢, = 0.1465001 = 0.15 (15% cut-off standardizovanej
funkcie vierohodnosti L(0|x) = L(0|x)/L(0]x)), ak 1—a = 0.90, potom c, = 0.2585227 = 0.26 (26%
cut-off) a ak 1 — o = 0.99, potom ¢, = 0.0362452 = 0.04 (4% cut-off).

Oba IS pre 6 st vytvorené na zaklade asymptotickej tedrie, ale vierohodnostny interval ma lepsie
asymptotické vlastnosti ako Waldov IS. Waldov IS je spravny, ak plati

0—0 p

SE[]

N(0,1).

Na zdklade invariantnosti pomeru vierohodnosti je vierohodnostny IS spravny, ak existuje trans-
formdcia g(-) (ktord nemus{ byt zndma), pre ktort plat

90) ~90) 2 v 1),

SElg(0)]
Nech (Dy, Hy) je 100(1—a)% IS pre g(0), t.j. Dy < g(0) < Hg. Na zdklade asymptotickej normality 9(0)
je IS (Dg, Hy) vierohodnostny IS pre g(#) urceny c,% cut-off Standardizovanej funkcie vierohodnosti
L(0]x). Invariancia pomeru vierohodnosti implikuje tvrdenie, ze vierohodnostny IS pre 6 uréeny c,%
cut-off standardizovanej funkcie vierohodnosti je rovny

((9(D) ™", (9(Hy)) ™), kde g(Dy))™" < 0 < (9(Hy)) ™",
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ktory mé koeficient spolahlivosti rovny 100 x (1 — «)%. Toto tvrdenie plati, aj ked g(-) neexistuje
a navyse vierohodnostny IS je automaticky IS s najlepSou moznou (normalizujicou) transforméciou.

[y

N ajvacs1m problémom Waldovho IS Je 7e ak 0 nema normélne rozdelenie a ak chceme  transformo-
vat kvoli ,,vylepSeniu“ normality, musime tiito transformdciu poznat. Vierohodnostny IS automaticky
aplikuje tito najlepsiu transforméciu. Z toho vyplyva, Ze aplikovatelnost vierohodnostného IS je ovela
sirsia ako Waldovho IS. Okrem toho je pouzitie vierohodnostného IS bezpeénejsie vo vzt'ahu k asymp-
totickej normalite. Tento fakt zdoraziuje aj to, ze Waldova testovacia Statistika nie je invariantna
na transforméciu g(-), kde dévodom tejto neinvariantnosti je zvysok v Taylorovom rozvoji. Jeho efekt

moéze byt o to vicsi, o éo nelinedrnejsie je g(-) v okolf 9.

Riesenie (aj v @, pozri obrdzok 4.10)
Waldov 100 x (1 — «)% empiricky IS pre p:

=5 =08 SEf] = /252 = 0.13.

(d,h) = (fi— ua/QS/Eﬁ,ﬁ-l- ua/QS’/Eﬁ) = (0.55,1.05), kde je horna hranice vicsia ako jedna.
Vierohodnostny 100 x (1 — «)% empiricky IS pre p:

CS1_0 = { . —gIn Lea) o 3.84}, kde (d, h) = (0.50,0.96),

L(plx)
Waldov 100 x (1 — a)% empiricky IS pre g(p):
g(p) = lnTLﬁzl g02 = 1.39.
F0(6) = § + 153 SEU)] =SB (§ + 115) = 252 (5 1kp) = /3 + 555 =070
Potom (dg, hy) = (—0.16,2.94), ktory transformujeme spit do origindlnej skaly, kde
(d,h) = (0.46 0.95).

496 | x <= 8; N <— 10
497 | pcka <— seq(0.4,.99,length=100)

498 | like <— dbinom (8,10, pcka)

499 | likel <— like /max(like)

500 I <— log(likel)

501 | vier.is.p <— range(pcka[likel > cutoff]) # 0.5013131 0.9602020
502

503 | windows (8,4)

504 | par(mfcol=c(1,2),mar=c(4.5,4.5,1,1))

505 | p.hat <— x/N

506 | i.hat <— N/p.hat/(1—p.hat)

507 | la <— —i.hat/2x(pcka—p.hat)"2

508 | ra <— range( 1)

509 | wald.is.p <— p.hat + c(—1,1)xqnorm(0.975)=*sqrt(1/i.hat)
510 | wald.is.p # 0.552082 1.047918

511 cutoff <— exp(—1/2xqchisq(0.95,1)) # 0.1465001

512

513 plot (pcka, Il ,type="n" xlab="p" ,ylab="logaritmus_funkcie_vierohodnosti”,
514 lwd=2,cex.lab=1.2)

515 lines (pcka, Il ,lwd=1)

516 lines (pcka,la, lty=2,Iwd=2)

517 | abline (h=log(cutoff), col="gray")
518
519 | gpcka <— log(pcka) — log(l—pcka)

520 | gp.hat <— log(p.hat) — log(l—p.hat)

521 | i.hat <— x*(N—x)/N

522 lgp <— —i.hat/2x(gpcka—gp.hat)"2

523 | x <— (gp.hat + c(—1,1)*gnorm(0.975)x*sqrt(1/i.hat)) # —0.1631932 2.9357819
524 | wald.is.gp <— exp(x)/(1+exp(x))

525 wald.is.gp # 0.4593 0.9496

526
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527 plot (gpcka, Il ,type="n" ,xlab="g(p)" ,ylab="logaritmus _funkcie_vierohodnosti”,

528 Ilwd=2,cex.lab=1.2)

529 lines (gpcka, Il ,lwd=1)

530
531
532
533

lines (gpcka,lgp, Ity =2,Ilwd=2)
abline (h=log(cutoff), col="gray")

b <— range(gpcka[likel > cutoff])

534 | vier.is.gp <— exp(b)/(1+exp(b)) # 0.5013131 0.9602020
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Obr. 4.10: Funkcia vierohodnosti (plnou &iarou) pre p (vlavo) a g(p) vpravo spolu so superponovanymi kvadratickymi
aproximdciami (Ciarkovanou ¢iarou); horizontdlna priamka predstavuje hodnotu cut-off

*Vypoéet hranic vierohodnostného intervalu spolahlivosti

V priklade 161 sme hranice vierohodnostného empirického IS pocitali pre 6 patriace nejakému dopredu
Specifikovanému intervalu s hranicami 6p a 0y, dosadenim sekvencie hodnét 0; € (0p,0u), i =
1,2,...,M (pre napr. M = 100 tak, aby boli vzdialenosti ; ¢o najmensie), do funkcie —21n £(0;|x).
Hranice vierohodnostného 100 x (1—a)% empirického IS pre # budi potom predstavovat dolni a horni
hranicu intervalu definovaného pomocou nerovnosti —21In £(0]x) < x3(«), ktoré vypoéitame pomocou
funkcie range(Il), kde Il je funkcia —21n £(6|x). Alternativnou moznostou je pouzitie metédy bisekcie?
(Givens a Hoeting, 2005).

Nech pre nejaké 61,602 € (0p,0m) plati f(Bo1)f(0o2) < 0 (t.j. f(-) mé na intervale (6p1,68p2) asporl
jeden koret), kde f(6) = —21In L(#|x) — x?(a) = 0. Ak m4 prva derivécia f(-) konstantné znamienko,
potom existuje prave jeden korein 8% € (fgy, fo2) funkcie f(8). Metéda bisekcie hlad4 koreii nasledovnym
iteraénym algoritmom:

1. inicializdcia metédy pomocou vhodne zvoleného Startovacicho parametra 69 pre ktory plati
6©) = (o1 +002)/2 a1 =1,

2. substiticia hranic 69, a 8go nasledovne
(0;-1,1,007D) ak f(6;-1.1)f(00D) <0
(0i1,0i2) = i—1) ’ (i—1 )
(001,60, 1), ak f(0i—1,1) (00" V) >0
ak f(00~1) =0, potom algoritmus skonéi, ak nie, nasleduje
3. vypocet stredu intervalu () = (031 + 0:2)/2,

4. iterdcia (2) a (3) pomocou relativnej aproxzimacnej chyby (hovorime o relativnom konvergenénom
kritériu) pokial nebude platit
|9(z‘) — 9(i71)|

56| <e,

2 Ak st metéda bisekcie a jej modifikicie aplikované na skére funkciu S(0), kde £(0) = 1(6]x), hlddame maximum logaritmu funkcie viero-
hodnosti, a preto sa znacenie viade posunie o jednu derivaciu smerom doprava. Ak sa v metédach z kapitoly 2.4 *Maximalizacia funkcie
vierohodnosti posunie znacenie o jednu derivaciu smerom dol’ava, je mozné tieto metédy pouzit aj na hladanie hranic vierohodnostného
1s .
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kde € je vhodne zvolené malé ¢islo (prahovd hodnota), pomocou absolitnej aprozimacnej chyby
(hovorime o absolitnom konvergenénom kritériu) pokial nebude platit

‘9(” - 9“—1)’ <e

alebo pomocou

‘f(a(i))‘ <e

Metéda bisekcie konverguje linedrne (rdd metédy je rovny jednej), t.j. chyba sa zmensuje v kazdom
kroku dvakrat. V i-tom kroku bude mengia alebo rovna ako (62 — 001)/2' 1. Pretoze je konvergencia
bisekénej metédy pomald (vyZzaduje velké mnozstvo iterdcii na dosiahnutie stanovenej presnosti), bolo
vytvorenych niekolko jej modifikdcii, ktoré sa daji zahrnit pod anglicky pojem bracketing methods,
t.j. metdd ktoré ohrani¢uju koren vnutri sekvencie vnorenych intervalov zmensujicej sa dfiky. Z nich je
najcastejsie pouzivanou je Brentova metéda (Brent (1973); nickedy nazyvand aj Brent-Dekkerova
metéda) pomenované podla Richarda Peirce Brenta (1949—). Kombinuje metédu bisekcie s inverznou
linedrnou alebo kvadratickou interpoldciou. Ak je pouzitd inverznd linedrna interpolédcia, potom ide
o metddu ekvivalentni metéde seénic, ktord modifikuje krok (3) nasledovne

o (i—1)_p(i—2) i i i
0(1) — 6(1 1) - f(g?z—l)),?c(g(i—Z))f(e( 1))7 ak f(e( 1)) 7é f(e( 2>)
(01 + 0:2)/2, inak

)

NP S e n(im1)y o, JOUT)—f(907D) . VP ,
kde aproximdcia prvej derivécie f’(6 )~ = —gu—z— - Metdda secnic ma jednoduchu geomet-

ricku interpretéciu — bod 8 je prieseénik se¢nice vedenej bodmi [#C¢—1, £(9G—D)] a [0G—2) £(4(~2)]
s xz-ovou osou. Ak je f(0) dvakrat diferencovatelnd, funkcia f(6) ma jednoduchy koren (f/(6) # 0 pre
kazdé 6 € (0p,0m)), potom metéda konverguje, pokial zvolime 6y, 6g2 dostatoéne blizko hladanym
hraniciam IS (rdd metédy je rovny (1 4+ v/5)/2 = 1.618).

Brentova metéda modifikuje metédu seénic na zrychlenie konvergencie pridanim d’aldich podmienok
v kroku (3). Je implementovana v @ vo funkcii uniroot(f, interval,tol,...), ktord hlad4 korene funkcie f
v danom intervale §pecifikovanom v argumente interval. Konvergencia metédy moze byt kontrolovand
argumentom tol, ¢o je prahova hodnota €. Pri hladan{ hranic vierohodnostného 100 x (1 — )% IS je
potrebné funkciu uniroot() pouzit dvakrat nasledovne:

1. pre dolnt hranicu IS definujeme Startovaci interval ako <0D, §>7

2. pre horntd hranicu IS definujeme Startovaci interval ako <§, 9H>.

Vo vystupoch funkcie uniroot() bude pre (1) odhad dolnej hranice IS fp a pre (2) odhad hornej hranice
IS 0y (root), hodnota funkcie f v odhadnutych hraniciach, pre (1) f(fp) a pre (2) f(0y), ozn. froot
a odhadnutd vychylka od skuto¢ného koreria estim.perc. Ak mé funkcia f(6) viac ako jeden argument,
argument ¢ musf byt ako prvy.

Priklad 162 (vylepSena vierohodnost pomocou g(6); pokraé.) Vypoéitajte vierohodnostnyj 95%
empiricky IS pre p pomocou Brentovej metddy pre ddta z prikladu 161. Porovnajte tento IS s IS
vypocitanym v priklade 161.

Riesenie (aj v ®)

Vierohodnostny 95% empiricky IS pre p:

CS1_o = {p L —2In 229 < 3.84}, kde (d, h) = (0.50,0.96).

Hranice IS vypoc¢itané oboma metédami sa zhoduji na dve desatinné miesta.

535 x <— 8; N<— 10

536 | p.hat <— x/N

537 |" 11" <— function(p,p.hat)

538 | —2xlog(dbinom(8,10,p)/dbinom(8,10,p.hat))—qchisq(0.95,1)
539

540 vier.is.p.brent <— c(uniroot(Il ,c(0,p.hat),p.hat=x/N)$root,
541 uniroot (Il ,c(p.hat,1),p.hat=x/N)$root)
542 vier.is.p.brent # 0.5005669 0.9636336
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5 Testy dobrej zhody

V statistickej inferencii ¢asto predpokladdme, Ze déta pochddzaji z normalneho rozdelenia N(u,o?).
Na identifikdciu rozdelenia, z ktorého data pochadzaji, potrebujeme testy dobrej zhody, kde nu-
lovou hypotézou je tvrdenie o (kumulativnej) distribuénej funkeii. Ak st pre nulovi hypotézu vsetky
potrebné parametre rozdelenia specifikované, hovorime o jednoduchej nulovej hypotéze. Ak nulovéd
hypotéze presne nespecifikuje vetky potrebné parametre rozdelenia, hovorime o zlozenej nulovej hy-
potéze. V nasledujicich odstavcoch prezentujeme dva typy testov — x? test dobrej zhody (primarne
vytvoreny pre diskrétne ddta) a Kolmogrov-Smirnovov test dobrej zhody (vytvoreny pre spojité
déta).

5.1 x? test dobrej zhody

Majme jednoduchy ndhodny vyber s rozsahom n s nezndmou popula¢nou distribuénou funkciou F'(z).
Nulovi hypotézu $pecifikujeme ako ,, F'(z) mé nejaké zndme rozdelenie Fy(z) pre vietky z“ alebo ., F'(z)
je rovné nejakej zndmej distribuénej funkeii Fy(z) pre vietky =, t.j. Ho : F(x) = Fy(x) pre vSetky x.
Alternativnu hypotézu Specifikujeme ako ,, F(x) nie je rovné nejakej zndmej distribuénej funkeii Fy(z)
pre nejaké =, t.j. Hy : F(z) # Fy(x) pre nejaké x.

x? test dobrej zhody je zalozeny na normalizovanej testovacej statistike, ktord hodnot{ vertikélne roz-
diely medzi pozorovanymi a o¢akdvanymi hodnotami (ak Hy plati) v k disjunktnych kategéridch. Data
je teda potrebné rozdelit do tychto kategdrii na zéklade vopred uréenej schémy a vypocitat pocetnosti
v nich. Tieto nazyvame pozorované pocetnosti. Ak Hj tplne $pecifikuje populdciu, z ktorej pochadza
nidhodny vyber, moézeme vypoéitat pravdepodobnost, ze ndhodné pozorovanie padne do jednej z k ka-
tegdrif, ¢omu hovorime o&akavané pravdepodobnosti. Pokial tieto pravepodobnosti vynasobime
rozsahom n, dostaneme ocakdvané pocéetnosti pre kazdu kategériu za platnosti Hy.

Ak Hyj plati, rozdiel medzi pozorovanymi a otakdvanymi pocetnostami bude maly. x? testovacia
Statistika na testovanie Hy oproti Hi, ak je Hy uplne $pecifikovana, ma tvar

i pozorovane — ocakavane]) Z (O — F; )
£ ocakavané,; T4 E; de ’
j=1 J j=1 J

kde O; st pozorované podetnosti, E; otakdvané pocetnosti v kazdej z k kategérii. Stupne volnosti
df = k — 1, ak je Hy jednoduch4. Test sa nazyva jednovyberovy x2-test dobrej zhody. Ak je
viak Hy zlozens, musime odpoéitat jednotku za kazdy odhadovany parameter, t.j. ak je pocet
odhadovanych parametrov k,, potom df = k — k, — 1, kde k, < k — 1. Velké hodnoty realizdcie x2,

ozn. X2, budi indikovat nekonzistenciu dat s Hy (nedostatok dékazov na jej zamietnutie).

RieSenie (aj v ®; pozri tabulku 5.1)

1. Hypotézy

e slovna formuldcia — testujeme Hy: SAT skére majui normdlne rozdelenie (ich distribu¢ng
funkcia pochddza z normélneho rozdelenia) oproti Hy: SAT skére nemaji normélne rozdelenie
(ich distribu¢nd funkcia nepochddza z norméalneho rozdelenia).
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e matematickd formulacia — testujeme Hy : F(2) = Fy(x) ~ N(u,0?) oproti Hy : F(x) #
Fy(z) pre nejaké z.

2. Testovacia Statistika — Strednd hodnota p a rozptyl o2 st nezndme, a preto ich musime od-
hadnit. Ich odhadmi s aritmeticky priemer T = 1134.65 a rozptyl s2 = 21201.89 (smerodajni
odchylka s = 145.61).

543 library (PASWR) # nacitanie kniznice
544 | attach(Grades)

545 | priemer <— mean(sat) # 1134.6500
546 | smerodch <— sd(sat) # 145.6087

547 | n <— length(sat) # 200

Intervaly zo zadania st (697.8240, 843.4326), (843.4326,989.0413), (989.0413, 1134.6500),
(1134.6500, 1280.2587), (1280.2587,1425.8674) a (1425.8674, 1571.4760). Déta budi rozdelené na ka-
tegorie nasledovne

548 bin <— seq(priemer —3«smerodch, priemer+3xsmerodch ,smerodch) # kategorie
549 | table (cut(sat,breaks=bin))

550 | poz.poc <— hist(sat,6 breaks=bin, plot=F)$counts # pozorovane pocetnosti
551 | ocak.prav <— c(pnorm(—2), pnorm(—1:2) — pnorm(—2:1),1—pnorm(2))

52 ocak.poc <— nxocak.prav # ocakavane pocetnosti

53 | VYSL <— cbind (ocak.prav,ocak.poc,poz.poc)

(SR

Tabulka 5.1: O¢akdvané pravdepodobnosti a pocetnosti a pozorované poéetnosti pre SAT skére
interval ‘ fo(x) nfo(z) mn;
(p—30,u—20) | 0.02275 4.55003 4
(w—20,p—0o) | 0.13591 27.18102 27
(w—o,p) | 0.34135 68.26895 65
(p,p+o) | 0.34135  68.26895 80
(w+o,u+20) | 0.13591 27.18102 21
(n+ 20,0+ 30) | 0.02275 4.55003 3

Pozorovand testovacia Statistika je potom rovna x2, . = 4.17.

554 ‘ chisq.obs <— sum((poz.poc—ocak.poc)"2/ocak.poc) # 4.173654

3. Zamietacia oblast — Hj, bude zamietnuta, ak x2., > x2(df), kde df =k—1=6—1=75, ak by
sme neodhadovali Ziaden parameter rozdelenia. My vsak odhadujeme dva, preto df = 6—2—1 = 3,
Xa_ o (df) = X2 05(3) je kritickd hodnota.

4. Statisticky zaver — p-hodnota=0.24.

p.hodn <— 1—pchisq(chisq.obs,5) # 0.5246948 [ak df=5]
p.hodn <— 1—pchisq(chisq.obs,3) # 0.2433129

Kedze p-hodnota nie je mensia ako hladina vyznamnosti o = 0.05 (ekvivalentne x?2, . nepatri
do zamietacej oblasti), Hy nezamietame na hladine vyznamnosti a. Je mozné pouzit aj funkciu
chisq.test(x=poz.poc,p=ocak.prav).

5. Slovny zaver — Nemame dostatok dokazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, ze skutoénou
distribu¢nou funkciou SAT skére je distribu¢nd funkcia normélneho rozdelenia.

Histogram superponovany s o¢akavanymi hodnotami SAT skére v kazdej kategérii nakreslime nasle-
dovne (pozri obrézok 5.1)

windows (5,5)

par(mar=c(4.5,4.5,1,1))

hist (sat, breaks=bin, col="gray"” ,ylab="hustota"” , freq=TRUE, main="",cex.lab=1.2)
x <— bin[2:7] —smerodch/2 # centrovanie do stredu intervalov

lines (x,ocak.poc,type="h"  lwd=2)

points (x,ocak.poc, pch=16)

or ot oo

o

QDD QG
(SRR RIS

o
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sat

Obr. 5.1: Histogram superponovany s ocakdvanymi hodnotami SAT skére

Priklad 164 vysvetluje efekt zmeny intervalov na vysledok testu dobrej zhody s normdlnym rozdelenim.

RieSenie (aj v ®)

1. Hypotézy
e slovnd formuldcia — Hy : Fenotypovy Stiepny pomer je rovny 3 : 1 oproti Hj : fenotypovy
Stiepny pomer nie je rovny 3 : 1.
e matematicka formuldcia — Hy : p = po, kde p = (p1,p2), Po = (Po1,Po2), po1 = 0.75
a po2 = 0.25, oproti Hy : p # po-
2. Testovacia Statistika — N = 6022 + 2001 = 8023, ocakavané pocetnosti 8023 x 0.75 = 6017.25
a 8023 x 0.25 = 2005.75.
563 | poz.poc <— ¢(6022,2001)
564 | N <— sum(poz)

565 | ocak.prav <— ¢(0.75,0.25)
566 | ocak.poc <— Nxocak.prav

Pozorovand testovacia Statistika je potom rovnd x2, . = 0.015.
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567 | chisq.obs <— sum((poz.poc—ocak.poc) 2/ocak.poc) # 0.01499855

3. Zamietacia oblast — Hy bude zamietnutd, ak x2,, > x7(a) = 3.84, kde x3(a) je kritickd
hodnota x2 rozdelenia s df =2 —1=1a a = 0.05.

568 | chisq.krit <— qchisq(1—0.05,1) # 3.841459

4. Statisticky zaver — p-hodnota = 0.9.

569 | p.hodn <— 1—pchisq(chisq.obs, df=1) # 0.902528

Kedze p-hodnota nie je mensia ako hladina vyznamnosti a = 0.05 (ekvivalentne 2, nepatr{
zamietacej oblasti), Hy nezamietame na hladine vyznamnosti «. Je mozné pouZit aj funkciu
chisq.test() nasledovne

570 | VYSL <— chisq.test (x=c(6022,2001) ,p=c(0.75,0.25))

571 | VYSL <— c(VYSL$stat ,VYSL$param ,VYSLS$p.val)
572 | names(VYSL) <— c(”test—stat”,”df”,”p—hodn”)

573 | VYSL
574 |#test—stat df p—hodn
575 |#  0.0150 1.0000 0.9025

5. Slovny zaver — Nemdme dostatok dokazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, ze skutocny
fenotypovy pomer je 3 : 1.

Testovat Hy oproti H; mozeme aj MC testom, kde odhadneme p-hodnotu simulaéne pomocou M =
100000 simuldcii z Bin(N,p), kde N = 8023,p = 0.75.

576 | "chisq.stat” <— function(poz.poc,ocak.prav) {

577 N <— sum(poz.poc)

578 ocak <— Nxocak.prav

579 stat <— sum((poz.poc—ocak.poc)"2/ocak.poc)
580 return (stat)

581

}
582 | M <— 100000
583 | ocak.prav <— ¢(0.75,0.25)
584 | chisq.obs <— chisq.stat(poz.poc,ocak.prav) # 0.01499855
585 | chisq.sim <— numeric (M)
586 | for (i in 1:M)
587 | x1 <— rbinom (1,N,0.75)
588 | x2 <— N — x1
589 | chisq.sim[i] <— chisq.stat(c(x1,x2), ocak.prav)
590
591 | p.hodn <— mean(chisq.sim>chisq.obs) # 0.89787

P-hodnota vypoéitana na zdklade MC simuldcie je velmi podobné vypoéitanej asymptoticky (na dve
desatinné miesta si obe identické), ked’ze mame velky pocet opakovani, ako aj velké pocetnosti.
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Tabulka 5.2: Pozorované pocetnosti my, pétsekundovych intervalov v poslednych 2/3 tarchavosti zaznamenanych ultra-
zvukom, v ktorych sa plod ovce n-krdt pohol
n | o 1 2 3 4 5 6 7

pozorované m, | 182 41 12 2 2 0 0 1

RieSenie (aj v @; pozri tabulku 5.3 a 5.4)

Y = Zanmn _ 86
- Y. mn. 240

= 0.358. Potom budi ¢akivané poéetnosti nasledovné Vzhladom ku nizkym

Tabulka 5.3: Ofakdvané pocetnosti m, péatsekundovych intervalov v poslednych 2/3 tarchavosti zaznamenanych ul-
trazvukom (zaokrihlené na nula desatinnych miest), v ktorych sa plod ovce n-krat pohol (Poissonovo
rozdelenie)

n| 0 1 2 3 4 5 6 7
mn | 182 41 12 2 2 0 0 1
ocakdvané my, | 168 60 11 1 0 0 O O

poéetnostiam pre n > 2, m, nim zodpovedajiice zahrnieme do jednej skupiny. Potom x2, . = 16.57
a p-hodnota = 0.0025 (df =k —k, —1=2,kde k=4 a k, =1).

592 | n <— 0:7

593 |m.n <— ¢(182,41,12,2,2,0,0,1)

594 | lambda.hat <— sum(n*m.n)/sum(m.n)

595 | ocak.poc <— dpois(n,lambda.hat)*sum(m.n)

596 |m.n.new <— c(m.n[1:3],sum(m.n[4:8]))

597 | ocak.poc.new <— c(ocak.poc[1:3],sum(ocak.poc[4:8]))

598 | chi.obs <— sum((m.n.new—ocak.poc.new)"2/ocak.poc.new) # 16.56523
599 | 1—pchisq(chi.obs,df=2) # 0.0002528748

Ak mdme v pozorovanych poéetnostiach priliz vel'a nil (ide o overdisersion, tak ako v priklade 170),
vhodnym alternativnym modelom bude ZIP model (z angli¢tiny zero-inflated Poisson model; Lambert
1992), kde

p+(1-=p)f(0,)), z=0
(1 =p)f(n,N), r=1,2,..."

kde p € (0,1) a = n. Potom bude funkcia vierohodnosti pre ZIP model definovana nasledovne

LTI =+ 1 —p)fO,N)™ J[ @=p)™ fon,N.

I(n>0)

Pr(X = ) = pI(x = 0) + (1 - p)f(. \) = {
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Logaritmus funkcie vierohodnosti pre ZIP model je rovny

(A )" %) =molog (p+ (1 =p)f(0,A) + > mylog((1—p)f(z,N)).
I(n>0)

RieSenie (aj v ®)
A =0.847 a p = 0.577.

Tabulka 5.4: O¢akévané pocetnosti m,, pitsekundovych intervalov v poslednych 2/3 tarchavosti zaznamenanych ultra-
zvukom (zaokrtihlené na nula desatinnych miest), v ktorych sa plod ovce n-krat pohol (ZIP rozdelenie)
n | 0 1 2 3 4 5 6 7
mMnp 182 41 12 2 2 0 0 1
ocakiavané m, | 182.00 36.86 15.61 4.41 0.93 0.16 0.02 0.00

Vzhladom ku nizkym pocetnostiam pre n > 2, nim zodpovedajice m,, zahrnieme do jednej skupiny.
Potom x?2,, = 1.35 a p-hodnota = 0.245 (df =k —k, —1=1,kde k=4 a k, = 2).

600 |"1l.zip" <— function(theta){
601 n<— 0:7

602 |m.n <— ¢(182,41,12,2,2,0,0,1)
603 | m0 <— m.n[1]

604 | if ((theta[2]+(1—theta[2]))==1)

605 | {1l <— mOxlog(theta[2]+(1—theta[2])x*dpois (0, theta[1l]))+

606 sum(m.n[2:8] *xlog((1—theta [2])*dpois(n[2:8], theta[1])))}
607 | return(11)

608

609 | OPTtheta <— optim(c(0.358,0.5),11.zip,control=list (fnscale=—1))

610 | theta.hat <— OPTtheta$par # 0.8473558 0.5770943

611 | lambda.hat <— theta.hat[1]

612 | p.hat <— theta.hat[2]

613 | ocak.poc <— c(p.hat+(1—p.hat)xdpois(0,lambda.hat),

614 (1—p.hat)*dpois (1:7,lambda. hat))*sum(m.n)

615 | round (ocak.poc,2)

616 |#[1] 182.00 36.86 15.61 4.41 0.93 0.16 0.02 0.00
617 |m.n.new <— c(m.n[1:3] ,sum(m.n[4:8]))

618 | ocak.poc.new <— c(ocak.poc[1:3], sum(ocak.poc[4:8]))

619 | chi.obs <— sum((m.n.new—ocak.poc.new)"2/ocak.poc.new) # 1.353315
620 | 1—pchisq(chi.obs,df=1) # 0.2446995

V prikladoch 170 a 171 bola pouzitd h) vypoéitana zo vietkych m.,,, ale v x? teste dobrej zhody boli
pouzité m,, spojenim viacerych n > 2. Chernoff a Lehmann (1954) ukézali, ze asymptotické rozdelenie
x? Statistiky vytvorenej na zéklade A vypocitanej zo vietkych m,, konverguje ku sume y? Statistiky
sdf = k—k, — 1 a vazenej sume k, statisttk x> s df = 1. Z toho vyplyva, Ze pouzitie X%_kp_l
je liberdlne, t.j. aktudlna (skutoénd) hladina vyznamnosti presiahne nomindlnu hladinu vyznamnosti.
Konzervativnym pristupom je pouzitie x7_;. Odhad A vypoéitany pouzitim zoskupenych m., je ro-
bustnejsf na odl'ahlé pozorovania ako odhad hy vypoéitany pouzitim pozorovanych m,, (Cressie a Read,
1984).

Pre déta z prikladu 170 potom konzervatfvny pristup vedie k pouzitiu x3, kde ngs = 16.57 a p-hod-
nota = 0.00087 (porovnaj s liberdlnou p-hodnotou = 0.00025). Pre déta z prikladu 171 potom konzer-
vativny pristup tiez vedie k pouzitiu x%, kde x2,, = 1.35 a p-hodnota = 0.717 (porovnaj s liberdlnou
p-hodnotou = 0.245).

Spravny pristup predstavuje pouzitie h) vypo&itanej zo zoskupenych m,, a nasledné pouzitie x? testu
dobrej zhody tiez zo zoskupenych m,,. Pre priklad 170 bude mat jadro funkcie vierohodnosti nasledovny

tvar 5
N0e=A\ 182 /1= AN £y 2,-aN 12 [/ © yn -
L(Mx):( ol > < 1 > ( 21 ) 2 nl

n
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Potom A = 0.335, e = 20.237 a p-hodnota = 0.00004 (df = 2). Pre priklad 171 bude mat jadro
funkcie vierohodnosti nasledovny tvar

oo

LA %) = (p+ (1= p) 0, )2 1= p) (LA = p)2F2, 01— p)® [] £ V).

n=3

Potom A = 0.954, p = 0.607, x2,, = 2.415 a p-hodnota = 0.1202 (df = 1).

5.2 Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody

Detaily Kolmogorov-Smirnovovho testu dobrej zhody sa odlisuji od X2 testu dobrej zhody, avsak
princip vypoctu vertikalnych vzdialenosti je zachovany. Teraz ale pouzivame vsetkych n pozorovani
a pocitame vertikdlny rozdiel medzi (kumulativnou) distribu¢nou funkciou Fy(z), kde mame vsetky pa-

rametre rozdelenia $pecifikované a empirickou (kumulativnou) distribuénou funkciou ﬁn (z) pre vsetky
x.

Za platnosti Hy bude vzdialenost medzi Fy(x) a ﬁn(x) mald pre vsetky z. Jednovyberova
Kolmogorov-Smirnovova testovacia Statistika je definovand nasledovne

D, = s\;lp |ﬁn(:c) — Fo(z)].

D,, nezdvisi na Fy(z), ak je F(x) spojitd. Test sa nazyva jednovyberovy Kolmogorov-
Smirnovov test dobrej zhody. Je potrebné zdéraznit, ze D,, mozeme pouzit, len ak je hypotéza
jednoduchd. Empirickd distribu¢ng funkcia je definovana nasledovne

n

F,(z) = Zl(:v2 <z)/n

i=1

alebo alternativne ako

0, ak x < (1),
ak z;) < T < T(i41),
1, akx>m,).

Ak sa nevyskytuji v pozorovaniach zhody,
D,, = max M;,
Vi
kde N ~
M; = max { | Fu(@s) = Folw:)l, |[Fo(a:) — Fu(ai1)l}

Kedze F,(z;) =

1 _ 1—1
Ml:maX{Dj':|ﬁ—Fo(azl)|,Dl :|F0(£Cl)— n |}

Nulovi a alternativnu hypotézu definujeme nasledovne

Hy : F(z) = Fy(x) pre vetky x oproti Hy : F(z) # Fy(x) pre nejaké x.

Hy zamietame, ked D,, > D,,(a), kde D, () je kritickd hodnota.
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Riesenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovna formuldcia — testujeme Hy: Vyska 10-roénych dievéat ma normélne rozdelenie (jej
distribu¢énd funkcia pochddza z normdlneho rozdelenia) oproti Hi: vyska 10-ro¢nych dievcat
nemd normélne rozdelenie (jej distribuénd funkcia nepochddza z normélneho rozdelenia).

e matematickd formulacia — testujeme Hy : F'(z) = Fo(x) ~ N(p,0?) oproti Hy : F(x) #
Fy(z) pre nejaké z.

2. Testovacia Statistika — Strednd hodnota p a rozptyl o2 sd nezndme, a preto ich musime od-
hadniit. Ich odhadmi st aritmeticky priemer T = 140.83 a rozptyl s> = 33.79 (smerodajni
odchylka s = 5.81)

621 vyska <— ¢(131,132,135,141,141,141,141,142,143,146,146,151)

622 | priemer <— mean(vyska) # 140.8333
623 | smerodch <— sd(vyska) # 5.812734

Najprv vypocitame otakdvané hodnoty Fy(z(;)), potom zoradime vysky podla velkosti, vypoci-
i—1

tame pozorované hodnoty ﬁn(x(i)) = %, ﬁn(x(i_l)) = — ako aj D}, Dy, M; a nakoniec D,,.

Kedze Fy(z) ~ N(140.83,5.81), potom Fy(z(;)) = Pr(X < z(;) = Pr(¥2228 < x(i);140‘83) =

o 581 = 81
w<7)— .
Pr(Z < =2e777).

624 | vyska <— sort(vyska)

625 | n <— length(vyska)

626 | FoX <— pnorm(vyska ,mean=priemer ,sd=smerodch) # teoreticke pravdepodobnosti
627 | FnX <— seq(1l:n)/n # pozorovane pravdepodobnosti

628 | FnlX <— (seq(1l:n)—1)/n

629 | D.plus <— abs(FnX—FoX)

630 |D.minus <— abs(FoX—Fn1X)

631 | VYSL <— cbhind (x,FnX,Fn1X, FoX,D.plus ,D.minus)

632 | Mi <—apply(VYSL[,c(5,6)],1,max)

633 | VYSL <— cbind (VYSL, Mi)

Pozn.: Funkciu ecdf() (prikaz v podobe Fn - ecfd(vyska); FnX j- Fn(vyska)) nie je mozné pouzit,
pretoze pri zhodach je posunuté F,(z;—1) vypocitand z F,,(z;) nesprdvna.

Pozorovana testovacia Statistika je potom rovnd D,, = 0.26.
634 | Dn <— max(Mi) # 0.2614372

3. Zamietacia oblast — Hj bude zamietnut4, ak D,, > D,(«), kde D, () je kritickd hodnota.

4. Statisticky zaver — p-hodnota = 0.385.

635 | p.hodn <— ks.test(vyska,y="pnorm" mean=priemer , sd=smerodch)$p.val # 0.384988

Kedze p-hodnota nie je mensia ako hladina vyznamnosti o = 0.05 (ekvivalentne D,, nepatri
zamietace]j oblasti), Hy nezamietame na hladine vyznamnosti c.

Pozn.: Ak by sme vykonali MC simuldciu kritickych hodnét Statistiky D,, pre n = 12 pre ddta
z normélneho rozdelenia (M = 10000), dalo by sa ukdzat, ze pri n = 12 Hy nezamietame (pozri
obréazok 5.2 vlavo).

636 | "ks.mc” <— function (n=10M=10000,alpha=0.05) {

637 Dn <— replicate (M, ks.test(rnorm(n) pnorm)$statistic)

638 kh <— quantile (Dn,1—alpha)

639 plot (density (Dn),col="black” ,Iwd=2,ylab="hustota” ,main="",

640 xlab = paste(”simulovana_kriticka.hodnota.=",round(kh,3) ,"pre_n.=", n)
641 title (sub=list (expression(paste(”"simulovane.rozdelenie.” ,D[n]))))

642 return (kh)

643

644 par(mfcol=c(1,2))
645 | ks.mc(n=12,M=10000,alpha=0.05) # 0.376

5. Slovny zaver — Nemame dostatok dokazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, ze skuto¢nou
distribu¢nou funkciou vysky 10-ro¢énych dievéat je distribu¢nd funkcia normélneho rozdelenia.

Histogram superponovany s o¢akdvanymi podetnostami vysok nakreslime nasledovne (pozri obrazok
5.2 vpravo)
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5.2

646
647
648
649
650
651
652

bin <— seq(priemer —3xsmerodch, priemer+3«smerodch ,smerodch) # kategorie
hist (vyska , breaks=bin, col="gray” ,ylab="pocetnosti”, freq=TRUE, main="")
x <— bin[2:7] —smerodch/2 # centrovanien do stredu intervalov

ocak.prav <— c(pnorm(—2),pnorm(—1:2)—pnorm(—2:1),1—pnorm(2))

ocak <— 12xocak.prav # ocakavane pocetnosti

lines (x,ocak, type="h")

points (x,ocak, pch=16)
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simulovana kriticka hodnota = 0.376 pre n = 12 vyska

simulovane rozdelenie D,

Obr. 5.2: Simulované rozdelenie D,, (vlavo) a histogram superponovany s o¢akdvanymi pocetnostami vysok (vpravo)

Ak je hypotéza zlozend, Kolmogorov-Smirnovov test je velmi konzervativny. Avsak D, moZeme
pouzit na vypoéet, len ak odhadneme parametre prislusného rozdelenia, kde ﬁo(.r) substituujeme
za Fp(z). Potom vsak nastdvaji problémy s rozdelenim D,,. Problém riesi modifikdcia Kolmogorovho-
Smirnovovho testu, kedy sa tento test nazyva Lillieforsov test dobrej zhody, pouzitim MC simulacii,

kde kritické hodnoty oznac¢ime Dy(ll )(oz). Simulované hodnoty D,, pozri na obrazku 5.3.
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"ks.l.mc" <— function (n=10M=1000,alpha=0.05)
{
Dn <— ¢()
DnL <— ¢()
for (i in 1:M) {
x <— rnorm(n)
mu <— mean(x)
sig <— sd(x)
Dn[i] <— ks.test(x,pnorm)$statistic
DnL[i] <— ks.test(x,pnorm, K mean=mu,sd=sig)$statistic

ys <— range(density (DnL)Sy)

xs <— range(density (Dn)$x)

cv <— quantile(Dn1—alpha)

cvL <— quantile (DnL,1—alpha)

plot (density (Dn,bw=0.02),col="black” ,lwd=2,ylim=ys ,
xlim=xs ,main="",xlab="",ylab="hustota” ,
sub=paste ("simulovana.kriticka.hodnota.=" ,round(cv,3),
" (jednoducha_hypoteza).a.”, round(cvlL,3),
" (zlozena_hypoteza)\n.pre.n.=",n))

lines (density (DnL,bw=0.02),col="black” ,lwd=2, Ity =2)

legend (" topright” ,legend=c("” jednoducha._hypoteza”,
"zlozena._hypoteza”), Ity=c(1,2), lwd=2)

#box ()

abline (h=0)

}
ks.|.mc(n=12,M=1000)

Z histogramu je zretelné, ze rozdiely medzi ocakdvanymi a odhadnutymi pocetnostami s znaéné
z dovodu Struktiry dat a ich rozsahu, ¢o je v rozpore so zdverom Kolmogorov-Smirnovovho testu,

ktory Hp nezamietol. Avak pouzitim Lillieforsovho testu normality Hy zamietame, kde D,, > Dfll ) ().

Pri testovani sa ¢asto pouziva Dallal-Wilkinsonova aproximacia p-hodnoty v podobe

0.974598 4 1.67997

p-hodnota = exp(—7.01256D2 (n+2.78019)+2.99587D,,v/n + 2.78019—0.122119+

Jn

n

pre n € (5,100) a p-hodnotu < 0.1. Ak je n > 100, potom D,, vo vyssie uvedenom vzorci nahradime
Dy, = D (125)%%, kde m je skutoény rozsah a n substituujeme éislom 100. Ak p-hodnota > 0.1,
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—— jednoducha hypoteza
e 4 - - Zlozena hypoteza

hustota

simulovana kriticka hodnota = 0.373 (jednoducha hypoteza) a 0.24 (zlozena hypoteza)
pren=12

Obr. 5.3: Simulované hustoty rozdelenia D,, pre jednoduchu a zlozenu hypotézu

potom D,, nahradime Dy,oq = Dy, (v/n—0.0140.85y/n). Podla velkosti Dyy0q vypoéitame p-hodnotu
nasledovne (Dallal a Wilkinson, 1986; Stephens, 1974):

o ak Dyoq < 0.302, p-hodnota = 1,
o ak Dyoq < 0.5,

p-hodnota = 2.76773 — 19.828315D0q + 80.709644D2, , — 138.55152D3,_, + 81.218052D% .

mod
e ak Dyoq <0.9,

p-hodnota = —4.901232+40.662806 Dynoq — 97.490286 D2, 4 +94.029866D3 , —32.355711D% .

o ak Dmod S 1317

p-hodnota = 6.198765 — 19.558097 Dynoq + 23.186922D2, , — 12.234627D3,_, + 2.423045D% .

mod

Na Lillieforsov test normality moZeme pouzit aj funkciu

680 | library (nortest)
681 lillie.test(vyska)$stat # 0.2614372
682 lillie.test(vyska)$p.val # 0.02296345

Nulovt hypotézu o tom, ze skutoénou distribuénou funkciou vysky 10-ro¢nych dievéat je distribuéné
funkcia normalneho rozdelenia, zamietame.

Vyhody Kolmogorovho-Smirnovovho testu. Kolmogorov-Smirnovov test ma dve hlavné vyhody
oproti x? testu

1. je pouzitelny aj pre malé rozsahy vyberov, kedy je validita x? testu dobrej zhody otazna,

2. jeho sila je vicsia ako sila x? testu dobrej zhody pre akykolvek rozsah vyberu.

Ak v8ak ide o zlozeni hypotézu, kde je potrebné odhadnit aj parametre rozdelenia, Kolmogorov-
Smirnov test v jeho klasickej podobe nie je mozné pouzit. Vysledky by v tomto pripade boli konzer-
vativne v zmysle pravdepodobnosti chyby prvého druhu, ktora by bola v skutocnosti mensia, t.j. pozo-
rovand hladina vyznamnosti by bola tiez mensia, ¢o by znamenalo ,, pomalsie“ zamietanie za pouzitia
D,,(«) namiesto D (a). Ak odhadujeme stredni hodnotu a rozptyl, pouzijeme Lillieforsov test norma-
lity. Priblizny vztah medzi kritickymi hodnotami D () tohoto testu a kritickymi hodnotami D, («)

140



KAPITOLA 5. TESTY DOBREJ ZHODY 5.2

zeme vyjadrit ako D\ )(a) ~ 2D, (a). Pre velké hodnoty n hodnoty D )(a) klesaju tak, ako klesa

mo
1
Vn®

Priklad 174 (pasy normality) Na zdklade vygenerovangjch pseudondhodngch éisel X ~ N(u,02),
n = 100,u = 0,0% = 1, kde M = 1000, odhadnite (a) hustotu m-tej realizdicie pomocou funkcie den-
sity(); ponechajte argument n=>512 a nastavte from=-3 a to=3; (b) distribucni funkciu m-tej realizdcie
pomocou (a) a funkcie cumsum() a (c) empirické kvantily m-tej realizdcie pomocou funkcie ggnorm().
Vygenerované ¢isla xp,;,m = 1,2,...,1000 a i = 1,2,...,100, ulozte po riadkoch do matice X, ktoré
budi mat rozmery 1000 x 100. Odhadnuté hustoty a distribucné funkcie uloite po riadkoch do matic
H o D, ktoré bude mat rozmery 1000 x 512 a empirické kvantily do matice K, ktord bude mat roz-
mery 1000 x 100. Pre kazdi z matic H, D a K vypocitajte To.05 a To.95 po stl})coch a zobrazte ich ako
pdsy pomocou funkcie polygon(). Do obrdzkov vkreslite (a) teoreticki hustotu, (b) teoreticki distribucni
funkciu a (c) kvantilovi priamku (pomocou funkcie qqline()) éervenou farbou. Obrdzky usporiadajte ako
trojicu vedla seba. Ddta, ktorjch normalitu chceme graficky testovat, budi (1) X ~ N(0,1), n = 100,
(2) X ~ [pN(0,1)+ (1 —p)N(0,4)], n = 100 ap = 0.95 a (3) X ~ [pN(0,1) + (1 — p)N(0,4)], n = 100
ap=0.9. Zobrazte (1), (2) a (3) oddelene do grafov (a), (b) a (c). Okomentujte. RieSenie (1) pozri
na obrdzku 5.4.

distribucna funkcia
empiricke kvantily
0
L

data data teoreticke kvantily

Obr. 5.4: P4sy spolahlivosti normélneho rozdelenia — pre hustotu (vlavo), distribuénd funkciu (uprostred) a kvantilovi
priamku (vpravo)
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6 Testovanie hypotéz o jednom parametri

V tejto kapitole sa budeme venovat testovaniu hypotéz o strednej hodnote u a rozptyle o2 za predpo-
kladu normality X, t.j. X ~ N(u,02); o korelaénom koeficiente p premennych X a Y za predpokladu
dvojrozmernej normality (X, Y)T, t.j. (X,Y)T ~ Na(u,X) a nakoniec o pravdepodobnosti p za pred-
pokladu X ~ Bin(N,p) a X ~ Poiss(\).

6.1 Asymptotické testy o strednej hodnote

Jednovyberovy test hypotézy o strednej hodnote normélneho rozdelenia sa v biologickej antropoldgii
pouziva najcastejsie v situdciach, ked’ mame k dispozicii namerané hodnoty nejakej spojitej premennej
(napriklad vysky postavy) a chceme zistit, & sa strednd hodnota vysky postavy nasej populdcie lisi
alebo nelisi od referen¢nej (napr. reprezentativneho, celostédtneho siboru) ¢i publikovanej (napr. z iného
mesta, iného obdobia alebo inej generdcie) strednej hodnoty vysky postavy vzorky, z ktorej nemdme
k dispozicii primdrne ddta (individudlne hodnoty vsetkych pripadov), ale iba sekunddrne déata ako
Statistické charakteristiky/parametre (aritmeticky priemer, pocet jedincov a smerodajnd odchylku).
Ked7e ¢iselne sa stredné hodnoty (pri dostatoénej presnosti, poéte desatinnych miest) akychkolvek
dvoch populécif vzdy lisia (t.j. jedna je vzdy mensia a druha vicsia), je potrebné zistit, & je rozdiel
Statisticky vyznamny (signifikantny; v minulosti sa pouzivalo oznacenie Statisticky zdvazny). Potrebu-
jeme rozhodnit, ¢i ma rozdiel takd vahu, Ze je opodstatnené hl'adat vysvetlenie pri¢in tohto rozdielu
(interpretaciu vysledkov) alebo je rozdiel iba maly, dany ndhodnymi vplyvmi a nemé zmysel sa nim
zaoberaf (resp. méa zmysel zaoberat sa jeho neexistenciou). Nie je preto spravne porovndvat stredni
hodnotu s referenénou hodnotou iba &iselne, prip. graficky (i ked’ sa to, Zial, v prehladovych stididch
a diskusidch antropologickych studif casto deje), ale je nevyhnutné rozdiel vzdy Statisticky testovat.
Az potom sa mézeme pokisit o vysvetlenie rozdielu (v pripade zamietnutia nulovej hypotézy o zhode
strednej hodnoty s referenénou strednou hodnotou) alebo, naopak, o vysvetlenie zhody & velkej po-
dobnosti oboch vzoriek (v pripade nezamietnutia nulovej hypotézy). Na to vSak spravidla nestacia
hodnoty rozdielu alebo vysledky samotného testu, potrebujeme aj d’alsie informécie o populdcii, vzorke
a sposobe jej vzniku. Pri¢inou rozdielu v sledovanom znaku mozu byt genetické (velkost populdcie,
gpecifické evoluéné adaptécie a i.), environmentalne (fyzikdlne a geografické faktory prostredia, zat'az,
strava, a i.) ¢i socio-kultirne (behaviordlne, kultirne, socidlne a ekonomické) rozdiely medzi geo-
grafickymi oblastami, populdciami, generdciami, socidlnymi vrstvami atd’. Standardne sa vo vicsine
znakov vo vietkych ludskych populdcidch vyskytujii rozdiely vekové (ontogenetické rastové a vyvojové
zmeny v priebehu dospievania a involué¢né funkéné a morfologické zmeny v priebehu starnutia) a roz-
diely pohlavné (sexuélny dimorfizmus), ktoré je nevyhnutné vzdy zohladiiovat, t.j. nie je mozné po-
rovnavat vzorky z tej istej alebo odlignych populdcii, u ktorych nepozndme vekové a pohlavné zlozenie
(pocet muzov a zien a ich vek).

Pomocou jednovyberového testu strednej hodnoty mozno testovat rozdiely spojitych premennych
(rozmery zivého ¢loveka, rozmery skeletu), ktoré maji zndme rozdelenie. Nevyhodou vyuzitia jed-
novyberového testu a porovndvania s referenénou ¢ publikovanou hodnotou je ale skutoc¢nost’, Ze tes-
tujeme rozdiely medzi ddtami zmeranymi inymi pozorovatelmi, inymi meradlami a stanovené viésinou
nedostatoéne spresnenym a nekontrolovanym sposobom. Presnost meradiel, sposob merania a odlisné
okolnosti pri zbere dit v oboch vzorkach mézu byt pricinou ¢asti rozdielov v strednych hodnotéch.
Preto je vhodnejsie pouzit dvojvyberové testy, kde obe porovnavané vzorky merala jedna osoba rov-
nakym meradlom a najlepsie vo vhodnom zndhodnenom poradi z hl'adiska prislusnosti meranych jed-
notiek k porovndvanym skupindm/vzorkdm.

Nech X ~ N(u,02), kde 02 je nezndma. Majme dvojice hypotéz Hoyy : o = g oproti Hyy : u # po,
Hoy : o < g oproti Hyo @yt > pio, Hoz @ o > po oproti Hyz : o < pig, ktoré chceme testovat.

Ak Hj plati, potom -
_ X — o

D
TW \/EN tnflv
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kde S% = ﬁ S (Xi — Y)Q a rozdelenie tq¢, kde df = n — 1, sa nazyva centralne t-rozdelenie
s n — 1 stupfiami volnosti. Ty sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo t-Statistika)
a test jednovyberovy Studentov t-test o strednej hodnote p.

Ak Hy neplati, tito situdcia vedie k necentridlnemu t-rozdeleniu s df stupiiami volnosti a para-
metrom necentrality A, ozn. tg x, kde

T ZwA Vi (X —p) Jo+/n(p—po) /o D,
WA \/W S/O' df ,\s

kde df = n—1, Zw = @f 2 N (0,1), parameter necentrality A = (6/0)v/n, § = p — po je

2
minimélne detegovatelna vzdialenost medzi p a pg, V = ("_0712)‘9 2 Xif a je nezavislé na Zyy.
Ozna¢me kumulativnu distribuénd funkciu Tw,x ako Ggr x (t) = Pr(Tw,x <t). Ak A = 0, potom sa
necentrélne ¢-rozdelenie redukuje na centrélne (Studentove) t-rozdelenie.

Ak Hyz neplati, potom silofunkcia

1- B (H7U) = Eg (X ;/I‘O\/ﬁ > tn—l (a)> =1- Gn—l,)\ (tn—l (O/)) )

kde argumenty (u, o) indikuji, ze pravdepodobnost je po¢itand za predpokladu X ~ N(p,a2), 1t > po.

Ak Hys neplati, potom silofunkcia

X — o
S

1= 5 (n0) = Pr (TG 0V € 00 (@) = Gt (s (@),

kde argumenty (p, o) indikuju, ze pravdepodobnost je po¢itand za predpokladu X ~ N(u,02), 1 < pig.
Ak Hy; neplati, potom silofunkcia

1=pe) = Br (TS 0Dy S 2 10 (a2)
= 1- anl,/\ (tnfl (a/2)) + anl)\ (_tnfl (a/Q)) )

kde argumenty (p, o) indikuju, ze pravdepodobnost je poéitand za predpokladu X ~ N(u,02), 1 # po.

Definicia 52 (Kriticky obor a silofunkcia Ty testu o p) Kriticky obor a silofunkcia si de-
finované (za platnosti t2_,(/2) = Fi,1(a) a t3_, \(a/2) = Fiu_1x2(a)) nasledovne (pozri
obrdzok 6.1):

H() H1 w 1- ﬁ (/1’)
p=ypo p#po Wi ={Tw;|Tw| > ta-1(a/2)} Pr(Fi,_1x2 > Fiuo1(a))
p<po p>po Wr={Tw;Tw > th—1(a)} Pr(tn—1,x > th—1 (o))

p>po p<po Wi={Tw;Tw < ~th-1(a)}  Pr(ta-1 < —th-1())

Definicia 53 (p-hodnota Ty testu o ) Nech Ty je mejakd testovacia Statistika a tyw =
T—pio

2o\ /n je jej realizdcia (pozorovand, vypoclitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu
pocitame nasledovne:

2Pr(Tw > |tw||Ho1), ak  Hui:p # po

p-hodnota = { Pr(Tw > tw|Ho2), ak His: > po
Pr(Tw < tw|Hos), ak Hiz i p < po

Definicia 54 (Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre p) Waldove 100% (1—a)% empirické
1S pre u pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar:

144



KAPITOLA 6. TESTOVANIE HYPOTEZ O JEDNOM PARAMETRI 6.1

|
@ |
S
©
< < <
5 5 5
5 s s
B > 3 B
=
N
S
o
2
T T T T T T
-4 -2 0 2 4 2 4
H=Ho
Hi1:u—po#0, Ho=0, 0° =4, x=0.05 Hitp—po>0, uo 0 o?=4,0=0.05 Hyp:u—po <0, ug 0 o?=4,0=0.05

Obr. 6.1: Silofunkcie asymptotického testu o p pre Hi1 (vlavo), Hio (uprostred) a Hiz (vpravo)

Hy H, hranice (d,h) pre 100(1 — @)% empiricky IS
p=po o CSia={umoipo€ (T-ta1(0/2) 557+ ta (@/2) ) }
u<po p>po CSi—a=qpo: o€ f—tnfl(a)ﬁ,ooﬂ

El

w>po p<po CSi1—o=qHo:Ho€ *007T+75n71(04)ﬁ)}

Priklad 175 (nezavislost u a 0?; pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ N(u,0?), kde u = 20
2 _ o § L, . o . . D .
a 0° = 100. Vypocitajte Pearsonov korelacny koeficient r 5 pomocou simulacnej stidie. Nakreslite

swou farbou rozptylovy graf (Tpm,sm), kde m = 1,2,..., M, kde M = 100000. Dokreslite do grafu
ciernou farbou také body, pre ktoré plati tw,y, = ‘E’S"'_“ \/ﬁ‘ < tn—1(e/2), ako aj hranice, ktoré definuji

také body (T, Sm), pre ktoré tw,p, = t,— 1(04/2) Vypocitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre p
ako podiel 3, T (twm < tn—1(/2)) /M. Zuolte (a) n =5, (b) n =50 a (c) n = 100.

Riesenie v @ (pozri obrdzok 6.2)

683 | M <— 100000

684 n<—5

685 mu <— 20

686 sigma <— 10

687 | x <— rnorm (M«n,mu, sigma)

688 | DATA <— matrix (x, nrow=M)

689 | mu.hat <— rowMeans(DATA)

690 | sd.hat <— sqrt(rowSums((DATA-mu.hat)"2)/(n—1))
691 cor(mu.hat,sd.hat) # 0.002212632

692
693 | windows (12,4)

694 | par(mfcol=c(1,3) ,mar=c(5,4.2,1,1))

695 plot (mu.hat, sd.hat, xlab="aritmeticky.priemer” 6 ylab="smerodajna.odchylka”,
696 col="darkgrey” ,pch=16,cex=0.2,cex.lab=1.5,

697 sub=paste("n=5,." ,"r=" round(cor(mu.hat,sd.hat) ,6)), cex.sub=1.5)

698 | ## pravdepodobnost pokrytia

699 |t.krit <— qt(0.975,n—1)

700 |tW.obs <— sqrt(n)s*(mu.hat—mu)/sd.hat

701 | pokrytie <— (1:M)[abs(tW.obs)<t.krit]

702 | points(mu.hat[pokrytie],sd.hat[pokrytie],pch=16,cex=0.2)

703 | mu.hat.i <— seq(min(mu.hat), max(mu.hat), length=1000)

704 | sd.hat.i <— abs(sqrt(n)*(mu.hat.i—mu)/t.krit)

705 lines (mu.hat.i,sd.hat.i, lwd=2)

706 | p.pokrytie <— sum(abs(tW.obs)<t.krit)/M # 0.94856

Ak st X a S nezdvislé, potom px <.s = 0 argg ~ 0. Na zdklade vysledkov simulacne]j studie
mdzeme konstatovat, ze r+ s ~0pren=5,50a 100 (pozri obrazok 47). Pravdepodobnost pokrytia je

pre n = 5 rovné 0.94856, pre n = 50 je rovna 0.95021 a pre pre n = 50 je rovna 0.95015. Z toho vyplyva
7e aktudlne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia (ziskané zo simulaénej stidie) si pre X ~ N(u,o?)
dostatocne blizke nominélnej hodnote 1 — o = 0.95.

Priklad 176 (nezavislost p a a ; pravdepodobnosﬁ pokrytia) Nech X ~ [pN(u,0%) + (1 —p)
N(u,03)], kde p=0.9, p =20, 63 = 100 a 03 = 400. Vypoéitajte Pearsonov korelaény koeficient X5
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Obr. 6.2: Rozptylovy graf Z;,s;, i = 1,2,..., M, M = 100000 pre n = 5 (vIavo), n = 50 (v strede) a n = 100 (vpravo)

pomocou simulaénej Stidie. Nakreslite sivou farbou rozptylovy graf (T, Sm), kde m = 1,2,..., M,
kde M = 100000. Dokreslite do grafu ciernou farbou také body, pre ktoré plati tw,., = E’;’;“\/ﬁ’ <
tn—1(a/2), ako aj hranice, ktoré definuji také body (Tp,, Sm), pre ktoré tw m = tn_1(a/2). Vypolitajte
pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre p ako podiel > I (tw,m < tn—1(a/2)) /M. Zvolte (a) n =5,
(b) n=>50 a (¢) n =100.

Jednovyberovy Studentov t-test o strednej hodnote 1 v @ (funkcia t.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektor dat x;

2. alternativa alternative="two.sided" je prednastavend, d’alsie volby sti "greater”, "less”;

3. stredna hodnota za platnosti nulovej hypotézy mu, t.j. po;

4. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je p =.95.
Vystupy funkcie:

1. nézov pouzitého testu method;

2. testovacia Statistika statistic;

3. pocet stupiiov volnosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;

5. alternativna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spolahlivosti pre u conf.int;

7. bodovy odhad (aritmeticky priemer T) sample estimates.

Priklad 177 (necentralne t-rozdelenie) Nakreslite distribucni funkciu necentrdlneho t-rozdelenia
tn—1, kde § = p— pg a A = 6/(o/+/n). PouZite iop = 0, 6 = 1, 0 = 1.4 a n = 26. Vypoclitajte
pravdepodobnost nad kvantilom xg.975 pod krivkou hustoty tohoto rozdelenia.

Riesenie v @ (pozri obrizok 6.3 vlavo)

707 delta <— 1

708 sigma <— 1.4

709 n <— 26

710 | lambda <— delta/sigmax*sqrt(n)

711 curve (pt(x,25,ncp=lambda) ,from=0,to=6,xlab="x" ,ylab="distribucna .funkcia”)
712 | abline (v=qt(.975,25)) # 2.06

713 | 1—pt(qt(.975,25) ,25, ,ncp=lambda) # 0.9381038
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Priklad 178 (necentralne t-rozdelenie) Nakreslite hustoty jedného centrdlneho a Styroch necen-
trdlnych t-rozdelens tn,_1.x (§ = p— po a A = 8§/(c/\/n)) do jedneho obrdzka tak, aby boli odlisitelné
farbou alebo typom éiary. PouZite pg =0, § =0,0.5,0.8,1 a 1.2, 0 = 1.4 a n = 26.

RieSenie v @ (pozri obrdzok 6.3 vpravo)

714 | delta <— ¢(0,0.5,0.8,1,1.2)

715 sigma <— 1.4

716 n <— 26

717 | lambda <— delta/sigmaxsqrt(n)

718 | curve(dt(x,n,ncp=delta[1]) ,from=—4to=9,xlab="x",ylab="hustota” ,xlim=c(—4,12))
719 | curve(dt(x,n,ncp=delta [2]) ,add=T, from=—5t0=10, Ity =2)

720 | curve(dt(x,n,ncp=delta [3]) ,add=T, from=—5t0=10, Ity =3)

721 | curve(dt(x,n,ncp=delta[4]) , add=T,from=—5to=10, |ty =4)

722 | curve(dt(x,n,ncp=delta[5]) , add=T, from=—5to=10, lty=5)

723 | legend (" topright” ,c(expression(paste(delta==0,sep="")),

724 expression (paste(delta==0.5,sep="")), expression (paste(delta==0.8,sep="")),
725 expression (paste(delta==1,sep="")),expression(paste(delta==1.2,sep=""))),
726 Ity =1:5)
2 <
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° o | 3=08
£ © - 8=1
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2 34 2
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o |_ 1=
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Obr. 6.3: Distribuéna funkcia (vlavo) a hustoty (vpravo) necentrélneho t-rozdelenia pri réznych parametroch necentrality
A vyjadreného pomocou §

Priklad 179 Nech X ~ N(u,02), kde odhady T = 4 a s = 2.89%. Rozsah ndhodného vijberu n = 25.
(a) Testujte Hy : pn = 2.5 oproti u # 2.5 na hladine vijznamnosti a = 0.05.

(b) Vypocitajte silu 1 — 8 pre po = 2.5 a pu1 = 4 (w1 predstavuge hodnotu 1 za platnosti Hy) za pred-
pokladu, Ze o = 2.5.

(¢c) Pouzite @ na simuldciu hustoty rozdelenia t,_1 . testovacich Statistik t%lg\ = E”;%“O\/ﬁ (ne-

centrdlne t-rozdelenie s n— 1 stupriami volnosti a parametrom necentrality \), kde n = 25, A = 3,
m=1,2,...,M, pri M = 20000 opakovaniach. Na zdklade tohoto rozdelenia vypocitajte silu testu
pre pg = 2.5 a py = 4 (pozri obrdzok 45). (1) X ~ N(4,2.5%) a (2) X ~ [pN(4,2.5%) + (1 —
p)N(4,4.5%)], kde p = 0.9.

Riesenie (aj v @)
(a) tw = T2 = 2‘8*9—/72@ = 2.595, p-hodnota=2x Pr(|Tw| > tobs|Tw ~ t2q) = 0.016;

— M1 - _4-25 _- .
(b) A= l;/\/ﬂﬁo T 2.5/V25 3.0;

Za platnosti alternativy ty = z/_\%%

1 — B(p1 =4) = Pr(zamietni Ho|H1) = Pr(Tw < tp—1(1 — a/2) UTw > ty_1(a/2)|T ~ th_13) =
Pr(TW,g < t24(0.975)U Tw,s > t24(0.025)‘TW,3 ~ t2473) = 0.82.

Plati nasledovné: PT(TW73 < t24(0.975) ] Tw’g > t24(0.025)|TW,3 ~ t2473) = PI‘(F1724’32 > F1’24(0.05)),
kde F1’24(0.05) = (t24(0025))2

727 cv <— qt(0.975,24) # 2.063899

728 | p.hodn <— 2x(1—pt(2.595156,24)) # 0.01587727

729 | sila.t.test <— pt(qt(0.025,24),24,3)+(1—pt(qt(0.975,24) ,24,3)) # 0.8207219
730 | sila.t.test <— 1—pf(qt(0.975,24)°2,1,24,3°2) # 0.8207219
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Obr. 6.4: Hustota centralneho a necentralneho ¢-rozdelenia; vlavo — hustota necentrélneho t-rozdelenia je superponovana
histogramom simulécif pre X ~ N(4,2.52) a vpravo — pre X ~ [pN(4,2.52) + (1 — p)N(4,4.5%)], kde p = 0.9

Simul4ciu silofunkcie (1) pozri na obrdzku 6.4 vIavo a (2) na obrdzku 6.4 vpravo.

Pravdepodobnost empirickej CHPD pre MC experiment je pravdepodobnost p signifikantnych
testovacich statistik medzi ich M opakovaniami, ak Hy plati. Potom SE(p) = \/p(1 — p)/M je mensia
alebo rovnd 0.5/v M.

Priklad 180 (pravdepodobnost empirickej CHPD t-testu) Nech X ~ N(u,0?), kde p = 500
a 02 = 100. Testujte Hy : p = 500 oproti Hy : pn > 500, ak o = 0.05, o je nezndme. Pouzite ®
na simuldciu empirickej Pr(CHPD), kde pocet simuldcii je M = 10000 a rozsah ndhodného vijberu je
n = 20 pre jednovgberovy Studentov t-test o strednej hodnote u. PouZite funkciu t.test(x, alternative =
"greater”, mu = mu0) a pre kaZdi testovaciu Statistiku tn,,m =1,2,..., M vypocitajte p-hodnotu a jej
Standardni chybu za platnosti Hy. Ide o zistenie relativnej pocetnosti p zamietnutych Hy na hladine

M .
vgznamnosti o = 0.05 medzi M testami, kde p = Pr(CHPD) = i I<H‘}Mwmzemmc) .

RieSenie v ®

731 n <— 20

732 alfa <— .05

733 mu0 <— 500

734 sigma <— 100

735 |M <— 10000

736 | p.hodnoty <— numeric (M)
737 | for (j in 1:M) {

738 x <— rnorm(n,mu0, sigma)

739 ttest <— t.test(x,alternative="greater” ,mu=mu0)
740 p.hodnoty[j] <— ttest$p.value

741

742 | p.hat <— mean(p.hodnoty<alfa)
743 | se.hat <— sqrt(p.hatx(1—p.hat)/M)
744 | print(c(p.hat,se.hat)) # 0.052100000 0.002222287

Odhadnutd pravdepodobnost chyby prvého druhu bude oscilovat okolo nomindlnej hladiny vyz-
namnosti a = 0.05, pretoze vSetky nahodné vybery boli generované za platnosti Hy za predpokladu
modelu normalneho rozdelenia.

Ak nie je mo7né vypoéitat silofunkciu testu Hy oproti fixovanej obojstrannej H; analyticky, je mozné
t1ito silu odhadntit pomocou MC metéd. Treba si ale uvedomit, Ze hoci sila 1 — 3 je definovana na celom
parametrickom priestore ©, « je definovana na podpriestore Q.

Priklad 181 (empiricka silofunkcia t-testu) Nech (a) X pochddza z normdlneho rozdelenia, X ~
N(p1,1002), a (b) X pochddza zo zmesi dvoch mormdlnych rozdeleni, X ~ [pN(u1,100%) +(1 —
p)N(u1,2002)], kde p = 0.9. Rozsah ndhodného viberu n = 20. PouZite ® na simuldciu empiric-
kej silofunkcie pre jednovyberovy Studentov t-test. Testujeme Hqy : p = 500 oproti Hy : p # 500,
kde py = 450,460, ...,640,650 (ide o obojstranni alternativu). PouZite funkciu t.test(x,mu=500),
na vypocet kaidej testovacej Statistiky t,,,m = 1,2,... .M, kde M = 10000, vypocitajte p-hodnotu
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koresponduyucu tm a porovnajte ju s hladinou vyznamnostz a = 0.05. Tak ziskate empiricku silofunkciu
1— [3(/11) pri danej alternative. Do grafu zakreslite 1— ﬂ(,ul) pri danej alternative ako aj ich standardné

chyby SE[1 — B(u1)] = v/ %)‘“) v podobe chybovej isecky 1 — B(u1) = SE[1 — B(p1)]. Do grafu
vkreslite aj teoreticki silofunkciu 1 — B(u1), p1 € (450, 650) (pouZite funkciu power.t.test()).

Riesenie (pozri obrdzok 6.5)

silofunkcia
silofunkcia

450 500 550 600 650 450 500 550 600 650

Obr. 6.5: Empiricka (krivka s chybovymi tiseckami vo vybranych bodoch) a teoretickd (hladké krivka) silofunkcia t-testu;
simuldcie; vlavo — X ~ N(500,100%) a vpravo — X ~ [pN (500, 100%) + (1 — p) N (500, 200?)], kde p = 0.9

Test pomerom vierohodnosti pre pu.

Majme Hy; oproti Hyq. Nech X ~ N(u,0?), kde 8 = (1, 0%)T. Funkcia vierohodnosti je rovna

1 n
2 n/2 = i — 2 )
L(8Ix) = (270?) "2 exp ( 37 (01— 1) )
MLE 8 je rovny

0= (7,6 ( Za:“fz T — m)2>T,

i=1

t.j. ©1 = {0 : n # po}. Za platnosti Hyy je g = (uo,ao) t.j. ©g = {0 : n = po}. Vypocet
max(l(0]x))|@ € Og) sa redukuje na vypocet MLE 2 parametra o2 za predpokladu u = g je
zname, kde d’alej pouzijeme [(6|x) v bode 8. Derivécia [(8]x) podla o2 je rovna

6 n

odkial
1
~ 1 Y
7= L5 o

i=1

Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny
~In(A(x)) = U(B]x) —1(Bo]x)
- ( g(ln(%) FIng? + 1)) - (-%(m(zn) Yot 4 1))
n
2
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a testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —2In (A (X)) R X3, kde Hy bude
~2
zamietnuté, pre velké hodnoty podielu 2§. D4 sa ukazat, ze 0 = 2 + (T — po)* a potom %% =

@10’ Kedze s> = L™ (2; — T)% = 252, podiel & je rasticou funkciou |¢ ¢
+ =5 Kedze s° = =5 > i (2 —Z)° = 2707, podiel 5 je rastiicou funkciou [ty | a potom

’\2 t2
uLr = —21n (A (x)) —nln—2 =nln (1+ p— 1)

Vierohodnostny 100 x (1 — @)% empiricky DIS pre p bude mat tvar
681_a = {MO : ULR < X% (Oé)} .

Majme Hge oproti Hya. Nech fig
2
aULR = gln(l—i——m) pre tw > 0.
Majme Hys oprotl Hy3. Nech jip = T ak T > pg a figp = po inak. Potom upg = 0 ak ty > 0
a ULR = '2—‘1n(1-|-—“L) pre ty < 0.

T ak T < Ho & ﬁo = Mo inak. Potom ULR = 0 ak tw

IN
o

8l

Riesenie (aj v ®)

1. Hypotézy

e slovna formulécia — testujeme Hy: strednd hodnota diiky lebky starovekej egyptskej muzskej
populécie je zhodné so strednou hodnotou dfiky lebky novovekej egyptskej muzskej populdcie
oproti Hj: strednd hodnota diiky lebky starovekej egyptskej muzskej populacie nie je zhodna
so strednou hodnotou diZky lebky novovekej egyptskej muzskej populdcie.

e matematickd formuldcia — Hy : p = po oproti Hy : p # g, kde po = 177.568.

2. Testovacia Statistika — Strednd hodnota p a rozptyl o2 st nezndme, a preto ich musfme od-
hadnit. Ich odhadmi st aritmeticky priemer T = 182.037 a rozptyl s? = 40.582 (smerodajni
odchylka s = 6.370).

745 | DATA <— read.table (" one—sample—mean—skull —mf. txt” , header=TRUE)
746 | attach (DATA)

747 | x <— na.omit(skull.L)

748 | n <— length(x) # 217

749 | priemer <— mean(x) # 182.0369

750 | rozptyl <— var(x) # 40.58197

751 | smerodch <— sd(x) # 6.370398

Pozorované testovacie Statistiky:
Waldova testovacia Statistika ¢ty = —”—\/_ w 217 = 10.334.

2
Testovacia statistika pomerom vierohodnosti upr = nln (1 + %) = 87.172.

752 | mu0 <— 177.568

753 |tW.obs <— (priemer—mu0)/smerodch*sqrt(n) # 10.33382

754 | sigma.sq.hat <— (n—1)/nxvar(x) # 40.58197

755 | sigma0.sq.hat <— sum((x—mu0)"2)/n # 60.36572

756 | uLR.obs <— nxlog(sigma0.sq.hat/sigma.sq.hat) # 87.17249
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3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty £n_1(1 — /2) = tars(1 — 0.025) = —1.971 a ty_y(a/2) = t216(0.025) = 1.971;
kriticky obor Wy = (tmin, tn—1(1 — @/2)) U (tp—1(/2), tmax) = (—00, —1.971) U (1.971, c0).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x? (o) = 3.841;
kriticky obor W = (x? (@) , tmax) = (3.841, 00).
757 | t.krit.d <— qt(0.025,df=n—1) # —1.971007

758 | t.krit.h <— qt(0.975,df=n—1) # 1.971007
759 Ir . krit.hodn <— qchisq (0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — «)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre u:
= - - 6.370 6.370
(d.h) = (T~ ta1(1 - /2) . T+ by (/2) S5) = (182,037 — 19715410 182037+ 1.9718:470) =
(181.185, 182.890).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre u:
CSo.95 = {0 : uLr(po) < X3 () } = (181.188,182.886).
760 | IS.W <— priemer4c(—1,1)*t. krit.hxsmerodch/sqrt(n) # 181.1845 182.8892
761 | min.mu <— priemer —lxsd(x)
762 | max.mu <— priemer+1xsd(x)
763 |mu.0i <— seq(min.mu,max.mu,by = 0.0001)
764 |tW.obs.i <— (priemer—mu.0i)/sd(x)=*sqrt(n)
765 |uW.obs.i <— tW.obs.i"2

766 |uLR.i <— nxlog(l+uW.obs.i/(n—1))
767 | IS.LR <— range(mu.0i[which(uLR.i<Ir.krit.hodn)]) # 181.1876 182.8862

5. Statisticky zdver —
Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Ty > [10.334||Hy) < 0.0001.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(Upg > 87.172|Hp) < 0.0001.

768 | p.hodn W <— 2x(1—pt (abs(tW.obs), df=n—1)) # < 0.0001
769 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=1) # < 0.0001

Hj na hladine vyznamnosti zamietame, pretoze (1) testovacia Statistika patri kritickému oboru,
(2) po = 177.568 nepatr{ DIS a nakoniec (3) p-hodnota je mensia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Zamietame nulovi hypotézu o tom, ze strednd hodnota dfzky lebky starovekej
egyptskej muzskej populécie je zhodnd so strednou hodnotou dlzky lebky novovekej egyptskej
muzskej populacie.

7. Antropologicky slovny zaver — V starovekej egyptskej populacii je hodnota diiky lebky
Statisticky vyznamne vysSia nez v populacii novovekej. V uvedenych populéciach by tak mohlo
ist o prejav sekuldrneho trendu v zmysle skracovania dIZky lebky, ked'Ze ide o zmenu uréitého
parametra za dlhé casové obdobie. Vyvodzovanie zdverov vSak vyzaduje testovanie rozdielov
aj v &frkovych rozmeroch, ked'ze brachycefalizicia predstavuje relativne skracovanie lebky a uka-
zuje sa, ze za zmeny v tvare lebky zodpovedaju predovsetkym zmeny v jej sirke.

Riesenie pomocou funkcie t.test():

770 |W.test <— t.test(x,mu=mu0)

771 |W.test$estimate # 182.0369

772 |W.test$conf.int # 181.1845 182.8892
773 |W.test$stat # 10.33382

774 |W.test$p.val # 1.344108e—20
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Parovy pripad. Predpokladajme, ze X; ~ N(uj,ajz), kde 012- nie st zndme a j = 1,2. Potom X4 =

X1 —Xo ~ N(,ud,ag), kde pg = p1 — po, 0q = \/0% + J% — 2poi09 a p je korelaény koeficient medzi
premennymi X; a Xy. Tiez plati X4 = X1 — X2 ~ N(ug,02/n). Majme dvojice hypotéz Hoy : g = po
oproti Hiy @ pig # po, Hoz 1 pa < pio oproti Hig @ prg > po, Hos @ pa > o oproti Hig @ pra < pio, ktoré
chceme testovat. Na ich testovanie pouzijeme

1. Waldovu testovaciu Statistiku t%), ktora je ekvivalentnd ty, kde T nahradime Z4 a s

nahradime sg = \/ ﬁ S (s —Ed)2; prislichajici test nazyvame parovy Studentov
t-test o strednej hodnote ji4;

e e . . (d . . [ .
2. testovaciu Statistiku pomerom vierohodnosti uéF){, ktord je ekvivalentnd urg, kde G2
nahradime 73, = > ie1(Tas — pa)® a 0% nahradime o3 = = >0 (24 — Ta)*.

Parovy pripad vznikd v praxi v troch zdkladnych situdcidch:

1. jeden vyskumnik vykond dve opakované merania jednej premennej v ¢ase (sledovanou premen-
nou je rozdiel merania v prvom a druhom ¢asovom bode); merania sliZia na zistenie intraindi-
vidualnej chyby;

2. dvaja vyskumnici vykonaji kazdy jedno meranie jednej premennej (sledovanou premennou je
rozdiel meran{ prvého a druhého vyskumnika); merania slizia na zistenie interindividudlnej
chyby;

3. jeden vyskumnik vykona jedno meranie premennej na pravej a jedno na l'avej strane tela (sledova-
nou premennou je rozdiel merani na pravej a lavej strane); merania sliZia na zistenie (a)symetrie.

Péarovy Studentov t-test o strednej hodnote py v @ (funkcia t.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektor dat x;

2. vektor dat y;

3. alternativa alternative="two.sided” je prednastavend, d'alsie volby si "greater”, "less”;

4. strednd hodnota za platnosti nulovej hypotézy mu, t.j. puo;

5. pérovy pripad paired = TRUE (prednastaveny je jednovyberovy pripad paired = FALSE);
6. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je p =.95.

Vystupy funkcie:

1. nézov pouzitého testu method;
2. testovacia Statistika statistic;
3. pocet stupiiov volnosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;
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5. alternativna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spolahlivosti pre g conf.int;

7. bodovy odhad rozdielu strednych hodnot (aritmeticky priemer T;) sample estimates.

RieSenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovna formuldcia — testujeme Hj: strednd hodnota rozdielu prvého a druhého merania

02~

vertikdlneho priemeru v strede dfiky tela klic¢nej kosti na pravej strane je rovnd nule oproti

Hi: strednd hodnota rozdielu prvého a druhého merania vertikdlneho priemeru v strede dfzky
tela klti¢nej kosti na pravej strane nie je rovna nule.

e matematickd formuldcia — Hy : uqg = po oproti Hy : g # po, kde pg = 0.

2. Testovacia Statistika — Strednd hodnota j4 a rozptyl 02 si nezndme, a preto ich musime

odhadniit. Ich odhadmi st aritmeticky priemer Z; = 0.011 a rozptyl s2 = 0.040 (smerodajnd
odchylka sg = 0.200).

775 | DATA <— read.table (" paired —means—clavicle.txt” , header=TRUE)
776 | attach (DATA)

777 | xd <— simd.1[side=="R"]—simd .2[side=="R"]

778 | n <— length(xd) # 40

779 | priemer <— mean(xd) # 0.01075

780 | rozptyl <— var(xd) # 0.04015583

781 | smerodch <— sd(xd) # 0.2003892

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika t%‘? = I‘is_d” o/n = 0'812%)50 V40 = 0.339.

(d)y2
Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti ugg =nln <1 + %“j—i) = 0.118.

782 | mu0 <— 0

783 | tdW.obs <— (priemer—mu0)/smerodchxsqrt(n) # 0.3392846

784 | sigmad.sq.hat <— (n—1)/nxvar(xd) # 0.03915194

785 | sigmad0.sq.hat <— sum((xd—mu0)"2)/n # 0.0392675

786 | udLR.obs <— nxlog(sigmad0.sq.hat/sigmad.sq.hat) # 0.1178918

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty t,—1(1 — @/2) = t39(1 — 0.025) = —2.023 a t,,_1(a/2) = t39(0.025) = 2.023;
kriticky obor Wi = (tmin, tn—1(1 — /2)) U (tn—1(a/2), tmax) = (—00, —2.023) U (2.023, c0).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x? (o) = 3.841;
kriticky obor W = (x? (a) , tmax) = (3.841, 00).
787 | t.krit.d <— qt(0.025,df=n—1) # —2.022691

788 | t.krit.h <— qt(0.975,df=n—1) # 2.022691
789 | Ir.krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459
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4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —

Waldov 100 x (1 — «)% empiricky DIS=95% empiricky DIS pre p4:
(d,h) = (Tqg — tn-1(1 — @/2) 3, Ta + tn_1(a/2) J4) = (-0.053,0.075).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre pg:

CSo05 = {0 uf (o) < 3 (@) } = (~0.052,0.074).

790 | IS.dW <— priemer+c(—1,1)*t. krit.hxsmerodch/sqrt(n) # —0.05333758 0.07483758
791 | min.mu <— priemer —1lxsd(xd)

792 | max.mu <— priemer+1lssd(xd)

793 | mu.0i <— seq(min.mu, max.mu, by=0.0001)

794 |tdW.obs.i <— (priemer—mu.0i)/sd(xd)*sqrt(n)

795 |udW.obs.i <— tdW.obs.i"2

796 | udLR.i <— nxlog(14+udW.obs.i/(n—1))

797 | IS .dLR <— range(mu.0i [which(udLR.i<Ir . krit.hodn)]) # —0.0520392 0.0735608

. Statisticky zaver —

Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Tég) >10.339||Hyp) = 0.736.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(Upg > 0.118|H,) = 0.731.

798 | p.hodn.dW <— 2x(1—pt(abs(tdW.obs),df=n—1)) # 0.7362156
799 | p.hodn.dLR <— 1—pchisq(udLR.obs,df=1) # 0.7313324

Hj na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) po = 0 patri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vécsia ako 0.05.

. Slovny zdver — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, Ze strednd hodnota rozdielu prvého

a druhého merania vertikdlneho priemeru v strede deky tela kliénej kosti na pravej strane je
rovnd nule.

. Antropologicky slovny zaver — Rozdiely medzi opakovanymi meraniami su dostato¢ne nizke,

intraindividudlna chyba akceptovatelnd a predpoklady d'alsich analyz splnené.

RieSenie pomocou funkcie t.test():

800
801
802
803
804
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Wd. test <— t.test(simd.1[side=="R"],simd.2[side=="R"] ,mu=0, paired=TRUE)
Wd. test$estimate # 0.01075

Wd. test$conf.int # —0.05333758 0.07483758

Wd. test$stat # 0.3392846

Wd. test$p.val # 0.7362156




KAPITOLA 6. TESTOVANIE HYPOTEZ O JEDNOM PARAMETRI 6.1

RieSenie (aj v ®)

1. Hypotézy

e slovna formulacia — testujeme Hy: strednd hodnota rozdielu vertikalneho priemeru v strede
dlzky tela kltiénej kosti u prvého a druhého vyskumnika na pravej strane je rovna nule oproti

.~

H;: strednd hodnota rozdielu vertikalneho priemeru v strede dIZky tela kltiénej kosti u prvého
a druhého vyskumnika na pravej strane nie je rovna nule.

e matematickd formuldcia — Hy : pqg = po oproti Hy : g # po, kde pg = 0.

2. Testovacia Statistika — Strednd hodnota j4 a rozptyl 02 si nezndme, a preto ich musime
odhadniit. Ich odhadmi si aritmeticky priemer Ty = —0.457 a rozptyl s3 = 0.709 (smerodajnd
ochylka sq = 0.842).

805 | DATA <— read.table (" paired—means—clavicle.txt” header=TRUE)
806 | attach (DATA)

807 | simd.xbar.R <— (simd.1[side=="R"]+simd.2[side="R"]) /2

808 | xd <— na.omit(simd.xbar.R—simd[side="R"])

809 | n <— length(xd) # 39

810 | priemer <— mean(xd) # —0.4569231

811 rozptyl <— var(xd) # 0.7085442

812 | smerodch <— sd(xd) # 0.8417507

Pozorované testovacie Statistiky:
Waldova testovacia Statistika t%) = Hke /n = =0:457-0/39 = —0.390.

Testovacia statistika pomerom vierohodnosti u( ) =nln (1 + (—“‘;)> = 10.305.

813 | mu0 <— 0

814 | tdW.obs <— (priemer—mu0)/smerodch*sqrt(n) # —3.389939

815 | sigmad.sq.hat <— (n—1)/nxvar(xd) # 0.6903764

816 | sigmad0.sq.hat <— sum((xd—mu0)"2)/n # 0.899155

817 | udLR.obs <— nxlog(sigmad0.sq.hat/sigmad.sq.hat) # 10.30452

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty t,—1(1 — @/2) = t3g(1 — 0.025) = —2.024 a t,,_1(a/2) = t35(0.025) = 2.024;
kriticky obor Wi = (tmin, tn—1(1 — @/2)) U (tn—1(/2), tmax) = (—00, —2.024) U (2.024, c0).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x? (o) = 3.841;
kriticky obor W = (x? (@) , tmax) = (3.841, 00).
818

819
820

t.krit.d <— qt(0.025,df=n—1) # —2.024394
t.krit.h <— qt(0.975,df=n—1) # 2.024394
Ir . krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — «)% empiricky DIS = 95% empmcky DIS pre pq:
(d,h) = (Tg — tn-1(1 — oz/2)f,xd + by 1(a/2) L) = (—0.730,-0.184).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre pg:
CSo.95 = {po D (o) < X3 (a)} = (—0.724, —0.190).

821 | IS.dW <— priemer+c(—1,1)*t. krit.hxsmerodch/sqrt(n) # —0.7297871 —0.1840591
822 | min.mu <— priemer —Lksd (xd)

823 | max.mu <— priemer+1lxsd(xd)

824 | mu.0i <— seq(min.mu,max.mu,by = 0.0001)

825 | tdW.obs.i <— (priemer—mu.0i)/sd(xd)=*sqrt(n)

826 | udW.obs.i <— tdW.obs.i"2

827 | udLR.i <— nxlog(14+udW.obs.i/(n—1)

828 | IS.dLR <— range(mu.0 i [which(udLR.i<Ir.krit.hodn)]) # —0.7241738 —0.1896738
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5. Statisticky zdver —
Waldov test: p-hodnota = 2Pr(T‘§g) > | —0.390||Hp) = 0.002.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(UI(le > 10.305|Hyp) = 0.001.

829 | p.hodn.dW <— 2x(1—pt(abs(tdW.obs) ,df=n—1)) # 0.001642062
830 | p.hodn.dLR <— 1—pchisq(udLR.obs,df=1) # 0.001327044

Hj na hladine vyznamnosti zamietame, pretoze (1) testovacia Statistika patri kritickému oboru,
(2) po = 0 nepatri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je mensia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Zamietame nulovi hypotézu o tom, ze strednd hodnota rozdielu vertikdlneho

U

priemeru v strede dfiky tela klicénej kosti u prvého a druhého vyskumnika na pravej strane je
rovnd nule.

7. Antropologicky zaver — Hodnoty merani prvého vyskumnika st v priemere o 0.46 mm vyssie
nez hodnoty druhého vyskumnika. Dévodom tohto statisticky vyznamného rozdielu moze byt
odlisnost v kalibricii merania, ked'Ze obaja vyskumnici merali inym pristrojom. Inym moznym
vysvetlenim systematického rozdielu je odlisné chdpanie definicie rozmeru a vertikédly na kosti.

Riesenie pomocou funkcie t.test():

831 |Wd.test <— t.test(simd.xbar.R,simd[side=="R"],mu=0,paired=TRUE)
832 |Wd.test$estimate # —0.4569231

833 |Wd.test$conf.int # —0.7297871 —0.1840591

834 |Wd.test$stat # —3.389939

835 |Wd.test$p.val # 0.001642062

Riesenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovna formuldcia — testujeme Hy: strednd hodnota rozdielu vertikdlneho priemeru v strede
dlzky tela kliénej kosti na lavej a pravej strane je rovnd nule oproti H;: strednd hodnota

rozdielu vertikdlneho priemeru v strede dfiky tela kIiénej kosti na lavej a pravej strane nie
je rovné nule.
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e matematicka formulacia — Hy : g = po oproti Hy : g # po, kde pg = 0.

2. Testovacia Statistika — Strednd hodnota pg a rozptyl 03 st nezname, a preto ich musime

odhadnut. Ich odhadmi sd aritmeticky priemer Z; = —0.029 a rozptyl s3 = 0.611 (smerodajna
odchylka sq = 0.782).

836 | DATA <— read.table (" paired —means—clavicle.txt” h header=TRUE)
837 | attach (DATA)

838 | simd.xbar.R <— (simd.1l[side="R"]+simd.2[side=="R"]) /2

839 | simd.xbar.L <— (simd.1[side="L"]+simd.2[side="L"]) /2

840 | xd <— simd.xbar.R-simd.xbar.L

841 | n <— length(xd) # 40

842 | priemer <— mean(xd) # —0.029

843 | rozptyl <— var(xd) # 0.6112695

844 | smerodch <— sd(xd) # 0.7818373

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika t%) = Tz, /p = =0029-0./40 = —0.23.

n—1

(d)y2
Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti uidy){ =nln (1 + M) = 0.056.

845 mu0 <— 0

846 |tdW.obs <— (priemer—mu0)/smerodch=sqrt(n) # —0.2345912

847 | sigmad.sq.hat <— (n—1)/nxvar(xd) # 0.5959878

848 | sigmad0.sq.hat <— sum((xd—mu0)"2)/n # 0.5968288

849 | udLR.obs <— nxlog(sigmad0.sq.hat/sigmad.sq.hat) # 0.05640433

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty t,—1(1 — a/2) = t39(1 — 0.025) = —2.023 a t,,—1(a/2) = t39(0.025) = 2.023;
kriticky obor Wi = (tmin, tn—1(1 — @/2)) U (tn—1(ct/2), tmax) = (—00, —2.023) U (2.023, 00).
Test pomerom vierohodnosti:
kritick4 hodnota x? (o) = 3.841;
kriticky obor W = (x3 (@) , tmax) = (3.841, 00).

850 | t.krit.d <— qt(0.025,df=n—1) # —2.022691
851 t.krit.h <— qt(0.975,df=n—1) # 2.022691
852 Ir. krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — «)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre pg:
(d,h) = (Tg — tn-1(1 — a/Z)S—\/%,fd + tn,l(a/Q)s—\/%) = (—0.279,0.221).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre pg4:
CSo.95 = {uo : uidy){(uo) <x3 (a)} = (—0.274,0.216).

853 | IS.dW <— priemer+c(—1,1)*t. krit.hxsmerodch/sqrt(n) # —0.2790437 0.2210437
854 | min.mu <— priemer —1lxsd(xd)

855 | max.mu <— priemer+lksd(xd)

856 |mu.0i <— seq(min.mu, max.mu, by=0.0001)

857 |tdW.obs.i <— (priemer—mu.0i)/sd(xd)xsqrt(n)

858 |udW.obs.i <— tdW.obs.i"2

859 |udLR.i <— nxlog(l+udW.obs.i/(n—1))

860 | IS.dLR <— range(mu.0i[which(udLR.i<Ir.krit.hodn)]) # —0.2740373 0.2160627

5. Statisticky zdver —
Waldov test: p-hodnota = QPr(T‘E‘[}) > | —0.235||Hp) = 0.816.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(U\(,g) > 0.056|Hy) = 0.812.
So2 |5 hodn Gl <1 pehina (odtR obe- aron) 5 O atazror

Hj na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) po = 0 patri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vécsia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, ze strednd hodnota rozdielu vertikalneho
priemeru v strede dlzky tela klti¢nej kosti na Iavej a pravej strane je rovnd nule.
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7. Antropologicky slovny zaver — Napriek tomu, Ze na rozmeroch klti¢nej kosti si popisované
vyrazné systematické stranové rozdiely (kli¢na kost lavej strany je v priemere dlhsia a gra-
cilngjsia), v sledovanom rozmere sme ziadnu smerovi asymetriu nedokézali. Pravdepodobne je
v tomto rozmere, na rozdiel od inych, vzorec biomechnického zatazovania na oboch stranich tela
podobny.

RieSenie pomocou funkcie t.test():

863 |Wd.test <— t.test(simd.xbar.R,simd.xbar.L,mu=0,paired=TRUE)
864 |Wd.test$estimate # —0.029

865 |Wd.test$conf.int # —0.2790437 0.2210437

866 |Wd.test$stat # —0.2345912

867 |Wd.test$p.val # 0.8157534

RieSenie

n 2
TEM = Zi:;nz"’ L, kde z4; = x;1 — x;2 je rozdiel medzi meraniami,
TEM,q = TEM % 100, kde T je celkova priemernd hodnota,

x

CR=(1- M) x 100, kde s je celkova smerodajnd odchylka.

52
868 | "tem” <— function(x1,x2) sqrt(sum((x1—x2)"2)/(2xlength(x1)))
869 | "tem.rel” <— function(x1,x2) tem(x1l,x2)/mean(c(x1l,x2))
870 |"cr” <— function(x1,x2) (1—(tem(x1,x2))"2/var(c(x1,x2)))

RieSenie v ®

871 | DATA <— read.table (" paired —means—clavicle.txt”  header=TRUE)
872 | attach (DATA)

873 |tem(simd.1[side=—"R"],simd.2[side=="R"]) # 0.1401205

874 |tem.rel(simd.1[side="R"],simd.2[side=—"R"]) %100 # 1.469326
875 | cr(simd.1[side="R"] simd.2[side=="R"]) %100 # 99.14755

Technicka chyba merania predstavuje 0.14 mm na jedno meranie, ¢o zodpovedd 1.47 % aritmetického

0.7 ~

priemeru vertikalneho priemeru v strede dfzky tela klticénej kosti na pravej strane. Koeficient reliability
je rovny 99.15 %, ¢o zodpoveda vysokej presnosti a opakovatelnosti merania tohoto vyskumnika.
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Riesenie v ®

876 | DATA <— read.table (" paired —means—clavicle.txt" 6 header=TRUE)
877 | attach (DATA)

878 | id <— !is.na(simd[side=="R"])

879 | simd2 <— apply(cbind(simd.1[side=="R"],simd.2[side=="R"]) ,1,mean)
880 | simd2 <— simd2[id]

881 | simdl <— simd[side="R"]

882 | simdl <— simd1[id]

883

884 tem(simdl,simd2) # 0.6705055

885 |tem.rel(simdl,simd2)*100 # 6.834918

886 cr(simdl,simd2)*100 # 83.29

Technick4 chyba merania predstavuje 0.67 mm na jedno meranie, ¢o zodpovedd 6.83 % aritmetického
priemeru vertikalneho priemeru v strede dIZky tela kli¢nej kosti na pravej strane. Relativna technickd
chyba merania je teda vyssia ako odporicanych 5 %. Koeficient reliability je rovny 83.29 %, ¢o zod-
poved4 nizkej presnosti a velkym rozdielom medzi oboma vyskumnikmi. Koeficient reliability je teda
ovela niz&f ako odportcanych 95 %. Sibor namerany druhym vyskumnikom nie je mozné pouzit ako
zdrojové déata v antropologickom vyskume.

6.2 Asymptotické testy o rozptyle

V biologickej antropoldgii je niekedy potrebné zistit, aky je rozptyl sledovanej veli¢iny v danej vzorke,
a Ci je zhodny s rozptylom v referenénom stbore alebo publikovanym tidajom v porovnévacej populacii.
Rozdiely medzi populdciami v rozptyle moézu mat cely rad vysvetleni. Rozptyl biologického znaku, napr.
veku menarché, diiky hlavy alebo stranovych rozdielov v pripade bilaterdlne symetrickych znakov, je
odrazom variability premennych (genetickych i environmentdlnych), ktorych odlisnosti spdsobia, ze sa
populdcie v rozptyle tohto znaku lisia. Populdcie s vaésim rozptylom daného znaku mozu byt, napr.
vo velkej, reprodukéne mélo obmedzenej populdcii, ovplyvnené viéSou mierou genetického polymor-
fizmu a vicsou genetickou variabilitou. VAES rozptyl stranovych rozdielov parovych znakov (vyssia
miera fluktuaénej asymetrie) zas méze na urovni populdcie indikovat’ vyssiu vyvinovi nestabilitu je-
dinca a horsie zivotné podmienky celej populacie. Znaky s malym rozptylom boli v evoliicii — alebo este
aktudlne si — pod silnym vplyvom stabilizujiicej selekcie (u ¢loveka napr. znaky sivisiace s bipédiou).
Ak napriklad populécia Zije v prostredi so $pecifickymi, tizko definovanymi zdrojmi, ktoré obmedzuju
vyber jedincov na tych s vlastnostami najvyhodnejsie prispésobenymi danému prostrediu, & uz me-
chanizmom selekcie socidlnej (pohrebisko vojakov vyberanych do jednotky na zdklade vysky postavy),
selekcie prirodnej alebo migracie (migruju len jedinci s ur¢itymi vlastnost'ami), strednd hodnota sledo-
vaného znaku sa posunit nemusi, hodnota rozptylu sa vsak znizi. Podobnym spésobom ako uvedené
systematické vplyvy méze rozptyl znizit aj ndhodné zmensenie velkosti populdcie (evoluéné javy zndme
ako efekt zakladatela (founder effect), efekt hrdla flage (bottleneck effect)).

Okrem biologickych premennych vSak rozptyl velmi ovplyviiuje tiez sposob vzniku vzorky (ndhod-
ny vyber) a rézne nendhodné vplyvy vzorkovania. Ak je napriklad kostrové pohrebisko usporiadané
na zéklade pribuzenskych principov, je mozné, ze vzorka zédchranného vyskumu z jednej obmedzenej
¢asti pohrebiska bude obsahovat velky podiel pribuznych jedincov s mensim rozptylom silno dediénych
znakov. Vzhladom na to, 7e informécie o vetkych faktoroch (biologickych a metodickych) potencidlne
ovplyviujuicich vysledny rozptyl byvaja pri popise vzorky publikované zriedkavo, interpretacia testom
zistenych rozdielov v rozptyle byva nelahki. Méze totiz ist bud o jasné biologické rozdiely medzi
populaciami, alebo metodické nezrovnalosti, alebo, a to je v redlnej situécii najpravdepodobnejsie,
o nejaki kombindaciu oboch skupin pricin.

Nech X ~ N(u,0?). Majme dvojice hypotéz Hoy : 02 = o oproti Hy : 02 # 02, Hos : 02 < 02 oproti
Hiy:02> 08, Hos :p > 03 oproti Hiz : 02 < 08, ktoré chceme testovat.

Ak Hj plati, potom

n-1)8? p
Fyw =—F5— NXZhlv
T0

kde S? = ﬁZ?ﬂ (Xi —Y)2 a rozdelenie ng, kde df = n — 1, sa nazyva centrilne x?2-
rozdelenie s df = n — 1 stupfiami volnosti. Fyy sa nazjva Waldova testovacia Statistika (alebo
x2-Statistika) a test jednovyberovy y?-test o rozptyle o2.
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Chceme néjst kritickii hodnotu d¥ za platnosti Hoz, tak aby platilo Pr (S? < d§|Hoz) = a. Teda

n—1)52 n—1 n—1
Oé:PI‘(( 2) <d§ 2 |H02) =Pr (FW <d§72|H02)
90 90 %0
2
a z toho vyplyva, ze d5 = x2_; (1 — «) na_“l. Ak Hy neplati, t.j. skutoény rozptyl je o2 (plati Hiz),
potom chceme néjst pravdepodobnost zamietnutia Hoe (silu testu). To je pravdepodobnost, 7e S2
neprekroéi d¥, teda

n—1)82 n—1 a i
Pr(S? < d§|Hy2) = Pr <( 02) <dg = \H12) =Pr <F‘5V1t) < ;ngL—l (1-a) |H12) ,
1 1

1

kde F&1) = (n=)s”

a7

Chceme n4jst kriticki hodnotu h% za platnosti Hos, tak aby platilo Pr (52 < h§|H03) =1—a. Teda

n—1)52 n—1 n—1
1*Oé=PI‘(( 2) <hg ) ‘Hog) =Pr <Fw<h§72|H03)
99 T0 90
2
a z toho vyplyva, ze b = x2_; () 2.
chceme néjst pravdepodobnost zamietnutia Hyz (silu testu). To je pravdepodobnost, Ze S? prekroéi
hs, teda

Ak Hys neplati, t.j. skutoény rozptyl je o2 (plati Hi3), potom

n—1)5? ,n—1 o}
Pr(S? > hi|Hy3) = Pr (( 02) > hs—s |H13) =Pr (Fé;‘“’ > ;gxg_l () |H13) .
1 1 1

Ak by sme chceli najst kritické hodnoty dg a hg pre test Hy; oproti Hi1, pouzili by sme podobni
uvahu ako vyssie.

Priklad 193 Odvod’te vzorec na vijpocet kritickyjch hodnét ds a hg pre Hoy.

Definicia 55 (Kriticky obor a silofunkcia Fy testu o 02) Kriticky obor a silofunkcia st de-
finované (za platnosti dojs = x2_1 (1 —a/2) hap = X2 (/2), do = X3_1(1—a) a hy =
X2_, («)) nasledovne:

Hy H, w 1 _5(02)

o* =05 o>#05 Wi={Fw;Fw ¢ (daj2,has2)} 1-Pr (Z—[Eda/z < F&flt) < :—gha/z)
o’ <o o?>o05 Wo={Fw;Fw > ha} Pr (Y 2%{3]1&

0?>0f o?<of Ws={Fw;Fw <da} Pr (F{™ < %,

Priklad 194 (silofunkcia) Nakreslite v ® do jedného obrdzka silofunkcie 1 — 3(c?) pri a = 0.05
an = 10,20,30,40 a 50. Rozumne zvolte podiel o2 /03, ktory bude na osi x. Obrdzky vytvorte pre (a)
Hyy, (b) Hi2 a (¢) Hy3. Rieenie pozri na obrdzku 6.6.

Definicia 56 (p-hodnota Fyy testu o 02) Nech Fyy je nejakd testovacia statistika a F,,, =

2
% je jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu
0

pocitame nasledovne:
QIHil’l(PI“(FW S Fob5|H01),PI'(FW Z Fobs|H01)); ak H11 . 0'2 75 0'(2)

p-hodnota = ¢ Pr(Fw > Fops|Ho2), ak Hys: 0% > 02
PT’(FW S Fobs‘HOS): ak H13 : 0'2 < 0'(2)
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1.0
1.0

0.6
L
0.6
L

silofunkcia
silofunkcia
silofunkcia

0.2
L
0.2
L

0.0
I
0.0

o*/op o?/s3 o*/oj
Hyy:6°# 05, 00=0.05 Hiz:0%> 05, 0= 0.05 His: 0% <0, 00=0.05

Obr. 6.6: Silofunkcie asymptotického testu o o2 pre Hip (vlavo), Hiz (uprostred) a Hiz (vpravo)

Definicia 57 (Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre %) Waldove 100 x (1 — a)% empi-
rické IS pre o2 pre vietky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar:

Hy H, hranice (d,h) pre 100(1 — @)% empiricky IS
02208 02# 0 CSi_o= 0(2):0(2)6 %,%)}
02<0?2 o0 >0} CS1_a=103:0%¢€ %,oo)

02>02 02<02 CSi1_o=10¢:03¢€ |0, %)}

Priklad 195 (hornd hranica IS pre 2) Nech X ~ N(u,02), p = 0 a 0® = 4. Vypocitajte v R

hornii hranicu pravostranného (horného) 95% JIS pre o2, t.j. Xz("%l)fr;), akn =20 as®>=4.
n—1

Riesenie (aj v ®)

Pr(Xg”*(ll)fl) < Xr_gn—(ll)i)) =1-a kde x2_,(1—a) = 10117, n = 20 a a = 0.05. Potom
n—1 n—1

(;)2) — 7.512.

X%—l(l*a

887 n <— 20

888 alfa <— .05

889 |HH <— (n—1)x4/qchisq(alfa, df=n—1) # 7.512099

Priklad 196 (MC odhad koeficientu spolahlivosti 1 — «) Vypoéitajte v @ MC odhad koeficientu
spolahlivosti (pravdepodobnosti pokrytia) pre pravostranny (horny) 95% JIS pre o pri M = 1000
an = 20. Tento JIS je ekvivalentny s testom Hoa oproti Hia. (a) Nech X ~ N(0,4), (b) X ~ x%(2)
a(¢) X ~ [pN(0,4) +(1 —p)N(0,9)], kde p = 0.9.

Riesenie v ®
(a)

890 |M<— 1000

891 n <— 20

892 alfa <— .05

893 |HH <— replicate (M, expr={

894 x <— rnorm(n,mean=0,sd=2)
895 (n—1) = var(x)/qchisq(alfa ,h df=n—1)
896

})
897 | sum (HH>4) # 953
898 | alfa.hat <— mean(HH>4) # 0.953
899 |SE.alfa.hat <— sqrt(alfa.hatx(1—alfa.hat)/M) # 0.006692608
900 | alfa.hat+c(—1,1)*qnorm(0.975)SE. alfa.hat # 0.9398827 0.9661173

(a) Empiricky koeficient spolahlivosti 1 — @ = 0.953 a SEﬁ?a} =/a(l —a)/M = 0.0067. 95% DIS
pre 1 — « je rovny (d, h) = (0.940,0.966). Tento DIS obsahuje skutoéni hodnotu 1 — o = 0.95.

(b) Empiricky koeficient spolahlivosti 1 — & = 0.788 a SEﬁja] =/a(l —a)/M = 0.013. 95% DIS
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pre 1 — a je rovny (d,h) = (0.763,0.813). Tento DIS neobsahuje skutoéni hodnotu 1 — a = 0.95.
(c) Empiricky koeficient spolahlivosti 1 — @ = 0.966 a SE[1 — a] = /a(1 — a)/M = 0.0057. 95% DIS
pre 1 — « je rovny (d,h) = (0.955,0.977). Tento DIS neobsahuje skutoéni hodnotu 1 — «a = 0.95.

2
Minimalny rozsah n pre nejaky podiel %21 (pri nejakom « a () vypocitame iteraéne pomocou
nasledovnych rovnosti:

Xs_1(1=0) ~

q
=} %]

za platnosti Hyq;

@) Y
n1(1-8 o .

Xxil,l(a)> = % za platnosti Hia;
w1 (B) 2 :

m = % za platnostl H134

Pri obojstrannej alternative ide o priblizny vypoéet, kedy sa zanedbava ¢ast sily, ktord predstavuje
obsah pod dolnou kritickou hodnotou.

Priklad 197 (minimdlny rozsah stiboru) Vypoéitajte v ® minimdlny rozsah ndhodného vijberu

2
pre test Hos : 0% > o oproti Hyz : 02 < 02 pria =0.05 a1 — 3= 0.8, ak podiel % je rovny (a) 1.1,
(b) 1.5 a (c) 5.

Test pomerom vierohodnosti pre 2.

Majme Ho; oproti Hy;. Nech X ~ N(u,0?%), kde 8 = (i1,0%)T. Funkcia vierohodnosti je rovna

1 n
— 2\-n/2 - )2
L(O1x) = (270%) "2 exp ( 57 2= 10 ) .

MLE 8 je rovny

- . I 1 )

0= (704" = (nzlxz,nzl(l’z —7) ) ,
t.j. ©1 = {0 : 0% # 02}. Za platnosti Hy; je 09 = (T,02)7, t.j. ©g = {0 : 0% = 03}. Potom —1 krat
prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny

“I(A(x) = I <§|x) —1(8o|x)

n 2
= <f§(1n(27r) +1n5?% +

i)) - <fg(ln(27r) +Ino? + i—z))

g 0

Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21n (A (X)) R X3, kde Hy

bude zamietnutd pre malé alebo velké hodnoty podielu g—z
0

D4 sa ukdzat, Ze podiel Z‘;—z je rasticou funkciou Fyps = ”%2 a potom
0 0
E DS
uLr = —2In (A (X)) & Fops — 1 <1 +1n <O—k)> .
n

Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre o2 bude mat tvar

CS1_a = {0’8 :Ur < X% (CY)} .
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Fop, G2
;5) pre 7 > 1.

Majme Hys oproti His. Potom upg = 0 ak g; <laurg = Fops —n(l + ln(
0

n

Majme Hys oproti Hy3. Potom upg = 0 ak %; >laurg = Fops —n(l+1n (Fﬁ’i) pre g; < 1.
0 0

RieSenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovnda formuldcia — testujeme Hy: rozptyl diZky lebky starovekej egyptskej muzskej po-
pulécie je zhodny s rozptylom dfzky lebky novovekej egyptskej muzskej populacie oproti Hi:
rozptyl dfiky lebky starovekej egyptskej muzskej populdcie nie je zhodny s rozptylom dfzky
lebky novovekej egyptskej muzskej populacie.

e matematickd formulécia — Hy : 0° = o} oproti H; : 02 # o}, kde 0 = 7.5262.

2. Testovacia Statistika — Rozptyl 0 nepozndme, a preto ho musime odhadnit. Jeho odhadom je
52 = 40.582 (smerodajnd odchylka s = 6.370).

901 DATA <— read . table (" one—sample—variance—skull —mf. txt"” , header=TRUE)
902 | attach (DATA)

903 | x <— na.omit(skull .L[sex="m"])

904 | n <— length(x) # 217

905 | rozptyl <— var(x) # 40.58197

906 | smerodch <— sd(x) # 6.370398

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika Fips = (";)52 = 2177X562'§’27 0 = 154.76.
2 ;

Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti upr = Fops — n (1 + In(£222)), kde Fops = %2, t.j.
0

kedze Fop = 2TX6370% = 155476, potom urr = 155.476 — 217(1 + In(133:476)) = 10,825

907 | sigma0.sq <— 7.526"2 # 56.64068

908 | F.obs <— (n—1)*xrozptyl/sigma0.sq # 154.7599

909 Fstar.obs <— nxrozptyl/sigma0.sq # 155.4764

910 | uLR.obs <— Fstar.obs—nx(1+log(Fstar.obs/n)) # 10.82495

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty x?(1 — a) = 177.189 a x%(a) = 258.597;
kriticky obor Wy = (—o0, —1.971) U (1.971, c0).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x? (o) = 3.841;
kriticky obor W = (3.841, 00).

911 chisq.krit.d <— qchisq(0.025,df=n—1) # 177.189
912 chisq.krit.h <— qchisq(0.975,df=n—1) # 258.5971
913 Ir . krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — )% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre o
_ (n—1)s* (n—1)s* ) .
(d,h) = (Xi T X (isary ) = (33.897,49.471).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre o2:
CSo.95 = {07  uLr(0d) < x3 (o)} = (33.815,49.280).
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914 |DHW <— (n—1)xrozptyl/chisq.krit.h # 33.89715

915 |HHW <— (n—1)*rozptyl/chisq.krit.d # 49.47094

916 min.sigma.sq <— 0.01

917 | max.sigma.sq <— 2

918 podiel.i <— seq(min.sigma.sq,max.sigma.sq,by=0.0001)

919 | sigma0.sq.i <— rozptyl/podiel.i

920 Fstar.obs.i <— nxpodiel.i

921 |ulLR.i <— Fstar.obs.i—nx*(1+log(Fstar.obs.i/n))

922 | IS.LR <— range(sigma0.sq.i[which(uLR.i<Ir.krit.hodn)]) # 33.81549 49.27986

5. Statisticky zaver —
Waldov test: p-hodnota = 2Pr(F > Fy,s|Ho) = 2Pr(F > 154.760|Hy) = 0.001.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(Urg > 10.825|H;) = 0.001.

923 | p.hodn W <— 2x(pchisq(F.obs, df=n—1)) # 0.00115558
924 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=1) # 0.001001415

Hj na hladine vyznamnosti zamietame, pretoze (1) testovacia Statistika patri kritickému oboru,
(2) 0% = 56.641 nepatri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je mensia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Zamietame nulovi hypotézu o tom, ze rozptyl diiky lebky starovekej egyptskej
muzskej populdcie je zhodny s rozptylom dlzky lebky novovekej egyptskej muzskej populacie.

7. Antropologicky zaver — Hodnota rozptylu diiky lebky novovekej egyptskej populécie je Sta-
tisticky vyznamne vyssia nez v starovej egyptskej populdcii. Rozdiely v rozptyloch mézu byt
dosledkom skutoénych biologickych rozdielov vo variabilite v dlzke lebky v désledku odliného
zloZenia populdcie v priebehu ¢asu — ak starovekd populédcia bola celkovo mensia a v mensich
skupinach st si jedinci podobnejsi, tak variabilita je nizsia. Nulovad hypotéza vSak modze byt
zamietnutd aj z dovodu odlisného vzorkovania a v pripade kostrovych sérif aj z dévodu obmedzenej
reprezentativnosti a celistvosti d4t a d’alsich okolnosti, ktoré sa spijaji s vyskumom minulych
populécii z kostrovych pozostatkov.

6.3 Asymptotické testy o korelatnom koeficiente

Korela¢na analyza slizi na hodnotenie sily zdvislosti medzi dvoma spojitymi premennymi. Korela¢ny
koeficient vyjadruje mieru asocidcie. Vyjadruje vsak iba mieru linedrneho vztahu, a pokial je zdvislost
medzi premennymi nelinedrna, nemusi vztah popisovat spravne alebo ho neodhali vobec. V biologickej
antropoldgii existuje cely rad situdcif, v ktorych je potrebné zistit existenciu, mieru (velkost) a smer
(kladnd, zépornd) linedrnej zdvislosti medzi dvoma premennymi. Klasickou situdciou je sledovanie
vztahu celku a jeho Easti (napr. zistenie vztahu vysky postavy a dizky koncatiny), hladanie viizby
medzi faktorom povazovanym za efektor metabolického alebo ontogenetického procesu a jeho pro-
duktom/dopadom (hladina prenatdlneho testosterénu a miera agresivity v dospelosti) alebo hl'adanie
stivislost{ medzi nejakym faktorom prostredia a velkostou, tvarom a zloZenim Iudského tela (napr.
medzi energetickym obsahom stravy a indexom telesnej hmotnosti (BMI)). Koreldcia hodnoteného
znaku medzi dvojcatami je tiez zdkladom vypoctu heritability (dedivosti). Korelaéné koeficienty tychto
stvislosti st ¢asto publikovanymi ukazovatelmi a mozno ich vyuzif na Statistické porovnanie pub-
likovanych vysledkov s koreldciami ndsho vyskumu. Pri pouziti korela¢ného koeficientu je potrebné
pamiitat na to, Ze vyjadruje mieru Statistickej zavislosti a nie mieru biologickej pri¢innej (kauzalne;j)
zavislosti. Bez d’alsich idajov nie je mozné z korelaéného koeficientu vypoéitaného z dat ziskanych po-
zorovanim (neexperimentélne) zistit mechanizmus, ¢ spolu korelované znaky priamo stvisia, alebo ich
koreldcia vznikd pod vplyvom nezndmej vlastnosti tretej (miitiicej premennej), ktorou ¢asto byva ne-
jak4 generalizovand, vietko ovplyviiujtica vlastnost, napr. velkost tela. Pokial spolu vlastnosti priamo
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stivisia, nie je mozné len na zdklade korela¢ného koeficientu zistit, v akom zmysle, t.j. ktory znak je
pricina a ktory dosledok. Tiez treba mat na pamiiti, ze cely rad pri¢innych biologickych vizieb a pro-
cesov v Tudskom tele prebicha nelinedrne. Napriklad procesy vyvoja a rastu I'udského tela st zlozitym
refazcom mnohych odlisne prebiehajtcich fiz a sledovanie stivislosti dvoch znakov v priebehu rastu
pomocou linedrneho koeficientu koreldcie moZze poskytnit falogni predstavu o miere zavislosti.

Korelaény koeficient p € (—1,1) meria silu nekauzalneho linedrneho vzfahu (asociécie, zdvislosti)
dvoch spojitych premennych X a Y pochdadzajicich z dvojrozmerného normélneho rozdelenia, t.j.
(X, Y)T ~ Na(u,X), kde tieto predstavuji (1) dve rézne premenné, (2) parovi pemennt alebo (3)
jednu premennt z dvoch réznych ¢asovych bodov. Pri interpretacii tohoto vzt ahu je ddlezité zamerat
sa nielen na velkost ale aj znamienko p, kde

e 0 predstavuje nulovii (ziadnu) asocidciu medzi dvoma premennymi,
e +1 predstavuje perfektni asocidciu medzi dvoma premennymi,

e kladné ¢islo predstavuje pozitivnu asocidciu (ked’ rastid hodnoty jednej premennej, rastd aj
hodnoty druhej premennej),

e z4porné &fslo predstavuje negativnu asociaciu (ked’ rastti hodnoty jednej premennej, hodnoty
druhej premennej klesajd).

V prirodnych veddch sa zauzivala nasledovnd interpretdcia |p|:
e |p| € (0,0.4) — ziadna alebo takmer ziadna asocicia,

e |p| € (0.4,0.6) — slabd asocidcia,

e |p| € (0.6,0.8) — mierna asociécia,

e |p| € (0.8,1) — silnd asocidcia.

V socidlnych veddch sa zauzivala nasledovnd interpretécia |pl:
e |p| € (0,0.15) — ziadna alebo takmer ziadna asociécia,
e |p| € (0.15,0.3) — slaba asociécia,

e |p| € (0.3,0.5) — mierna asociécia,

e |p| € (0.5,0.6) — dost (celkom) silnd asociécia,

e |p| € (0.6,0.8) — silnd asociécia,

e |p| € (0.8,1) — velmi silnd asociécia.

Oznaéme odhad p ako p = r. Potom rozlisujeme tri typy korelaénych koeficientov r = r(z,y) podla
typu premennych (Mardia, 1976; Mardia a Jupp, 2000; Jammalamadaka a Lund, 2006)

1. klasicky/linedrny Pearsonov korelaény koeficient (linedrna—linedrna premennd), kde

SERERL R () (45,

i=1

kde s% = ﬁ Z?zl(mi —E)Q a 55 = ﬁ Z?:l(yi —7)2.

2. linedrno-uhlovy Pearsonov korelaény koeficient (linedrna—uhlova premennd), kde

T%c + T%S - QTm(:T:I;srcs
_ 2
1—rZ

I

x je linedrna a y uhlova premennd merand v radidnoch (1 rad= % = 57.3 stupnia; uhol v radidnoch
= uhol v stupnioch x 7/180), 1y = 7(x,c08Y), rys = r(z,siny) a ry. = r(cosy,siny);
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3. uhlovy Pearsonov korelaény koeficient (uhlovd—uhlova premennd), kde

iy sin(w; — T) sin(y; — y)

\/E psin?(z; — 7) sin® (y; —7)

x a y st uhlové premenné merané v radidnoch®, kvadrant $pecificky priemerny uhol

S sinz;
arctan( m N ak Z —1 COST; > 0
T — " sinz;
T =14 arctan( % +m, ak) .  cosz; <O,
i=1 E
7 n
nedefinovang, ak /(> sinz;)2 4+ (3, cosz;)2 = 0.

Podobne definujeme aj 3.
Korelaény koeficient ma asymptoticky normadlne rozdelenie, t.j. R ~ N <,o, (1 — p2)2 /(n— 1)) Kon-

vergencia k normalite je vSak pomald, preto sa pouziva Fisherova Z-premennd (rychlejsie konver-

gujica k normalite)
1 1.1 1
ZRffln TR BN (Lylte ,
-R 2 ' 1-p'n-3
kde n > 3. Odporti¢a sa uvazovat o Zr ako o normalnej premennej uz pre n > 10, ak p nie je blizko
+1.

Majme dvojice hypotéz Hyi : p = po oproti Hi1 : p # po, Hoz : p < po oproti Hiz : p > po,
Hoys : p > po oproti Hiz : p < pg, ktoré chceme testovat.

Ak Hj plati, potom
Zw =Vn—3(Zr — &) R N (0,1),

kde & = %ln ﬁ%. Zyw sa nazyva Waldova testovacia Statistika a test jednovyberovy Z-test
o korelaénom koeficiente p.

Definicia 58 (Kriticky obor a silofunkcia Zy testu o p) Kriticky obor a silofunkcia (za plat-
nosti £ = 3 In }_LZ) st definované nasledovne (pozri obrdzok 6.7):

Hy H,y w 1 -6

p=po pF#po Wi={Zw;|Zw| > uas} ‘P(Ua/2*vn* \fo*f\)
p<po p>po Wo={Zw;Zw > ua} (I)(ua+vn 3(& —¢))
p>po p<po Ws={Zw;Zw < —ua} —® (ua —vVn—3(&% — 5))

Definicia 59 (p-hodnota Zy, testu o p) Nech Zy je nejakd testovacia Statistika a zy je
jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame na-
sledovne:
2Pr(Zw > |zw||Ho1), ak Hui:p # po
p-hodnota = PT(ZW > Zw|H[)2), ak His:p > po
Pr(Zw < zw|Hos), ak Hiz:p<po

Definicia 60 (Waldov 100 x (1 — «)% empiricky DIS pre ¢ a IS pre p) KedZe
Pr(vn—=3|Zr — €& <u(a/2)) = 1 — a, potom Waldov 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre & md

tvar
U /2 Uy /2
CSi_a = i &p € .
: {50 % (ZR V3" +m>}

Vieme, Ze p = tanh (§) je monoténna funkcia €. Potom méZeme pisat spitne transformované Wal-
dove 100 x (1 — )% empirické IS pre p ako:

1Rozptyl uhlovej premennej definujeme ako 1 — %\/(Zz’zl sinz;)2 + (37, cos z;)2 € (0,1).
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Obr. 6.7: Silofunkcie asymptotického testu o p pre Hi1 (vlavo), Hi2 (uprostred) a Hiz (vpravo)

Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — )% empiricky IS

Ua /2 Ua /2

p=po pFpo CSi—a=(po:po€ tanh zp — Z2= ,tanh[2R+\/n—T3])
po: po € (tanh |zp — —Hee ,1)

P<pPo P>po CSl—a Vn—3

p=po p<po CSi_a=1po:po€ —1,t&nh[2R+5—z%]

RiesSenie v ®

925 | "ISkor” <— function(x,y,conf.level =0.95){
926 | z <— atanh(cor(x,y))

927 | n <— length(x)

928 | a <— gnorm(l1—(1—conf.level)/2)/(n—3)"0.5
929 | IS.xi <— c(z—a,z+a)

930 | IS <— tanh(IS.xi)

931 | return(IS)

932 |}

Majme Hi;. Pouzitim Fisherovej Z-premennej pre nejaky rozdiel £ — &y, a a 8 bude minimalny
rozsah n definovany ako

Pre Hi2 a Hiz zamenime uq o za Uq.

Riesenie (pozri tabulku 6.1)

Tabulka 6.1: Miniméalne rozsahy n pri vybranych rozdieloch p a pg, kde po = 0
pl 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9
n | 783 194 8 47 30 20 14 10 7
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Tabulka 6.2: Minimélne rozsahy n pri vybranych rozdieloch p a po spolu s rozdielom zr — &o, ktory je funkciou p a pg

P ‘ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

ou) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

zr —&o | 0.1003 0.1024 0.1068 0.1141 0.1257 0.1438 0.1742 0.2313  0.3736
n 783 752 692 606 501 383 262 150 60

Riesenie (pozri tabulku 6.2)

Jednovyberovy i-test o korelaénom koeficiente p v @ (funkcia cor.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. ddta x a y;

2. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je conf.level=.95;

3. metéda method="pearson” (prednastavené);

4. formulécia alternativy alternative="two.sided" je prednastavené, d’alsie volby st " greater”, "less".
Vystupy funkcie:

1. nazov pouzitého testu method;

2. testovacia Statistika statistic;

3. stupne volnosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;

5. alternativna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spolahlivosti conf.int (vypoéitany na zéklade Fisherovej Z-premenne;j);

7. bodovy odhad (korela¢ny koeficient) estimate.

Test pomerom vierohodnosti pre p.

Majme Ho; oproti Hyj. Nech (X, Y)T ~ Na(p, X), kde 0 = (uy, p2, 02,02, p)T. Logaritmus funkcie
vierohodnosti bude mat tvar

1(0x,y) = -nln <27r01<72\/ 1- p2)

B 1 S (@i—p)® 3w — ) (i — ) 3o (Y — pe)®
e (22 v - alth).

g1 0102 b
MLE 8 = (i1, i2, 53,53, 5)7, kde

n

T B I B I 5 e (70 )
/'Ll:I7N2:y70€:EZ(Ii_I)270§:EZ(yi_y)Z’p: =1 2,\,\ ‘ .
i=1 =1

t.j. ©1 = {0 : p # 0}. Za platnosti Ho; je 09 = (ji1, fi2,02,03,0)7, t.j. ©g = {0 : p = 0}. Potom —1
krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny
—n(A(x,y)) = UOIx,y) —1(6o[x,y)
= <fnln(27T3132) - gln(l —P) - n) — (—nIn(276152) — n)

= —gln(l — 7).
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7 vyssie uvedeného je vidiet, ze — In(\(x,y)) rasticou funkciou p2. Vieme, Ze testovacia Statistika
pomerom vierochodnosti Upg = —21n (A (X,Y)) z X3, kde Hy bude zamietnutd pre velké hod-

noty |pl.
KedZe plati

Tor — vn—2R 2,
W_m n—2,

modzeme zapfsat upr pomocou tyy . |ty| je rastiicou funkciou |pl, preto

2
= =2 (A5 ) = =0l =7 = —nln (1= )

Tw sa nazyva Waldova testovacia Statistika a test jednovyberovy t-test o korelacnom
koeficiente p. Ak Hy neplati, rozdelenie Ty ako aj p, neexistuje v jednoduchej forme, a preto sa
pouziva normalna aproximécia pomocou Fisherovej Z-premennej spomenutd vyssie. Tiez je dolezité
upozornit na fakt, ze ak sa p vyrazne lisi od 0, konverguje jeho rozdelenie k normélnemu rozdeleniu
velmi pomaly. Dalsou nevyhodou je, Ze rozptyl p zavisi na hodnote p (rozptyl p je funkciou p).

Ak py # 0, Ty nie je mozné pouzit. Rovnako nie je mozné pouzit Upr na vytvorenie viero-
hodnostného IS. Preto musime vypoéitat Upr pre nejaké po. Nech 8y = (fi1, fi2, 07,03, po)T, kde

~2 _ -~
532 = 5'(11%:)0—’)), j =1,2. Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny
—In(A = 1B]x,y)—1(0 =21 -2 - 2n(6262) + = In(1 — p2) + = In(5252
AGY) = 1Bxy) ~1(Bolx,y) = —2 (1 = ) — 2 n(5353) + 5 In(1 — p&) + - (5%33)

” o oy (1= pop) A
_g <ln(1 — 7% +1In(6%62) —In (O’%O’% < 1 _p/;)2p> ) —In(1 - p%))

0

ur = —2In (A (x,y)) =n (hl %) '

Vierohodnostny 100 x (1 — @)% empiricky DIS pre p bude mat tvar

CS1—a ={po: ULr < xi(a)}.

Priklad 203 (konvergencia p a ¢ k normalnemu rozdeleniu) Urobte v @ simuldciv pseudond-
hodnych éisel z N (u,X), kde u1 = 0,u2 =0, 01 = 1,09 = 1 (pozri priklad 87), kde n = 5,10, 20,50
a 100, M = 10000. Pouzite (a) p =0, (b) p=0.50 a (¢c) p=0.9. Pre kazdé m = 1,2,..., M, vypocitajte
Pearsonov korelacny koeficient vy, a Fisherovu Z-premennii zg ., . Zobrazte histogramy simulovanych
Tm @ ZR,m G superponujte ich teoretickymi hustotamsi prislichajicich normdlnych rozdelent.
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Riesenie (aj v ®)

1. Hypotézy

170

e slovna formulacia — testujeme Hj: korela¢ny koeficient najvicsej vysky mozgovne a mor-
fologickej vysky tvare v starovekej egyptskej muzskej populdcii je rovny korelaénému koefi-
cientu 0.251 tychto dvoch premennych v novovekej egyptskej muzskej populdcii oproti Hi:
korelaény koeficient najvicsej vysky mozgovne a morfologickej vysky tvare v starovekej egypt-
skej muzskej populécii nie je rovny korela¢nému koeficientu 0.251 tychto dvoch premennych
v novovekej egyptskej muzskej populdcii.

e matematicka formulacia — Hy : p = py oproti H; : p # po, kde po = 0.251.

. Testovacia Statistika — Korelaény koeficient p je nezndmy, preto ho musime odhadniit. Jeho

odhadom je p = 0.331.

933 | DATA <— read.table (" one—sample—correlation—skull.txt"”  header=TRUE)
934 | DATA <— na.omit (DATA)

935 | attach (DATA)

936 | n <— dim(DATA) [1] # 164

937 | rho.hat <— cor(skull.pH, face.H) # 0.3306431

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia statistika zy = v/n — 3 (z2r — &) = 1.105.

Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti upg = 4.459 (ak Hy : p = 0).
Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti urg = 1.242 (ak Hy : p = po).

938 | zR <— 1/2xlog((1+rho.hat)/(1—rho.hat)) # 0.3435501

939 rho0 <— 0.251

940 | xi0 <— 1/2xlog((1+rho0)/(1—rho0)) # 0.2564798

941 |zW.obs <— sqrt(n—3)*(zR—xi0) # 1.104799

942 [tW.obs <— sqrt(n—2)xrho.hat/(sqrt(l—rho.hat"2)) # 4.459204

943 | uLR.obs <— —nx*log(1—tW.obs"2/(tW.obs"2+(n—2))) # 18.98718

944 # tW.obs a ani uLR.obs nie je mozne pouzit, lebo rhoO sa nerovna 0

945 | uLR.obs <— —nx(log((1—rho0"2)*(l—rho.hat"2)/(1—rhoO*rho.hat)"2)) # 1.241757

. Zamietacia oblast —

Waldov test:

kritické hodnoty u(1 — a/2) = —1.960 a u(a/2) = 1.960;

kriticky obor Wi = (Zmin, u(1 — a/2)) U (u(@/2), Zmax) = (—00, —1.960) U (1.960, c0).
Test pomerom vierohodnosti:

kritickd hodnota x3 (a) = 3.841;

kriticky obor W = (x3 (@) , tmax) = (3.841, 00).

946 | z.krit.d <— gnorm(0.025) # —1.959964

947 | z.krit.h <— qnorm(0.975) # 1.959964
948 | Ir.krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —

Waldov 100(1 — &)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre p:
(d,h) = (0.187,0.461).

Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre p:

CS0.95 = {po : uLr(po) < x3 ()} = (0.188,0.460).

949 1Sz <— IScor(skull.pH, face.H) # 0.1868617 0.4605561

950 | rho.0i <— seq(—0.999,0.999,by=0.0001)

951 | uLR.i <— —nx*(log((1—rho0i"2)*(1—rho.hat"2)/(1—rhoOi*rho.hat)"2))
952 | I1S.LR <— range(rho.0i[which (uLR.i<Ir.krit.hodn)]) # 0.1880 0.4596

. Statisticky zaver —

Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Zy, > |10.334||Hy) = 0.269.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(Urg > 1.242|Hy) = 0.265.

953 | p.hodn.z2W <— 2%(1—pnorm(abs(z2W.obs))) # 0.2692467
954 | p.hodn.LR <— 1—pchisq (uLR.obs,df=1) # 0.2651328

Hy na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) pp = 0.251 patri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vécsia ako 0.05.
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6. Slovny zaver — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, ze korelatny koeficient najvécsej vysky
mozgovne a morfologickej vysky tvare v starovekej egyptskej muzskej populdcii je rovny ko-
relaénému koeficientu 0.251 tychto dvoch premennych v novovekej egyptskej muzskej populécii.

7. Antropologicky zaver — Vo vztahu tychto dvoch premennych sa staroveks a novoveks egyptska,
populdcia neligia. Ani v jednej z nich sledované rozmery mozgovej a tvarovej casti lebky spolu
nesuvisia, ¢o naznacuje, ze ide o samostatné vyvinové moduly riadené pocas ontogenézy inymi
faktormi.

RieSenie pomocou funkcie cor.test() — touto funkciou nie je mozné testovat inti Hy ako p = 0 (pri
vietkych troch alternativach). Mozeme ale pomocou nej vypoéitat’ empiricky DIS pre p, ktory je iden-
ticky s nami vypocitanym DIS (Waldov princip).

955 | Ttest <— cor.test(skull.pH, face.H)
956 Ttest$conf.int # 0.1868617 0.4605561

RiesSenie v ®

957 | " lin.uhl.r" <— function(x,y){

958 |# x ... linearna premenna

959 |# y ... uhlova premenna v stupnoch
960 |y.rad <— (yxpi)/180

961 |y.cos <— cos(y.rad)

962 |y.sin <— sin(y.rad)

963 | r.xc <— cor(x,y.cos)

964 | r.xs <— cor(x,y.sin)

965 | r.cs <— cor(y.cos,y.sin)

966 citatel <— r.xc"24r.xs"2—=2%r.XC*r.XS*r.cs
967 | menovatel <— 1—r.cs"2

968 | r.xy <— sqrt(citatel/menovatel)

969 | return(r.xy)

970
971 | "ISkor.uhl” <— function(r.xy,n, conf.level = 0.95){
972 |z <— atanh(r.xy)

973 | a <— gnorm(1 — (1 — conf.level)/2)/(n — 3)70.5

974 | 1S.xi <— ¢(z — a, z + a)

975 | 1S <— tanh(IS.xi)

976 | return(IS)

977

Riesenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovna formuldcia — testujeme Hj: korelacny koeficient basion-bregmatickej vysky lebky
a uhla, ktory zvieraju linie prechddzajiice bodom basion a pravostrannym a lavostrannym bo-
dom porion u muzov je rovny nule oproti Hi: korela¢ny koeficient basion-bregmatickej vysky
lebky a uhla, ktory zvieraju linie prechddzajtice bodom basion a pravostrannym a l'avostrannym
bodom porion u muzov nie je rovny nule.

e matematickd formuldcia — Hy : p = pg oproti Hy : p # po, kde po = 0.

2. Testovacia Statistika — Korelaény koeficient p je nezndmy, preto ho musime odhadnit. Jeho
odhadom je p = 0.662.
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172

978 | DATA <— read.table (" lin —uhl—fm.txt" , header=TRUE)

979 | attach (DATA)

980 | n.m <— length(skull .H[sex="m"]) # 40

981 rho.hat <— lin.uhl.r(skull .H[sex="m"], base.A[sex="m"]) # 0.6618232

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika zyy = 4.842.

Testovacia Statistika t-testu ty = 5.442.

Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti upr = 23.050.

982 | zR <— 1/2xlog((1+rho.hat)/(1—rho.hat)) # 0.7960509

983 rho0 <— 0

984 | xi0 <— 1/2xlog((1+rho0)/(1—rho0)) # 0

985 |zW.obs <— sqrt(n.m—3)%x(zR—xi0) # 4.842188

986 |[tW.obs <— sqrt(n.m—2)*xrho.hat/(sqrt(l—rho.hat"2)) # 5.442137
987 | uLR.obs <— —n.mxlog(1—tW.obs"2/(tW.obs"2+(n—2))) # 23.05084

. Zamietacia oblast —

Waldov test:

kritické hodnoty u(1 — a/2) = —1.960 a u(a/2) = 1.960;

kriticky obor Wi = (Zmin, u(1 — /2)) U (u(@/2), Zmax) = (—00, —1.960) U (1.960, c0).
t-test:

kritické hodnoty t,_2(1 — a/2) = ts(1 — 0.025) = —2.024 a t,_5(c/2) = t35(0.025) = 2.024;
kriticky obor Wi = (tmin, tn—2(1 — @/2)) U (tn—2(ct/2), tmax) = (—00, —2.024) U (2.024, 00).
Test pomerom vierohodnosti:

kritickd hodnota x? (o) = 3.841;

kriticky obor W = (x? (@) , tmax) = (3.841, 00).

988 z. krit.d <— qnorm(0.025) # —1.959964

989 z. krit.h <— gqnorm(0.975) # 1.959964

990 t.krit.d <— qt(0.025,df=n.m—2) # —2.024394

991 t.krit.h <— qt(0.975,df=n.m—2) # 2.024394
992 Ir. krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

. Empiricky dvojstranny interval spol'ahlivosti —

Waldov 100(1 — «)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre p:
(d, h) = (0.441,0.807).

Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre p:

CSo.95 = {po : uLr(po) < x3 ()} = (0.449,0.804).

1Sz.xy <— IScor.uhl(rho.hat,n.m) # 0.4412925 0.8069653

rho.0i <— seq(—0.999,0.999,by=0.0001)

ulR.i <— —n.mx(log((1—rho.0i"2)*(1—rho.hat"2)/(1—rho.0i*rho.hat)"2))
IS.LR <— range(rho.0i[which(uLR.i<Ir.krit.hodn)]) # 0.4492 0.8035

993
994
995
996

. Statisticky zdver —

Waldov test: p-hodnota=2Pr(Zy, > |6.010||Hp) < 0.0001

t-test: p-hodnota=2Pr(Ty > |6.723||Hp) < 0.0001.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(Urr > 23.050Hp) < 0.0001.
997

998
999

# 1.854635e—00
# 1.774803e—11
4.098731e—09

p.hodn.zW <— 2x(1—pnorm (abs(zW.obs))
p.hodn .tW <— 2x(1—pnorm (abs (tW.obs))
p.hodn.LR <— 1—pchisq (uLR.obs,h df=1)

)
)
#
Hj na hladine vyznamnosti zamietame, pretoze (1) testovacia Statistika patri kritickému oboru,
(2) po = 0 nepatri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je mensia ako 0.05.

. Slovny zaver — Zamietame nulovi hypotézu o tom, ze korelaény koeficient basion-bregmatickej

vysky lebky a uhla, ktory zvieraju linie prechédzajice bodom basion a pravostrannym a lavo-
strannym bodom porion u muzov, je rovny nule.

. Antropologicky zaver — Velkost uhla s basion-bregmatickou vyskou lebky pozitivne koreluje

(r=0.66), t. j. so zviésujicou sa basion-bregmatickou vyskou lebky sa zvi¢suje aj velkost sledo-
vaného uhla. Je otdzkou, & je to v désledku velkostnych zmien a vysSie lebky su sticasne aj SirSie
(oba body porion st od seba vzdialenejsie) alebo sa so zvySujicou sa basion-bregmatickou vyskou
lebky znizuje vyska lebeénej bazy (minimalna vzdialenost’ bodu basion k spojnici pravostranného
a Tavostranného bodu porion), vyliéend nie je ani kombindcia tychto faktorov.
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RiesSenie v ®

1000
1001
1002
1003
1004
1005
1006
1007
1008
1009
1010
1011
1012
1013
1014
1015
1016
1017
1018
1019
1020
1021
1022
1023
1024
1025
1026
1027
1028
1029
1030
1031
1032
1033
1034

"priem.uhol” <— function(x.cos, x.sin){

# x.cos ... kosinus uhlovej premennej

# x.sin ... sinus uhlovej premennej

sum.x.cos <— sum(x.cos)

sum.x.sin <— sum(x.sin)

if (sum.x.cos>/o— x.bar <— atan(sum.x.sin/sum.x.cos)
if (sum.x.cos<o— x.bar <— atan(sum.x.sin/sum.x.cos)+pi
if (sqrt(sum.x.sin"2+sum.x.cos"2)==0) x.bar <— NaN
return(x.bar)

"sin.cos.uhla” <— function(x){

x.rad <— (xxpi)/180

x.cos <— cos(x.rad)

x.sin <— sin(x.rad)

VYSL <— list (x.cos=x.cos,x.sin=x.sin)

return (VYSL)

"uhl.uhl.r" <— function(x,y){

# x ... uhlova premenna v stupnoch

# y ... uhlova premenna v stupnoch

sin.cos.x <— sin.cos.uhla(x)

x.cos <— sin.cos.x$x.cos

x.sin <— sin.cos.x$x.sin

x.bar <— priem.uhol(x.cos, x.sin)

x.sin.centr <— sin(x.rad—x.bar)

sin.cos.y <— sin.cos.uhla(y)

y.cos <— sin.cos.y$x.cos

y.sin <— sin.cos.y$x.sin

y.bar <— priem.uhol(y.cos,y.sin)

y.sin.centr <— sin(y.rad—y.bar)

citatel <— sum(x.sin.centrxy.sin.centr)

menovatel <— sqrt(sum((x.sin.centr”2)))*sqrt(sum((y.sin.centr”2)))
r.xy <— citatel/menovatel

return(r.xy)

RieSenie (aj v ®)

1. Hypotézy

e slovna formulécia — testujeme Hy: korelacny koeficient uhla v bode nasion a uhla tvdrového
trojuholnka v bode prosthion u Zien je rovny nule oproti H;: korelaény koeficient uhla v bode

nasion a uhla tvarového trojuholnka v bode prosthion u zien nie je rovny nule.

e matematicka formuldcia — Hy : p = pg oproti Hy : p # po, kde po = 0.

2. Testovacia Statistika — Korelaény koeficient p je nezndmy, preto ho musfme odhadnit. Jeho

odhadom je p = 0.335.

1035 | DATA <— read.table (" uhl—uhl—fm.txt"  header=TRUE)

1036 | attach (DATA)

1037 | n.f <— length(front . A[sex="f"]) # 20

1038 | rho.hat <— uhl.uhl.r(front A[sex="f"], prog.A[sex="f"]) # 0.3347396

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika zy, = 1.435.

Testovacia Statistika t-testu ty = 1.507.

Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upr = 2.377.

173



6.4 KAPITOLA 6. TESTOVANIE HYPOTEZ O JEDNOM PARAMETRI

1039 | zR <— 1/2xlog((1+rho.hat)/(1—rho.hat)) # 0.3481565
1040 rho0 <— 0

1041 xi0 <— 1/2xlog((1+rho0)/(1—rho0)) # O

1042 | 2W.obs <— sqrt(n.f—3)x(zR—xi0) # 1.435486

1043 |tW.obs <— sqrt(n.f—2)xrho.hat/(sqrt(l—rho.hat"2)) # 1.507125

1044 | uLR.obs <— —n.fx(log((1—rho0"2)*(1—rho.hat"2)/(1—rhoOx*rho.hat)"2))
1045 |# 2.376811

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty u(1 — a/2) = —1.960 a u(a/2) = 1.960;
kriticky obor Wi = (Zmin, u(1 — a/2)) U (u(@/2), Zmax) = (—00, —1.960) U (1.960, c0).
t-test:
kritické hodnoty (1 — a/2) = t15(1 — 0.025) = —2.101 a t,_(cr/2) = t15(0.025) = 2.101;
kriticky obor Wi = (tmin, tn—2(1 — @/2)) U (tn—2(/2), tmax) = (—00, —2.101) U (2.101, 00).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x3 (a) = 3.841;
kriticky obor W = (x3 (@) , tmax) = (3.841, 00).
1046 z.krit.d <— qnorm(0.025) # —1.959964
1047 z. krit.h <— gqnorm(0.975) # 1.959964
1048 t.krit.d <— qt(0.025,df=n.f—2) # —2.100922

1049 | t.krit.h <— qt(0.975,df=n.f—2) # 2.100922
1050 | Ir.krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100(1 — a)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre p:
(d,h) = (—0.127,0.677).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre p:
CSo.95 = {po : uLR(po) < X% (a)} = (—0.097,0.660).

1051 | 1Sz.xy <— IScor.uhl(rho.hat,n.f) # —0.1265229 0.6769799

1052 | rho.0i <— seq(—0.999,0.999,by=0.0001)

1053 |uLR.i <— —n.f*x(log((1—rho.0i"2)*(1—rho.hat"2)/(1—rho.0ix*rho.hat)"2))
1054 | 1S.LR <— range(rho.0i[which(uLR.i<Ir.krit.hodn)]) # —0.0968 0.6603

5. Statisticky zaver —
Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Z > |1.435||Hy) = 0.151
t-test: p-hodnota = 2Pr(7" > |1.507||Hy) = 0.132.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(U > 2.377|Hy) = 0.123.

1055 | p.hodn.zW <— 2x(1—pnorm(abs(zW.obs))) # 0.1511486
1056 | p.hodn .tW <— 2x(1—pnorm(abs(tW.obs))) # 0.1317786
1057 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=1) # 0.1231487

Hj na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) po = 0 patri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vié¢sia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Nezamietame nulovii hypotézu o tom, Ze korelaény koeficient medzi velkostou
uhla v bode nasion a velkostou uhla tvdrového trojuholnika v bode prosthion je u Zien rovny
nule.

7. Antropologicky zaver — Nedokézali sme stvislost medzi tvarom lebky v oblasti bodu nasion
a bodu prosthion. Sklon &ela (zvislost supiny ¢elovej kosti) v mediosagitdlnej rovine teda nesivisf
s analogicky definovanym uhlom v hornej ¢asti tvare v bode prosthion, i ked korelacia je pozitivna
a pri vicsej vzorke by sme zavislost ndjst mohli. Obe €asti lebky (predna ¢ast neurokrania a horna
¢ast splanchnokrania) st teda pomerne samostatnymi jednotkami a ich tvar je ovplyvneny inymi
faktormi, napriek tomu, Ze spolu anatomicky tizko suvisia.

6.4 Asymptotické testy o pravdepodobnosti

Testy pravdepodobnosti (proporcii) sa v antropoldgii pouzivaju pri hodnoteni kvalitativnych zna-
kov u Zivych Tudi i na kostre ¢loveka. Kvalitativne znaky si znaky, ktoré nehodnotime meranim,
ale posudzujeme ich pritomnost & nepritomnost. Populdcie sa potom medzi sebou lisia proporciou
pripadov s vyskytom znaku a bez vyskytu znaku. Medzi kvalitativne znaky moézeme zaradit' napr.
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krvné skupiny s jednym antigénom, v pripade ktorych ide o frekvenciu jedincov s pritomnost'ou alebo
nepritomnostou danej protilatky. Kvalitativne sa tradiéne popisuje pocet jedincov kazdého pohlavia
v populdcii (pomer pohlavi), stranovd asymetria (vii¢sia hodnota vpravo alebo viicsia hodnota vlavo)
¢i stranové preferencie (pravéci alebo l'avdci). Inym prikladom kvalitativnych znakov st epigenetické
znaky na lebke (napr. metopizmus — perzistencia sutura interfrontalis v dospelosti), kde vié¢sinou je-
dinca zarad'ujeme do jednej z dvoch kategoérif (znak pritomny alebo nepritomny) alebo dermatoglyfické
znaky, u ktorych jedincov radime do dvoch kategérii (napr. pritomnost ¢i nepritomnost digitdlneho
trirddia c). Dalsfm prikladom kvalitatfvneho znaku méze byt chutovd vnimavost fenylthiokarbamidu,
kde jedincov rozdelujeme do dvoch skupin podla toho, & horki chut ldtok s touto zlozkou vnimaji
alebo nie. Kvalitativnych znakov sa v antropolégii rozlisuje vel’ké mnoizstvo a vysledky ich hodnotenia
sa Tahko publikuju v texte & tabulkdch, ¢o umozituje rozsiahle porovnania s publikovanymi vysledkami
roznych vyskumov (na rozdiel od spojitych znakov, kde sa v siCasnosti primdrne ddta/individudlne
hodnoty viésinou nepublikuji a pri porovndvani musime vychddzat zo sekunddrnych dat). Velmi
jednoducho tak mézeme otestovat, & sa proporcie zistené v nasom vyskume (napr. pomer jedincov
vnimajicich a nevnimajicich chut fenylthiokarbamidu v &eskej populécii) a pomer zisteny v publiko-
vanej porovnavacej $tudii lisi.

Nech X ~ Bin(N,p). Majme dvojice hypotéz Hoy : p = po oproti Hyy : p # po, Hoz : p < po oproti
Hyy :p > po, Hos : p > po oproti Hiz : p < pg, ktoré chceme testovat.

Ak Hj plati, potom
X/N —po

T JX/NA-X/N)/N

Zw sanazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test jednovyberovy Z-test
o pravdepodobnosti p.

Zw R N(0,1).

Minimalny rozsah vyberu pre normélnu aproximéciu stanovime na zéklade Haldovej podmienky Np
(1 —p) > 9 (pozri tabulku 7.4).

Tabulka 6.3: Minimalne rozsahy N pre rozne p v stvislosti s Haldovou podmienkou
p ‘ 0.01 0.02 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50
1—-p [ 099 098 095 090 085 0.8 0.70 0.60 0.50
N | 910 460 190 100 71 57 43 38 36

Definicia 61 (Kriticky obor a silofunkcia Zy testu o p) Kriticky obor a silofunkcia si defi-
novené nasledovne (pozri obrdzok 6.8):

H 45w 1-8(p)
p=m pEm W= {ZwilzwlZ (/) 1-0 (u - e
PEm p>p Wam{ZwiZwzu(@) 10w+ B

p>p0 p<po Ws={Zw;Zw < —u(a)} 1-@ —2F__

Yo = /N

Definicia 62 (p-hodnota Zy, testu o p) Nech Zyw je nejakd testovacia Statistika a zw =
P—po
\/pP(1-p)/N

pocéitame nasledovne:

je jej realizdcia (pozorovand, vypocéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu

2Pr(Zw > |2w||Ho1), ak Hii:p # po
p-hodnota = § Pr(Zw > zw|Hgs), ak His:p>po
Pr(Zw < zw|Hos), ak Hyz:p<po
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P-Po P=Po P—Po
Hi1:p-po#0, po=0.5, .=0.05 Hi2:p-po>0, po=0.5, &:=0.05 Hiz:p-po<0, pp=0.5, .=0.05

Obr. 6.8: Silofunkcie asymptotického testu o p pre Hq1 (vlavo), Hi2 (uprostred) a Hiz (vpravo)

Definicia 63 (Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre p) Waldove 100X (1—a)% empirické
1S pre p pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar:

H, Hy hranice (d, h) pre 100(1 — a)% empiricky IS
p=p0 P#po CSi-o=1P0: Do € ﬁ—uu/m/lm:ﬁ*‘ua/m/m)}
p<po p>po CSi—a={po:po€ (P—uav/p(1—p)/N,1
p=po p<po CSi_a=1qpo:po€ (0,P+ua\/P(1—-p)/N

Majme Hy;. Ak Hg neplati, chceme tito skutoénost odhalit s pravdepodobnostou (silou)
aspoii 1 — . Ak ¢ = 2=P% potom minimdlny rozsah N definujeme nasledovne

2 2
a2+ a2+
Nz(u = uﬁ) :<u 22 uﬁ) p(1-p).
c P—po

Pre Hy5 a Hy3 zamenime Uq 2 78 Ug-

Majme testovaciu statistiku Z{a" = % a Waldov 100 x (1 — a)% empiricky IS rovny (d, h)
9(p
pre tri tranformécie ndjdeme spétnou transformdciou (dg, hy) nasledovne:

TR 5 d h
1. ak g(p) = ffp, potom SE[g(p)] = ,/ﬁ, d= 1+'Zlg ah= 1+-‘,’lg
T A xp(d xp(h
2. ak g(p) = In(72;), potom SE[g(p)] = |/ 5oy 4 = Tramidy a h = romusds.

3. ak g(p) = arcsin(,/p), potom SE/[q\(ﬁ)] = ﬁ, d = sin’(dy) a h = sin’(h,).

Priklad 209 (vylepSena vierohodnost pomocou g(0)) Nakreslite (a) logaritmus funkcie vierohod-
nosti parametra g(p) = ﬁ binomického rozdelenia Bin(N,p), kde N = 10 a n = 8, superpono-
vany jeho kvadratickou aprozimdciou. Nakreslite (b) logaritmus funkcie vierohodnosti g(p) = ln&
(pri rovnakom zadani N a n ako v (a)), superponovany jeho kvadratickou aprozimdciou. Nakreslite
(c) logaritmus funkcie vierohodnosti g(p) = arcsin (y/p) = sin~' \/p (pri rovnakom zadani N a n ako
v (a); tdto transformdcia stabilizuje rozptyl p), superponovany jeho kvadratickou aprozimdciou. Je funk-
cia vierohodnosti g(p) reguldrnejsia ako funkcia vierohodnosti pre p? (d) Vypoéitajte vierohodnostny
100 x (1 — )% empiricky IS pre g(p) z (a), (b) a (c). (e) Vypoéitajte Waldov 100 x (1 —«) % empiricky
IS pre g(p) a transformugte ho spit do origindlnej skdly. (f) Ukdzte, Ze vierohodnostny IS pre p v skdle
p je identicky s vierohodnostnygm IS v Skdle g(p) po jeho spitnej transformdcii do origindlnej skdly.
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Riesenie (¢iastoéné; odvodenie odhadu rozptylu g(p) = ﬁ)
[aﬁ (L)] 2 [M} 2 .
— 1-p (1-p)* p=p p
Var(g(p) = —5 = = —.
— &> In L (p[x) ) N(1-p)°
Skére testovaciu statistiku Us odvodime nasledovne
2
2 X _ N-X
US _ [% lnL(p|X)} _ (p 1-p ) p::p(] (X/N 71)0)2 2 X2
I(p) ﬁ po (1 —po) /N !

Skére 100 x (1 — «)% empiricky DIS pre p mé tvar CS;_, = {|ZS\ S'ua/2}, kde Zg =
X/N—po

v/Po(1—po)/N’

CS1_q prepisat do kvadratickej nerovnice

Uy Uns2
CSi_o = {po : <1 + ;) I (2ﬁ+ j\[) po+p° < 0} )

Korene tejto nerovnice definuji hranice DIS (d, h) nasledovne (Wilson, 1927)

¢o je identické CS1—o = {US < Xi /2}, Po niekolkych algebraickych tipravich mézeme

2
25+ u2 /N + \/<2;6+ ui/z/N) —4p? (1 i u§/2/N)
2(1+u2,/N)

Po d'alsich tipravach dostaneme DIS v tvare
2 2
~ N 1 ua/2 1 ~ ~ N 1 ua/Z
S SN, VI (R 7L S N LI Y 4= .
p<N+“i/z> 2 (N“‘i/z) PN+, { e (N“‘i/z) 4N+“3/2]

Stred tohoto IS je vdzenym priemerom dvoch ¢lenov a patri intervalu s hranicami p a % s véhou pre p
kovergujicou asymptoticky do jednotky. Tento stred posiva p smerom ku 0.5, pricom s rasticim N
sa tento posun zmenSuje. Rozptyl je tiez vdzenym priemerom rozptylu p a 0.5 pouzitim N + ui /2

namiesto rozsahu N (Agresti a Coull, 1998).

Jednovyberovy skére test o pravdepodobnosti p v @ (funkcia prop.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. pocetnost (dspechy n) x;

2. rozsah (pocet ispechov a netspechov N) n;

3. pravdepodobnost pg za platnosti Hy p (po € (0,1));

4. formulécia alternativy alternative="two.sided” je prednastavené, d’alsie volby st " greater”, "less";
5. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je conf.level=.95;

6. Yatesova korekcia na spojitost (Newcombe, 1998), prednastavené correct = TRUE.
Vystupy funkcie:
1. testovacia Statistika statistic (x? = Z32);

2. stupne volnosti df (parameter; df = 1);
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3. p-hodnota p.value;

4. odhad pravdepodobnosti p estimate;

5. interval spolahlivosti conf.int (skére (Wilsonov) IS);
6. hodnota pg null value;

7. alternativna hypotéza alternative hypothesis;

8. nazov pouzitého testu method.

Funkcia binconf() s kniZnice Hmisc poéita intervaly spolahlivosti pre p. Argument method="wilson"
znamend skére interval spolahlivosti a method="asymptotic” Waldov interval spolahlivosti.

Test pomerom vierohodnosti pre p.

Majme Hpy oproti Hy;. Nech X ~ Bin(N,p), kde 6§ = p, potom logaritmus vierohodnostnej
funkcie bude mat tvar
l(p|x) =xzlnp+ (N —z)In(l — p).
MLE 6 je rovny p = /N, t.j. ©1 = {0 : p # po}. Za platnosti Hy; je 8y = po, t.j. ©9 = {0 : p = po}.
Potom —1 krét prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny

—In(A(x)) = 1(plx) —l(polx) =xzInp+ (N —2)In(l—p) —xlnpo — (N —z)In(1l - po)
D 1-p T N —=x
= zln—+ (N —2)In =zln—+ (N —2)In —————.
Po ( ) 1—po Npo ( ) N — Npo
Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21In (A (X )) ~ x?2. Prezna¢me
pnap;ag=1—pnaps, xnan; a N—znany Potom @ =p = (p1,p2)7, 0 =0 = (p1,p2)7, kde

PL="S%p2="%,pr+p2=1an +ny=N; 0 =po=(po1,p02)", kde por = po a poz = 1 — po.
Potom dostaneme

/\

ULR = 2 E n; ln — =2 E pozorované; x In —— —.
7 Poi ocakavané;
i=

pozorované;

Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre p; bude mat tvar
CS1-a = {po: ULr < xi(a)}.

Riesenie (aj v ®)
Ak z = 0,p=0/25 = 0.
(a) Waldov 95% empiricky DIS pre p ma tvar 04+1.964/(0 x 1) /25, kde (d, h) = (0,0). Z toho vyplyva,

7e ak mame pravdepodobnost na hraniciach vyberového priestoru, Waldov DIS nie je vhodny.
1058 N <— 25
1059 phat <— 0/N

1060 | var.phat <— phat*(1—phat)/N
1061 | ISw <— phat+c(—1,1)*qnorm (0.975)*sqrt(var.phat) # 0 0O

alebo

1062 | library (Hmisc)
1063 | binconf(x=0,n=25,method="asymptotic"”)
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(b) Skére 95% empiricky DIS pre p m4 tvar

1 < 1.962 ) 1.962
2\ 25+ 1.962 TV 425 + 1.962)
kde (d, k) = (0.000,0.133).

1064
1065

skorelS <— prop.test(x=0,n=25,conf.level =0.95,correct=FALSE)$conf.int
# 0 0.1331923

alebo

1066 | binconf(x=0,n=25,method="wilson")

( ) Jadro funkcie vierohodnosti ma tvar L (p|x) = p° (1 —p)*, potom I (p|x) = 25In (1 — p). Ked'ze
L(plx) = 0, bude ULr rovnad —2[l (pg|x) — I (p|x)] = —50In (1 —pg) a 95% vierohodnostny IS je
definovany ako
CS1-a = {po: Ur < xi(@)}, kde xi(a) = 3.84.

Potom h =1 — exp (—3.84/50) = 0.074 a nakoniec 95% empiricky DIS m4 tvar (0.000,0.074).

1067 |"LR.p" <— function(pi.0, x,N, alpha) {
1068 | —2x(x*log(pi.0)+(N—x)*xlog(l—pi.0))—qchisq(l—alpha,hdf=1)
1069 |}
1070 | uniroot(f=LR, interval=c(0.000001,.999999) ,x=0,N=25,alpha=.05)$root # 0.07395093
Spomenuté tri metédy ddvaju rozne vysledky. Ak je p blizko nuly, rozdelenie p je vysoko zosikmené

doprava, pre malé N. V takejto situdcii sa odporica pouzivat skére alebo vierohodnostny DIS.

Priklad 211 (funkcia vierohodnosti v extrémnej situdcii) Nakreslite funkciu vierohodnosti pre si-
tudciu v predchddzajicom priklade.

Riesenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovnd formulacia (a) — testujeme Ho: pravdepodobnost narodenia chlapca je identickd
s pravdepodobnostou narodenia dievéata oproti H;: pravdepodobnost narodenia chlapca nie
je identick4 s pravdepodobnostou narodenia dievéata.

e slovna formulécia (b) — testujeme Hy: pomer pohlavi (Sanca narodenia chlapca) je rovny
jednej oproti Hy: pomer pohlavi nie je rovny jednej.

e matematickd formulécia (a) — Hy : pm = po oproti Hy : py, # po, kde pg = 0.5.

e matematicka formulacia (b) — Hy : g(pm) = 9(po) oproti Hy : g(pm) # 9(po), kde g(pm) =

o == ag(p) = L.

ia § isti 5 — _Mm . __T29 — Pm _ P
2. Testovacia Statistika — p,, = R = 6T — =0.52, pr = 0.48, SRy, = = 1.08.
1071 | DATA <— read.table (" one—sample—probability —sexratio.txt"  header=TRUE)
1072 | n <— as.numeric(table (DATA))
1073 | n.m <— n[2]
1074 | n.f <— n[1]
1075 | N <— sum(n) # 1403
1076 | p.m<— n.m/N # 0.5196009
1077 | p.f <— n.f/N # 0.4803991
1078 | p <— c(p.f,p.m)
1079 |SRm <— p.m/p.f # 1.081602
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Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika zy = 1.469 (pre Hg : pm = po)-

Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti upr = 2.157 (pre Hg : pm = po)-
Skére testovacia Statistika zg = 1.468 (pre Ho : pm = Do).

Waldova testovacia Statistika zy = 1.412 (pre Hy : g(pm) = 9(po))-

1080 | p0 <— 0.5
1081 p0.vec <— ¢(p0,1—p0)

1082 SRO <— 1

1083 |2W.obs <— (p.m—p0)/sqrt(p.msp.f/N) # 1.469494

1084 | uLR.obs <— 2xsum(nxlog(p/p0.vec)) # 2.156647

1085 | zS.obs <— (p.m—p0)/sqrt (pOx(1—p0)/N) # 1.468364

1086 | zS.obs <— sqrt(prop.test(n.m,N,p=0.5,correct=FALSE)$stat) # 1.468364
1087 |zWg.obs <— (SRm—SR0)/sqrt(p.m/(Nx(1—p.m)"3)) # 1.411887

. Zamietacia oblast —

Waldov a skére test:

kritické hodnoty u(1 — a/2) = —1.960 a u(a/2) = 1.960;

kriticky obor Wi = (Zmin, u(1 — a/2)) U (u(@/2), Zmax) = (—00, —1.960) U (1.960, c0).
Test pomerom vierohodnosti:

kritickd hodnota x? (o) = 3.841;

kriticky obor W = (X3 (@) , tmax) = (3.841, 00).

1088 | z.krit.d <— gnorm(0.025) # —1.959964

1089 |z.krit.h <— gnorm(0.975) # 1.959964
1090 Ir.krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —

Waldov 100(1 — a)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre pp:
(d, h) = (0.493, 0.546).

Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre pp,:

CSo.95 = {po : uLr(po) < X7 (@)} = (0.493,0.546).

Skére 95% empiricky DIS pre pn: (d, h) = (0.493,0.546).

Waldov 95% empiricky DIS pre g(pm): (d, h) = (0.968,1.195).
Waldov 95% empiricky DIS pre pp: (d, h) = (0.492,0.544).

1091 | 1Sz2W <— p.mtc(—1,1)%qnorm (0.975)«sqrt (p.m«p.f/N) # 0.4934579 0.5457438
1092 p0i <— seq(0.000001,0.999999,by=0.000001)

1093 |uLR.i <— 2x(n[2]=log(p[2]/p0i)+n[1]*log(p[1]/(1—p0i)))

1094 | IS.LR <— range(pOi[which(uLR.i<Ir . krit.hodn)]) # 0.49344 0.545696

1095 1SzS <— prop.test(n.m,N,p=0.5,correct=FALSE)$conf.int # 0.4934400 0.5456547
1096 | 1SzZWg <— SRmtc(—1,1)*qnorm(0.975)*sqrt(p.m/(Nx(1—p.m)"3))

1097 |# 0.968323 1.194882

1098 | ISzWtrans <— c(I1SzWg[1]/(1+1SzWg[1]) ,1SzWg[2] /(1+1SzWg[2]))

1099 |# 0.4919533 0.5443946

5. Statisticky zaver —

Waldov test: p-hodnota=2Pr(Zw > |1.469||Hp) = 0.142 (pre Ho : pmy = po)-

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(Urg > 2.157|Hy) = 0.142 (pre Hy : pm = po)-
Skére test: p-hodnota=2Pr(Zg > |1.469||Hy) = 0.142 (pre Ho : pm = po)-

Waldov test: p-hodnota=2Pr(Zy, > |1.412||Hy) = 0.158 (pre Hp : g(pm) = 9(po))-

hodn .z2W <— 2x(1—pnorm (abs(z2W.obs))) # 0.1416988

1100 | p.
1101 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=1) # 0.1419542

1102 | p.hodn.zS <— 2x(1—pnorm(abs(z2W.obs))) # 0.1416988

1103 | p.hodn.zS <— prop.test(n.m,N,p=0.5,correct=FALSE)$p.val
1104 | p.hodn.zWg <— 2%(1—pnorm(abs(zWg.obs))) # 0.1579831

Hy na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) pp = 0.5 patri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vicsia ako 0.05.

6. Slovny zaver (a) — Nezamietame nulovti hypotézu o tom, Ze pravdepodobnost narodenia chlapca

je identickd s pravdepodobnostou narodenia dievéata.

Slovny zaver (b) — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, Ze pomer pohlavi je rovny jednej
(3anca narodenia chlapca je rovnd jednej).
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7. Antropologicky zaver — Prenatdlne faktory, ktoré ovplyviiuju vznik a udrzanie muzskych
a zenskych embryi a plodov, pdsobili v rovnovdhe a neposunuli pomer mimo vyrovnany (1.0).
Vzhl'adom na to, Ze interval spolahlivosti zahffia aj celosvetovii strednti hodnotu pomeru pohlavi
novorodencov (1.05) a strednti hodnotu pre éeskd populdciu (1.06), nemozno v empiricky ziste-
nom pomere pohlavi v sledovanej geografickej oblasti vidiet Ziadny vplyv $pecifickych lokélnych
faktorov, ktoré by miestne hodnoty vychylovali mimo normu.

RieSenie

Pozorované testovacie Statistiky st rovné:

Waldova testovacia Statistika zy = 0.283 (pre Hy : pm = po)-

Testovacia statistika pomerom vierohodnosti ur,g = 0.080 (pre Hy : pm = po).
Skére testovacia Statistika zg = 0.283 (pre Hy : pm = po)-

Waldova testovacia statistika zy = 0.272 (pre Hy : g(pm) = 9(po))-

p-hodnoty:

Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Zy, > [0.283||Hy) = 0.777 (pre Ho : pm = Po)-

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(Urg > 0.080|Hy) = 0.777 (pre Hp : pm = po)-
Skdére test: p-hodnota = 2Pr(Zg > ]0.283||Hy) = 0.777 (pre Hy : pm = po).

Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Zy > |0.272||Hy) = 0.786 (pre Ho : g(pm) = g(po))-
IS:

Waldov 95% empiricky DIS pre pp: (d, h) = (0.382,0.658).

Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre p:

CSo.95 = {po : uLr(po) < xi (@)} = (0.383,0.655).

Skére 95% empiricky DIS pre ppy: (d, h) = (0.358,0.652).

Waldov 95% empiricky DIS pre g(pm ,h) =(0.482,1.684).

): (d
Waldov 95% empiricky DIS pre pn: (d, h) = (0.325,0.627).

RieSenie v ®
1105 |N <— ceiling (((gnorm(0.975)+qnorm (0.8))/(p.m-p0)) "2%p.mxp.f) # 5100

Priklad 216 (Fisherova miera informaécie) Vypocitajie Fisherovu mieru informdcie Z(g(p)), kde
(a) g(p) = In 125 a (b) g(p) = arcsin(\/p).

Priklad 217 (Fisherova miera informadcie) Porovnajte DIS pre p pouzitim (a) Waldovho DIS,
(b) vierohodnostného DIS, (c) skére DIS, (d) transformovaného Waldovho DIS pre g(p) = 15,
(f) transformovaného Waldovho DIS pre g(p) = In Tin’ (g) transformovaného Waldovho DIS pre
g(p) = arcsin(,/p), kde (1) N = 1400 a p = 0.05, (2) N =40 a p = 0.05, (8) N = 1400 a p = 0.25,
(4) N=40 ap=0.25, (5) N =1400 a p=0.5, (6) N =40 ap=10.5.
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RieSenie (pozri tabulku 6.4)

Tabulka 6.4: Minimélne rozsahy N pre rézne rozdiely p a po (kde pg = 0) v porovnani s minimalnym rozsahom
vypocitanym pomocou Haldovej podmienky (tuéne st zvyraznené tie N, ktoré spfﬁajl’l obe kritérid)
P | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
N 71 32 19 12 8 6 4 2 1
Np(l—p) | 639 512 399 283 200 144 084 0.32 0.09
9/(p(1—p)) | 100 57 43 38 36 38 43 57 100

RieSenie (pozri tabulku 6.5)

Tabulka 6.5: Minimélne rozsahy N pre rozdiel p — pg = 0.1 pri rdznych p a pg v porovnani s minimdlnym rozsahom
vypocitanym pomocou Haldovej podmienky (tuéne st zvyraznené tie N, ktoré spliaji obe kritérid)
p| 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Po 0 01 02 03 04 05 06 07 08
p(l—p) | 0.09 016 021 024 025 024 021 016  0.09

N| 71 126 165 189 197 189 165 126 71
Np(1—p) | 6.39 20.16 34.65 4536 49.25 4536 34.65 20.16 20.16
9/(p(1—p)) | 100 57 43 38 36 38 43 57 100

Priklad 220 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ Bin(N,p), kde N =30 a p = 0.8 a pravde-
podobnost tspechu p = % = 0.8, kde x = 24 a N = 30. Waldov 95% empiricky DIS pre p je rovnyj
(d, h) = (0.657,0.943). Vypoéitajte pravdepodobnost pokrytia tohoto intervalu. Pozn.: pravdepodobnost

pokrytia Waldovho 95% DIS pre p vypoéitame nasledovne
Pr(pokrytie) = Zj Pr(X = Np; : p € Waldov 95% DIS pre p;),

kde p; € M = {%,%7...,1 - %}, t.j. ide o sucet takych funkénych hodndt pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Npj, kde p € Waldovmu 95% DIS pre p;. Visledky usporiadajte do tabulky, ktorej

stlpce budi xj, pj, d; (dolnd hranica Waldovho 95% DIS pre p;), h; (hornd hranica Waldovho 95%
DIS pre p;), Pr(pokrytie) a pokrytie (indikdcia toho, ¢i p patri alebo nepatri Waldovmu 95% DIS
pre ;)

Riesenie (aj v ®)

Nech X ~ Bin(30,0.8). Pri N = 30 méze byt z = 0,1,...,30 (spolu 31 moznost{), a teda mame
aj 31 moznosti aj pre p. Na zodpovedanie otdzky ohladom pravdepodobnosti pokrytia je potrebné
vypocitat 95% empiricky DIS pre kazdé p a z pravdepodobnostnej funkcie pre kazdé X vybraf také
pravdepodobnosti korespondujice z, ktorych 95% empiricky DIS pokryva hodnotu 0.8.

1106 N <— 30

1107 x <— 0:N

1108 | p.hat.j <— x/N

1109 |DH <— p.hat.j—qnorm(0.975)*sqrt (p.hat.jx(1—p.hat.j)/N)
1110 |HH <— p.hat.j+qnorm(0.975)*sqrt (p.hat.jx(1—p.hat.j)/N)
1111 | p.hat <— 0.8

1112 | prav.fcia <— dbinom(x,N,p.hat)

1113 | pokrytie <— (p.hat>/DH)&(p.hat</HH) # vektor 0 a 1
1114 | round(cbind(x, p.hat.j ,DH,HH, prav.fcia , pokrytie)  4)
1115 | sum(dbinom(x[pokrytie] ,N,p.hat)) # 0.9463279

Pravdepodobnost pokrytia Waldoho 95% empiricky DIS pre p = 0.8 je rovnd 257:19 Pr(X =z) =
0.946. V pripade, Ze p = 0.79 je uz pravdepodobnost pokrytia len 0.888.

Priklad 221 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X; ~ Bin(N,p;). Vypocitajte pravdepodobnosti
pokrytia Waldovho 95% DIS pre kaZdé p;, kde p; patria mnoZine My = <ﬁ, 1-— ﬁ> , sU ekvidistantne
vzdialené medzi % al— % a ich pocet M = 5000. Nakreslite obrdzok, kde na osi x budid p; a na osi
y pravdepodobnost pokrytia Pr;(pokrytie). Zvolte (a) N = 30, (b) N = 100 a (¢) N = 1000. Pozn.:
pravdepodobnosti pokrytia Waldovho 95% DIS pre p; vypoéitame nasledovne
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Pr;(pokrytie) = 3, Pr(X = Np; : p; € Waldov 95% DIS pre p;),

kde p; € M; = {%, %,...,17 %}, t.j. ide o siucet takych funkénych hodnot pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Np;, kde p; € Waldovmu 95% DIS pre p;.

Riesenie (aj v @; pozri obrazok 6.9)

1116 N <— 30

1117 | x <= O0:N

1118 | p.hat.j <— x/N

1119 |sd.p.j <— sqrt(p.hat.jx(1—p.hat.j)/N)
1120 |DH <— p.hat.j—qnorm(0.975)=sd.p.
1121 |HH <— p.hat.j+qnorm(0.975)*sd.p.j
1122 |M = 5000

1123 | p.hat.i <— seq(1/N,1—1/N, length=M)
1124 | p.pokrytie.i <— numeric(M)

1125 | for (i in 1:M)

1126

1127 pokrytie.i <— (p.hat.i[i]>/DH)&(p.hat.i[i]</HH)
1128 prav.fcia <— dbinom(x[pokrytie.i] ,N,p.hat.i[i])
1129 p.pokrytie.i[i] <— sum(prav.fcia)

1130

}
1131 | windows(8,8)
1132 plot(p.hat.i,p.pokrytie.i, type="n" xlab="p" ,ylab="pravdepodobnost._pokrytia”,

1133 sub="N=30",ylim=c (0.6 ,1
1134 | lines (c(1/N,1—1/N), ¢(0.95,0.95) ,lwd=2,col="gray")
1135 lines(p.hat.i,p.pokrytie.i,lwd=2)

Zo simula¢nej $tidie Waldovho DIS pre p vyplyva (pozri obrdzok 6.9), ze aktudlne hodnoty pravde-
podobnosti pokrytia st zavislé na hodnote p a st dostato¢ne blizko nominalnej hodnote 1 —a = 0.95 len
pre p dostatoéne d’aleko od nuly a jednotky (t.j. n a p nie priliz malé alebo velké). Ak je N dostato¢ne
velké, aktudlne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia st dostato¢ne blizko nomindlnej hodnote pre p
talfkmer na celom intervale (0,1). Tento DIS je priliz liberdlny pre malé N a je liberdlny pre stredne
velké N.
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Obr. 6.9: Pravdepodobnost pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p; N = 30 (vlavo), 100 (uprostred) a N = 1000
(vpravo)

Priklad 222 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X; ~ Bin(N,p;). Vypocitajte pravdepodobnosti
pokrytia:

(a) vierohodnostného 95% DIS,

(b) skére 95% DIS,

(¢) spitne tranformovaného Waldovho 95% DIS pre g(p;) s hranicami (déi),hgi)) na Waldov 95%

DIS pre pi s hranicami ((9(dS”)™", (9(h§") ™), kde (1) g(pi) = 1257, (2) 9(p) = In 72 a (3)
g(pi) = arcsin(,/p;)

pre kazdé p;, kde p; patria mnozZine M = <%, 1-— %>, st ekvidistantne vzdialené medzi % al-— ﬁ
a ich poéet M = 5000. Nakreslite obrdzok, kde na x-ovej osi budi p; a na y-ovej osi pravdepodobnost
pokrytia Pr;(pokrytie). Zvolte (a) N = 30, (b) N =100 a (c) N = 1000 (pozri obrdzky 6.10 az 6.14).
Pozn.: pravdepodobnosti pokrytia 95% DIS pre p; vypocitame nasledovne

Pr; (pokrytie) = Z]. Pr(X = Npj : p; € 95% DIS pre p;),
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kde p; € My = {%, %,...,1— %}, t.j. ide o sucet takych funkénych hodnét pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Npj, kde p; € 95% DIS pre p;. Pre tie DIS, ktoré maji pre p =0 a p = 1 nenulovi
.. Ay Sip _ /0 N

Sirku, mozZeme pouzit My = <ﬁ, ﬁ>.

Zo simula¢nej $tiidie vierohodnostného DIS pre p vyplyva (pozri obrdzok 6.10), ze aktudlne hodnoty
pravdepodobnosti pokrytia st zavislé na hodnote p a st dostatoéne blizko nominalnej hodnote 1 —a =
0.95. Pre velmi malé a velké n (resp. velmi malé a velké p) vznikaji okrajové efekty vyrazného znizenia
pravdepodobnosti pokrytia.
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Obr. 6.10: Pravdepodobnost pokrytia skére 95% empirického DIS pre p pri réznych N

Zo simulacnej §tudie skére DIS pre p vyplyva (pozri obrdzok 6.11), ze aktudlne hodnoty pravde-
podobnosti pokrytia st zdvislé na hodnote p, ale aj pre malé a velké n (resp. malé a velké p) si
dostatocne blizko nomindlnej hodnote 1 —a = 0.95 (t.j. nevznikaji okrajové efekty vyrazného znizenia
pravdepodobnosti pokrytia).
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Obr. 6.11: Pravdepodobnost pokrytia vierohodnostného 95% empirického DIS pre p pri réznych N

Zo simula¢nej $tidie spétne transformovanych Waldovych DIS pre p vyplyva (pozri obrdzok 6.12 az
6.14), ze aktudlne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia zdvisia od tranformécie nasledovne:

1. spdtna transformovaného DIS pre sancu — tento DIS je priliz liberdlny pre malé N; je liberalny
pre stredne velké N; tento DIS nepouzitelny pre velké p, ktoré ndm ddva velki Sancu (,,pouzitel-
nost “ velkého p sa zvéicsuje s rasticim N);

2. spatnd transformovaného DIS pre logaritmus Sance — aktudlne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia
tohoto DIS sii dostatoéne blizko nominélnej hodnote pre p dalej od hranic intervalu (0,1) uz
pre malé a stredne velké N; pre p blizko hranic intervalu 0 a 1 je mierne konzervativny nezavisle
na N,
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3. spétna transformovaného DIS pre arcsin ,/p — tento DIS je liberdlny pre malé N; aktudlne hod-
noty pravdepodobnosti pokrytia tohoto DIS sii dostatoéne blizko nominélnej hodnote pre p d'alej
od hranic intervalu (0,1) uz pre stredne velké N; pre p blizko hranic intervalu 0 a 1 je mierne
liberalny nezavisle na N.

Ak je N dostatocne velké, aktudlne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia vsetkych troch DIS st do-
statoéne blizko nominélnej hodnote pre p takmer na celom intervale (0, 1).
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Obr. 6.12: Pravdepodobnost pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p pri N = 30; spitne transformovany DIS
pre sancu (vlavo), spitne transformovany DIS pre logaritmus Sance (uprostred) a spétne transformovany DIS
pre arcsin /p (vpravo)
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Obr. 6.13: Pravdepodobnost pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p pri N = 100; spétne transformovany DIS
pre Sancu (vlavo), spétne transformovany DIS pre logaritmus Sance (uprostred) a spétne transformovany DIS
pre arcsin /p (vpravo)

Asymptotické testy o parametri A Poissonovho rozdelenia. Nech X ~ Poiss()). Majme dvojice
hypOtéZ H01 A= )\0 OpI‘Oti H11 SA 7& )\0, H02 A S )\0 OpI‘Oti H12 A > )\07 Hgg A 2 /\0 OpI‘Oti
Hys: X < A, ktoré chceme testovat.

Ak Hj plati, potom -
X -
Zw = ==K N(0,1),
X/N

Zw sanazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test jednovyberovy Z-test
o\
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N=1000 (Waldov DIS, g(p)=sanca) N=1000 (Waldov DIS, g(p)=In sance) N=1000 (Waldov DIS, g(p)=arcsin odmocniny p)

Obr. 6.14: Pravdepodobnost pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p pri N = 1000; spéitne transformovany DIS
pre Sancu (vlavo), spétne transformovany DIS pre logaritmus Sance (uprostred) a spétne transformovany DIS

pre arcsin /p (vpravo)

Definicia 64 (Kriticky obor a silofunkcia pre Zy test o \) Kriticky obor a silofunkcia si
definovené nasledovne:

Ho H1 w 175()‘)

A=do A£N W= {Zwi|Zwl > ula/2)} 1-@ ua/g—%—;‘)

A< A>N Wo={Zw; Zw > u(a)} 1-® ua+\>%)

A>X A< Wiz ={Zw;Zw < —u(a)} 1*<I>(Ua*$&7fv>

Definicia 65 (p-hodnota pre Zy, test o \) Nech Zw je nejakd testovacia $tatistika a zw =
\"/%/’\7;[ je jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu
x
pocéitame nasledovne:

QPT(ZW Z |Zw||H01), ak H11 tA 7é )\0

p-hodnota = P7(ZW > ZW‘HOQ), ak His: A> Ao
PT’(ZW < Zw‘Hog), ak Hiz: A< )Xo

Definicia 66 (Waldove 100 x (1 — @)% empirické IS pre \) Waldove 100 (1—a)% empirické
1S pre X pre vsetky tri typy hypotéz maju nasledovny tvar:

Hy H, hranice (d,h) pre 100(1 — )% empiricky IS

A=X A£X CSia={N:Ne z—ua/z\/m,zﬂ,a/g\/zﬁ)}
X< A>Xo CSiia={d0: € (7 - ua/T/N, )

X220 A<h CSia={d:€ (007 +u.\/T/N)}

Majme Hj;. Minimdalny rozsah je definovany ako

2
Uq 2 T U
N>—F——=] A
_( A=Xo )

Pre Hiz a Hi3 zamenime v oboch pripadoch uq/2 za uq.-
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Majme Hy; oproti Hyy. Nech X ~ Poiss(A), kde = A, potom logaritmus vierohodnostnej funkcie
bude mat tvar [ (Alx) = SN 2, In A — NA.
Skoére testovaciu Statistiku Us odvodime nasledovne
— 2
2 NX _ — 2
[Zm LX) (% N) rre (X =20)" o

N T m T /N T

Us =

Skére 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre A md tvar CS1_, = {|ZS| < Ua/g}, kde Zg = %
0

Po niekolkych algebraickych tpravach moézeme CS;_, prepisat do kvadratickej nerovnice
CS1 0= {AO P AS = (2T 4 ul )y /N)ho +7° < 0} :

Korene tejto nerovnice definuji hranice DIS nasledovne

2 +u2 ), /N + \/(% +u2 ), /N)? — 477
5 .

Po d'alsich upravéch dostaneme DIS v tvare

2
— 1ua/2
TT9N

+ ua/g

Test pomerom vierohodnosti pre .

MLE 6 je rovny = T, t.j. ©1 = {0 : A # Ao}. Za platnosti Ho; je 0p = Ao, t.j. ©g = {0 : A = Ao}
Potom —1 krét prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny

“Ih(\(x) = I (X|x) —1(Ao|x) = (NTInT — NT) — (NTln g — NAg) = N (mn Ai —F AO) .
0
Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21n (A (X)) R X3

Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre )\ bude maf tvar CS;_, =
{)\0 :Ur < X%(a)}.

Priklad 223 (pruské arméadne jednotky) Majme X ~ Poiss()\); pozri priklad 78, tabulka 2.7.
Vypoéitajte (a) Waldov 95% DIS pre X, (b) skdre 95% DIS pre X a (c¢) vierohodnostny 95% DIS pre .

Riesenie v ®
Vypocet Xa Var[X] pozri v prikladoch 131 a 134. Waldov 95% DIS pre A: (d, h) = (0.502,0.718). Skére
95% DIS pre A: (d,h) = (0.511,0.728). Vierohodnostny 95% DIS pre A: (d, h) = (0.508,0.725).

1136 |m <— ¢(109,65,22,3,1,0); n <— ¢(0,1,2,3,4,5); N <— sum(m)
1137 | lambda. hat <— sum(n+m)/N # 0.61

1138 var.lambda.hat <— lambda.hat/N # 0.003057

1139 | IS .W<— lambda.hat+c(—1,1)*qnorm (0.975)*sqrt (var.lambda. hat)
1140 | 1S.S <— lambda.hat+1/2xqnorm(0.975) "2 /N+c(—1,1)*qnorm (0.975) =
1141 sqrt (1/Nx(lambda. hat+qnorm (0.975) "2/ (4%N)))

1142 IS W +# 0.5017575 0.7182425

1143 IS.S # 0.5109359 0.7282714

1144 | min.lambda <— lambda.hat—3xsqrt(var.lambda.hat)

1145 | max.lambda <— lambda.hat+3xsqrt(var.lambda.hat)

1146 lambda.0i <— seq(min.lambda,h max.lambda,h by=0.0001)

1147 |uLR.i <— 2*N«*(lambda.hatxlog(lambda.hat/lambda.0i)—lambda.hat+lambda.0i)
1148 | plot(lambda.0i ,uLR.i)

1149 Ir.krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

1150 | IS.LR <— range(lambda.0i[which(uLR.i<Ir.krit.hodn)])

1151 IS.LR # 0.5081196 0.7247196
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7 Testovanie hypotéz o dvoch parametroch

V tejto kapitole sa budeme venovat testovaniu hypotéz o rozdiele strednych hodnét pq — ps za predpo-
kladov normality, t.j. X; ~ N (u; , 0‘?)7 i=1,2,X1—-Xs~N (ul — o, a%), o podiele rozptylov 0% /03
za predpokladov normality, t.j. X; ~ N(u;, 032-), j = 1,2, o rozdiele korela¢nych koeficientov p; — po,
za predpokladov normality, t.j. (X,7Y,)T ~ Ny (uj72j)7 7 = 1,2, a o rozdiele pravdepodobnosti
p1 — p2, za prepokladov X ~ Bin (Ny,p1) a Y ~ Bin(Na, pa).

7.1 Asymptotické testy o rozdiele strednych hodnét

Testovanie rozdielov dvoch strednych hodnot spojitej premennej patri medzi najcastejsie ilohy, s kto-
rymi sa biologicky antropoldg stretava. Zakladné zdroje dat totiz v antropoldgii ¢asto tvoria normaélne
rozdelené metrické premenné (rozmery) na kontinudlnej (spojitej) skéle, ktorych variabilita je mul-
tifaktoridlne podmienend a z genetického hl'adiska predstavuji polygénne znaky. Nemusi ist zd'aleka
len o rozmery tela, ale o rdzne ukazovatele fyzického vykonu (sila stisku ruky), psychickych vlastnosti
(skére v psychologickom dotazniku), spdsobe spravania (reakénd doba na urcity podnet) i inych vlast-
nosti. Typickou ilohou je porovnanie strednych hodnoét vyberov dvoch prirodzenych alebo zdmerne
definovanych skupin danej populdcie: muzi vs. zeny (sezudlny dimorfizmus), Poliaci vs. Nemci (etnicky
rozdiel), dvadsatroéni v 60. rokoch 20. storo¢ia vs. dvadsatroéni v 80. rokoch 20. storoéia (rozdiel ve-
kovyjch kohort, sekuldrny trend), nizsia socidlna vrstva vs. strednd socidlna vrstva (socidlne rozdiely),
vysokoskoldci vs. stredoskoldci (rozdiely v stupni vzdelania), prvorodicky vs. druhorodicky (rozdiely
v parite), krestania vs. moslimovia (rozdiely vo vyznani), sila pravej paze vs. sila paze lavej (stranovd
formécif) a sticasne univerzalnost, prirodzenost a jednoduchost tohto typu porovndvania/uvazovania
(jedna skupina voci druhej z hladiska strednej hodnoty velkosti daného znaku) je tento typ testov
vobec jeden z najdodlezitejsich vo fyzickej antropoldgii.

Mnozstvo foriem/drovni réznych dvojic viac ¢i menej prirodzenych skupin, ktorych stredné hod-
noty mozno porovndvat a rozdiel testovat, otvdra priestor pre celi gkalu situdcii, ktoré mozu nastat.
Dané dve skupiny sa nemusia zhodovat v rozptyle, nemusia mat zhodné rozdelenie hodnoét, moézu byt
zatazené chybou merania v roznej miere, moézu pochddzat z ¢asti populdcie s velmi odlisnou celko-
vou velkostou (pravici vs. lavdci; homosexudli vs. heterosexudli; matky s jednym dietafom vs. matky
s desiatimi defmi). Tieto rozdiely v d’algich ohladoch problematizujti symetriu medzi testovanymi sku-
pinami z hladiska vzorkovania a ekvivalencie porovnavania po stranke rovnocennosti oboch vzoriek.

Nech X; ~ N(u;, O'JZ-), j =1,2, st dve nezavislé ndhodné premenné. Potom

Yl—YQRN(,U,l —/LQ,U%).

Majme dvojice hypotéz Hoy : pn — p2 = pio oproti Huy : puy — pig # po, Hoz @ i1 — p2 < pio oproti
Hig @ py — po > po, Hoz @ iy — pra > 1o oproti Hyz @ pig — pz < pio-

Nech UJQ- st zndme. Ak Hy plati, potom

:Y1,Y2,MO D

Zw N(0,1),
oD
kde 02 = 0%/ny + 03/na. V $pecidlnom pripade 02 = 0 = 02 a mézeme pisat o2, = 02/ny +
o?/ny = %02. Navy$e v niektorych praktickych situdcidch moze nastat n = n; = no, kde
03 = 1 (6 4 03), ked' nepredpokladdme rovnost rozptylov, resp. 0% = 2202 = 202, ked' rovnost

rozptylov predpokladdme. Zy sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-3tatistika)
a test dvojvyberovy Z-test o rozdiele strednych hodnét py — puo.
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7.1 KAPITOLA 7. TESTOVANIE HYPOTEZ O DVOCH PARAMETROCH

Definicia 67 (Kriticky obor a silofunkcia Zy testu o py — us) Kriticky obor a silofunkcia
sd definované (za predpokladu o1 = o2 a nq = ng) nasledovne (pozri obrdzok 7.1):

Hy Hy 4% 1= B (1, p2)
p—p2=po 1 —p2 #Fpo Wi ={2Zw;|Zw| > u(a/2)} 1-@ ua/sz
pr— o < pro pa— p2 > po W ={Zw; Zw > u(a)} 1-0 ua+%;_”2)

p— e > o = pa<po Ws={ZwiZw < —u(a)} 11— @ (ug— L=z

1.0
1.0
1.0

0.8
I
0.8
0.8

0.6

silofunkcia
silofunkcia
0.4
silofunkcia
0.4

0.4

)
rrrrr n=10
8 S S n=20
n= 30
n=40
o | S o | n= 50
© T T T T T < T T T T T < T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
M—H2 Hi—H2 Hi—H2
Hitily =2 # 1o, Mo =0, 65 =4, =0.05 Hit: 1y =2 > o, o =0, 05 =4, 0= 0.05 Hit: ity = 2 <o, Ho =0, 0 =4, = 0.05

Obr. 7.1: Silofunkcie Waldovho testu o 1 — p2 pre Hip (vlavo), His (uprostred) a His (vpravo)

Deﬁnl’ciaﬁﬁSﬁ(p-hodnota Zw testu o py — p2) Nech Zy je mejakd testovacia Statistika
a zw = B=22E je jej realizicia (pozorovand, vypocitand testovacia Statistika), potom
p-hodnotu pocitame nasledovne:

2Pr(Zw > |zw||Ho1), ek Hip:pn — po # po

p—hOdTLOtlI = PT(ZW > Zw|H02), ak Hiqs : 11 — 2 > o
Pr(Zw < zwl|Ho3), ek Hiz:p1 — pe < po

Definicia 69 (Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre p; — p2) Waldove 100x (1—a)% em-
pirické IS pre py — pa pre vetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar:

Hy H, hranice (d,h) pre 100(1 — a)% empiricky IS

p=po p#po CSi—a={po: o € (T1 — Ta — Ua/20D,T1 — Ta + Ua/20D) }

p<po p>po CSi_a={po: o € (T1 — T2 — ua0p,o0)}

p>po p<po CSi—o={po: o € (—00,T1 — T2+ ua0p)}

Majme Hi1. Zvolme rozdiel |1 — pia] = cop. Minimdlny rozsah n; definujeme nasledovne:

2 2
n1><w) :<M) (g2+‘ﬁ) ny — ks,
- ¢ p1 — p2 = fo Yk )

Pre Hiz a H3 zamenime v oboch pripadoch uq/2 za ug.-
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139.225 — 136.100 = 3.125 odhalit s pravdepodobnostou 0.90, teda s 3 = 0.1 na hladine vyznamnosti
a = 0.05, aky minimdiny rozsah n musi mat ndhodny vijber?

RieSenie v ®
1152 k<—1
1153 | nl <— ceiling (((qnorm (0.975)+qnorm (0.9))/(3.125))"2%(6.25"2+6.25°2/k)) # 85

Nech ojz st nezname. Ak Hy plati, potom

X1—Xo—pop

T ~t
w = S df s

a rozdelenie t4 sa nazjva centrdlne t-rozdelenie s df stupiiami volnosti. Pre 0 = 03 plati
df =ny +ny —2 apre o7 # o2 plati
52 | s2\?
(% + )

ni—1 no—1

df =

S2 = 52 /ny + 52 /na, S? a S? st vyberové rozptyly. V §pecidlnom pripade predpokladidme S7 = 532
a mozeme pisaf SP, = %52, kde §? = (m-LSTH(na— 1S3 Navyse v niektorych praktickych

ny+ng—2

situdcidch moze nastat n = ny = na, kde S% = 1 (5'2 + 52) ked nepredpokladédme rovnost rozpty-
lov, resp. S% = 252 ked rovnost rozptylov predpokladame Tw sa nazyva Waldova testovacia
statlstlka (alebo t-statlstlka) a test dvojvyberovy Studentov t-test o rozdiele strednych
hodnét p; — pe. Za predpokladu rovnosti rozptylov hovorime o klasickom dvojvyberovom
t-teste. Za prepokladu nerovnosti rozptylov, hovorime o Welchovom dvojvyberovom t-teste
(alebo dvojvyberovom Studentovom t-teste s Welchovou aproximéciou stupiiov vol'nosti)
a problému nerovnosti rozptylov hovorime Behrens-Fisherov problém (Welch, 1947). Ak ny = na
a 07 = 02 = 02 st nezndme, potom Welchova aproximéacia df je rovna 2n — 2 a Welchov t-test je
ekvivalentny Studentovmu ¢-testu.

Ak Hy neplati, ndhodné vybery si vyvazené (n; = no = n) a rozptyly rovnaké (o7 = o2 = o?),
tato situdcia vedie k necentrdlnemu ¢-rozdeleniu s parametrom necentrality A = 0/ (\/EO') Vvn, kde

§ = p1 — pa — pio je minimélne detegovatelnd vzdialenost medzi p1 a pg. Pri ny # ng a o2 7é o2, této

situdcia vedie tiez k necentrdlnemu t-rozdeleniu, kde parameter necentrality A = ¢/ 01 +
Ak predpokladdme ny # ng (ny + ne = n), predefinujme Ty nasledovne

X —Xo— X — Xy —
Ty = ning 1 2 — Mo :\/m 1 2 — Mo thf,
ny + no S S

kde % = M — X wyws, wj = ni/n,j = 1,2. Ak Hy neplati, tato situdcia vedie k ne-

centrdlnemu ¢-rozdeleniu s df stupiiami volnosti a parametrom necentrality A, ozn. t4,y, kde

X, *72*# Et
g df ,\s

Twy = Vn X wiws (

kde parameter necentrality A = /n X wiws (§/0) a § = py — g — o je minimalne detegovatelna
vzdialenost medzi rozdielom p; — p2 a .

Definicia 70 (Kriticky obor a silofukcia Ty testu o u; — p2) Kriticky obor a silofukcia si
definované (za platnosti o1 = o3 a ny = na) nasledovne (pozri obrdzok 7.2):

Hy H, w 1= 8 (p1,p2)
p1—p2=po g1 —p2 #po Wi ={Tw;|[Tw| >ty (a/2)}  Pr(Fiaae > Fig (o))
pr—p2 Spo p—pe > po Wa={Tw;Tw > tgr (@)} Pr(tax = tar (@)

pr—p2 > pro pn— po < po Was = {Tw;Tw < —tgr ()} Pr(tg s <tar (1 — )
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silofunkcia

1.0

0.8

silofunkcia
silofunkcia
0.6

0.4
L

0.0

Wt Wt Wt
Hi1 11— M2 # Mo, Mo=0, 65 =4, 2. =0.05 Hi1 11— M2 > Ho, Mo=0, 65 =4, 2. =0.05 Hit i —p2 <po, Mo=0, o5 =4, 2=0.05

Obr. 7.2: Silofunkcie Waldovho testu o py — pu2 pre Hiy (vlavo), Hiz (uprostred) a Hiz (vpravo)

Definicia 71 (p-hodnota Ty testu o puy — p2) Nech Tw je nejakd testovacia S3tatistika
atwy = %;7“0 je jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand testovacia Statistika), potom p-
hodnotu pocitame nasledovne:

2Pr(Tw > |twl|Ho1), ak  Huiy @ pn — pia # pio
p-hodnota = ¢ Pr(Tw > tw|Ho2), ak Hig g — po > po
Pr(Tw < tw|Hos), ak  Hig:p — p2 < fo

Definicia 72 (100 x (1 — «)% empirické IS pre pq — p2) 100x (1—a)% empirické IS pre p—po
pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar
Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — )% empiricky IS
p=po pFpo CSi—a={po:po € (@1 — T2 —tyr(e/2)sp,T1 — T + tar(a/2)sp)}
w<po p>po CSi—a={po:po € (@1 — T2 —tyr(a)sp,0)}
u>po p<po CSi—aq={po:po € (=00, — Tz +tyr(a)sp)}

Dvojvyberovy Studentov t-test o rozdiele strednych hodnét u; — ps v ® (funkcia t.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektory dat x a y;

2. alternativa alternative="two.sided" je prednastavend, d’alsie volby st "greater”, "less";
3. rovnost rozptylov var.equal=TRUE alebo var.equal=FALSE;
4. strednéd hodnota za platnosti nulovej hypotézy mu, t.j. po;

. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je p =.95.

t

Vystupy funkcie:

1. nézov pouzitého testu method;

2. testovacia Statistika statistic;

3. pocet stupiiov volnosti df parameter;
4. p-hodnota p.value;

5. alternativna hypotéza alternative hypothesis;
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6. interval spolahlivosti rozdielu j; — pp conf.int;

7. bodové odhady (aritmetické priemery T; a Ta) sample estimates.

Priklad 225 (pravdepodobnost pokrytia ak o? = 0 st nezndme) Nech X; ~ N(uj,02%), kde

jo=1,2, uy =20, uo = 35 a 02 = 100. Pomocou simulaénej stidie (M = 100000) vypocitajte
pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre jy — po ako podiel 25:1 I (tw,m < tar(a/2)) /M, kde tw,m st
testovacie Statistiky klasického dvojvifberového t-testu. Zvolte (a) n =15, (b) n =50 a (c) n = 100.
Priklad 226 (pravdepodobnost pokrytia ak o} # o3 st nezndme) Nech X; ~ N(u;,07), kde
j=1,2, u = 20, ug = 35, 02 = 100 a 02 = 150. Pomocou simulacnej stidie (M = 100000)
vypoéitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre p1—us ako podiel ZTA;IZI I (twm < tar(a/2)) /M, kde
tw,m st (1) testovacie $tatistiky klasického dvojvyberového t-testu a (2) testovacie Statistiky Welchovho
dvojuyberového t-testu. Zvolte (a) n =5, (b) n =50 a (c¢) n = 100.

Priklad 227 (pravdepodobnost pokrytia ak o7 = 03 st nezndme) Nech X; ~ [pN(uj,02) +
(1 — p)N(pj,02)], kde p = 0.9, j = 1,2, p1 = 20, ps = 35, 02 = 100 a o2 = 400. Pomocou si-
mulacénej stidie (M = 100000) vypocitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre py — po ako po-
diel 2%21 I (twm < tar(a/2)) /M, kde tw,m, st testovacie Statistiky klasického dvojugberového t-testu.
Zwolte (a) n =15, (b) n =50 a (c) n=100.

Priklad 228 (pravdepodobnost pokrytia ak o} # o3 st nezname) Nech X; ~ [pN(u;,05) +
(1 —p)N(uj,af-a)], kde p = 09, j = 1,2, uy = 20, us = 35, 02 = 100, 03 = 150, o2, = 400
a 02, = 450. Pomocou simulacnej stidie (M = 100000) vypoéitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS
pre p1 — po ako podiel Z%:l I (tw,m < tar(a/2)) /M, kde tw,, si (1) testovacie Statistiky klasického

dvojuberového t-testu a (2) testovacie Statistiky Welchovho dvojugberového t-testu. Zvolte (a) n =5,
(b) n =50 a (c) n=100.

Priklad 229 (sila a silofunkcia testu rozdielu strednych hodnét) PouZite R na simuldciu hus-
toty rozdelenia testovacej statistiky Ty dvojujberového testu rozdielu strednych hodnét i —po za plat-
nosti dvojstrannej alternativy Hi1 pri M = 20000 opakovaniach. Tito hustotu v podobe histogramu v re-
lativnej skdle zakreslite do obrdzka a superponugjte ju s teoretickou hustotou. Vypocitajte silu za platnosti
alternativy Hyp @ pg — o = 2, kde nqy = ny = 25. PouZite (a) klasicky dvojvgberovy t-test a (b) Welchov
dvojvijberovy t-test. (1) X1 ~ N(4,2.52), Xo ~ N(2,2.5%) a (2) X1 ~ [pN(4,2.5%) + (1 —p)N(4,4.5%)],
X2(2,4.52), kde p = 0.9.

RieSenie (a) pozri na obrazku 7.3.
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Obr. 7.3: Hustota centrélneho a necentralneho t-rozdelenia; vlavo — hustota necentralneho t-rozdelenia je superpono-
vané histogramom simuldcif pre X1 ~ N(4,2.52), Xo ~ N(2,2.5%) a vpravo — pre X1 ~ [pN(4,2.5%) + (1 —
p)N(4,4.5%)], Xo ~ N(2,4.5%), kde p = 0.9

Test pomerom vierohodnosti pre p; — ps.

Budeme rozlisovat tri zdkladné situdcie — (1) 02, 02 st rozne a zndme, (2) 07, 03 st rovnaké a nezndme
a (3) 02,02 sd rozne a nezname.
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7.1 KAPITOLA 7. TESTOVANIE HYPOTEZ O DVOCH PARAMETROCH

Nech X; ~ N(uy1,0%) a Xo ~ N(ua,03),kde 8 = (uy, pa,0%,03)T a 02,02 st rozne a zndme. Odhad

0 je rovny 0 = ([Ll,/lz,O'%,O'Q) kde iy = Ty, fia = Ta, t.j. ©1 = {0 : u1 # po}. Za platnosti Hy;
je 89 = (1, 1i,0%,03)T, t.j. ©9 = {0 : pu1 = po}. Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru
vierohodnosti bude potom rovny

—In(A(x1,%2)) = U(B]x1,x2) — [(Bo|x1,%2)

ni no

2221711 1 222@;*@

ni

1 &
~55 2ZL11 A = 5z D (w2 -
J=1
ny ni
= (Z(iﬂlz ﬁ)2 - Z(Jblz - $1)2>

I
‘,_. A/—\

2
207 i=1 i=1
1 ng n2
T S R Y
2 \j=1 j=1
kde an an 2
N iz1 T1i t+ =
= i=1 1 T 2521 ],kde’y:%.
ni + ynsg g5
Pouzitim rovnosti
ni ni
Z(ﬂm —[)? = Z(wu —T1)* + (T — Z Toj — Z aj — T2)? + na(T2 — 1)
i=1 i=1 j=1 =1
dostaneme
n ,~ _\2 ng
—In(A =—(pu-— — (=
n(A, ) = 55 (170 + 5 =)
Potom
~ n1 Yty T+ nay Z;Lil Toj — N2 Yty X1 — YN2 Z;L; ZT2j  yno(To — T1)
=T = =
n1(n1 +yng) ny + YN
a — —
~ nl(xl - 962)
=Ty = ———"
ny1 + N2
Nakoniec

E’YQTL%(TQ 751)2 En%(IQ 751)2
202 (ng +yng)? 203 (n1 + yna)?
nlng(fg *f1)2 <’}/27L2 TL1>

2(n1 + yng)? o? 07%

—In(A(x1,%x2)) =

Ak polozime v = 1, dostaneme

k) = @ T (@ + ﬂ) .

2n2 o2 o2
Vieme, ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21In (A (X, X3)) 2 X3, kde
Hj bude zamietnutd pre velké hodnoty rozdielu [To — 71 |. D4 sa ukdzat, ze upr je rastticou funkciou
lzw |-
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Nech X; ~ N(u1,02) a Xo ~ N(uz,02), kde 0 = (u1, iz, 03)T a 02 je nezndma. Logaritmus funkcie
vierohodnosti ma tvar

ni nag

n 1
1(0|X1,X2) = —5 111(271’0’2) — ﬁ Z(Tll — [L1)2 + Z(Jﬁzj — M2)2 ;

i=1 j=1
kde n = ny 4+ ny. MLE 6 je rovny 0 = (fi1, fiz, 73)T, kde

ni n2

~ o~ 1 _ _
i1 =1, iz = To,0° = I Z(xu - C151)2 +Z($2j - $2)2 ,

i=1 j=1
t.j. ©1 = {0 : p1 # po}. Za platnosti Hoy je 6o = (1, i, 52)7 plati

ng

n — —
1 ! N Ty + N2Ta
n=— E Ty + E Toj | = —————————
n " - n
i=1 j=1

a
1 ni ng
Gy = - (w1 — )° + Y (w2 — )?
i=1 j=1
1 ni _ 2 no _ 2 n1n2 _ _
= 5 (1 —71)° + 2(1’23‘ —T)* + " (T1 —72)" |,
i=1 j=1
kde
1 ~ 1 & 5 M1 2
I Z(xu —[)? = I Z(-le —71)" + ;(Tl - 1),
i=1 i=1
1 ng 1 no n
~ — 2 ~
I Z(-’Léj -n)?= o Z(@j —m) + ;(-’1’2 - n)?
j=1 j=1

ziskame z rovnosti (z1; — 1) = ((z1; — T1) + (T1 — [1))? (a podobne pre z;). Tiez plati g = {6 :
w1 = pg = p1}. Potom —1 krdt prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny

n il (T *52)2 n bord
—In(A(x1, =—In(1 n =—In(=2).
PAbax)) =5 n( [ NCTEEALES SN A A R

Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21In (A (X1, X5)) 2 x?, kde
~2
Hj bude zamietnut4 pre velké hodnoty podielu %5

Modifikovanim uyr, kde o2 substituujeme

ni n2

n o 1 _ _
s? = 72 = Z(«Tli_xl)2+2(z2i_z2)2 )

n—2 n—2
i=1 j=1

dostaneme upg, ktord je rastiicou funkciou |ty | a [Z1 — Ta|. Potom

t2
uLR:nln(1+ W)
n—2
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Nech X ~ N(p1,0%)aY ~ N(ug, 02), kde 0 = (u1, pi2,0%,02)T a 02,02 st rozne a nezndme. Jadro
logaritmu funkcie vierohodnosti je rovné

ng

1(0x1,%x2) = lez Hl T 952 22172; H2

Nech 02,02 st nezndme. Odhad 0 je rovny 0 = (fiy, iz, 07,03) 7, kde
ni n2
P ST 22 1 — 2
fiv =T, iy = T2,01 = — ) (21 =71)7, 03 = — > (¥9; — T2)7,
L5 Sy nzj 1
1= =

t.j. ©1 = {0 : w1 # pa}. Za platnosti Hoy je 89 = (i, 1i,07,55)7, t.j. ©9 = {0 : u1 = pa}. Potom
—1 krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny

—In(A(x1,%2)) = z(@\xl,XQ ) — 1(Bo]x1,%2)

nz
1 —\2
AZ E T1i — —7A2 E (332]'—952)
205 4
Jj=1

2

1 &
- ( 252 Z T — - @;(@j -

o ~9 g g

nlal n202 [ moi  n203 n(T1 — [) na (T2 — 1)
262 262 262 262

2

201
1(T1 — "2(52 — 1)
257 %2

kde potom dosadenim v = %/52 a po pouziti identického postupu ako v pripade, kde 07 a o3 si

zname, dostaneme

(T — T2 (2
—In(A(x1,%2)) = mana(2 = T) (7 24 n—1> .

2(ny + yn2)? o2 o2
Ak polozime v = 1, dostaneme

Chn(Axxg)) = Mm@ o) (@ ”1).

6.2 =2

2n? ;i 05
Vieme, 7e testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21In (A (X1, X3)) 2 X3, kde
Hj bude zamietnutd pre velké hodnoty rozdielu [To — 71 |. D4 sa ukdzat, ze upr je rastticou funkciou
[tw|.

Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre p; — uz bude mat tvar

CSi_a = {/to Upr < X% (a)} .

Na vypocet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat funkciu vierohodnosti na parameter zdujmu
(u1 — p2) a rusivy parameter!. Alternativne by bolo mozné vypoéitat urr pre rozne kombindcie fig
a p2 (na vhodne zvolenych intervaloch) a pre tieto u;, j = 1,2, vypocitat rozdiely p1 — p2. Potom

CS1-a = {po : Urr (1 — p2) < x7 (@) }.

I Namiesto reparametrizdcie mézeme pouzit upravenu testovaciu statistiku up, R, kde 1 — To substituujeme Ty — T2 — pg; o patri vhodne
zvolenému intervalu, na ktorom hl'addme pg vyhovujice nerovnosti Upg (o) < X? (o).
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RieSenie (aj v ®)

1. Hypotézy

e slovna formulacia — testujeme Hj: strednd hodnota porodnej hmotnosti chlapcov bez starsie-
ho stirodenca je zhodn4 so strednou hodnotou poérodnej hmotnosti chlapcov s jednym starsim
strodencom oproti H;: strednd hodnota pérodnej hmotnosti chlapcov bez starsieho sirodenca
nie je zhodnd so strednou hodnotou poérodnej hmotnosti chlapcov s jednym star$im stroden-
com.

e matematicka formulacia — Hy : u1 — po = po oproti Hy @ pg — po # po, kde pg = 0.

2. Testovacia Statistika — Stredné hodnoty ; a rozptyly 0' kde j = 1,2, st nezname, a preto ich

musune odhadniit. Ich odhadmi si aritmetické prlemery xl = 3127.68, To = 3194.20 a rozptyly
s? = 440261.80 (smerodajna odchylka s; = 663.52), s5 = 516335.7 (smerodajna odchylka sy =
718.565). Rozdiel 1 — To = —66.53.

1154 | DATA <— read.table ("two—samples—means—birth .txt" , header=TRUE)
1155 | names (DATA)

1156 |## "o.sib.N" "birth W’

1157 | attach (DATA)

1158 birth W.0 <— birth W[o.sib.N==0]

1159 | birth W.1 <— birth W[o.sib .N==1]

1160 [ n.0 <— length(birth W.0) # 297

1161 | n.1 <— length(birth W.1) # 276

1162 n <— n.0+n.1 # 573

1163 | priemer.0 <— mean(birth W.0) # 3127.677

1164 | rozptyl.0 <— var(birth W.0) # 440261.8

1165 | smerodch.0 <— sd(birth W.0) # 663.5223

1166 | priemer.1 <— mean(birth W.1) # 3194.203

1167 | rozptyl.1 <— var(birth W.1) # 516335.7

1168 | smerodch.1 <— sd(birth W.1) # 718.565

1169 priemer. diff <— priemer.0—priemer.1 # —66.52613

Pozorované testovacie Statistiky:

Waldova testovacia Statistika ty = —1.152 (ak o7 = 03).

Waldova testovacia Statistika ty = —1.149 (ak o # 03).

Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti ur,r = 1.330 (ak ai = 0%).
Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti ur,r = 1.320 (ak o7 # 03).

1170 |W.test <— t.test(birth W.0,birth W.1, var=TRUE)

1171 |W.test.welch <— t.test(birth W.0,birth W.1, var=FALSE)

1172 [tW.obs <— W. test$stat # —1.152217

1173 |tW.obs.welch <— W. test.welch$stat # —1.148857

1174 | mu.hat <— (sum(birth W.0)+sum(birth W.1))/n # 3159.721

1175 | sigma.sq.tilde <— (sum((birth W.0—priemer.0)"2)+

1176 sum((birth W1—priemer.1)"2))/n # 475235.3

1177 | sigma0.sq.tilde <— (sum((birth W.0—mu.hat)"2)+sum((birth W.1—mu.hat)"2))/n # 476340.2
1178 | uLR.obs <— nxlog(sigma0.sq.tilde /sigma.sq.tilde) # 1.330707

1179 | sigmad.sq <— (sum((birth W.0—priemer.0)"2)+sum((birth W.1—priemer.1)"2))/(n—2)

1180 | tWt.obs <— (priemer.diff —0)/sqrt(sigmad.sq)*sqrt(n.0%n.1/(n.0+n.1))

1181 |uW.obs <— tWt.obs"2

1182 | uLRt.obs <— nxlog(1+uW.obs/(n—2)) # 1.330707

1183 | gama <— (n.0—1)/n.0xrozptyl.0/((n.1—1)/n.1xrozptyl.1l) # 0.852885

1184 | uLR.obs.2 <— n.0x*n.1lx(priemer.1—priemer.0)"2/((n.0+gamax*n.1)"2)*((gama"2%n.1)/((n.0—1)/n.0xrozptyl.0)+
1185 n.0/((n.1=1)/n.1xrozptyl.1)) # 1.324522

3. Zamietacia oblast —
Waldov test (ak 0% = 03):
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7.1
kritické hodnoty t,—2(1 — a/2) = ts71(1 — 0.025) = —1.9641 a t,_2(/2) = t571(0.025) = 1.9641;
kriticky obor Wi = (tmin, tn—2(1 — @/2)) U (tp—2(/2), tmax) = (—00, —1.9641) U (1.9641, c0).
Waldov test (ak 0% # 03):
kritické hodnoty taf(1 — «/2) = taqr(1 — 0.025) = —1.9642 a t4r(ov/2) = tqr(0.025) = 1.9642;
kriticky obor Wi = (tmin, tar (1 — @/2)) U (tar(/2), tmax) = (—00, —1.9642) U (1.9642, c0),
kde df = 557.986.
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x3 (o) = 3.841;
kriticky obor W = (X3 (@) , tmax) = (3.841, 00).
1186 |W.test$parameter # 571
1187 | t.krit.d <— qt(0.025,df=W. test$parameter) # —1.964127
1188 t.krit.h <— qt(0.975,df=W. test$parameter) # 1.964127
1189 |W.test.welch$parameter # 557.9862
1190 | t.krit.d.welch <— qt(0.025,df=W. test.welch$parameter) # —1.964225
1191 t.krit.h.welch <— qt(0.975,df=W. test.welch$parameter) # —1.964225
1192 Ir. krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459
4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — a)% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre p (ak o} = 03):
(d,h) = (—179.93,46.88).
Waldov 95% empiricky DIS pre u (ak o7 # o2):
(d,h) = (—180.27,47.21).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre u (ak 0? = 03):
CSo.95 = {0 : uLr(po) < X3 (@)} = (—179.68,46.62).
Vierohodnostny 95% empiricky DIS pre u (ak o2 # 03):
CSo.95 = {0 : uLr(po) < X3 (@)} = (—179.82,46.76).
1193 IS W<— W. test$conf.int # —179.92997 46.87771
1194 IS .W.welch <— W. test.welch$conf.int # —180.26719 47.21493
1195 | min.mu <— —3xsqrt (sigmad.sq)
1196 | max.mu <— 3x*sqrt(sigmad.sq)
1197 |mu.0i <— seq(min.mu,max.mu,by = 0.01)
1198 |[tW.obs.i <— (priemer.diff—mu.0i)/sqrt(sigmad.sq)*sqrt(n.0%n.1/(n.0+n.1))
1199 |uW.obs.i <— tW.obs.i"2
1200 |ulR.i <— nxlog(14+uW.obs.i/(n—2))
1201 IS.LR <— range(mu.0i [which(uLR.i<Ir.krit.hodn)]) # —179.67937 46.62063
1202 |ulLR.i.2 <— n.0Oxn.lx(priemer.diff—mu.0i)"2/((n.0+gama*n.1)"2)=*
1203 ((gama”2#n.1)/((n.0—1)/n.0xrozptyl.0)+
1204 n.0/((n.1—1)/n.1%rozptyl.1))
1205 | IS.LR2 <— range(mu.0i[which(uLR.i.2<Ir.krit.hodn)]) # —179.8181 46.7619
5. Statisticky zaver —
Waldov test (ak 0 = 02): p-hodnota = 2Pr(Ty > | — 1.152||Hp) = 0.250.
Waldov test (ak 0% # 03): p-hodnota = 2Pr(Ty > | — 1.149||Hp) = 0.251.
Test pomerom vierohodnosti (ak ai = ag): p-hodnota = Pr(ULr > 1.330|Hy) = 0.249.
Test pomerom vierohodnosti (ak o7 # 03): p-hodnota = Pr(ULg > 1.320|Hy) = 0.251.
1206 | p.hodn W <— W. test$p.val # 0.2497143
1207 | p.hodn .W.welch <— W. test.welch$p.val # 0.251107
1208 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,h df=1) # 0.2486795
1209 | p.hodn.LR.2 <— 1—pchisq(uLR.obs.2,df=1) # 0.2497821
Hy na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) po = 0 patri DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vécsia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, ze strednd hodnota poérodnej hmotnosti
chlapcov bez starsieho stirodenca je zhodna so strednou hodnotou poérodnej hmotnosti chlapcov
s jednym starsim sirodencom.

7. Antropologicky slovny zaver — Napriek tomu, ze pérodns hmotnost prvorodenych chlapcov
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bez starsieho stirodenca je v priemere ¢iselne nizsia nez u novorodenych chlapcov s jednym star$im
stirodencom, rozdiel nie je Statisticky vyznamny. V nagej vzorke sa teda nepodarilo dokdzat ob-
vykle nachadzany stav, ktory vyplyva z rozdielov medzi matkami v kapacite reprodukénej sustavy.
Maly rozdiel méze byt dany kvalitou ako prenatdlnej starostlivosti, tak vyZzivy matiek a d’alsfmi
civilizaénymi faktormi, ktoré mozu obe skupiny zblizovat. DalSou pri¢inou moéze byt skutocnost,
7e ide o porovnanie dvoch nezdvislych vzoriek, ktoré sa mézu 1isit’ genetickym pozadim (socidlne
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a etnickym zlozenim) i podmienkami prostredia. Nie su tiez k dispozicii idaje o proporcii pri-
rodzenych pérodov a pérodov cisarskym rezom. Vhodnym spoésobom realizacie vyskumu by bolo
péarové porovnanie starsicho a mladsieho syna z jedného paru sirodencov tych istych rodicov, kde
by bol vplyv nekontrolovanych faktorov obmedzenejsi.

7.2 Asymptotické testy o podiele rozptylov

Ako bolo uvedené v uvodnom texte kapitoly 6.2, rozptyl hodnot a jeho porovnanie medzi réznymi
vybermi mé velky vyznam pri odhalovani procesov, ktoré sa v kontexte daného znaku v populdcii
odohravaju, resp. odohravali v priebehu evolicie. Testovanie rozdielov v rozptyle je preto doélezitym
prostriedkom pri zistovan{ biologickych rozdielov medzi dvoma populdciami. Na rozdiel od testovania
rozptylu jednej vzorky s porovndvacou (tabelovou, publikovanou) hodnotou maju testy rozptylov dvoch
vyberov spracovanych v jednej §tudii ti vyhodu, Ze obe vzorky boli ziskané rovnakou metodikou
arozdiely medzi nimi vypovedajt o porovnatelnych zdrojoch variability (a sndd’ obdobnej miere vplyvu
skutocénych biologickych rozdielov).

Nech X; ~ N (uj,af), j = 1,2, st dve nezdvislé ndhodné premenné. Majme dvojice hypotéz Hy; :
0%/a% = aq oproti Hyy : 0% /0% # a9, Hoa : 03 /03 < 0 oproti Hay : 03/03 > 0o a Hoz : 03 /03 > 09
oproti Hyz : 0% /03 < 0.

Ak Hj plati a 09 = 1, potom

S2/a? p
Fov=22"12F, 1n_1,
w 522/0_5 ny—1,na—1
kde SJ2 = nj1—1 S (X — X )%, 5 = 1,2, arozdelenie Fyy, 41, sa nazyva centrélne F-rozdelenie

s dfi = ny — 1 a dfy = no — 1 stupfiami volnosti, n; a ns si rozsahy nahodnych vyberov. Fyy
sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo F-Statistika) a test dvojvyberovy F-test o
podiele rozptylov o?/52.

Chceme néjst kritickt hodnotu df za platnosti Hog, tak aby platilo Pr (S7/53 < d§|Hoz2) = o Teda

S2 /a2 o2

= Pr < 1] < dg—2|H02 =Pr (FW < dg|H02)
S3/o5 ~ Coi

a z toho vyplyva, Ze d§ = Fn,_1n,-1 (1 — @). Ak Hoo neplati, t.j. skutoény rozptyl je o1/03, po-

tom chceme najst pravdepodobnost zamietnutia Hoy (silu testu). To je pravdepodobnost, ze S%/S2

neprekro¢i d, teda

S?/o? o2 S?/o? o2
2,02 _ g 1/01 « 02 1/91 i« 02
Pr(S%/S% < ds|/Hy) = Pr (Sg/ag < Sa%|H12) —Pr (SE/US < dSU%|H12>

0.2
Pr (Fv‘:}“) < Fpy—1mp-1(1— ) a—";lle) ;
1

a. 2 0'2
kde iy = $+%.
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Chceme néjst kritickd hodnotu A% za platnosti Hos, tak aby platilo Pr (57/53 < h§|Hos) =1 — a.
Teda

St/ot _ .03 .
l—a = PI‘<%< Sa?|H03 :PI‘(Fw<hS|H03)

a z toho vyplyva, ze h = F,, —1.n,—1 («). Ak Hoz neplati, t.j. skutoény rozptyl je 02 /o3, potom chceme
néjst pravdepodobnost zamietnutia Hys (silu testu). To je pravdepodobnost, ze S7/S3 prekroéi hi,
teda

S%/o? o2 S?/a? o2
Pr(S2/52 > hi|His) = Pr( VL > pt —2|H13) :Pr( L > ht —2\H13>
( 172 o ) S%/O’% SO’% Sg/ag SO’%

2
1 g
= Pr (F‘S‘? t) > F’I’L1—1.,712—1 (Oz) O%|H13) .
1
Ak by sme chceli n4jst kritické hodnoty dg a hg pre test Hy; oproti Hyp, pouzili by sme podobnt
uvahu ako vyssie.

Priklad 232 Odvod'te vzorec na vijpocet kritickijch hodnét ds a hs pre Hy;y.

Definicia 73 (Kriticky obor a silofunkcia Fy, testu o 0?/02) Kriticky obor a silofunkcia st
definované nasledovne (ozn. dojs = Fui_1n,—1(1 — a/2), haja = Foy_imy,-1(a/2), do =
Fnlfl,ngfl(l - Oé) a h(x = 71,171,71,271(05))-‘

1—f(at/03)

Hy Hy w (02 (alt) o2 )

1—Pr(=3dy, < F, < —%h,
U%:O’% U%#U% W1: {FW7FW ¢ (da/2>ha/2)} t ldf /z w o? /2
o1 <03 oi>05 Wr={Fw;Fw >ha} Pr FJV‘”)Z%h)

02>0% of<o2 Wi={Fw;Fw <d,} Pr qu;zlt) < §(1a>
1

Definicia 74 (p-hodnota Fy testu o 0?/02) Nech Fy je mejakd testovacia Statistika
2

a Fops = j—; je jej realizdcia (pozorovand, vypocéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu
2

poéitame nasledovne:

2min(Pr(Fyw < Fops|Ho), Pr(Fw > Fos|Hp)), ak  Hyy : 0% # 03

p-hodnota = ¢ Pr(Fyw > Fops|Ho2), ak Hys:0? > 02
Pr(Fy < F0b5|H03), ak Hys: O’% < 0’%

Definicia 75 (Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre ¢2/02) Waldove 100 x (1 —a)% em-

pirické IS pre o?/o2 pre vietky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar (vieme, Ze plati
1

Frp—tm—1(1—a/2) — fmi—lna—1 (a/2)):

H, H, hranice (d, h) pre 100(1 — «)% empiricky IS
otjoi=of otfod£ob CSia={ctiote (G o

02/03 <o} 03/o2>02 CS1_a=10¢:0%¢€ nga,oo

02/0% > 03 0}/03 <ol CSi_q=10%:02€ O,é—gm)}

Minimélne rozsahy ni,ns pre nejaky podiel 0?/c3 (pri nejakom « a ) vypoéitame iteraéne
pomocou nasledovnych rovnosti:
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Frni—1,ny—1(1—0) o2 .

Fuy g 1(a7) o} za platnosti Hi1;

Fni—1,n-1(8) gy . : .

Pt (ma) = Ui za platnosti Hio;
Fny—1,n,-1(1-8) g3
o3

Fny—1,ny-1(a)

za platnosti Hys.

Pri obojstrannej alternative ide o priblizny vypoéet, kedy sa zanedbava ¢ast sily, ktord predstavuje
obsah pod dolnou kritickou hodnotou.

Dvojvyberovy F-test o podiele rozptylov o?/02 v @ (funkcia var.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektory dat x a y;
2. alternativa alternative="two.sided” je prednastavend, d'alsie volby si "greater”, "less";
3. podiel rozptylov za platnosti nulovej hypotézy ratio, t.j. o3;

4. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je p =.95.
Vystupy funkcie:
1. nézov pouzitého testu method;

2. testovacia Statistika statistic;
3. podet stupiiov volnosti df parameter (num df a denom df);
4

. p-hodnota p.value;

t

. alternativna hypotéza alternative hypothesis;
6. interval spolahlivosti podielu o7 /03 conf.int;
7. bodovy odhad (podiel 57/53) estimate.
Test pomerom vierohodnosti pre 07/03.

Nech X7 ~ N(u1,02) a Xo ~ N(p2,03),kde @ = (1, 12, 02, 03)T. Logaritmus funkcie vierohodnosti
mé tvar

2 2

n; 1

10lx1,x2) = — E ?JIn(QﬂUJZ) — g 557 <§ (2 _Nj)2> .
Jj=1 j=1""J \i

MLE 8 je rovny 8 = (Jiy, iz, 62,62)7, kde
TL]‘

1
Mj—xjvgj—n, E (zji — )",
7 i=1

t.j. ©1 = {0 : 0% # 02 # 0%}. Za platnosti Ho; je 8 = (fi1, 12, 52,62)7, kde (pozri Mood a kol.,
1987)

2 e
52 o Z]’:l nJU]

= 2
Zj:l nj

t.j. O = {0 : 0? = 02 = ¢?}. Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 6 bude maf tvar

2 2 nj
10x1.%2) = =Y % In(276%) = > 2%2 (Z(%‘i _ uj)Q)

)

j=1 j=1 "3 \i=1
2 2 ~2
n; . nj(r
= - E ?Jln(QTFO'?) — E 2A2J.
g~*
j=1 =1 J
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7.2 KAPITOLA 7. TESTOVANIE HYPOTEZ O DVOCH PARAMETROCH

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 8y bude mat tvar
2 - 2 1 nj
_Z éln(Zﬂ'a Z 252 (Z (zj; — Nj)2>
j=1 j=1 =1
2
1
)= 53

Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny

—In(A(x1,%2)) = U(B]x1,x2) — 1 (Bo|x1,%2)

2 2
_ _Z%ma;—z”uz”nn( =1 " ) g%

l(90|X1, X2)

j=1

j=1 17’11
52
= —anln ,\21 L% .
Z =1
Vieme, ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Urr = —21n (X (X1,X3)) 2 X3

Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre 0?/02 bude mat tvar
CSi_o = {03 :Ur < x% (a)} .

Na vypoéet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat funkciu vierohodnosti na parameter zdujmu
(63/02) a rusivy parameter. Alternativne by bolo mozné vypoéitat upr pre rozne kombindcie o2

a 03 (na vhodne zvolenych intervaloch) a pre tieto 0]2

CS1—o = {0} : ULr(03/03) < X3 ()}

, j = 1,2, vypocitat podiely ¢7/03. Potom

RieSenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovna formulacia — testujeme Hy: podiel rozptylov vysky lebky u muzov a u Zien je rovny
jednej (t.j. rozptyly vysky lebky u muzov a u zien sa rovnaji) oproti Hi: podiel rozptylov
vysky lebky u muzov a u zien nie je rovny jednej (t.j. rozptyly vysky lebky u muzov a u zien
sa nerovnajui).

¢ matematickd formulécia — Hy : 07 /03 = o3 oproti Hy : 0% /03 # 03, kde 03 = 1.

2. Testovacia statlstlka Rozptyly O‘ , kde j = 1,2, st nezndme, a preto ich musime odhadnit.
Ich odhadmi st s? = 23.38 a s3 = 21. 65. Podiel s2/s3 = 1.08.

1210 | DATA <— read.table("two—samples—variances—skull.txt” , header=TRUE)
1211 | names (DATA)

1212 | 44 "id” " pop” "sex” "skull . H"

1213 | attach (DATA)

1214 | skull .H.m <— na.omit(skull .H[sex="m"])

1215 | skull .H.f <— na.omit(skull H[sex="f"])

1216 | n.m <— length(skull .H.m) # 215

1217 | n.f <— length(skull .H.f) # 107

1218 n <— n.min.f # 322
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1219 | rozptyl.m <— var(skull .H.m) # 23.382

1220 rozptyl.f <— var(skull .H.f) # 21.65279

1221 rozptyl.ratio <— rozptyl.m/rozptyl.f # 1.079861

1222 rozptyl.tilde <— (n.mxrozptyl.mtn.fxrozptyl.f)/n # 22.80739

Pozorované testovacie Statistiky:
Waldova testovacia Statistika Fyps = 1.08.
Testovacia Statistika pomerom vierohodnosti upg = 0.21.

1223 | F.test <— var.test(skull.H.m,skull . H.f)

1224 | F.obs <— F.test$stat # 1.079861

1225 | uLR.obs <— n.mxlog ((n.mxrozptyl.min.fxrozptyl.f)/(rozptyl.m«n))+

1226 n.fxlog ((n.mxrozptyl.mn. fxrozptyl.f)/(rozptyl.fxn)) # 0.2090286

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hOdIlOty anilvfil(l—a/Q) = F214,106(1—05/2) =140a an—l,f—l (Oé/?) = F2147106(Oé/2) =
0.73;
kriticky obor Wy = (0,0.73) U (1.40, o).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x3 (a) = 3.841;
kriticky obor W = (x3 (a),00) = (3.841, 00).
1227 | df <— F.test$param # 214 106
1228 | F.krit.d <— qf(0.025,dfl=df[1],df2=df[ # 0.7251934

2])
1229 | F.krit.h <— qf(0.975,dfl=df[1],df2=df[2]) # 1.404928
1230 | Ir.krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — )% empiricky DIS = 95% empiricky DIS pre o2 /a2:
(d,h) = (0.769, 1.489).

1231 ‘ IS W<— F.test$conf.int # 0.7686237 1.4890660

5. Statisticky zaver —
Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Fy > 1.08|Hy) = 0.663.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(Upr > 0.209|Hp) = 0.648.

1232 | p.hodn.F <— F.test$p.val # 0.6630295
1233 | p.hodn.LR <— 1—pchisq (uLR.obs,df=1) # 0.6475298

Hj na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) o2 = 0 patr{ DIS a nakoniec (3) p-hodnota je viésia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, ze podiel rozptylov vysky lebky u muzov
a u zien je rovny jednej.

7. Antropologicky slovny zaver — Nemozeme zamietnut zhodu rozptylu vysky lebky muZov
a zien v stredovekej egyptskej populécii. Faktory ovplyviujice rozptyl hodnot tohto znaku boli
u oboch pohlavi podobné.

7.3 Asymptotické testy o rozdiele korelaénych koeficientov

Obvyklé typy testov v antropologickom vyskume riesia velkost a znamienko zdvislosti (stivislosti) me-
dzi dvoma premennymi, ale zriedka sa stretneme so snahou porovnavat dve stvislosti tych istych
premennych testovanim rozdielov medzi dvoma korela¢nymi koeficientmi. Pritom prave takyto test
nas moze posunit v pohlade na studovany problém ovela d'alej nez testy rozdielov strednych hodnét.
Ak stvislost medzi dvoma premennymi odrdza nejaky biologicky proces, a pokial je v jednej sku-
pine stivislost systematicky odlisnd (korelaéné koeficienty sa Statisticky vyznamne ligia), vypovedd
to o zdsadnych rozdieloch v biologickych procesoch, ktoré za dant stvislost zodpovedaji. Typickou
oblastou, v ktorej mozno uplatnit testy rozdielov korela¢nych koeficientov, je sexualny dimorfizmus.
Napriklad hladiny steroidnych horménov mézu ovplyvitovat uréiti éast tela u kazdého pohlavia odlisne
alebo v roznej miere.
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Nech (Xj,Yj)T ~ Na(p;,%;), kde j = 1,2. Nech p; je korelacny koeficient X; a Yj, R; je vyberovy
korela¢ény koeficient a p; = r; je odhad p;. Korelaény koeficient mé asymptoticky normélne rozdelenie,
tj. Bj ~ N <pj, (1- p?)Q/(nj - 1)>7 kde n; su rozsahy ndhodnych vyberov. Zaujima nds rozdiel
Ry — Ry, avSak jeho konvergencia k normalite je pomald, preto sa namieto R; pouzivaji Fisherove
Z-premenné Z; a Zs. Potom

— =21 =1,2.
o — 2 "T-R; T

1 1 1. 1+R;
af@~N@, >j— R

Majme dvojice hypotéz Ho1 : p1 — p2 = po oproti Hiy @ p1 — pa # po, Hoz : p1 — p2 < po oproti
Hyz : p1 — p2 > po, Hos : p1 — p2 = po oproti Hiz : p1 — p2 < po.

Ak Hj plati, potom

Z1 — oy —
Ty = AZZ27% DNy,

1 + 1

ni—3 no—3

kde & = 31In %ZE} Zw sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test
dvojvyberovy Z-test o rozdiele korelaénych koeficientov p; a ps.

Definicia 76 (Kriticky obor a silofunkcia Zy testu o p; — p2) Kriticky obor a silofunkcia si
definované nasledovne (ozn. £ = 4 1n %Z, de=& —(&1—&) ani =ny=n):
Hy Hy w 1-B(61,€)
p=pr=p0 pr—p2Fee Wi={ZwilZwl Zu(@/2} 1= ® (tas— /0 3) /216c])
pr—p2<po pr—p2>po Wa={Zw;Zw > u(a)} 1= @ (ug++/(n—3) /2(5)

pr—p2>po pr—p2<po Ws={Zw;Zw < —u(a)} 1-&(ug—+/(n—3)/2(d)

Definicia 77 (p-hodnota Zy, testu o p; — p2) Nech Zw je mejakd testovacia Statistika
a zw je jej realizicia (pozorovand, vypoéitand testovacia S§tatistika), potom p-hodnotu
pocitame nasledovne:

2Pr(Zw > |2w||Ho), ak  Hii: pr — p2 # po
p-hodnota = ¢ Pr(Zw > zw|Hop2), ak His:p1—p2 > po
Pr(Zw < zw|Hos), ak Hyz:p1—p2 < po

Definicia 78 (Waldov 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre £ a IS pre p; — p2) Ked'Ze
Pr (0% |Z1—Zy — & <u (a/2)) =1-a, kde 0} = Lo+ Lo potom Waldov 100 x (1 — a)%

ny—3 ng—37

empiﬁck‘y’ DIS pre € md tvar

CS1-a = {&0:é0 € (21 — 22 — Ua)20g, 21 — 22 + Ua/204) }

kde 83 = n11_3 + n21_3. Vieme, e p = tanh (§) je monoténna funkcia £. Potom méZeme pisat spétne
transformované Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre py — py ako:
H, H, hranice (d,h) pre 100(1 — @)% empiricky IS

pr—=p2=po pr—p2#po CSi-a={po:po € (tanh[d],tanh[h])}

pr=p2<po p1=p2>po CSi—a={po:po € (tanh [z — 25 —uady],2)}
pr—p2=po pr—p2<po CSi—a={po:po€ (=2 tanh|z1 — 22 + uady])}

kde d = 21 — 20 — Uq 204 a h = 21 — 22 + Uq/20y4.
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RiesSenie v ®

1234 | "ISkor.rozdiel” <— function(xl,yl,x2,y2,conf.level=0.95){
1235 | z1 <— atanh(cor(xl,yl)); z2 <— atanh(cor(x2,y2))

1236 | nl <— length(x1); n2 <— length(x2)

1237 | a <— gnorm(1—(1—conf.level)/2)x(1/(n1—3)+1/(n2—-3))"0.5
1238 | IS.xi <— c(z1—z2—a,z1—z2+a)

1239 | 1S <— tanh(1S.xi)

1240 | return(I1S)

1241

Majme Hi;. Pouzitim Fisherovej Z-premennej pre nejaky rozdiel & — & — &y, a a [ dostaneme

minimdlny rozsah n = n; = ny ako

Uq 2 + Up )2
& —& =&

n23—|—2<

Pre Hiz a Hiz zamenime ugq/p 72 Uq.

RieSenie v @ (pozri tabulku 7.1)

1242 "min.rozsah .n.kor” <— function(rl,r2, alfa sila){

1243 | xil <— atanh(rl); xi2 <— atanh(r2)

1244 | xi.diff <— xil—xi2

1245 | n <— ceiling(3+2x((gnorm(1—alfa/2)+qnorm(sila))/(xil—xi2))"2)
1246 | TAB <— rbind (round(rl,1) ,round(r2,1) ,round(xi.diff ,4) n)
1247 | dimnames (TAB) [[1]] <— c("r1","r2" " xi. diff" ,"n")

1248 | return (TAB)

1249

1250 | r1 <— seq(0.1,0.9,by=0.1)

1251 r2 <— r1-0.2

1252 | min.rozsah.n.kor(rl,r2,0.05,0.9)

Tabulka 7.1: Minimdlne rozsahy n pre rozdiel p1 — p2 = 0.2 pri roznych p a pg spolu s rozdielom &1 — &2, ktory je funkciou

p1L a p2
o1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
p2 | —01 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
& — & | 0.2007 0.2027 0.2092 0.2209 0.2398 0.2695 0.3180 0.4055  0.6049
n 525 515 434 434 369 293 211 131 61

Test pomerom vierohodnosti pre p; — ps.

Majme Hogy oproti Hyj. Nech (X;,Y;)T ~ No(p,35), kde (X;, V)T sd nezdvislé, vektor 8 =
(01,602)7, 0; = (11, 112,051,059, p5)" a j = 1,2. Logaritmus funkcie vierohodnosti bude mat’ tvar
n > n
_ j j 2
1(0]x1,y1,%X2,y2) = —nln(27) Z?In 03105,) Z?In (1-p3)
j=1 j=1
2 .
-y 1 St (i — pjn)? —2p, S (@i — 1) (Wii — o)
= 200-p) o 01052
it (Wi — p2)?
=L
0%
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kde n = Y27_, ny. MLE 8; = (fij1, fij2, 531,65, 5)", kde
nj

N . . 1 . 1 _
Hi1 = Tj, 2 = yj70-]2'1 . Z(Tﬂ - xj)2>€f]22 T Z(yji - 9.7)27
Ji=1 T =1

5

(g = T) Y — 1)

Pj=

njﬁjlﬁjg
a ©1 ={0:p1 # p2 # p}. Za platnosti Hoi je 80 = ([ij1,fij2,051,059,p)", kde
=2 ah(L=ppj) -, G- ppy)

nNT Tz 2T T

nj(pj=p) _
1-p;p =0

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 0 bude mat tvar

p je iteraénym rieSenim rovnice 25—1 (pozri Pearson, 1933) a ©¢ = {0 : p1 = p2 = p}.

2 2
~ n; POIPR n; ~
I(O]x1,y1,%2,y2) = —nln(27)— Z 77 In (%2'1‘7]2'2) - Z 77 In (1 - Pf)
j=1 j=1
2 =2
_ Z 1 01 . 05105205 | Nj0jo
=20-0) \ 75 54 T3
2 2
= —nln(27)— Z ?] In (3]21332) — Z ?] In(1-— p]) -n
j=1 j=1
Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 8y bude mat tvar
2 n; 2 n;
(Bofx1,y1,%2,y2) = —nln(2m)—) 33 In (65,5%,) = Y 33 In (1 - 7%
j=1 j=1
2 ~2
S 1 oG S TG05105aP) | 0o
=1 2(1—p?) ,21 0,72'1 ?2 032
2 2 ( )
= —nln(2n) Z ?]ln (’&?1??]22) Zn] In a pf?y)g

j=1 j=1

Potom —1 krét prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny

—In(A(x1,y1,X2,y2)) = (§|X17Y17X27Y2)—1(90|X17Y17X27YQ)

= Z 17A2 +Z Jln 1-p +anln _ppg))

2

L& ()
= XN

j=1

Vieme, ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21n (A (X1, Y1,X2,Y3)) R
2
X1-
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Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre p; — p2 bude mat tvar

CS1-a={po:Ur < xi(a)}.

Na vypocet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat funkciu vierohodnosti na parameter zdujmu
(p1 — p2) a rudivy parameter. Alternativne by bolo mo7né vypoéitat urr pre rozne kombinécie p;
a p2 (na vhodne zvolenych intervaloch) a pre tieto p;, j = 1,2, vypocitat rozdiely p; — pa. Potom

CS1-a = {po: ULr(pr — p2) < x} ()}

RieSenie (aj v ®)
1. Hypotézy

e slovna formulacia — testujeme Hy: rozdiel korelaénych koeficientov premennych dlzka dolnej
koncatiny a dlzka trupu u muZzov a u zien je rovny nule (t.j. korelaéné koeficienty u muzov
a u zien sa rovnaji) oproti Hj: rozdiel korelaénych koeficientov premennych dlzka dolnej

konéatiny a dlzka trupu u muzov a u zZien nie je rovny nule (t.j. korelaéné koeficienty u muzov
a u zien sa nerovnajui).

¢ matematicka formulacia — Hy : p1 — p2 = po oproti Hy : p1 — p2 # po, kde po = 0.

2. Testovacia Statistika — Pearsonove korelaéné koeficienty p?, kde j = 1,2, st nezname, a preto
ich musime odhadnit. Ich odhadmi st 7 = 0.06 a ry = 0.29. Rozdiel 11 — o = —0.23.

1253 | DATA <— read.table("two—samples—correlations —trunk.txt” ,header=TRUE)
1254 | names (DATA)

1255 | ## "sex” "lowex.L” "tru.L"”

1256 | attach (DATA)

1257 | kor.m <— cor(lowex.L[sex="m"], tru.L[sex="m"]
1258 | kor.f <— cor(lowex.L[sex="f"], tru.L[sex="f"]
1259 kor. diff <— kor.m—kor.f # —0.2254981

) # 0.05975781
) # 0.285256

Pozorované testovacie Statistiky:
Waldova testovacia Statistika zy, = —1.50.
Testovacia statistika pomerom vierohodnosti upr = 2.33.

1260 | xi.m <— atanh(kor.m) # 0.0598291

1261 | xi.f <— atanh(kor.f) # 0.285256

1262 xi.diff <— xi.m-xi.f # —0.2335652

1263 | n.m <— length (lowex.L[sex="m"]) # 75

1264 | n.f <— length (lowex.L[sex="f"]) # 100

1265 | rozptyl.xi.diff <— 1/(n.m—3)+1/(n.f—3)

1266 | z.W<— xi.diff/sqrt(rozptyl.xi.diff) # —1.501471

1267 | "rho.hat" <— function (kor, kor.m, kor.f,n.mn.f)

1268 n.mx(kor.m—kor)/(1—kor.mxkor)+n. fx(kor.f—kor)/(1—kor. fxkor)
1269 }

1270 kor <— uniroot(rho.hat,interval=c(—0.5,0.5),kor.m=kor.m, kor.f=kor.f,n.m=n.m, n.f=n.f)$root # 0.1910674
1271 | uLR.obs <— n.mxlog((1—kor.mxkor) 2/((1—kor"2)x(1—kor.m"2)))+

1272 n.fxlog((1—kor.fxkor)"2/((1—kor"2)x(1—kor.f"2))) # 2.332354

3. Zamietacia oblast —
Waldov test:
kritické hodnoty u(1 — a/2) = —1.96 a u(a/2) = 1.96;
kriticky obor Wy = (—o0, —1.96) U (1.96, 00).
Test pomerom vierohodnosti:
kritickd hodnota x? (o) = 3.841;
kriticky obor W = (x? (), 00) = (3.841, 00).
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1273 | u.krit.d <— qnorm(0.025) # —1.959964
1274 |u.krit.h <— gnorm(0.975) # 1.959964
1275 Ir. krit.hodn <— qchisq(0.95,df=1) # 3.841459

4. Empiricky dvojstranny interval spolahlivosti —
Waldov 100 x (1 — )% empiricky DIS=95% empiricky DIS pre p; — pa:
(d,h) = (—0.49,0.07).

1276 | IS W <— tanh(xi.diff+c(—1,1)*u.krit hxsqrt(rozptyl.xi.diff)) # —0.49181570 0.07120136

5. Statisticky zdver —
Waldov test: p-hodnota = 2Pr(Zy > 1.50|Hy) = 0.133.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(Urr > 2.33|Hyp) = 0.127.

1277 | p.hodn.Z <— 2x(1—pnorm(abs(z.W))) # 0.1332338
1278 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=1) # 0.1267102

Hj na hladine vyznamnosti nezamietame, pretoze (1) testovacia Statistika nepatri kritickému
oboru, (2) py = 0 patr{ DIS a nakoniec (3) p-hodnota je vicsia ako 0.05.

6. Slovny zaver — Nezamietame nulovi hypotézu o tom, Ze rozdiel korelaénych koeficientov pre-
mennych dlzka dolnej konc¢atiny a dlzka trupu u muzov a u zien je rovny nule.

7. Antropologicky slovny zaver — Dizka trupu u zen, v oblasti brucha respektujica naroky
rasticeho plodu v dobe tehotenstva, by mala vyraznejsie stvisiet s dizkou dolnych konc¢atin v po-
rovnani s muzmi. Podl'a predpokladu vyplyvajiceho z reprodukénych rozdielov medzi pohlaviami
je korelaény koeficient u zZien ¢iselne va¢si nez u muzov (0.29 vs. 0.06). Na rozdiel od muzov, u zien
je korelécia $tatisticky vyznamnd (p-hodnota = 0.004 vs. 0.611) a oba rozmery spolu stivisia. I ked’
je medzi pohlaviami relativne velky rozdiel v korelaénych koeficientoch medzi oboma rozmermi,
rozdiel korela¢nych koeficientov v testovanej vzorke $tatisticky vyznamny nebol. Dovodom moze
byt celkovo nevyvazend vzorka (100 Zien vs. 75 muzov) a nizky poéet pozorovan{ v oboch vzorkéch.
Pri « = 0.05, 1 — 8 = 0.8 a vyvéazenej vzorke (n = m; = ng) by sme potrebovali minimalne
n = 291, aby bol rozdiel korela¢nych koeficientov —0.23 Statisticky signifikantny. Inym dévodom
moze byt skladba oboch vzoriek, ked'Ze ide o nepribuznych muzov a Zeny, vybranych z populdcie
mladych studentov povodom takmer z celej Ceskej a Slovenskej republiky. Najroznejsie faktory
(miittice premenné: geografické, socidlne, genetické) tak mozu ovplyviiovat (zvySovat) variabilitu
oboch znakov u muzov a Zien. Pokial by sme tieto faktory obmedzili (napriklad na vzorky zlozené
z Tudi uréitého geografického tizemia, obdobnych rastovych vzorcov alebo rovnaké vzorky zlozené
z parov brat — sestra), rozdiel korelaénych koeficientov by pravdepodobne mohol byt viési alebo
jeho &tatistickd vyznamnost vyssia. Je tiez mozné, ze obmedzenim definicie rozmeru dizky trupu
len na oblast brucha (v nagom pripade §lo o rozdiel vysky akromislnej a vysky spinalnej, t.j. pro-
jekénd vzdialenost spina iliaca anterior superior od lateralneho konca kliénej kosti) by korelacia
u zien mohla byt este silnejSia a rozdiel medzi pohlaviami §tatisticky vyznamny.

7.4 Asymptotické testy o dvoch pravdepodobnostiach

Kontingenéné tabulky 2 x 2 a testy dvoch pravdepodobnosti patria k ¢astym tilohdm v réznych oblas-
tiach antropoldgie a ich pouzitie je velmi univerzalne. Porovnanie pravdepodobnosti vyskytu nejakého
javu medzi dvoma skupinami patri medzi najbeznejsie Statistické tlohy vobec. V kostrovej antro-
polégii sa uplatiiuje napr. pri testovani rozdielov vo vyskyte réznych epigenetickych znakov (pozri
ivod ku kapitole 6.4), u zivého Eloveka pri testovani akychkolvek kvalitativnych znakov, u ktorych za-
znamendvame ich pritomnost alebo nepritomnost. V oblasti mediciny mozno tymto sposobom testovat
rozdiel vo vyskyte choréb (morbiditu) i tmrtnost (fatalita) na urcitt chorobu.

Nech X; ~ Bin(Nj,p;),j = 1,2, st dve nezdvislé ndhodné premenné. Realizdcie z; mdZeme usporiadat
do nasledovnej kontingenénej tabulky 2 x 2 pre poéetnosti

| odpoved 1 (md znak X) odpoved 0 (nemd znak X) | spolu
skupina 1 ni N1 —ny Ny
skupina 2 ng Ny —no No
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a kontingenénej tabulky 2 x 2 pre pravdepodobnosti

odpoved’ 1 (m4 znak X) odpoved 0 (nemd znak X) | spolu
skupina 1 Pl 1-—p 1
skupina 2 Do 1—po 1
Kontingenénti tabulku 2 x 2 pre poéetnosti je mozné preznacit nasledovne
odpoved 1 (md znak X) odpoved 0 (nemd znak X) | spolu
skupina 1 ni1 n12 Nie
skupina 2 No1 N2 Nao
suma N1 Nez N

Pocetnosti n;;,j = 1,2, sa nazyvaju zdruzené pocetnosti, pocetnosti No; = n1; 4+ no; marginilne
stfpcové pocetnosti, potetnosti Njo = n;1 + n,jo margindlne riadkové poéetnosti a pocetnost
N = N1 + Neg = Nio + Nao = N; + N3 sa nazyva celkova (totdlna) poéetnost. Kontingenéni

tabulku 2 x 2 pre pravdepodobnosti je mo7né preznacit nasledovne

odpoved’ 1 (m4 znak X) odpoved 0 (nemd znak X) | spolu
skupina 1 P11 P12 DPle
skupina 2 D21 P22 DP2e
suma Pe1 De2 1

Pravdepodobnosti p;; =

N,
Dej =

®)

N

Nij

N

marginalne stfpcové pravdepodobnosti, pravdepodobnosti pje =

j = 1,2, sa nazyvaji zdruzené pravdepodobnosti, pravdepodobnosti

Nyo

N

margindlne

riadkové pravdepodobnosti. Alternativnym preznacenim dostaneme kontingenéni tabulku 2 x 2
pre podmienené pravdepodobnosti

| odpoved’ 1 (m4 znak X)

odpoved 0 (nemd znak X) | spolu

skupina 1
skupina 2

P11
P12

P21
P2|2

1
1

Ide o podmienené pravdepodobnosti odpovede (vyskytu znaku) za podmienky prislusnosti
do skupiny, kde pyj; = p1, p1j2 = P2, P2p = 1 —p1 apya =1—pa.
Nech 8 = (p1,p2)”T. Potom mézeme zhrniit najéastejsie pouzivané funkcie g(6) nasledovne:

ndzov | oznadenie g(0)  rozpidtie nulovy bod

rozdiel rizik RD p1 — P2 (-1,1) 0

relativne riziko RR B (0, 00) 1

logaritmus relativneho rizika InRR In % (—o0,0) 0
Same! p1/(1—p1)

pomer Sanci OR pz/Elfpz) (0, 00) 1

logaritmus pomeru Sanci InOR In % (—00, 00) 0

Rozdiel rizik predstavuje rozdiel pravdepodobnosti p; a ps vyskytu sledovaného znaku X v dvoch
populacidch. Relativne riziko predstavuje podiel pravdepodobnosti p; a ps vyskytu sledovaného
znaku X v dvoch populdcidch. Pomer Sanci predstavuje podiel Sanci pi/(1 — p1) a p2/(1 — p2)
pre vyskyt znaku X. Logaritmovanie podielu rizik a pomeru Sanci spoésobuje zmenu nesymetrického
rozdelenia g(0) za platnosti Hy (g(0) je rovné svojmu nulovému bodu) na symetrické rozdelenie.
Volba g(0) v praxi zavisf na konkrétnej aplikécii. AvSak relativne riziko nie je mozné priamo odhadnut
(bez dopliujicich informécii) v retrospektivnych studidch pripadov a kontrol. Ale pomer Sanci priamo
odhadnutelny je a navyse za predpokladu, e choroba je zriedkavi, je aproximéciou relativneho rizika.
Lekdri, biolégovia a antropolégovia povazuju relativne riziko za najvhodnejsiu ¢g(6). V matematickej
Statistike je vSak najCastejsie pouzivanym ¢(€) pomer Sanci, ktory je prirodzenym parametrom funkcie
vierohodnosti a parameter, ktory sa odhaduje aj v logistickom regresnom modeli.

Medzi jednotlivimi g(8) je nelinedrny vztah. Vyberajme py z intervalu (0,1) a ponechajme rozdiel
rizik konstantny a rovny —0.1. Ked ps rastie, relativne riziko je monoténnou funkciou rastiicou smerom
k jeho nulovému bodu jedna, indikujic proporéne mensiu redukciu rizika. Ak p; ide k nule a py ide
k jednotke, pomer Sanci sa priblizne rovna nule. Ak ps rastie, pomer Sanci rastie, dosiahne maximum
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priblizne rovné 0.669 v bode p2 = 0.5(1 — RD) = 0.55 a potom klesd k nule (pozri obrdzok 7.4 vlavo;
pre RD=-0.5 pozri obrazok 7.5 vlavo).

Vyberajme p, opif z intervalu (0, 1) a ponechajme rozdiel rizik konstantny a rovny 0.1. Ked' p, rastie,
relativne riziko je monoténnou funkciou klesajicou smerom k jeho nulovému bodu jedna, indikujic
proporéne mensiu redukciu rizika. Ak p; ide k nule a ps ide k jednotke, pomer Sanci sa rovné nejakému
éislu ovela vicgiemu ako jedna. Ak po rastie, pomer Sanci klesd, dosiahne minimum priblizne rovné
1.494 v bode p2 = 0.5(1 — RD) = 0.45 a potom rastie (pozri obrdzok 7.4 vpravo; pre RD=—0.5 pozri
obrézok 7.5 vpravo).

Majme dve stidie A a B s rovnakym zdpornym rozdielom riztk RD = —0.1 (t.j. p1 < p2), ale
pravdepodobnosti si rozdielne, t.j. RD 4 = RDp, pa1 < pp1 a paz < pp2. Potom RR4 # RRp a studia
s vA&sim pp bude maf RR blizsie k jednotke (RR bude vii¢sie). Pomer Sanci sa tiez bude odliSovat, t.j.
OR4 # ORp, ak obe py st mensie ako Py alebo obe po st vicsie ako po. Ak pas < Do < ppo, mdZe
nastat situdcia, ze OR4 = ORp. Napr. ak pp = 0.5(1 — RD) = 0.55, potom paz = 0.46 a ppy = 0.64,

ORy = 2ali=bat) — 06581197 a ORp = EELI=EEY — 0.6581197, pretoze [Py — paz| = [ppa2 — Pal

Majme dve §tudie A a B s rovnakym kladnym rozdielom rizik RD = 0.1 (t.j. p1 < p2), ale prav-
depodobnosti si rozdielne, t.j. RD4 = RDp, pa1 > pp1 a pa2 > ppa. Potom RR4 # RRp a studia
s vacsfm py bude matf RR blizsie k jednotke (RR bude mensie). Pomer $anci sa tiez bude odligovat,
t.j. OR4 # ORp, ak obe ps st mensie ako py alebo obe ps st vicsie ako po. Ak pas < pa < ppo, MoOZe
nastat situdcia, Ze OR4 = ORp. Napr. ak pp = 0.5(1 — RD) = 0.45, potom paz = 0.35 a pgy = 0.55,
ORy = par/(-pa1) _ | 510481 a ORp = w = 1.519481, pretoze |ps — pas| = |pB2 — P2l

paz/(1—a2) pp2/(1—B2
o | o [T T
< 7--RR 31 ;
s=-OR[ - i !
o | — RD e w 1 !
(=} e N | |
o R - ! i
| . ~. o
© r{' s & ! l
I A4 . ] | .
2 < | u \ T o | !
> ) ) =3 1 !
a4 ! . o !
° ' \ " I
o | I ! [P !
e v /
~ Mmoo ez ia T L o
S o
! T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P2 P2
p1—-p2=-0.1 p1—-p2=0.1

Obr. 7.4: Nelinedrny vztah rozdielu rizik, pomeru $anci a pomeru rizik (vlavo ORmax = 0.669; vpravo ORmax = 112.235
a ORpin = 1.494)

Medzi p; a OR existuje nasledovny vztah

p2 X OR
b= 1—p2+p2 x OR
a medzi RR a OR plati
RR = OR L2/
1+ n11/n12

Rozdiel rizik p; a py. Majme dvojice hypotéz Hpyy : py — p2 = po oproti Hyy : p1 — p2 # po,
Hoz : p1 —p2 < po oproti Hia : p1 —p2 > po, Hoz : p1 — p2 = po oproti Hiz : p1 —p2 < po, ktoré chceme
testovat. Hypotézy Hy sa éasto nazyvaji hypotézy homogenity dvoch binomickych rozdelenti,
ak pg = 0.

Ak Hj plati, potom
X1/N1 = Xo/N2 —
Sy

Zy = P2 N1,
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Obr. 7.5: Nelinedrny vztah rozdielu rizik, pomeru §anci a pomeru rizik (vIavo ORmax = 0.111; vpravo ORmax = 1003.004

silofunkcia

a ORpin = 9.000)

kde 57 = ) 4 £ 0. Zw sa nazyva Waldova testovacia Statistika
(alebo Z-statistika) a test dvojvyberovy Z-test o rozdiele pravdepodobnosti p; — pa.

X1/Ni(1=X1/N1) | Xa2/Na(1—X5/N»)
N1 Na

Definicia 79 (Kriticky obor a silofunkcia Zw testu o p; — p2) Kriticky obor a silofunkcia je

2 _ pi(d=p1) | pa( 1 p2)
~N

definovand nasledovne (ozn. o = ; pozri obrdzok 7.6):

Hy H, w 1 — B (p1,p2)
_ _ . |[Po—(p1—p2)
pL—p2=po p1—p2#p0 Wi ={Zw;|Zw|>u(a/2)} 1-0 Ua/2_]079)‘
_ . po—(P1—p2)
pr—p2<po p1—p2>p0 Wa={Zw;Zw >u(a)} L= @ (uq + =5 =
— . Po—(p1—p2)
pL—p22po pr—p2<po Ws={Zw;Zw < —u(a)} 1—@(uq — o
o o ] o ]
o | o | © |
3 3 3
. s 24 s S
s 2 <] 2 <]
3 3 3
—Nes
,,,,, N= 10
S S N=20 S
N30 -
Nj= 20 -
o | - o N= 50 o —
3 3 3
T T T T T T T T T T T T
-05 0.0 05 10 -05 0.0 05 10 -05 0.0 05 10
P1-Pa-Po P1-P2-Po Pi-Po-P
Hi1:p1—p2#Po, P2=0.5, pg=0, 0. =0.05 Hi2:p1—p2>Ppo, P2=0.5, po=0, 0.=0.05 Hi3:p1—p2<po, p2= 05 Po=0, 0=0.05

Obr. 7.6: Silofunkcie Waldovho testu o p;

— p2 pre Hy1 (vlavo), Hi2 (uprostred) a Hiz (vpravo)

Definicia 80 (p—hodnota Zw testu o p1 — p2) Nech Zw je nejakd testovacia Statistika

a zw =

— P1*P2 Po

pP1(1—p1) + P2(1 PQ)

, kde 02 = sg =

Ny

, je jej realizdcia (pozorovand, vypocéitand

testovacia statzstzka) potom p-hodnotu pocztame nasledovne:

2Pr(Zw > |zw||Ho1), ek Hypp
Pr(Zw > zw|Ho2), ak
Pr(Zw < zw|Hos),

p-hodnota =

ak

H12
His

ipL— P2 F Po
iP1— P2 > Po
‘p1—p2<po
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silofunkcia

Definicia 81 ((Klasické) Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre p; — p2) (Klasické)
Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre py — pa pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar
H, H, hranice (d, h) pre 100(1 — «)% empiricky IS
pr—p2=po P1—P2#P0 CSi—a={po:po€ (El —E2 — Uq/25¢, D1 — P2 + Uaj2Sg) }
pr—p2<po p1—p2>po CSia ={po:po € (P1 — P2 — Uasg, 1)}
PrL—p22>p0 Pp1—P2<Do CSi—a={po:po € (—1,D1 — D2+ uasy)}

Majme Hj;. Potom minimdalny rozsah definujeme ako
2
Uay2 +ug P2 (1 —p2
Ny > (L) (pl (I—p1)+ g ,No = ENy.
p1— P2 k

Pre Hq5 a Hy3 zamenime Uq 2 28 Ug-

Ak za platnosti Hy berieme pri vypocte do uvahy, ze p; = p2, potom dostaneme alternativnu
testovaciu Statistiku, ktord bude mat za platnosti Hy nasledovny tvar

X1/Ny — X3/Ny — po D

N(0,1
5 (0.1),

Z‘(/Slt) _

kde §2 = X/N (1— X/N) (% + N%> £0, N =N, + Ny a X = Ny X1 /Ny + NaXo/Ny. Z3 sa
nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test alternativny dvojvyberovy
Z-test o rozdiele pravdepodobnosti p; — ps.

Definicia 82 (Kriticky obor a silofunkcia Z‘(,;lt) testu o p; — p2) Kriticky obor a silofunkcia

sti definované nasledovne (ozn. o = p (1 — p) (Nil + Ni2>, pozri obrdzok 7.7):

H, H, w B (p1,p2)

m-m=p p-pFp W= {20120 2 u(0/2)} @ (ua, - =)
p1—p2<p0 p1—p2>po Wa= Z{g{/ﬂt}; Z{C{/m} >u (a)} @ (uq + %}:m)
pPrL—p2>po P1—p2<pp Wz= Z{C{/ﬂt}; Z{g{/llt) < —u (Oé)} @ (uq — W

silofunkcia
silofunkcia

P1—-P2-Po P1=P2-Po P1=P2-Po
Hi1:p1—p2#po, p2=0.5, pp=0, 0:=0.05 Hiz:p1—p2>po, p2=0.5, pp=0, 0= 0.05 Hiz:p1—p2<po, p2=0.5, po=0, =0.05

Obr. 7.7: Silofunkcie alternativneho Waldovho testu o p1 — p2 pre Hi1 (vlavo), Hia (uprostred) a Hiz (vpravo)
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Definicia 83 (p-hodnota ZI(,:,ilt) testu o p; — p3) Nech Zéglt} je nejakd testovacia Statistika

a zé{}lt} = ’i_fﬂ, kde 52 = 57 = p(1—p) (N% + N%) , je jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand
9

testovacia Statistika), potom p-hodnotu poéitame nasledovne:

2Pr(Z" > |2 || Ho), ak - Huy i pr — pa # po
p-hodnota = P’"(Zlgl(/llt) 2 2155”)|H02), ak  Hiz:pi—p2>po
PT(Z&(;”) < ngglt)|H03); ak Hiz:p1 —p2 <po

Definicia 84 (Alternativne Waldove 100 x (1 — @)% empirické IS pre p; — ps3) Alternativ-

ne Waldove 100 x (1 — )% empirické IS pre p1 — pa pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny
tvar:

Hy H, hranice (d,h) pre 100(1 — a)% empiricky IS
pr—p2=po P1—p27#p0 CSi—a= {po ‘Po € @1 —E2 - ua/2397ﬁ1 —p2+ ua/2sg)}
pr=p2<po pr—=p2>po CSi-a={po:po € (P1 — P2 — Uasy o0)}

pr—p22po p1—P2<po CSi_a={po:po € (—00,P1 — P2 + uaSy)}

Majme Hi;. Potom minimdalny rozsah definujeme ako
2
a/2 T E+1
Ny > (u) p(1-p) (L) Ny = kNy.
P1— P2 k

_ _ _ Npi+Np> _ pi+ _ Nipi+kNips _ pit+k
AkNl—NQ—N, takp——%ﬂ—%&.AkNl#Ng, takp— 1Ni+kN: 2 —%,;&.Preng
a Hi3 zamenime Ug /2 28 Uq -

RieSenie ®

1279 | "min.rozsah.n.p" <— function(pl,p2,alfa, sila k)

1280 | N1 <— ((gnorm(l—alfa/2)+qnorm(sila))/(pl—p2)) 2% (pl*(1—pl)+p2%(1—p2)/k)
1281 N2 <— kN1

1282 | N <— round(c(N1,N2))

1283 | p <— (pl+kx*p2)/(1+k)

1284 | N1.alt <— ((qnorm(1—alfa/2)+qnorm(sila))/(pl—p2)) 2% (p*(1—p)=*(k+1)/k)
1285 | N2.alt <— kxN1.alt

1286 |N.alt <— ceiling (c(N1.alt N2.alt))

1287 | rozsahy <— list (N=N,N.alt=N.alt)

1288 | return(rozsahy)

1289
1290 min.rozsah.n.p(0.6,0.7,0.05,0.9,2)
1291 | min.rozsah.n.p(0.6,0.7,0.05 9,1)

Pri pouziti Zy st minimdlne rozsahy nasledovné — N3 = Ny = 473 pre homogénny dizajn; N1 = 363
a Ny = 725 pre nehomogénny dizajn. Pri pouziti Z‘(;lt) st minimélne rozsahy nasledovné — Ny = Ny =
479 pre homogénny dizajn; N7 = 351 a Ny = 701 pre nehomogénny dizajn.

Priklad 238 (porovnanie testovacich statistik) Ukdzte, Ze ak Ny = Na, potom |Z$lt) | < |Zw]|.
Naviac ak X1 = X2, potom |Z$lt)| = |Zw]|.
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RieSenie
Funkcia f () = 2 (1 — ) je konkdvna na (0,1). Pre Tubovolné v € (0,1) a pre lubovolné &isla a,b €

(0,1) platf
flva+ @ —=7)b) =7f(a)+(1—7)f(b).

Ak zvolime v = %, a = p1,b = pa, potom dostaneme

1 1 1 1
3 (p1 + p2) [1 -3 (P +p2)] > 5P (1—p1)+ oP2 (1—p2).

Ak Ny = Ny, mdme p = 2222 Menovatel Zy mé pod odmocninou
~; (301 (L=p1) + 5p2 (1 = pa)],

) . .
menovatel Z‘(,; ) m4 pod odmocninou

& [n (1 - 2m))

Z nerovnosti uvedenej vyssie vyplyva, ze |Z‘(,3lt)| < |Zw|. Rovnost v nerovnosti nastdva len vtedy, ak
p1 = DPp2.
Pri Ny # N,, nie je medzi Z‘(;lt) a Zy 7ziadny jednoduchy vztah. Zdanlivo by pri N; = Ny test

vyberu ndm prindsa viésiu pravdepodobnost CHPD nez pozadovand . Ak napr. pri o = 0.05, N; =
Ny = 20, Pr(CHPD) = 0.081 a pri N7 = 20, N2 = 40 je Pr(CHPD) = 0.085.

Z predchadzajiuceho prikladu vyplyva, ze ak N3 = Ns, potom minimdalny rozsah N; vypocitany
z testovacej Statistiky Zl(,;lt) bude vzdy v&csi ako rozsah Nj vypocitany zo Zyy.

Dvojvyberovy x’-test o rozdiele pravdepodobnosti p; — p» v @ (funkcia prop.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektor pocetnosti tispechov (ny a ng) x;
. vektor rozsahov (pocetnosti tispechov spolu s netspechmi Ny a Na) n;
. vektor pravdepodobnosti po1 a pos za platnosti Hy p (po; € (0,1), kde j =1,2);

2
3
4. formulécia alternativy alternative="two.sided” je prednastavené, d’alsie volby si "greater”, "less";
5. spolahlivost conf.level=p, prednastavené je conf.level=.95;

6. Yatesova korekcia na spojitost (Newcombe, 1998), prednastavené correct = TRUE.

Vystupy funkcie:
1. testovacia Statistika statistic (x? = (Z‘(;lt))Z);
2. stupne volnosti df (parameter; df = 1);
3. p-hodnota p.value;
4. odhad pravdepodobnosti p; a Dy estimate;
5. interval spolahlivosti pre p; — py conf.int (prislichajiici Zy a nie Z‘(;lt));

6. alternativna hypotéza alternative hypothesis;

7. ndzov pouzitého testu method.
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RieSenie (aj v ®)

1292 | "test.rozdielu.prav’ <— function(nl,n2,N1,N2){

1293 pl.hat <— nl1/N1

1294 | p2.hat <— n2/N2

1295 |# klasicky Z—test a IS

1296 | sg.sq <— pl.hatx(1—pl.hat)/N1+p2.hat*(1—p2.hat)/N2

1297 |zW <— (pl.hat—p2.hat)/sqrt(sg.sq)

1298 | p.hodn <— 1—pnorm(abs(z2W))

1299 | IS <— pl.hat—p2.hat+c(—1,1)*qnorm (0.975)*sqrt(sg.sq)

1300 | Ztest <— c(IS,zW,p.hodn)

1301 |# alternativny Z—test a IS

1302 | p.hat <— (N1lxpl.hat+N2xp2.hat)/(N1+N2)

1303 | sg.sq.alt <— p.hatx(1—p.hat)=*(1/N1+1/N2)

1304 [zW.alt <— (pl.hat—p2.hat)/sqrt(sg.sq.alt)

1305 | p.hodn.alt <— l1—pnorm(abs(zW.alt))

1306 ISalt <— pl.hat—p2.hat+c(—1,1)xqnorm(0.975)=*sqrt(sg.sq.alt)
1307 Ztest.alt <— c(lSalt ,2W.alt ,p.hodn.alt)

1308 |# vysledky

1309 |Z.test <— rbind(Ztest, Ztest.alt)

1310 | dimnames(Z. test) [[2]] <— c("DH","HH" ,"Z—stat” ," p—hodnota”)
1311 | dimnames(Z.test) [[1]] <— c(" Ztest(pl—p2)" ," Ztest.alt(pl—p2)")
1312 |# odhady

1313 | odhady <— c(p.hat,pl.hat,p2.hat,pl.hat—p2.hat,sqrt(sg.sq), sqrt(sg.sq.alt))
1314 | names(odhady) <— c("p"”,"pl” ,"p2" ,"rozdiel” ,"sd” ,"sd.alt”

1315 | VYSL <— list (odhady=round (odhady,4),Z.test=round(Z.test ,4))
1316 | return (VYSL)

1317

RieSenie (aj v ®)

N1 =Ny =50,n; =21,ny = 11,9y = 0.42, 5> = 0.22,p = 0.32.

zw = 2.195, p-hodnota = 0.014 a Hy zamietame na o = 0.05.

Waldov 95% empiricky DIS rozdielu pravdepodobnosti p; a po: (d, h) = (0.0214,0.3786)

zgf,lt) = 2.144, p-hodnota = 0.016 a Hy zamietame na o = 0.05.
Alternativny Waldov 95% empiricky DIS rozdielu pravdepodobnosti p; a pa: (d,h) = (0.017,0.383)

1318 | test.rozdielu.prav(21,11,50,50)

1319 | ##$odhady

1320 | # p pl p2 rozdiel sd sd.alt
1321 |# 0.3200 0.4200 0.2200 0.2000 0.0911 0.0933
1322 | ##8Z. test

1323 | # DH HH Z—stat p—hodnota
1324 |#Ztest(pl—p2) 0.0214 0.3786 2.1948 0.0141
1325 |#Ztest.alt(pl—p2) 0.0171 0.3829 2.1437 0.0160

Relativne riziko p;/p2. Majme dvojice hypotéz Hy; : InRR = InRRg oproti Hy; : InRR # InRRy,
Hps : InRR < InRRg oproti Hi : InRR > InRRg, Hps : InRR > InRRg oproti Hi3 : InRR < InRRg,
ktoré chceme testovat. Hypotézy Hy sa éasto nazyvaji hypotézy homogenity dvoch binomickych
rozdeleni, ak InRRg = 0.

Ak Hy plati, potom
In 22/M _1hRR,
X5 /N> 0 p
Ty =—">"=— < N(0,1
w Sg ( ) )5
kde S} = Var[ln(X1/N1)] + Var[n(Xy/Ny)| = 17))((11/]\,1 + 17};’(22/1\[2 # 0. Zy sa nazyva Wal-
dova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test dvojvyberovy Z-test o logaritme
relativneho rizika. Rozptyl ag vypocitame pomocou d-metédy z rozptylov Var(lnp;],j = 1,2,

kde )
i) pil—pj) 1-p;
Dj

dlnp

Var[lnp,] ~ (apjj>2vcw[pj] = (

N; Njp; -

Asymptoticky
Zw = In(X;/N;) —Inpo EN(©,1).

v Var[In(X;/Nj;)]
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KedZe InRR = Inp; — Inps a p1 a pa si nezavislé, potom (Katz a kol., 1978)
1- 1- 1- 1- 1 1 1 1
p1+ P2 _ pl+ p2

03 = Var[lnRR]| = Var[lnp|+Var[lnps] =

Nipr  Napo ny ng ni N1 ng N

Definicia 85 (p-hodnota Zy testu o InRR) Nech Zw je nejakd testovacia Statistika

_ InRR—In RRg DD 1P a2 2 1=p1 | 1=Ps . s L .
a zy = SRR kde nRR = In 5 00y =S, = N5 + Napoo Je Jej realizdcia (pozorovand,

vypocéitand testovacia Statistika ), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:

,QP’/’(ZW Z ‘Zw|‘H01), ak H11 1111RR7'é IIIRRO
p-hodnota = § Pr(Zw > zw|Hg2), ak His :InRR > In RRy
Pr(Zw < zw|Hops), ak His:InRR < In RRy

Ak za platnosti Hy berieme pri vypocte do tvahy, ze p; = p2, potom dostaneme alternativny
rozptyl, ktory bude rovny

1l—-p /1 1 1-p N
2

o2 =Var[lnRR| = + = ,
g [ ] P <N1 NQ) p N1N2

kde N = Ny + N,y. Potom

In X/Ny InRRo
26 _ X/Ns—g RN (0,1),

kde 52 = 1554F (Ni + Ni) #0, kde X = Ny X1 /Ny + NaXa/Ny. ZE" sa nazgva Waldova tes-

tovacia Statistika (alebo Z-3tatistika) a test alternativny dvojvyberovy Z-test o logaritme
relativneho rizika.

Definicia 86 (p-hodnota Zé;lt) testu o InRR) Nech ZV({/L”) je nejakd testovacia Statistika

(alt) lnﬁ—lnRRg ~2 2 __ 1-p 1 1 L Lo . [ .
azy = SR kde s, = s; = S &t ) Jede realizdcia (pozorovand, vypoéitand

testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:
2Pr(Z30" > 1200"||Hpy), ak  Hyy :In RR # In RRy
p-hodnota = Pr(Z‘C{,llt) > Z‘C{;ltqug), ak His :InRR > In RRy
Pzt < 2(8"|Hyg), ak~ Hys:In RR < In RRy

Definicia 87 (Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre In RR)
Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — )% empirické IS pre In RR (dosadi sa smerodajnd
odchylka sq prislichajica jednému z testov) pre vietky tri typy hypotéz magi nasledovny tvar:

Hy Hy hranice (d, h) pre 100(1 — )% empiricky IS

InRR==mRRy ImRR#mRRy CSi_o={InRRy:InRRy€ InRR — ua/gsg,ﬁf\f + ua/259>}
mRR<InRRy WRR>WRRy CSio={nRRy:mRRy € (InRR - uqsy )}
RR>WRRy WRR<IRRy CS) o={InRRy:nRRy€ (—o0,lnRR+uas,)}

Majme dvojice hypotéz Hp : RR = RRg oproti Hi; : RR # RRyg, Hpe : RR < RRg oproti His : RR >
RRg, Hys : RR > RRg oproti Hi3 : RR < RRy, ktoré chceme testovat. Hypotézy Hy sa ¢asto nazyvaji
hypotézy homogenity dvoch binomickych rozdeleni, ak RRg = 1.
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Ak Hj plati, potom
X1/Ny
X5 /N2

Sy

kde z d-metédy pomocou rozptylu InRR. (a rovnosti Var[RR] ~ RR?*Var[ln RR]) dostaneme 52~
2

(i;;x;) (1_);1/]\[1 + 1_))((2/]\[2) # 0. Zw sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-

2

0
Zw = 2 N(0,1),

Statistika) a test dvojvyberovy Z-test o relativnom riziku.

Definicia 88 (p-hodnota Zy, testu o RR) Nech Zw je nejakd testovacia $tatistika a zyw =

— . e 9 e —~
RR,RRD _ P ~2 2 1—P1 1—172 . .. - ,
= kde RR = 5 a0y = s, = RR (Nu?l + N5 ), Je Jej realizdcia (pozorovand,

vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:

QPT(ZW Z ‘ZWHHOI), ak H11 : RR% RR()
p-hodnota = PT’(ZW > Zw|H()2), ak His: RR > RRy
PT’(ZW < Zw|H()3), ak Hi3: RR < RRy

Ak za platnosti Hy berieme pri vypocte do tvahy, ze p; = p2, potom dostaneme alternativnu
testovaciu Statistiku, ktord bude mat nasledovny tvar

L~ RRy
Z‘(/glt) _ Xz/NzS D N (0’ 1)7
g9

2
kde z 0-metédy pomocou rozptylu In RR dostaneme Ss ~ (%) X 1;()/(]<,N (Nil + i) # 0.

Z‘(,Slt) sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test alternativny
dvojvyberovy Z-test o relativnom riziku.

Definicia 89 (p-hodnota Z](;lt) testu o RR) Nech Zé;lt) je mejakd testovacia Statistika
_ —2.
a z%lt) = Miffﬁf“, kde Eg = sg = RR lpr <N% + NLQ), je jej realizdcia (pozorovand, vypoéitand
testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:
2Pr( 28" > |20 || Hyy), ak  Hyy : RR # RRy

p-hodnota = Pr(Zé;lt) > z&;lt)\Hog), ak His : RR > RRy
PT’(Z‘;?ZU S Z‘g‘[}lt)‘H()g), ak H13 :RR < RR()

Definicia 90 (Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre RR)
Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — o)% empirické IS pre RR (dosadi sa smerodajnd
odchyjlka sg prislichajica jednému z testov) pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar

Hy, H hranice (d,h) pre 100(1 — )% empiricky IS
RR=RRy RR#RRy CSio={RRo:RRy€ (RR~ ua/50,n KR+ uaps,) }

RR<RR, RR>RRy CSi_o={RRy:RRoc (RR- uasg,oo>}
RR> RRy RR<RRy CSio={RRo:RRye (0,RR+uas,)}
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RieSenie (aj v ®)
Ny = Ny =50,n; = 21,0y = 11,51 = 0.42,p» = 0.22,5 = 0.32, RR = 1.91.
Z-testy logaritmu relatfvneho rizika a Waldove 95% empirické DIS pre relativne riziko (spétne trans-
formované DIS pre logaritmus relativneho rizika):
zw = 2.060, p-hodnota = 0.020 a Hy zamietame na o = 0.05.
Waldov 95% empiricky DIS pre relativne riziko RR: (d, h) = (1.032,3.532)
219 = 2,920, p-hodnota = 0.013 a Hy zamietame na o = 0.05.
Alternativny Waldov 95% empiricky DIS pre relativne riziko RR: (d, h) = (1.078,3.381)

Z-testy relativneho rizika a Waldove 95% empirické DIS pre relativne riziko:
zw = 1.517, p-hodnota = 0.065 a Hy nezamietame na o = 0.05.
Waldov 95% empiricky DIS pre relativne riziko RR: (d, h) = (0.735, 3.084)
29 = 1,633, p-hodnota = 0.051 a Hy nezamietame na a = 0.05.
Alternativny Waldov 95% empiricky DIS pre relativne riziko RR: (d, h) = (0.818,3.000)

1326 | test.relat.rizika(21,11,50,50)
1327 | ##$odhady

1328 | # p pl p2 RR  sd(InRR) sd.alt(InRR) sd(RR) sd.alt(RR)
1329 |# 0.3200 0.4200 0.2200 1.9091 0.3139 0.2915 0.5992 0.5566
1330 |##8Ztest

1331 |# DH HH Z—stat p—hodnota

1332 |[#Ztest (InRR) 1.0319 3.5319 2.0600 0.0197

1333 |#Ztest.alt(InRR) 1.0781 3.3806 2.2179 0.0133

1334 |#Ztest (RR) 0.7346 3.0836 1.5171 0.0646

1335 |#Ztest.alt(RR) 0.8182 3.0000 1.6333 0.0512

Pomer sanci —%ﬁ% Majme dvojice hypotéz Hp; : In OR = In ORg oproti Hi; : InOR # In ORyg,
Hpo : In OR < In ORy oproti His : InOR > In ORg, Hys : In OR > In ORg oproti His : In OR < In ORy,
ktoré chceme testovat. Hypotézy Hy sa asto nazyvaji hypotézy homogenity dvoch binomickych

rozdeleni, ak In ORy = 0.
Ak Hj plati, potom

lni—Llﬂ—LlX /0% In OR
(X2/N2))/(1-X2/N2) D N(O 1)
S.‘]
— 1 1 _
kde S7 = MXMI—X V) T M M%) — N T Mex e+ 3 T mox 4w sa nazjva

‘Waldova testovacia Statistika (alebo Z-étatistika) a test dvojvyberovy Z—test o logaritme
pomeru Sanci. Var[ln OR] vypoéitame na zéklade invariantnosti MLE 6 = (p1, p2) T plati (Woolf,

1955)
L p1 (}V—Pl) 0
z (0) = 01 P2(]1V—P2)
2
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p1 _
1-p1

A= (9%9(0) - (3%19(0)’ 38ng(e)>T - (pl(ll—pl) ’ pz(li—1 P2))T.

1 1
+ .
Nipr(1=p1)  Nopa(l —p2)

apre g() =1n

Potom

o) =Var[lnOR] = ATTH0)A =

Definicia 91 (p-hodnota Zy, testu o In OR) Nech Zw je nejakd testovacia Statistika

In OR—In OR Y 1 5 ici
azy = BEARLR0 kde In OR = %) 0o, =s, = N1p1<1 a0+ N2p2(1 5y Je jej realizicia

(pozorovana, vypocztana testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:

QPT(ZW 2 |Zw||H01), ak H11 :In OR 7é In ORO
p-hodnota = ¢ Pr(Zw > zw|Hp2), ak His :In OR > In ORy
PT’(ZW < Zw|H03), ak Hiz:1n OR < In ORO

Ak za platnosti Hy berieme pri vypocte do tvahy, ze p; = p2, potom dostaneme alternativny
rozptyl, ktory bude rovny

1 1 1 N
2 = Var[lnOR| = ——— (7+7) =
% [ } p(l—p) \ N1 = N p(1 —p)N1 N

Potom (X1 /N /(1= X1 /)
Zal) _ In (le/Nzl))/(l x12/1v1 —InORg
(alt)

Sy

~ N (0,1),
kde Sg = m (N% + NLQ) = W # 0. Z‘(;m sa nazyva Waldova testovacia

Statistika (alebo Z-statistika) a test alternativny dvojvyberovy Z-test o logaritme pomeru
Sanci.

Definicia 92 (p-hodnota Z‘(,;lt) testu o In OR) Nech Zé;h) je nejakd testovacia Statistika

(alt) _  InOR—In ORqg ~2 2 _ 1 1 1 o S ;
oz = kde oy = s, = s \w T3 )s Je Jel realizdcia (pozorovand,

vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu poéitame nasledovne:
2Pr(Z{M" > |2("||Hoy), ak  Hyy : In OR # In ORy
p-hodnota = Pr(Z‘g;h) > z(alt)|H02), ak Hi3 :1n OR > In ORy
Pr(Z{" < 2(8"|Hys), ak Hys:1In OR < In OR,

Definicia 93 (Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre In OR)
Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — «)% empirické IS pre In OR (dosadi sa smerodajnd
odchylka sq prislichajica jednému z testov) pre vietky tri typy hypotéz magi nasledovny tvar

H, H, hranice (d, h) pre 100(1 — «)% empiricky IS
InOR=InORy ImOR#IORy CSi_o=4In0ORy:InORy € (lnaﬁ — Uq/28g, In OR + ua/gsg)}

mOR<IORy mOR>nORy CSio={lnORy:nOR€ (InOR —ysy,0) |
INOR > ORy ImOR<IORy CSi_o=1{InORy:InORy€ (—00,InOR+ uasg)}
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Majme dvojice hypotéz Hgy : OR = ORg oproti Hi; : OR # ORyg, Hgz : OR < ORg oproti His :
OR > ORy, Hps : OR > ORq oproti Hiz : OR < ORy, ktoré chceme testovat. Hypotézy Hy sa ¢asto
nazyvaju hypotézy homogenity dvoch binomickych rozdeleni, ak ORy = 1.

Ak Hj plati, potom

(X1/N1)/(1—=X1/N1) — OR
ZW — (Xz/N2>) (1 XZ/Nz 0 D (O 1)

= s,
kde z 6-metédy (Var[OR] =~ OR?*Var[ln OR]) pomocou rozptylu In OR, dostaneme
Xi/Ny)/(1 = Xi/Ny) \? (1 1 1 1
52 ~ ( (X f bt | #£0.
0~ \ D0/ Ma)) /(T = %o/ ) M%)

N1 Ny — Xy Ny
Zw sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test dvojvyberovy Z-test
o0 pomere Sanci.

Definicia 94 (p—hodnota Zw testu o OR) Nech Zy, je nejakd testovacia Statistika a zy =

OR-OR /=Py . 22 _ 2 _ Ap° 1 1
S kde OR = PGE)) 052 = 52 = OR (Nlﬁl(l,ﬁl) + Nzﬁz(l,@)), je jej realizdcia (po-

zorovand, vypoéitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:

2Pr(Zw > |zw||Ho1), ak  Hii: OR # ORy
p-hodnota = § Pr(Zw > zw|Hgs), ak His: OR > OR,
PT(ZW < Zw‘Hog), ak Hy3: OR < ORy

Ak za platnosti Hy berieme pri vypocte do tvahy, ze p; = ps, potom dostaneme alternativnu
testovaciu Statistiku, ktord bude mat nasledovny tvar

(X1/N1)/(1—X1/N1)

o Nai=xny — ORo
a0 _ /N[ ;@/Nz) RN(0,1),
g

kde z §-metédy pomocou rozptylu In OR dostaneme

2 n ( (X1/N1)/(1 = X1 /M) ) " Ny
7 \(X2/N2))/(1 = X2/N2) X/N(1 - X/N)N1 N,

£0.

Z‘(;lt) sa nazyva Waldova testovacia Statistika (alebo Z-Statistika) a test alternativny dvoj-

vyberovy Z-test o pomere Sanci.

Definicia 95 (p-hodnota Z](/;lt) testu o OR) Nech Z‘;{,th) je mejakd testovacia Statistika

9
vypocitand testovacia Statistika), potom p-hodnotu pocitame nasledovne:

(alt) _ OR—ORg ~2 _ 2 _ 1, 1
o= kde 5, = s; = OR p(l 5\ TN , je jej realizdcia (pozorovand,

2Pr( 200" > 1208"||Hoy), ak Hyy : OR # OR,
p-hodnota = Pr(Z‘g}lt} > Z‘C;lt)|H02), ak His: OR > ORy
P'I‘(Z‘gglt) S Z‘Cgltqug), ak H13 : OR < ORO

Definicia 96 (Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — a)% empirické IS pre OR)
Klasické a alternativne Waldove 100 x (1 — «)% empirické IS pre In OR (dosadi sa smerodajnd
odchyjlka sy prislichajica jednému z testov) pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar

Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — )% empiricky IS
OR=ORy OR# ORy CSi-o={ORy: ORg € (OR~ tia/s54, OR + tta25, ) |
OR< ORy OR>ORy CSi—o={OR: ORg € (OR~ uasy.0)}

OR> ORy, OR< ORy CSi_o=1{O0Ry:ORs € (0,0R+ uasg)}
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Riesenie (aj v ®)

Ny = Ny = 50,n; = 21,n = 11,51 = 0.42,p» = 0.22, 5 = 0.32, OR = 1.91.

Z-testy logaritmu pomeru Sanc{ a Waldove 95% empirické DIS pre pomer Sanci (spétne transformované
DIS pre logaritmus pomeru Sancf):

zw = 2.116, p-hodnota = 0.017 a Hy zamietame na o = 0.05.

Waldov 95% empiricky DIS pre pomer Sanci OR: (d, h) = (1.072,6.150).

zl(f,lt) = 2.120, p-hodnota = 0.014 a Hy zamietame na « = 0.05.

Alternativny Waldov 95% empiricky DIS pre pomer Sanci OR: (d, h) = (1.108,5.949).

Z-testy pomeru Sanci a Waldove 95% empirické DIS pre pomer Sanci:

zw = 1.370, p-hodnota = 0.085 a Hj nezamietame na o = 0.05.

Waldov 95% empiricky DIS pre pomer Sanci OR: (d, h) = (0.325,4.810).

zéf}lt) = 1.424, p-hodnota = 0.077 a Hy nezamietame na o = 0.05.

Alternativny Waldov 95% empiricky DIS pre pomer Sanci OR: (d, h) = (0.410,4.724).

1336 test.pomeru.sanci(21,11,50,50)
1337 | ##$odhady

1338 | # p pl p2 OR  sd(InOR) sd.alt(InOR) sd(OR) sd.alt (OR)
1339 |# 0.3200 0.4200 0.2200 2.5674 0.4457 0.4287 1.1443 1.1008
1340 | ##$Ztest

1341 | # DH HH Z—stat p—hodnota

1342 | #Ztest (InOR) 1.0718 6.1500 2.1155 0.0172

1343 |#Ztest.alt(InOR) 1.1080 5.9490 2.1992 0.0139

1344 | #Ztest (OR) 0.3246 4.8102 1.3697 0.0854

1345 |#Ztest.alt(OR) 0.4099 4.7249 1.4239 0.0772

Test pomerom vierohodnosti pre p; — ps.

Majme Hoy oproti Hy1. Nech X; ~ Bin(Nj,p;),j = 1,2, si nezdvislé ndhodné premenné. Funkcia
vierohodnosti binomického rozdelenia pre p; a p, bude mat tvar

L(6]x1,%2) = pi* (1 — p1) M 7" ph2 (1 — po) 2772,

kde 8 = (p1,p2)7. MLE 8 je rovny 8 = (p1,2)7, kde p1 = n1/Ny a Py = na/Na, t.j. ©1 = {0 : p1 #
p2 # p}. Za platnosti Hy; je 8g = (p,p)T, kde p = &%m a0y ={0:p =ps=p} Potom —1
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krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny

“In(A(x1,%x2)) = l<§|x17xz> — 1(8o|x1,x2)

2 2
- anlnp] (N n;)In(1 — p;) Z Inp— Z ) In(1 —p)
= Zn,ln— Z(N-—n,)lnll__ﬁj.

Jj=1 p

© ”M“

Vieme, zZe testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21n (A (X1,X3))) R X?. Pre-
znaCme p; na pi1, 1 —p1 na p1a, po na pa1, 1 —pa na pes. Ekvivalentne preznaéime ny na nii, N1 —nq

na nyz, nz na Tl21,N2—7l2 na n22. PotomO P = (p11,P12,P21,p22)", 0 =P = (p117p127p21,p212) ;
kde pii = R, P2 = F2, P2 = B, P2 = B a0y = po = (Po,11,P0,12:P0,21,P0,22) =

(»,1—p,p, 1 —p)7, kde pﬂ +pj2 =1, nj1 + njo = N; a j = 1,2. Potom dostaneme

2 .
Di , pozorované ;;
upr = 2 E E Nj; i =2 E pozorované;; x In——,

ocakdvané;;
j=11i=1 0.7i i J?

Vierohodnostny 100 x (1 — a)% empiricky DIS pre p; — p2 bude mat tvar

CS1—a = {po:ULr < x} (@)}.

Na vypoéet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat funkciu vierohodnosti na parameter zaujmu
(p1 — p2) a rudivy parameter. Alternativne by bolo mozné vypoéitat urr pre rézne kombindcie p;
a po (na vhodne zvolenych intervaloch) a pre tieto p;, j = 1,2, vypoéitat rozdiely p; — pa. Potom
CS1—a = {po : ULr(p1 — p2) < x} (@)}

Parametrom zaujmu g(6) = 6 moze byt namiesto samotnych pravdepodobnosti p; a ps ich rozdiel

0 = p1 — p2 (Casto nazyvany aj rozdiel rizik), relativne riziko 0 = p;/p2, pomer Sanci 0 = H
alebo logaritmus pomeru Sanci 0§ = In 222U=p1) Kazdy parameter zaujmu ma svoje vyhody a

p2/(1—p2)"
nevyhody vo vztahu k interpretdcii alebo §tatistickym vlastnostiam. Pri malych rozsahoch vyberov
je funkcia vierohodnosti logaritmu pomeru Sanci reguldrnejsia nez funkcia vierohodnosti os-
tatnych parametrov zdujmu, preto vyjadrime funkciu vierohodnosti pre logaritmus pomeru Sanci 6

0+n . . .
p 2 Terrw @ funkcia vierohodnosti bude

(5 flpl)m -p ($2) a-p
(pl/(l 7p1))"1 < £ )nﬁ"2 (1 =p)™ (1~ p2)™

p2/(1—p2) 1—-po
— 69n1 en(n1+n2)(1 + 69+n)7N1 (1 + eﬁ)*N;

s rusivym parametrom 7 = In 5

o
. Potom p» = 155 ap1 =
rovna

L(G‘Xl,XQ)

n1/(N1—n1)
nz/(N2—n2)”
dostali profilovii funkciu vierohodnosti pre @, mohli by sme vypoéitat maximélne vierohodny odhad
7 v kazdej fixovanej hodnote € avsak to nie je mozné. Preto musime profilovi funkciu vierohodnosti
po¢itat numericky ako

kde 8 = (6,1)". Maximélne vierohodny odhad logaritmu pomeru $anci f=1In Aby sme

L(0]x1,%x2) = max L(0]x1,x3).
7

Priklad 245 (maximalne vierohodné odhady; nddor prsnika) Majme pocetnosti subjektov X1,
ktoré magi rozsirené metastdzy nddoru prsnika, kde Xy ~ Bin(Ny,p1) a pocetnosti subjektov Xa, ktoré
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magi lokalizované metastdzy nddoru prsnika, kde Xo ~ Bin(Na,ps); pozri Pawitan (2001). (a) Ap-

likujte funkciu vierohodnosti L(0|x1,%2), kde 8 = (0,1)T, logaritmus pomeru sanci 6 = ln%

a rudivy parameter n = In -2 22 na ddta v tabulke 7.2 a vypocitajte 0. (b) Nakreslite funkciu vierohod-

1—

nosti ako aj profilovi funkciu vierohodnosti a DIS. Zopakujte pre ny = 6 a no = 0. (¢) Vypolitajte
vierohodnostny 95% DIS pre 0 pomocou metodiky 15% cut-off standardizovanej profilovej funkcie vie-
rohodnosti. DIS dokreslite do jedného obrdzka k profilovej funkcii vierohosnoti v jej 15% cut-off.

Tabulka 7.2: Poéetnosti subjektov s rozsirenymi a lokalizovanymi metastdzami
metastizy | rozsirené | lokalizované | spolu

ano 5 1 6
nie 10 9 19
spolu 15 10 25

Riesenie (pozri obrdzok 7.8)

Ked n; =5 a no = 1, logaritmus pomeru $anci 0=1In 51//—190 =1.5.
Vierohodnostny 95% DIS pre 6 je rovny (—0.544,4.524) a vierohodnostny 95% DIS pre pomer Sanc{
je rovny (0.580,92.226).

Ked n1 =6 any =0, 8 = co a vierohodnost nie je reguldrna.
Vierohodnostny 95% JIS pre 6 je rovny (0.921, 00).
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o
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Obr. 7.8: Funkcia vierohodnosti a profilovd funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia pre 0; ny = 5,n2 = 1 (prvy
riadok), n1 = 6,n2 = 0 (druhy riadok)
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RieSenie (aj v @)

1346
1347
1348
1349
1350
1351
1352
1353
1354
1355
1356
1357

nl <- 21

n2 <— 11

N1 <— 50

N2 <— 50

N <— N1+N2

pl.hat <— n1/N1

p2.hat <— n2/N2

p.hat <— c(pl.hat,1—pl.hat,p2. hat,1—p2.hat)

n <— ¢(nl,N1-nl,n2,N2—n2)

p.exp <— c((n1+n2) /N, (N1—n14N2—n2) /N, (n1+n2) /N, (N1—n14+N2—n2)/N)
uLR <— 2x(sum(nxlog(p.hat/p.exp))) # 4.653895
1—pchisq (uLR, df=1) # 0.03098316

Testovacia Statistika up,g = 4.654 a prislichajica p-hodnota = 0.031, t.j. Hp : p1 — p2 = 0 zamietame

na

a = 0.05. Na vypocet DIS pouzijeme funkciu vierohodnosti pre logaritmus pomeru Sanci (pozri

obrdzok 7.9) a spétne ho transformujeme na DIS pre pomer Sanci. DIS pre logaritmus pomeru Sanc{
je rovny (d,h) = (0.103,1.834). DIS pre pomer Sanci je rovny (d,h) = (1.107,6.262).

e
© =
17} 0
= e oS
B g
~ SRR s 2
= g
™ > <
[ © o
(&)
T < o | 15% cut—off
2 © 7/
P A o | \
T T T T T o 7 T T T T T
00 05 10 15 20 0.0 1.0 20 3.0
0 0
kontury vierohodnosti profilova vierohodnost

Obr. 7.9: Funkcia vierohodnosti a profilovd funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia pre logaritmus pomeru Sanci
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zlomenia sa zuba

Funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia ma nasledovny tvar

L(0]x1,%x2) = e_()‘l""h))\?‘)\gz,

kde 6 = (\q, )\2)T. Zaujima nés len relativne riziko 6 = A\2/A; a nie A1 a Ay samostatne, pricom )\
budeme povazovat za rusivy parameter. Model reparametrizujeme z 6 = (A1, \2)” na 6 = (9, \,)7.
Potom

L(O]x1,x2) = e M IFO\prdnzgne,
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Tabulka 7.3: Odhad relativneho rizika imrtia a 95% IS relativneho rizika imrtia celkovo a pre kazdi vekovii skupinu
kéd vekovej skupiny  vekovd skupina  minuly rok  tento rok @} (d, h) pre 95% DIS

vek 1 <20 20 35 1.75 (1.024,3.073)
vek 2 (20,40) 40 54 1.35 (0.901, 2.039)
vek 3 (40, 50) 75 65 0.87 (0.620,1.207)
vek 4 > 50 10 2 0.20 (0.028,0.755)

kde @ = (0,\1)T. Pre kazdé fixované 6 je maximalne vierohodny odhad \; je rovny Xl(ﬂ) =
(n1 + n2)/(1 4 0). Potom profilovd funkcia vierohodnosti

< ~ ni+ns 1 \™ 1 \™
L(olx1,x2) = e MO0 (5, (9)) 9%::0( ) (1 ) :

146 140
kde maximalizacia L(0|x1,X2) nezdvis{ na c¢. Potom 0= na/ny.

Priklad 248 (maximadlne vierohodné odhady; dmrtia) Nech pocetnosti imrti na cestich v mi-
nulom a tomto roku, ozn. X1 a Xz, maju nezdvislé Poissonove rozdelenia s parametrami A1 a As,.t.].
X1 ~ Poiss(\1) a Xo ~ Poiss(A2). (a) Aplikujte funkciu vierohodnosti L(0|x;,Xs), kde 6 = (6, )7,
relativne riziko 0 = Ma/A\1 a rusivy parameter A1 na ddta v tabulke 7.8 (n1 = 170 a ne = 190; pozri
Pawitan (2001)) a vypocitajte 6. (b) Nakreslite funkciu vierohodnosti ako aj profilové funkcie vierohod-
nosti pre kazdd vekovi skupinu. (¢) Vypocitajte vierohodnostng 95% DIS pre 0 a 0; pomocou metodiky
15% cut-off standardizovanej funkcie vierohodnosti.

Riesenie (pozri obrédzok 7.10)
Relativne riziko 6 = 1.12, 6;,j = 1,2,3,4 pozri v tabulke.
Vierohodnostny 95% DIS pre 6 je rovny (0.910,1.374).

o o ]

- -~ — vek1

""" vek 2
o ® & ® vek 3
o o 7 o [SI vek 4
5 5
= =
g o | g o |
'g o h=] o
5 £
3 <« g < |
s © s © ‘
o E’ l\
g =
g o 15% cut-off 2 o \ 15% cut-off
|
./ .
S S :
T T T T T T T
08 10 12 14 16 2 3 4

Obr. 7.10: Profilové funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia pre 6 a 05,5 =1,2,3,4

Aproximacia binomického rozdelenia Poissonovym rozdelenim. Nech X; ~
Bin(N;,p;),j = 1,2, kde p; st velmi malé &isla a N; su velké ¢isla. Parametrom zdujmu je
relativne riziko 6 = p;/ps. Preto moézeme predpokladat, Ze X; ~ Poiss(\1),\; = Nip; a
Xo ~ Poiss(A2), Ay = Napso. Tiez mozeme situdciu zjednodusit pouzitim N; ~ N,. Potom funkcia
vierohodnosti bude mat tvar

L(Ox1,x2) = e~ NP1FNap2) (N p )1 (Nopa )2 = ce P2 (N10HN2) gra a2

kde 8 = (0,p2)T, ¢ = NJ'' NJ* (maximalizdcia L(0|x1,%2) nezdvisf na c) a profilova funkcia viero-

hodnosti ) ) )
Nl ny Nl .
L(6 = — 1—-— .
(Bc1, xz) (N10+N2) ( N19+N2)
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Priklad 249 (maximadlne vierohodné odhady; nové liek vs. placebo) Predpokladajme, Ze po-
éetnost subjektov s infarktom myokardu (IM) X v skupine A (novy lick) md binomické rozdelenie
s parametrami Ny a p1, t.j. X1 ~ Bin(Ny,p1), a pocet subjektov s IM v skupine B (placebo) md
tiez binomické rozdelenie s parametrami N2 a pa, t.j. Xo ~ Bin(Na,p2). Pozorovali sme ny = 139
z celkového poctu N1 = 11037 subjektov a no = 239 z celkového poctu Ny = 11034 subjektov. KedZe Ny
a Ny st vysoké é&isla a pravdepodobnosti IM malé &isla, mézeme predpokladat’, Ze X1 ~ Poiss(A1), A1 =
Nip1 a Xo ~ Poiss(A2),\a = Napa. Zjednodusme situdciu pouZitim Ny ~ Na. (a) Aplikujte funkciu
vierohodnosti L(0|x,%s), kde @ = (0,p2)T a relativne riziko 60 = p1/pa na ddta v tabulke 7.4 (pozri
Pawitan (2001)) - pre (1) IM ako aj (2) pre mozgovi mitvicu (MM). (b) Nakreslite profilové funkcie
vierohodnosti pre kaZdi skupinu. (c¢) Vypocitajte vierohodnostny 95% DIS pre (1) Orar a (2) Onm
pomocou metodiky 15% cut-off Standardizovanej funkcie vierohodnosti.

Tabulka 7.4: Pocetnosti subjektov s infarktom myokardu a mozgovou mftvicou v skupine A a B
skupina ‘ IM MM ‘ spolu
skupina A ‘ 139 119 ‘ 11037

skupina B | 239 98 | 11034
Riesenie (pozri tabulku 7.4 a obréazok 7.11)
Relativne riziko 05 = % = 0.581. Vierohodnostny 95% DIS pre 1)/ je rovny (0.471,0.715).
Relativne riziko 5MM = % = 1.214. Vierohodnostny 95% DIS pre 6575 je rovny (0.931,1.586).
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Obr. 7.11: Profilova funkcia vierohodnosti pre 6
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8 Testovanie hypotéz o viacerych parametroch

Aj ked ndm v praxi v mnohych situdcidch staéi testovanie hypotéz o jednom parametri alebo dvoch
parametroch (¢o je napliiou predchddzajicich dvoch kapitol), bezne sa v antropoldgii stretdvame aj
s poziadavkou otestovat rozdiely J parametrov sicasne (kde J > 2). Tieto parametre charakterizujt
rozdelenie nejakej premennej v J populdcidch, ktoré su identifikovatené pomocou nejakej ordinlnej
alebo nomindlnej premennej, ktord v tomto pripade nazgvame faktor. Kategérie (iirovne) daného
faktora

e existuji bud prirodzene — napr. faktor pohlavie, mesto, §tdt, archeologickd kultira (lokalita),
zamestnanie, faktor pocet predchddzajucich deti biologickej matky hodnoteného jedinca, faktor
populdcia odrézajica podtypy jednej choroby odlisnej etiolégie, faktor poradie narodenia (pr-
vorodeny, druhorodeny, narodeny vo vyssom poradi), faktor pocet narodenych deti (nullipara,
primipara, secundipara atd.), vekové intervaly, faktor vzdelanie alebo

e si dané metodicky na zéklade pouzitej Standardnej kategorizactnej metédy — napr. faktor sexudlna
orientdcia (sedembodové Likertova skéla, Kinseyho skdla — od sexuélnej orientécie vyluéne na opac-
né pohlavie (0) az po sexudlnu orientaciu vyluéne na rovnaké pohlavie (6)), faktor zdravotny stav
novorodenca (kategérie orientaéného hodnotenia zdravotného stavu novorodencov na zéklade Ap-
gar skére).

V takychto situdcidch mame dve hlavné dlohy

1. zistit, ¢ vobec existuje nejaky rozdiel aspoii medzi dvoma populdciami, t.j. ¢ sa stredné hodnoty
aspon dvoch populdcif lisia (ide o viacvyberovy test rovnosti strednych hodnét) a

2. zistit, medzi ktorymi populdciami existuje statisticky vyznamny rozdiel a ktoré sa navzajom nelisia
(ide o tzv. mnohondsobné porovnévania alebo post-hoc testy).

Ako zdanlivo sprdvna alternativa k testovaniu viacerych parametrov sicasne (viac kategérif, viac po-
puldcii, viac premennych a pod.) sa pontka viacndsobné pouzitie prislusného poé¢tu testov dvoch pa-
rametrov (napr. tri dvojvyberové Studentove t-testy v pripade troch urovni faktora a testovania roz-
dielov strednych hodnét). Pri viacndsobnom porovnavani dvoch parametrov je véak pravdepodobnost
vzniku chyby prvého druhu vyssia (Gasto vyrazne vyssia v zdvislosti od poctu testovanych nulovych
hypotéz) a sila testu nizsia ako pri porovndvani dvoch parametrov (pozri kapitolu 4 Testovanie hy-
potéz). V pripade viacerych vyberov alebo viacerych premennych by sme preto mali vzdy pouZit’ test
pre viac parametrov s nadvizujicimi post-hoc testami a nie sekvenciu dvojvyberovych testov.

Pri testovani hypotéz o viacerych parametroch viak treba pamétat na splnenie predpokladov, pri kto-
rych mozno tieto testy pouzit. Vo vieobecnosti jednotlivé ndhodné vybery nemusia mat rovnaké roz-
sahy a mozu sa 1isit ich rozptyly alebo ich rozdelenie (tieto podmienky vSak mozno oetrit’ pri planovani
stidie/experimentu). Jednotlivé irovne mézu a nemusia tvorit stupne v rdmci nejakého gradientu.
Okrem toho mézu byt rozdiely medzi niektorymi droviiami (populdciami) vyrazne vé#csie nez me-
dzi inymi. K rieSeniu musime pristupovat roéznym spdsobom, na zdklade toho, ¢o o vzorkich a po-
pulaciach, z ktorych vzorky pochadzaji, vopred vieme. Napr. pri porovnani Siestich miest, z ktorych
tri si z jedného a tri z druhého kraja, moZeme vopred predpokladat existenciu nejakych skupin,
v ktorych si mozu byt vybery blizsie, zatial ¢o pri inych porovnaniach to vopred predpokladat nie
je mozné a skupiny sa objavia az ako vysledok Statistickej analyzy. Rozdiely takychto skupin mozno
testovat pouzitim vhodne zvolenych kontrastov pred analyzou ale i v priebehu analyzy.

V antropoldgii a biomedicinsky zameranych disciplinach sa analyza rozptylu (ANOVA) bezne pouziva
pri testovani rozdielov strednych hodnét u viacerych vyberov alebo pri testovani vplyvu inych faktorov
na tieto rozdiely. Menej pouzivané vSak uz su viacvyberové testy rozdielov v rozptyloch, korelaénych
koeficientoch a pravdepodobnostiach, hoci st rovnako potrebné a uzitoéné. Dovodom moze byt sndd
aj to, Ze vacSinou nie si implementované v najcastejsie pouzivanych , klikacich“ statistickych balikoch.
Aj z tohto dovodu sa domnievame, Ze ich zaradenie do tejto kapitoly spolu s rieSenymi a nerieSenymi
prikladmi méze prispief k ich vi¢siemu rozsireniu v relevantnych oblastiach. Nejde pritom len o ich
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prinos pri pldnovani §tudii a experimentov, ale aj o prinos pri Statistickych analyzach samotnych, kedy
znalost tychto testov mdze pomoct blizsie pochopit komplexné vzfahy v analyzovanych datach a tym
zjednodusit interpretdciu statistickych vysledkov.

Z praktickych dévodov (pouzitie testov zalozenych na predpokladoch zhody v rozptyloch) nds naj-
castejsie zaujima zhoda rozptylov nejakej premennej v dvoch populédcidch. Ako uz bolo uvedené
v predchddzajuicich kapitoldch (kapitola 6 a 7), stidium rozdielov v rozptyloch medzi porovnavanymi
populdciami moze byt podstatné i meritérne z hladiska studia evoluéngjch procesov (stabilizujtica se-
lekcia) alebo ontogenetickijch procesov (vplyv modifikujicich faktorov prostredia). Predstavuje preto
dolezity krok na ceste k rozliSeniu rozdielov medzi porovnavanymi populdciami. Variabilita v datach
predstavuje sihrn variability pévodnej (napr. biologickej povahy), vznikajicej v désledku procesov,
ktoré nas zaujimaji, a variability vnesenej druhotne, t.j. bud’ prirodzenou selekciou ¢asti populdcie,
7 ktorej vzorku vyberdme (napr. ¢ast pohrebiska), ndhodou (Sum, nepresnost merania) alebo tiplne
umelo metédou vzorkovania €i technikou merania (napr. rozdiely v meradléch). Pokial’ sa vzorky v rozp-
tyloch nelisia, neznamena to, ze ide o identické vysledky spolup6sobenia rovnakych zdrojov variability
povodnych a druhotnych. Pokial’ sa ale vzorky v rozptyloch vyznamne ligia, je potrebné hl'adat pricinu
tejto odlignosti. Na rozdiel od porovnania rozptylov dvoch populédcii méZze byt naSou tlohou pri po-
rovndvan{ viacerych populécii (podobne ako pri porovnavani viacerych strednych hodnot) 1. zistit', &
sa aspofl jedna z nich li&i v rozptyle od ostatnych a 2. testovat, medzi ktorymi populdciami existuji
Statisticky vyznamné rozdiely v rozptyle.

Pouzitie viacvyberového testu zhody korela¢nych koeficientov je obdobou hodnotenia zhody via-
cerych strednych hodnot alebo rozptylov pomocou viacvyberovych testov. K dispozicii mame déta
z niekolkych populdcii popisujtice vztah dvoch spojitych premennych a pytame sa, & 1. je stvislost
(asocidcia) oboch premennych v sledovanych populdcidch rovnakd alebo nie. Pokial’ sa aspoii jedna
populdcia v tejto asociacii 1i8i, zaujima nas 2., ktord to je, resp. ktoré populécie sa od seba navzajom
lisia. Typickym prikladom mézu byt medzipopulaéné rozdiely vo vztahu medzi sirkou a vyskou nosa.
V proporciach nosa existuji rozdiely medzi velkymi, geograficky vymedzenymi populaénymi skupinami
(tradiéne a nespravne hladané rozdiely medzi ,rasami*), ktoré viak vychddzaji najmé z prilisného zjed-
nodusenia situdcie, sprevadzaného zanedbivanim funkénych adaptécii ako zdroja variability vo vel’kosti
a proporcidch I'udského tela. Charakter nosa je v skutoénosti vysledkom evoluénych adaptécii na tep-
lotu a vlhkost klimy — dlhé a relativne tizke nosy st vyhodnejsie v aridnych (suchych) a chladnych
podmienkach kvéli lepsiemu zvlhéeniu a ohriatiu vdychovaného vzduchu (tzv. Thomsonovo biogeogra-
fické pravidlo). T4to adaptécia pritom moZe zanechat urcity obraz aj na tvare podkladovych lebeénych
strukttir nosa. V roznych lTudskych populécidch tak spolu méze Sirka a vyska nosa stivisiet rozne. Pri-
tom si treba uvedomit, Ze nasou tilohou nie je zistenie rozdielu medzi populdciami v strednej hodnote
pomeru 8irky a vysky nosa (t.j. ¢i sa populdcie lisia alebo nelisia v pomere oboch rozmerov, alebo
¢i rozdiely medzi populdciami v tomto pomere zavisia na rozdieloch v strednych hodnotéch niektorého
z oboch rozmerov), ale zistenie rozdielu v asocidcii jedného a druhého rozmeru v sledovanych po-
puldcidch. Na pamiiti treba mat, Ze nejde o zistovanie rozdielov v miere velkostnej izometrie/alometrie
tvaru nosa, t.j. ¢i sa oba korelované rozmery zvacSuju proporéne rovnako (izometria) alebo jeden
z nich napr. v poloviénej ¢i dvojndsobnej miere. Test zhody viacerych korelaénych koeficientov zist'uje,
¢i je v nulovej hypotéze vo vietkych populdcidch stvislost oboch rozmerov rovnaké. Nulovii hypotézu
zamietame, ak existuje asponn jedna dvojica populdcii, kde je rozdiel korela¢nych koeficientov nenu-
lovy. Zamietnutie nulovej hypotézy nezavisi od tesnosti vztahu dvoch velié¢in v dvoch populdciéch, ale
od samotného rozdielu korela¢nych koeficientov. V kombindcii s testem shody strednych hodnét tychto
rozmerov a ich rozptylov to dovoluje uvazovat o funkénom vyzname morfolégie nosa (velkost, tvar,
variabilita a vzdjomny vztah rozmerov) v sirfom kontexte.

Napriek tomu, ze na cely rad rieSenych uloh biologickej antropoldgie staci jednovyberové alebo
dvojvyberové porovnanie pravdepodobnosti, mnohokrat nie je mozné situdciu takto zjednodusit bez
straty podstatnych informécii. V takom pripade je potrebné testovat rozdiely medzi populdciami po-
mocou testov porovnavajicich viac neZ dve pravdepodobnosti. V antropoldgii méze byt typickym
pripadom porovnanie frekvencii muzov a zien, klasifikovanych v ramci nejakého faktoru s tromi alebo
viacerymi troviiami, napr. pif vekovych intervalov, §tyri stupne vzdelania, osem krajskych miest,
rozne druhy zamestnania, ap. Pri testovani nulovych hypotéz s viacerymi pravdepodobnostami je
nevyhnutné presne Specifikovat, aké pripadné rozdiely nds konkrétne zaujimaji, napr. si podstatné
rozdiely medzi pohlaviami v kazdom krajskom meste alebo rozdiely medzi réznymi krajskymi mes-
tami v rdmci kazdého pohlavia? Testovanie v8etkych moznych rozdielov totiz zvySuje pocet stupiov
volnosti a zmensuje schopnost testu zamietnut nulovii hypotézu pri rovnakych frekvencidch. V pripade
kostrovych néalezov je typickou tlohou porovnanie frekvencif viactiroviiového epigenetického znaku me-
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dzi dvoma alebo viacerymi populdciami s cielom $tiidia ich genetickej pribuznosti. Moze sa vSak stat
7e aj v relativne velkych kostrovych stiboroch (€o uz samo osebe nie je tiplne bezné) budi frekvencie
v jednotlivych trovniach (kategéridch) daného znaku velmi malé, t.j. rddovo v jednotkdch pripadov
(napr. Kaur a kol., 2012). V malych kostrovych siboroch ¢&i v populdcidch s extrémne nizkym podie-
lom daného epigenetického znaku sa dokonca znak nemusi v niektorej z jeho tirovn{ vyskytovat’ vobec.
V pripade nepritomnosti niektorej irovne znaku, t.j. nulovej frekvencie, je potom vhodné a niekedy
dokonca nevyhnutné pouzitie $pecidlne navrhnutych testov, ktorych problematika vsak uz presahuje
ramec tejto knihy (blizsie Riicker a kol., 2009).

Prikladom viacvyberového testu zhody strednych hodnét méze byt test rozdielov strednych hodnot
vysky hornej €asti tvare v piatich réznych populdcidch (ddta: anova-means-skull.txt). Prikladom viacvy-

berového testu rozptylov méze byt test rozdielov v rozptyloch dfzky kliénej kosti v §tyroch populécidch
kliénych kosti (data: more-samplex-variances-clavicle.txt). Testom zhody viacerych korelaénych koefi-
cientov mézeme napr. zistit, & sa pit populdcif 1i&i v asocidcii vysky a &frky nosa (d4ta: more-samples-
correlations-skull.txt). Zhoda viacerych pravdepodobnost{ nds méze zaujimat napr. pri testovan{ roz-
dielov vo vyskyte troch stupiiov utvarov negativneho reliéfu na vnitornej strane lonovej spony u zien
z troch populdcii (d4ta: more-samples-probabilities-pubis.txt).

V tejto kapitole sa teda budeme venovat testovaniu hypotéz o strednych hodndch g, pio,. .., s,
za predpokladov normality, t.j. Xj; ~ N([Lj,o'?-), kde j = 1,2,...,J ai = 1,2,...,n;, o rozp-
tyloch 0% 02, .. .703, za predpokladov normality, t.j. X;; ~ N (,uj,af), o korelaénych koeficientoch
P1s P2, ..., pJ, za predpokladov normality, t.j. (in,in)T ~ Ny (u]-, Ej), a o pravdepodobnostiach
P1,D2,- - -, PJ, za prepokladov X ~ Multy (N,p), kde p = (p1,p2,. .. ,ps)T. Kedze X; v tomto pripade
zapisujeme do $tatistického modelu, kde sa na jeho lavej strane nachddzaji zdvislé premenné (ozn. Y),
preznacime ich na Yj;. Ozn. X;; rezervujeme pre nezavislé premenné, napr. fixné efekty (zaradenie
do skupin a pod.).

8.1 Asymptotické testy o strednych hodnotach

Nech Yj; ~ N(,uj,a?), kde j =1,2,...,J ai=1,2,...,n;, st nezavislé ndhodné premenné. Budeme
rozlisovat dve situdcie

2 sti nezndme a

L. Yji ~ N(p;,03), kde 0f = 03 = ... = 05 = 02 (homogenita rozptylov), o
2. Y ~ N(uj,ajz), kde existuje aspoii jedna dvojica i # j takd, ze o? # 0’? (nehomogenita
3

rozptylov), o su nezndme.

8.1.1 Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri rovnakych rozptyloch

Nech Yj; ~ N(u;, sz), kde 0? = 02 = ... = 0% = 02 a zdroven 0]2- st nezname. Majme jednofaktorovy

model analyzy rozptylu (ANOVA) s fixnymi (pevnymi) efektami, ozn. Fy,, definovany ako
in = Wi + €5 = B+ aj + €54,

kde u = Zj:l wild, gy = ptaj, Z}'le a; =0, p je celkova (spoloénd) droven spoloéna vietkym
populdcidm (alebo celkova stredna hodnota), o; je j-ta troven faktora A (j-ty efekt faktora
A) a znamend odchylku strednej hodnoty j-tej populdcie od j. Pre chyby ej; plati e;; ~ N (0,02).

Model Yj; ~ N(u + aj,02) sa nazyva aj model podmieneného normélneho rozdelenia.

Majme dvojicu hypotéz Hy: 1 = pa = ... = pg = p oproti Hy: existuje aspon jedno i < j také, ze
pi # pj. Ak Hp plati, potom oy = as = ... = ay = 0, dostaneme submodel, ozn. Fp,, definovany ako
Yji = p+ €ji-

Ak Hj plati, potom
SS5a D
J—
Fw = Tsj ~Frin-g,
n—J
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kde dfa = J — 1, dfe = (n—1) — (J — 1) = n — J s1 stupne volnosti, n = ijl n; je celkovy rozsah,
n; st rozsahy jednotlivych vyberov, S5, je vyberovy siiéet Stvorcov rozdielov medzi siibormi
a je definovany ako

J . Y2 1
SSA: E TLj (YJ . = E i*g N
j=1 j=1 "7

i =Y. = Y./n je maximélne vierohodny odhad u, Y. = Z] IS Y by = Y, = Y/ n e
maxlmalno vierohodny odhad p;, Yj. Z 1Y}, SSe je vyberovy sucet Stvorcov rozdielov
vnutri siiborov a je definovany ako

n; nj J Y2

S D NI A DT o

j=11i=1 j=11i=1 nj

Sucet SS4 a SS. sa rovnd SSr, ¢o je celkovy vyberovy stéet Stvorcov rozdielov a je definovany

ako
n; J

S5r- 33 (T =Y S v Ly

j=11i=1 j=11i=1

Rovnosti SSr = SS4 + SS. hovorime aj rozklad celkovej sumy $§tvorcov. Pre stupne volnosti potom
plati dfy = dfa + df., kde dfr = n — 1. Sumy §tvorcov sa najcastejsic zapisuji do ANOVA tabulky:

zdroj variability —suma Stvorcov  df priemerné Stvorce

medzi sibormi SSA,obs J—1 MSA,obs = SSA,obs/ (J — 1)

vnutri siborov 5S¢, obs n—dJ MSeobs = SSeobs/(n—J) =052 =52
celkovo SST 0bs n—1

Fy sa nazyva Fisherova testovacia Statistika (alebo ANOVA F-Statistika) a test viacvyberovy
F-test o rovnosti strednych hodnét p, us,...,us (alebo ANOVA F-test). Realizdciou Fy je
Fops a p-hodnota = Pr(Ey > Fops|Ho).

Ulohu mézeme interpretovat tak, Ze strednd hodnota p; ndhodnej velitiny Yj; zdvis{ na faktore A,
¢o je premennd v nomindlnej skéle. Jednotlivym drovniam (hladindm) tejto premennej zodpovedaji
fixné efekty a; = p; — pi. Urovne premennej voli experimentator, su teda nendhodné, dopredu dané
(fixné). Potom chépeme «; ako nezndme parametre, ktorych maximéalne vierohodné odhady definujeme
ako a; = Y;. —Y... Samotné rozhodovanie o Ho bude zaloZené na porovnan{ priemernych sim Stvorcov
SSA,0bs/df 4 & SSe obs/dfe. Vicsie rozdiely Y, ay. (v absolutnej hodnote) sa prejavia vo vicésej hodnote
Statistiky S5 obs- Statistika SSe,obs zasa umoziuje odhadnit rozptyl Jg a sucasne dava mieru pre
hodnotenie velkosti variability medzi sibormi.

Rozdelenia pouzivané v ANOVA modeli mézeme zhrnit do nasledovnych bodov:

1. Nech Z;; ~ N (0,1), kde j = 1,2,...,J;4 = 1,2,...,n;, potom Z'].le S Zfi ~ xif, kde
df =n=3;_ n;

J .
2. Nech Zj; ~ N (07 Ug)v potom Zj:l Z;ﬂil iji ~ 02X a Z] 1 Z ( ji Z. ) ~o2x2_y;

3. Nech Z;; ~ N (a;,02), potom 37_, 327, Z2 ~ 02X S S ( Zi-7.)° ~OIXG 12

2 v 2 S8 ,
kde A =375, af [o? a zéroven 2% ~ 7171Xn—1v 88 ~ aixiy.;

2
= o2 5Sa ol 2 2 _ v 9
4. Nech Z;. ~ N (ozj,ae/nj), potom F24 ~ 55 xT ) 2, kde A = ) i1 5T/

Majme vyvazeny model (vyvdzené triedenie), t.j. nech ny = ng = ... = ny = K, kde K je pocet
opakovani v podtriede. Ak v jednofaktorovom ANOVA modeli plati nulovd hypotéza Hy, potom ma
testovacia Statistika Fyy centrdlne F' rozdelenie so stupfiami volnosti df4a = J —1adf. =n—J =
KJ—-J=J(K-1). Teda

o MSa _ SSa/df deA/de D D
WS MS, T SSdn  Jdf,  Td
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a ide o podiel dvoch centrovanych x? (&ftame ,chi-kvadratov®) podelenych prislusnymi stupfiami
volnosti. Nech Zj; = Yj; — p. Potom Zj; ~ N (0,02), Z;. ~ N (0,02/K) a SSa ~ agxéfA.
Ale ak Hj neplati, potom Z;; ~ N (ozj7 ag) a7j ~ N (ozj, US/K), kde aspoii jedno a; # 0 a testovacia
Statistika ma necentrilne F' rozdelenie
X?ifA,)\Q/de D
Fwarm =57+~
Xdf. /dfe

kde X(QifA. 2 je necentrdlne chi-kvadrat rozdelenie s parametrom necentrality

J J 2
Zj:1 0‘]2' . Zj:l (i — 1)
o2/K o?/K

Fapa,ap. 22

2
—K(J-1)24

2 _
A= >
O¢

J 2
kde 0} = ﬁ Zj:l (1 — p)”
Sila testu. Sila ANOVA F-testu 1 — 3 je definovand ako
1= B =Pr(Fy, a2 > Fapaar. (@),

kde Fyp, qr. (@) je kritickd hodnota centrdlneho F-rozdelenia a Fgyr, 4, x> je ndhodnd premennd
z necentralneho F-rozdelenia (pozri obrazok 8.1). Potom minimélny rozsah K bude iteraénym
rieSenim rovnice

1= B8=Pr(F_1 k-1 > Fr_1 k-1 (),

ktori mozeme napisat aj nasledovne (Rasch a kol., 2011)

Froygx-nae(1=8) = Fr_1 50— (@)

o ] o 2
® | @ | «© |
S S S
 © ] © © ] o ©
‘. © c © T ©
2 2 2
< < c
2 2 2
2 < 2 < 2 <
b o » o IS
~ — K=10 o~ ~
o 7 --- K=20 o 7 o 7
K=30 -6 — J=5K=20
--- K=40 =4 J=4,K=25
e | —-— K=50 <o | =3 <o | J=2,K=50
1= S S
T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 10 -10 -5 0 5 10
PR , 9 , 8
J=3, 0,=7.5888, 0.=0.05 n=12, 6;=7.5888, a.=0.05 n=100, o;=7.5888, a.=0.05

Obr. 8.1: Silofunkcie ANOVA F-testu pri réznych J a K — vlavo J = 3, uprostred JK = 12 a vpravo JK = 100

Priklad 250 (sila ANOVA F-testu a minimdlny rozsah) Majme styri populdcie, ktorjch stred-
né hodnoty si py = 390, g = 405, us = 415 a pg = 410. Predpokladajme, Ze Yj; ~ N(uj,02).

(a) Vypoéitajte silu 1—3 ANOVA F-testu rovnosti stredngjch hodnét za predpokladu, 7e K = 6, 02 = 202
a = 0.05.

(b) Vypoéitagte silu 1—3 ANOVA F-testu rovnosti stredngjch hodnét za predpokladu, e K = 6, 02 = 102
a o= 0.05.

(c) Pouzite @ na simuldciu hustoty necentrdlneho Fyr, af. x> testovacich Statistik F‘E‘Zn A) (necentrdlne
F rozdelenie s dfs a df. stupiiami volnosti a parametrom necentrality \?), kde a = 0.05, K = 6,

02 =20%, A2 = ijl (pj — i)’ /(62/K), m=1,2,...,M, pri M = 1000 opakovaniach.
(d) Vypoéitajte minimdiny rozsah K, ak 02 = 20?2 a a = 0.05. K bude iteraénym riesenim rovnice

Fr_1 k-2 (8) = Fr_1,5(x-1) (1 — a).
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Rleseme ) ) ) )
( ) )\2 6(390—405)+6(405—405) +6 415—405)“+6(410—405) 5‘257
- B(}\Z) Pr (Fde dfe,\2 > Fde’de ( )) Pr (F3,20,5A25 Z Fg’go (005) = 0.386.

2 2 2 @ _ 2
(b) A2 — 6(405-405)° +6(405-405) -526 (415-405)?+6(410—405)> _ 21,

— B(A2) =Pr (Fap, ar. x2 = Fupaar. (@) = Pr(Fz 2021 > F3 20 (0.05) = 0.95.
(c) simuldcia silofunkcie (pozri obrézok 8.2)

0.7

05 0.6
1

hustota
0.4

0.3

0.1

0.0

T T T T 1
0 5 10 15 20

centralne a simulovane necentralne F-rozdelenie
1-p=0.391

Obr. 8.2: Hustota centrélneho a necentralneho F-rozdelenia superponovand histogramom simuldcii pre Y; ~ N(,u,j,(rg)
(d) minimélny rozsah K = 14 an = K.J = 56.

Alternativnym pristupom je zistenie sily specifikdiciou najmensieho detegovatelného rozdielu,
ktory chceme mat medzi dvoma najvzdialenejsimi strednymi hodnotami. Mézeme pisat,, Ze najmensia
vzdialenost medzi najvzdialenejsimi strednymi hodnotami bude § = co, kde ¢ > 0. D4 sa ukézat, ze
Z}]:1 a? je minimélna, ak budid Iubovolné dva efekty a; = —co/2 a a; = co/2 a ostatnych J — 2
efektov bude rovnych nule. Preto

Potom ;
2
P

A2 = =
o2/K 202/K°

Maticovy zapis modelu Fy, a Fg,.

Modely Fy, a Fy, st linedrnymi regresnymi modelmi a mézeme ich vSeobecne zapfsat’ v tvare Y =
X3 + €, kde Y je n-rozmerny ndhodny vektor, X je matica pldnu s rozmermi n x (J + 1) a € je
n-rozmerny vektor chyb. Potom model Fg, bude mat tvar

Yl 11 11 0 e 0 1z €1
Y2 12 0 12 e 0 (651 €9
Y= . =XB+e=| . . . . A I I I
YJ 1J 0 0 N 1] Qg gy
kde Y; = (Yj1,Yj0,.. .,an])T je mj-rozmerny vektor, 1; je nj-rozmerny vektor jednotiek a &; je n;-

rozmerny vektor chyb. Potom Y; ~ N, (X8, aglnjxnj), vektor chyb €; ~ Ny, (OyffzIannjL vektor
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parametrov ,@ Nyi1(B,02(XTX)™1), kde maximalne vierohodny odhad ,3 vypocitame pomocou
metédy najmensich stvorcov, t.j. 8 = (XTX)1XTY.
Model Fg, bude mat tvar

Yl 1; €1

Yo 1 €
Y = : =XB+e= : o+ .

Y; 1, gJ

Test pomerom vierohodnosti o rovnosti strednych hodnét.

Nech Y; ~ N(u;, 0%), kde j = 1,2,...,J a 02 je neznama. Logaritmus funkcie vierohodnosti ma
tvar
l(0|Y17Y27~~~:)’J) = —*ln(2ﬂ‘0' 2 5 92 ZZ Yji — :u] 7
j=111=1

kde n = Z;}:l n;. MLE 0 je rovny 0= (fiv, fiz, - . ., 17, 02)T, kde

I

= gpgz ~ ZZ(yji - gj)27
j=11i=1

t.j. @1—{0 i # pgii < gi=1,2,...,J —1;5=2,3,...,J} pre aspoi jedno 7 a j. Za platnosti
Hy je 00—(u b,...,0,02)7 plati

n;

J ny J
:ﬁ:%ZZ 7770'0— ZZ?JW— ’

]121

Tiez platif ©g = {0 : u1 = p2 = ... = puy = p}. Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru
vierohodnosti bude rovny

90

2
7111()‘(y17y27"'7y‘])) 211’1( 2)

Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —2In (A (Y1,Y2,...,Y)) R
~2
x3_1, kde Hy bude zamietnuté pre velké hodnoty podielu 2%
Dé sa ukédzat, ze — In(A(y1,y2,---,¥s)) je rasticou funkciou Fyps. Upravou podielu 72/5% dostaneme

—In(A(y1,y2,---,y7)) =

M\:

I (EJ L i (i — yj""yj_ﬁ)z)
Z] 121 1 (Yji )?

= ( Jj= lzl 1 yjz ) +z 1n]( ﬁ)2>
] 121 1(yjz )
nln(1+J ;Ilnj(yj—ﬁ)2/(J—1) )
2 n*]Z] 1ZL 1(?/]1 )/(n—J)
n J—
§ln<1+n Obs)-

Potom mézeme Urr prepisat

n

J—-1
uLr = nln (1 + JFobs) .
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ANOVA model v @ (funkcia aov())
Argumenty (vstupy) funkcie aov():

1. ANOVA model formula v podobe y~x;
2. datova tabulka data;

3. nastavenie vystupu v podobe tabulky s rozmermi n x 3 obsahujicej odhady i, &; a rezidudly
(chyby) i, projections=FALSE (prednastavené);

Vystupy funkcie aov():
1. tabulky s rozmermi n x 3 obsahujica odhady fi, &; a rezidudly ¢j;, projections;
2. odhady yj; fitted.values;
3. rezidudly €; residuals;

Vystupy funkcie summary(aov()):

1. ANOVA tabulka, kde
e stupne volnosti df4 a df. summary(MODEL)[[1]][,1],
e sumy Stvorcov 5S4 obs a SSe obs summary(MODEL)[[1]][,2],
e priemerné stvorce MSa obs & M Se obs summary(MODEL)|[[1]][,3];

2. realizdciu testovacej Statistiky Fops summary(MODEL)[[1]][1,4];
3. p-hodnota summary(aov())[[1]][1.5].

Funkcia aov() pouziva na vypocty funkciu linedrny regresny model Im(). Pri priamom pouziti fukcie
Im() dostaneme ANOVA tabulku ako anova(lm()). Odmocninu z rozptylu &2 dostaneme pomocou
summary(Im())$sig. Alternativne je mozné pouzit funkciu oneway.test(), ktorej vstupom je ANOVA
model formula v podobe y~x, ddtovd tabulka data a nastavenie rovnosti rozptylov var.equal=TRUE.
Vystupom st realizdcia testovacej statistiky Fyp,s, stupne volnosti df4 a df. a p-hodnota.

Priklad 251 (test pomerom vierohodnosti o rovnosti strednych hodnét) Naprogramujte v @®
test pomerom vierohodnosti o rovnosti strednyjch hodnot za predpokladu homogenity rozptylov. Aplikujte
na ddta anova-head.txt a premennt bizyg.W u muZov a porovnajte vysledok testu pomerom vierohodnosti
s vysledkom ANOVA F-testu. Odévodnite rozdiely vo vysledkoch.

RiesSenie v ®

1358 | "testy.o.stred.hodnotach” <— function(x,y){

1359 | MODEL <— aov (y~x)

1360 | F.stat <— summary(MODEL) [[1]][1,4]

1361 | p.hodnota.F <— summary (MODEL) [[1]][1,5]

1362 | VYSL.F.test <— c(F.stat,p.hodnota.F)

1363 | names(VYSL.F.test) <— c("test—stat”,”p—hodnota”)
1364 | J <— nlevels(x)

1365 | n <— length(x)

1366 | u.LT <— nxlog(1+(J—1)/(n—J)*F.stat)

1367 | p.hodnota.LR <— 1—pchisq(u.LT,df=J—1)

1368 | VYSL.LR.test <— c(u.LT,p.hodnota.LR)

1369 | names(VYSL.LR.test) <— c("test—stat”,”p—hodnota”)
1370 VYSL <— list (VYSL.F.test ,VYSL.LR. test)

1371 return (VYSL)

1372 |}

1373 testy.o.stred.hodnotach(sex.sexor[sex="m"], bizyg W[sex="m"])
1374 | #[[1]]

1375 |# test—stat p—hodnota

1376 |#3.32743009 0.07303222

1377 | #[[2]]

1378 |+#test—stat p—hodnota

1379 |#9.8476790 0.0199063

Priklad 252 (testy o rovnosti strednych hodnét; simulaénd studia) Majme 4 populdcie, kto-
rych stredné hodnoty s py = 390, po = 405, pus = 415 a pg = 410. Predpokladajme, Ze Yj; ~
N(uj,02), kde 02 = 152. Pouzite ® na simuldciu hustoty (1) necentrdlneho Fys, ar, x2 testovacich

Statistik F&:"A) (necentrdlne F rozdelenie s dfa a df. stupriami volnosti a parametrom necentrality
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A2) a (2) necentrdlneho X?zfA.,\z testovacich Statistik u(LQ/\ (necentrdlne x? rozdelenie s df o stupriami

volnosti a parametrom necentrality \?), kde o = 0.05, K = 6, \? = Z‘j]:l (pj — )’ /(c2/K), m =
1,2,...,M, pri M = 1000 opakovaniach. Vypoéitajte silu v pripade (1) a (2). Okomentujte vysledok.

RieSenie v @ (rieSenie pozri na obrdzku 8.3)
Na zdklade vysledkov prikladu 252 je mozné konstatovat , ze sila testu pomerom vierohodnosti pri danej
alternative je vicsia ako sila ANOVA F-testu.

o o
AN AN -
o o
e fg L
o N \ o B
@© ©
5 2 | 2 2
g o 2 o
.C e
w [Te)
o o 4
o o
o o
S S
© I T T T T T T 1 © I T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
simulovane necentralne F-rozdelenie simulovane necentralne chi—kvadrat rozdelenie
1-B¢=0.622 1-B.r=0.738

Obr. 8.3: Histogramy vygenerovanych testovacich Statistik za platnosti alternativnej hypotézy v relativnej skdle super-
ponované s teoretickymi krivkami hustoty Fy (vlavo) a ULr (vpravo)

Priklad 253 (testy o rovnosti strednych hodnoét; simulaénd stidia) Na zdklade simulacnej

Studie preverte, Ze ak (a) Y; ~ N(pj,02), kde pj = 1,02 = 1/4, j = 1,2,...,J a (b)) Y; ~ [(1 —
P)N(115,0%) + pN(15,0%)], kde p = 0.05 a 0} = 1, potom testovacia Statistika (1) Fyy md Fy_1n—;
rozdelenie s J —1 an—J a (2) U,g md x%_, rozdelenie s J — 1 stupriami volnosti. Pouzite rozsahy

ndhodngjch vijberov n; =10 anj =50 (n = Z}’:1 n;). Pre kazdi simuldciu vypocitajte Fops m @ ULR,m,

m=1,2,...,M, kde M = 10000. Superponujte histogram vygenerovanijch testovacich statistik v re-
lativnej Skdle s teoretickou krivkou hustoty (1) Fw a (2) ULg.

RiesSenie (rieSenie (a) pozri na obrazku 8.4)

Na zdklade simula¢nej studie z prikladu 253 je lepsie pouzivat ANOVA F-test ako test pomerom
vierohodnosti pre n < 10, avSak rozdiely medzi vysledkami st vel'mi malé, pretoze obe testovacie
statistiky rychlo konverguju k svojim teoretickym rozdeleniam.

8.1.2 Metédy mnohonasobného porovnavania

Ak ANOVA F-test zamietne Hy, potom je potrebné zistit, ktoré rozdiely dvojic strednych hodnét st
Statisticky signifikantné na nomindlnej hladine vyznamnosti . Modzeme tak urobitf pomocou post-
hoc testov. Zakladnym predpokladom ich pouzitia je, rovnako ako pre ANOVA model, splnenie
podmienky homogenity rozptylov a normality Y;; a chyb €;;. Ekvivalentnou Hy je nasledovna hypotéza
Hy : p; = pj pre Vi, j; i < j. PrepiSme Hy do vSeobecnejSieho tvaru

J J T J o
Ho: Y5y ajig = Y25y @jpioj OPTOti Y7 ajuy # 25 ajpioj pre nejaké a = (a1, az,...,a;)" € A,

kde A ={a: ijl a; =0} a a je vektor kontrastov. Kontrasty nie st nezdvislé, pozri napr. Casella
a Berger (2002). Vo vieobecnosti viak mézeme prepokladat,, ze Hy generuje podpriestor s hodnostou

h. Potom definujme Ho = N¢_, Hog, kde h = (‘2]) = J(J—1)/2, ak ide o v8etky pdrové porovnania.
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Obr. 8.4: Histogramy vygenerovanych testovacich statistik (za platnosti nulovej hypotézy) v relativnej skéle superpono-
vané s teoretickymi krivkami hustoty Fy (vlavo) a ULr (vpravo)

V pripade, Ze J-ta z porovnavanych populécif je kontrolnd (charakterizovana y ;) a ostatné maji byt
porovnavané len s touto kontrolnou populéaciou a nie medzi sebou, potom volime h = J—1 a zaujimame
sa len napr. o rozdiely tvaru |yj, — 7yl kde 5 =1,2,...,J — 1. Najprv testujeme H, viacvyberovym
ANOVA F-testom na hladine vyznamnosti « pouzitim ANOVA F-statistiky. Ak Hy nezamietame,
nepokraéujeme d'alej. Ak Hy zamietame, chceme identifikovat, ktord z hypotéz aTu = aTp, = 0,
kde g = (p1,...,ps)T, zamietame (pre fixné a). Pocet hypotéz h pozndme vopred, ale mnoziny
Ho = {k:Hop, =0} a Hy = {k: Hop = 1}, t.j. mnoziny nezamietnutych a zamietnutych nulovych
hypotéz z mnoziny vsetkych nulovych hypotéz H = Ho U H1 = {1,2,...,h}, kde h = hg + hy,
ho = card {Ho} a hy = card {H;}, dopredu nepozndme.

Pre Hoj @ i = pj,4 < j, bude vektor kontrastov a, mat na i-tom mieste —1, na j-tom mieste 1,
ostatné su nuly, napr.

a; =(1,-1,0,...,00 2, = (0,1,-1...,0)F,...,a; 1 = (0,0,...,1,-1)T,
z ¢oho vyplyva, ze
ap = fln = f2,82 = flo = M3, ., 851 = -1 = [,
¢o implikuje p1 = po = ... = py = p.
Pre nejaky vektor a je strednd hodnota E[Z}J:1 a;Y;] = Z;.Izl ajft; a rozptyl Var[Z}.le a;Y;] =
o2 ijl % Potom

J I J
Ej:l a; Y. — Zj:l 4jHio o

2
[s25 %4
Oe Zj:l n;

Zy =

N(0,1).
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Rozptyl 02 nepozndme a musime ho odhadnit. Vyberovy rozptyl v j-tej populdcii je rovny S? =
L 2:7;1(1/]Z —Y;)?% kde j =1,2,...,J, st nezdvislé. Potom plati (n; —1)S57 /02 ~ X%]_r Kedze v
J
modeloch Fp, a Fp, predpokladdme rovnost rozptylov, potom mézeme pisat 52 ako s2 = ﬁ Z'].le (n;—
J ; — \2 J
1)s3 = L 2o Sy (ysi — yj‘) = —1-58, obs, kde n — J = > j—1(n; —1). Potom (n — J)S? /a2 ~
x2_;. Navyde S? je nezdvislé na Y., a teda mdzeme pisat

~ J o J
T - a'p—alp, D514 5 = 351 ko p
a = = ~ln—J,
S2aT(XTX)~1a J a2
v ey,

kde je matica planu X pouzitd bez prvého stipca (charakterizujiceho celkovi strednd hodnotu u) a ma
preto rozmery n x J (podobne aj d’alej v celej kapitole 8). Realizdciou Ty je ta, p-hodnota = Pr(T, >
[tal|Ho) a Hp zamietame, ak [ta| > t,—j(/2); t,—s(c/2) je kritickd hodnota ¢ rozdelenia s n — J
stupiiami volnosti. T, = Trsp je Waldova testovacia Statistika, ¢asto nazyvans aj Fisherova LSD
Statistika (z angl. least significant difference, t.j. najmensi signifikantny rozdiel) a test viacvyberovy
Fisherov LSD test o linearnom kontraste Z}']:1 ajfi;. Potom mozeme definovat Waldov 100 x
(1 — @)% empiricky IS pre nejaki linedrnu kombinéciu Z‘j]:l a;i; (nazyvany aj empiricky IS
Fisherovho typu) ako

J T a2
Za]@]-, — tn_g(a/2) SQZTTJ,’ZGJ@J“ +tn—s(a/2)
j=1 j=1 "7 j=1

Oznac¢me
T _ aTy, )2 (Z‘] a;Y; =37 a'pro)z (ZJ a; (Y —p '0))2
Tz_(a u—a No) B j=1%1j =1 AjHj _ j=1 41 J
a T G247 (XTX)-lg J a - J a2 )
S2aT( ) la S2 ijl = 92 ijl =
Potom
J - = 2
on (Y. —Y.)— (uio —
sup Ts _ 2]71 J (( J = ) (/MO ﬂ)) — (J—1)Fw,
azz_,‘].le a;=0

% J % J J J -
kde Y. =370 ;Y /> i ymjap=>37_ njuny/d 51 n;. Navyse

D
Sup T: ~(J - 1)E]71,n7.]-
a:Z]J:1 a; =0

Citatel a menovatel (J — 1)Fyy st nezévislé. Tiez plati S ~ o2x2_,/(n—J) a

J
/o2 Zn]‘ (Y. =Y.) = (o — u))2 ~XFo1-

Scheffe ukézal, ze

~ 2 J Evd J

F o= (a"m —a"p,) _ (Xjo1aY . — Zj:lajﬂjO)Q D (J = DF, ;
a — — = ~\J — —1,n—J;
ST (X7X) ' Y7 a2/n,

kde Hy zamietame, ak Fp > (J — 1)Fj_1 (), kde Fy_1 ,_s(a) je kritickd hodnota F' rozdelenia
s J—1amn— J stupiami volnosti. Je potrebné zdoraznit, ze Hy musi platif pre vietky kontrasty
a simultdnne a Hy zamietame, ak zamietame hypotézu o supréme T2, t.j. zamietame Hy v ANOVA
F-teste. F, sa nazyva Waldova testovacia Statistika, casto nazyvana aj Scheffeho Statistika
a test viacvyberovy Scheffeho test nulovosti vSetkych kontrastov. Realizdciou Fy je Fyobs
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a (adjustovand) p-hodnota = Pr(Fa > Fa ons|Hp). Waldove simultdnne 100 x (1 — «)% empirické
intervaly spolahlivosti Scheffeho typu definujeme ako

(aTﬁ - \/(J - 1)FJ_17,1_J(Q)\/agaT(xTX)fla, a'i+ \/(J - 1)FJ_17n_J(a)\/GSaT(XTX)*la) ;

kde pravdepodobnost pokrytia vietkych IS (simultdnne) je rovna 1 — a. Za simultdnnu inferenciu (t.j.
testovanie Hoy) platime dizkou simulténnych IS Scheffeho typu oproti IS Fisherovho typu, t.j. ked'ze
garantujeme simultdnny koeficient spolahlivosti 1 — «a, simultdnne IS Scheffeho typu moézu byt dost
siroké (plati t,,— s(a/2) < \/(J —1)Fy_1n—s()). Z ¢oho vyplyva, ze Sheffeho testy maji mensiu silu
ako t-testy (Casella a Berger, 2002).

Tukey ukazal, ze

_ Ymax- len D
sup  Ta= ~qJn—J,
a:> 7 a;=0 1 1 1
Jer s S (et )
\/2 <nmaxyxnax- NominY min -
kde Viax. = maxvy; Yj. a jemu prislichajici rozsah Nmax, Y min. = miny; ?j. a jemu prisluchajici
rozsah nyin. Potom
T4 T 2
C@R-aTm)’ o1,
Fa= G a~rx—1a ~ 5%In—J>
S2aT (XTX)"la 2

kde Hy zamietame, ak Fo > 3q3,_; (), kde gjn—s(c) je kritickd hodnota studentizovaného
rozpétia s J a n—.J stupitami volnosti. Je potrebné op#t zdoraznit, ze Hy musi platit pre vSetky kon-
trasty a simultanne a Hy zamietame, ak zamietame hypotézu o supréme T,. F, sa nazyva Waldova
testovacia Statistika, casto nazyvand aj Tukeyho HSD Sstatistika (alebo Tukey-Kramerova
Statistika; HSD z angl. honest significant difference, t.j. ,skutoény“ signifikantny rozdiel) a test
viacvyberovy Tukeyho HSD test nulovosti vSetkych kontrastov. Realizaciou F, je Faobs
a (adjustovand) p-hodnota = Pr(F, > Fu ons|Ho). Waldove simultanne 100 x (1 — )% empirické
intervaly spolahlivosti Tukeyho typu definujeme ako

N 1. N /1.
(aTu — qin—J(@) iogaT(XTX)—la, alf+ qin—(a) 2UgaT(XTX)—la) .

Priklad 254 (test trendu v jednofakorovom ANOVA modeli) Majme jednofaktorovy ANOVA
model, v ktorom chceme testovat Hy o linedrnom trende, kde a1 < as < ... < oy a naviac aj = aj.
Ak napr. J =3, potom Hy : as — aq = a3z — ag alebo Hy : oy — 20 + a3 =0, kde a = (1,-2,1)7.

Definicia 97 (chyba porovnavania a.) Chyba porovndvania (comparison-wise  error,
CWER) a. je pravdepodobnost zamietnutia prdve jednej Hoy, ked tdto Hoy je pravdivd, t.j. ide
o pravdepodobnost, Ze nastane prdve jedna CHPD v jednom pdrovom porovnani.

Definicia 98 (experimentdlna chyba «.) Ezperimentdlna chyba (experiment-wise error,
EWER) a. je pravdepodobnost zamietnutia aspori jednej Hoy, ked wvsetky Hop st pravdivé, t.j.
ide o pravdepodobnost, Ze nastane aspori jedna CHPD medzi vietkymi h nezdvislymi pdrovimi po-
rovndavaniami. Tdto chyba je kontrolovand na nomindlnej hladine vijznamnosti .

Z definicif 97 a 98 vyplyva, ze Pr(CHPD) jedného testu je rovnéd a. a pravdepodobnost spravneho roz-
hodnutia je 1 — a.. Za predpokladu, Ze mdme h nezavislych parovych porovnavani, bude mat ndhodnd
premenna V (poéet CHPD) binomické rozdelenie, t.j. V ~ Bin(h, a.). Kedze a. je pravdepodobnost,
ze nastane aspoi jedna CHPD medzi vSetkymi h nezavislymi parovymi porovnavaniami, mézeme ju
definovaf nasledovne

a:ae:Pr(VZ1):1—Pr(V:O):1—(2

J)ag(l — ac)h =1-(1- ac)h.

Z tejto rovnosti vyplyva, ze ak sa pocet parovych porovnavani zviécsuje, a, sa blizi k jednotke (pozri
tabulku 8.1). Ak h = 1 (dvojvyberovy pripad), potom a = a, = a.
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Tabulka 8.1: Experimentdlna chyba a. ako funkcia a. a h
ac/h | 2 5 10 20 50
0.01 | 0.0199 0.0490 0.0956 0.1821  0.3950
0.05 | 0.0975 0.2262 0.4013 0.6415 0.9231
0.10 | 0.1900 0.4095 0.6513 0.8784  0.9948

Zamerajme sa na hodnotenie zovSeobecnenej pravdepodobnosti CHPD v podobe

1. pravdepodobnosti najmenej jednej CHPD, kde V' je pocet zamietnutych pravdivych Hog
(family-wise error rate, FWER: met6dy napr. Fisher (1935) LSD, Tukey (1949, 1953, 1991) HSD,
Scheffe (1953), Bonferroni (1936), Sidak (1967), Holm (1979), Hochberg (1988)); FWER = Pr(V >
1); FWER adjustované (upravené) p-hodnoty si definované nasledovne

pr = inf {« : Ho zamietame na FWER = a};

2. otakavanej hodnoty podielu CHPD medzi zamietnutymi hypotézami, FDR = E[V/R],
ak R > 0 alebo 0, ak R = 0, kde R je pocet zamietnutych pravdivych a nepravdivych Hy,
FDP = V/R (false dicovery rate, FDR, false discovery proportion, FDP: metédy napr. Benjamini
a Hochberg (1995), Benjamini a Yekutieli (2001)); FDR adjustované p-hodnoty st definované
nasledovne

pr. = inf {a : Hoy zamietame na FDR = a};

Kontrola FWER a FDR znamend nasledovné: FWER < a a Pr(FDP > ) < «, kde v, € (0,1).
Rovnako je mo7né zovieobecnif aj silu testu (pozri napr. Dudoit a van der Laan, 2008).

Aby bolo mozné robit simultdnnu inferenciu, je potrebné modifikovat kritickd hodnotu #,_ s(a/2)
rozdelenia Fisherovej LSD statistiky pomocou substitiicie a/2 pouzitim jedno- a viackrokovych metdd.
(Jednokrokova) Bonferroniho, resp. Siddkova metdda si zalozené na principe zmensenia argu-
mentu «/2 kritickej hodnoty t-rozdelenia s n — J stupiiami volnosti (obojstranny test) na zaklade
Bonferroniho, resp. Siddkovej nerovnosti, Pr (UﬁzlAk) < 22:1 Pr(Ag), Pr (UZZIA;C) <1 - a, resp.
Pr(Nf_ Ag) > szl Pr(Ay),Pr(ni_;Ax) > 1 — a, na a/(2h), resp. 1 — (1 — a/2)1/h, kde Ay je
najakd udalost. Bonferroniho metéda je konzervativnejsia ako Sidékova (vedie ku mensiemu poctu
zamietnuti, t.j. kritické hodnoty su vigsie), lebo plati (1 — a)l/h < 1— a/h pre vietky a > 0,h > 1,
teda t,,_y(a/h) > t,_ (1 — (1 — a)'/"). Rozdiel je ale zanedbatelny. V stvislosti s kontrolon FWER
a adjustovanymi p-hodnotami plati pre Bonferroniho nerovnost

FWER = Pr(V > 0) = Pr (Uﬁzl (ﬁk < a)) < ﬁpr (ﬁk < a) < ::z - ho% <a
a pre Siddkovu nerovnost
G RIGED) B I
_ ﬁ Pr(Pez1-(1-a)/")=1-(1-a)y",

z ktorej vyplyva, ze FWER =Pr(V >0)=1—-Pr(V =0) = (1 - a)ho/h <o

Ak pouzijeme vyssie uvedené postupy na h parovych porovnani, potom pravdepodobnost, Ze aspoii
raz chybne zamietneme jednu z rovnosti p; = puj;, ktord plati, nie je vicsia ako a. Ak ide o vyvazené
triedenie, kde ny = ny = ... = ny, potom je tato pravdepodobnost presne rovnd a. T.j. ak st vietky
hypotézy pravdivé, pravdepodobnost identifikicie, Ze niektord z nich je nepravdiva, nie je viac ako a,
pretoze a je pravdepodobnost zamietnutia ANOVA F-testu. Taktiez ANOVA F-test je test vietkych
agu =0,k=1,2,...,h, aak je tento test zamietnuty, este nemusi nastat’ situdcia, Ze niektord z vyssie
spomenutych metéd nezamietne nejakd hypotézu. Prave pre tiito vlastnost je experimentdlna chyba
mensia ako a. Ale ak ANOVA F-test zamieta nulovi hypotézu, potom Scheffeho metéda bude zamietat
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Hj aspon pre jeden kontrast.

Nech SS (afp) = (ijlakjgj_ - Z}]:1 akjllj>2/ (ijlaij/nj). LSD metéda je silnejsia ako
Scheffeho metdda. Scheffeho metéda zamieta Hy, ak SS (af p) /M S > hFy 4. (a), LSD metéda za-
mieta Ho, ak SS (af p) /MSe > Fy g, (a). NavySe plati, ze hFy, g5, () > Fi g5, ().

Ak Hy zamietneme ANOVA F-testom, potom je LSD metoda silnejsia ako Siddkova a Bonferroniho
metéda, pretoze Fy g, (/h) > Fi 4. (1 — (1 — a)/?) > Fy 4. («). Bonferroniho metéda je dizajno-

vand na koneéné mnozstvo hypotéz, a teda nie je prekvapujice, zZe je silnejsia ako Scheffeho metdda
pre testovanie h hypotéz, ak h nie je priliz velké.

Priklad 255 (Studentov t-test vs. Tukeyho LSD metdda) Pomocou simulacnej Studie, vygene-
rujte M = 10000 ndhodngch vijberov z N(0,1) pre n = 24, J = 6, vypocitajte t-Statistiky (1) Fisherove
Trspm,j, m=1,2,...,M, j =1,2,...,4, a (2) mazimum Fisherovych Statistik maxv;(TrsD,m.;)
éo je Tukeyho Statistika Trspm. Nakreslite hustoty (1) a (2), odhadnuté pomocou funkcie density(),
do jedného obrazka spolu s ich koreSpondujucimi kvantilms.

Riesenie v ® (pozri obrdzok 8.5)

1380 | x <— factor(rep(LETTERS[1:6],rep(4,6)))

1381 n <— 24

1382 J<-6

1383 alfa <— 0.05

1384 | model.sim <— summary (Im(rnorm(24)~x))

1385 | model.sim$coef[,1] # regresne koeficienty

1386 |#(Intercept) xB xC xD xE xF
1387 |# —0.1517165 0.4501536 0.1832767 0.1540238 0.2710701 —0.1914448
1388 | model.sim$sig # 1.063496 odmocnina z MSe

1389 | model.sim$coef[2,1]*sqrt(2)/model.sim$sig # 0.9493587; t—statistika pre A a B
1390 kvantil .t <— qt(l—alfa/2,n—J) # 2.100922; kvantil t—rozdelenia

1391 |# rozsah t—statistik

1392 | rozsah.t.stat <— range(c(0,model.sim$coef[—1,1])) # —0.1914448 0.4501536
1393 |# maximum t—statistik

1394 | (rozsah.t.stat[2]—rozsah.t.stat[1])xsqrt(2)/model.sim$sig # 0.8531835
1395 |# simulacia pre M=1000

1396 |M <— 1000

1397 | TESTSTAT <— matrix (0,M,2)

1398 | for (i in 1:M){

1399 | model.sim <— summary(Im(rnorm(24)~x))

1400 | TESTSTAT[i,1] <— abs(model.sim$coef[2,1]*sqrt(2)/model.sim$sig)

1401 rozsah.t.stat <— range(c(0,model.sim$coef[—1,1]))

1402 | TESTSTAT[i,2] <— (rozsah.t.stat[2]—rozsah.t.stat[1])*sqrt(2)/model.sim$sig
1403
1404 |# podiel signifikantnych t—statistik , porovnanie A a B

1405 | sum(TESTSTAT[,1] > kvantil .t)/M # 0.05

1406 |# podiel signifikantnych max t—statistik

1407 | sum(TESTSTAT[,2] > kvantil .t)/M # 0.315

1408 |# kriticka hodnota nad ktorou uz zamietame

1409 | quantile (TESTSTAT[,2],1 —alfa) # 3.158423

1410 |# kvantil studentizovaneho rozpatia

1411 kvantil.qt <— qtukey(l—alfa ,J,n—J)/sqrt(2) # 3.178035

1412 |# obrazok

1413 | windows (5,5)

1414 | par(mar=c(4.5,4.5,1,1))

1415 | hust.max <— density (TESTSTAT[,2],from=0,to=5)

1416 | hust .AB <— density (TESTSTAT[,1],from=0,to=5)

1417 matplot (hust .ABS$x, cbind (hust .max$y, hust .ABSy) ,type="1",lwd=2,

1418 xlab="t—statistiky” ,ylab="hustota” ,cex.lab=1.2)

1419 | abline (h=0,col="grey")

1420 | abline (v=kvantil.t, Ity=2,lwd=2)

1421 abline (v=kvantil.qt,lwd=2)

1422 | legend (" topright” ,c("LSD" ,"HSD" ), col=c("red” ,” black”), Ity=c(2,1),lwd=c(2,2))

Porovnanie LSD a HSD metédy pomocou simuldcie 1000 ndhodnych vyberov z N(0,1), kde n =
24, J = 6, ukazuje, ze pouzitie LSD vedie ku zvyseniu Pr(CHPD) az na arsp = 0.32 > « bez pouzitia
ANOVA F-testu (pozri obrédzok 8.5), t.j. pouzitie kritickych hodnét ¢,_j(«/2) namiesto qj,— (@)
pri teste maximalneho rozdielu strednych hodnét vedie ku 32% riziku zamietnutia Hg, ked Hy plati.

Vseobecne LSD je metéda silnejiia ako ostatné metédy na detekciu pravdivych alp # alp,, ale
ak nastane al p = al p, potom je vyssia Pr(CHPD), ako pri inych metédach, t.j. pravdepodobnost,
ze takito hypotézu identifikujeme ako rozdielnu od nuly.

Cfm je mensia hodnost (dimenzia) h podpriestoru koneéného poétu hypotéz, tym je vicsia sila
Scheffeho testu. Majme dva podpriestory, jeden s dimenziou h 4 a druhy s dimenziou hp, kde ha > hp.
Je garantované, ze experimentdlna chyba nepresiahne «. Silnejsia procedira je td, ktora pravdivo
zamieta CastejSie. Na zdklade Scheffeho metédy zamietame v prvom pripade, ak SS (a{u) JMSe >

haFy, a4, (@) a v druhom pripade, ak SS (afu) /MS. > hpF, 4. (o). Kedze ha > hp, potom
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Obr. 8.5: Odhadnuté hustoty vybranych t-Statistik 77, s p (pre rozdiel populdcii A a B) a maximdlnych ¢-Statistik (Trsp)
spolu s korespondujicimi teoretickymi kritickymi hodnotami ¢,,_ ;(0.025), resp. a qj,,—7(0.05)

haFy, a5, (@) > hpFhy g, (o), teda ocakdvame viac zamietnuti v podpriestore s dimenziou hp a navyse
této procedira je silnejsia (Christensen, 2002). Jednou z vyhod Scheffeho metddy je, ze ide o mozny
test akejkol'vek hypotézy v podpriestore, mézeme sa pozriet do dat a vybrat Hy a test zostava validny.
Této metdda je najvhodnejsia na testovanie vybranych kontrastov, ale Pr(CHPD) je za platnosti Hy
vyrazne pod nominalnou «, sila testu je tiez dost nizka v porovnani s inymi metédami.

Vseobecne moZzeme pisat nasledovné

< AC))
2

hFh,dfe (Oé) > Fl,dfe (Oz/h) > Fl,dfe(l — (1 — Oé)l/h) > Flsdfa (a) s h > 17

z ¢oho vyplyva pre silu nasledovné
(1 =Bsp > (1 = Busp > (1 = Bgiqar > (1 — B)Bonferroni > (1 — B)schetre
a pre Pr(CHPD)
Pr(CHPDysp) > Pr(CHPD)usp > Pr(CHPDg,y4,.) > Pr(CHPD ponerroni) > Pr(CHPDsehetre),

pricom sa rozdiely zvi&suju so zvicsujicim sa J (pozri obrdzok 8.6).

Tukeyho HSD nie je natolko ovplyvnend malym rozsahom n pri velkych J ako Bonferroniho a Sidékova
metdda. Pouzitie Scheffeho metédy nie je pri takejto situdcii vhodné (kritické hodnoty si priliz vy-
soké, pozri obrézok 8.6, prvy riadok). Pri fixnom poéte pozorovani n je sila vietkych metdd pri danej
alternative vyssia pri nizéom J (pozri obrdzok 8.1).

Dalsou skupinou metéd st sekvenéne zamietajice (viackrokové) metédy zalozené na Bonfer-
roniho a Sidékovom principe. Hlavnym principom je zoradenie p-hodnét do neklesajiicej postupnosti
vypocitanych na zaklade napr. Trsp, kde P1) <pe) < S Py Dalej nech a; < as <... < ap st
konstanty a k =1,2,...,h.

Ak zamietanie prebieha nasledovne — ak p(;y > ai, potom nezamietame ziadnu Hy, inak p;) <

at, . Py < ap a Hyay, .o Hogry st zamietnuté, kde r < h je najvicsi index spiﬁajﬁci nerovnost —
hovorime o step-down procedire (za¢iname s najmensou p-hodnotou a pokra¢ujeme zamietanim,
pokial sti korespondujice p-hodnoty malé¢). Holm (1979) navrhol na zéklade Bonferroniho principu
tzv. Holm-Bonferroniho aj, = a/(h — k + 1) a Dudoit a van der Laan (2008) navrhli na zdklade
Sidékovho principu tzv. Holm-Siddkove a; =1 — (1 — oz)lﬂh*kﬂ),

Ak zamietanie prebieha nasledovne — ak p) < ap, potom zamietame vsetky Ho, inak py >
Q1.5 Pr41) > Qpp1 @ Hoy, - .- Horg1) nie st zamietnuté, kde r je najmensi index spfﬁajﬁci ne-
rovnost — hovorfme o step-up procedire (zaé¢iname s najviésou p-hodnotou a pokraéujeme neza-

241



8.1 KAPITOLA 8. TESTOVANIE HYPOTEZ O VIACERYCH PARAMETROCH

8 4 8 8
& « S —— Scheffe
--- Bonferroni
Tukey HSD
3 | g 2 Fisher LSD
2 = -
o o o
c < c
3 3 8
£ g | £ g | < 8 |
Q - (] - (0] -
2 2 2
8 ] 2
= £ £
o | 2 2
3 3 3
-
o RO teirded sl RS o ERRE R P O Tt o J e
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 40 50 60 70 80 20 100
n (J=5) n (J=7) n (J=10)
I 0 0
8 4 8 4 8 4 " :
= S S —— Bonferroni S
\ ' S
_ i _ S . --- Holm ST
B ' B 2 i B3 < Benjamini-Hochberg :
e g ] 2 27 S 2 27 Benjamini-Yekutieli :
£ ' £ ' £ '
g ! g ' 2 ;
0 0 : 0
S 54 ! S ! S 5 |
s 3 ; z 3 ; ! 5 ° !
£ : £ : £
g e g e : ! g e
£ 37 ' £ 37 : ! £ 3
o © ) o © ; ! o ©
c I c / c
8 ' g8 5 8 -
o 84 & 84 5 27 -
s s g o K e g e -
o o | femefetl o . T ---
8 + 8 + S ] =
S T T T T T S T T T T T S T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
k (J=5) k (J=7) k (J=10)

Obr. 8.6: Kritické hodnoty — Scheffeho hF}, 4f, (), Bonferroniho Fy 4, (a/h), Tukeyho HSD q?}’ni‘](a) a Fisherove
LSD Fy g4, (o), J = 5,7,10, pre rézne n < 100, kde n — J > 0 (prvy riadok); upravené hladiny vyznamnosti
ay, — Bonferroniho ay = a/h, Holmove a), = a/(h — k + 1), Benjamini-Hochbergove o = ka/h, Benjamini-
Yekutieliho o, = ka/(h E;;l 1/1), J =5,7,10, pre vzrastajice k = 1,2,..., h (druhy riadok)

mietanim pokial si korespondujiice p-hodnoty velké). Hochberg (1988) navrhol na zdklade Bonferro-
niho metédy tzv. Hochberg-Bonferroniho ay = «o/(h — k + 1), na zdklade Siddkovho principu

tzv. Hochberg-Siddkove a; = 1 — (1 fa)l/(h7k+l), Benjamini a Hochberg (1995) navrhli tzv.
Benjamini-Hochbergove aj, = ka/h, Benjamini a Yekutieli (2001) navrhli tzv. Benjamini-Yeku-
tieliho ay, = ka/(h Z;Lzl 1/1). Konstanty oy pre k = 1 a k = h st pre prvé dve metédy rovnaké, ale pre
k # 1,h > 0, Benjamini-Hochbergove «j st vécsie, ¢o indikuje Castejsie zamietanie. So zvascéujicim
sa po¢tom porovnavanych skupin sa sklon priamky, prechddzajicej bodmi (k, ) Benjamini-Hoch-
bergovych ay, zmensuje. Hochberg-Bonferroniho (Holm-Bonferroniho) ay sa so zvysujicim sa J pri-
blizuji hodnote ay jednokrokovej Bonferroniho metédy s vynimkou vysokych indexov k, ¢o hovori
o liberdlnosti (vedie ku vécésiemu poctu zamietnuti, t.j. kritické hodnoty st mensie), podobne ako aj
jednokrokovd Bonferroniho metéda (pozri obrdzok 8.6, druhy riadok). Benjamini-Yekutieliho oy boli
navrhnuté pre pripady zavislosti testovacich Statistik, ¢o je ¢asty pripad pri aplikdcii mnohondsobného
porovnavania pri mnohorozmernych (h-rozmernych) problémoch napr. v genetike (zévislost porovnéva-
nych génov) a antropoldgii (asymetria dlhych kost{), kde pri dvojvyberovom alebo parovom pripade
aplikujeme najprv Hotellingov T2-test a potom h post-hoc dvojvyberovych Studentovych t-testov
pre rozdiel strednych hodnoét, pri viacvyberovom pripade najprv MANOVA F-test a potom h post-hoc
ANOVA F-testov s prislugnou korekciou oy, podla vyberu metddy.

Adjustované hladiny vyznamnosti) oy st definované nasledovne

e Bonferroniho oy = a/h,
e Siddkove ap =1 — (1 —a)'/",

e Holm-Bonferroniho step-down ay = a/(h — k + 1),
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e Holm-Sidékove step-down ag, =1 — (1 — a)1/<h_k+1>,

e Hochberg-Bonferroniho step-up o = a/(h — k + 1),
e Hochberg-Siddkove step-up ag, =1 — (1 — a)1/<h_k+1>,

e Benjamini-Hochbergove step-up ay = ka/h,

e Benjamini-Yekutieliho step-up o = ka/(h Zlh=1 1/1).

Argument «/2 kritickej hodnoty ¢,_;(«/2) sa substituuje ay. Potom budi Waldove simultidnne
100 x (1 — @)% empirické intervaly spolahlivosti Fisherovho typu definované nasledovne

(878t () /3207 (XTX) 0,07+ )20 (XTX) Ta )

Adjustované p-hodnoty p; si definované nasledovne (Yekutieli a Benjamini, 1999)

e Bonferroniho p; = min {hpg, 1},

e Siddkove pp =1 — (1 — pk)h,

e Holm-Bonferroniho step-down p(;) = maxg—1,...j {min {(h —k + 1)pau,1}},
e Holm-Sidékove step-down D) = MaXp=1,...,j {(1 -(1- p(k))h_k+1},

e Hochberg-Bonferroniho step-up p(jy = ming—j, .. » {min {(h —k+ 1puy, 1}},

o Hochberg-Sidékove step-up P(j) = Milg—j, x {(1 — (1 — p(k))h_k+1},

e Benjamini-Hochbergove step-up p(;) = ming—;, {min {%p(k)7 1}}7

Beniamini-Yekutielih ~ . . R/ 1
e Benjamini-Yekutieliho step-up p(;y = ming=j, . p {min § —===—"—p,), .

Metddy kontrolujice FWER s konzervativnejsie, metédy kontrolujice FDR su liberdlnejsie (Shaf-
fer, 1995). Viackrokové metédy st menej konzervativne nez jednokrokové. Teda pri fixovanej no-
minalnej o pouzitie FDR metdd vedie ku vyssej sile post-hoc testov pri danej alternative. FDR je
slubnou alternativou ku FWER, aj napriek vysSiemu poé¢tu CHPD, pokial’ ich poécet je maly v porov-
nan{ so vietkymi zamietnutymi hypotézami (pozri napr. Dudoit a van der Laan, 2008). Pri malom
pocte porovnavanych strednych hodnét (a teda malom pocte post-hoc testov) je vhodné pouzit napr.
Bonferroniho metédu alebo Tukey HSD test. Pri velkom poéte porovnavanych strednych hodnot je
vhodnejgie pouzit sekvenéné metédy. Pri mnohorozmernych problémoch je vhodné pouzit metédu
Benjamini a Yekutieli (2001).

Mnohondsobné porovnavania v ®

Na Tukeyho HSD metédu pouzijeme funkciu TukeyHSD(aov(),ordered=FALSE), kde argument orde-
red ponechd povodné poradie hypotéz Hgy. Vystupom je tabulka obsahujiica odhady rozdielov stred-
nych hodnét g;. — 7., dolné a horné hranice Waldovych simultdnnych 100 x (1 — )% empirickych IS
Tukeyho typu a adjustované p-hodnoty py. Na jednokrokové a viackrokové metddy (vypocet adjusto-
vanych p-hodndt) pouzijeme funkciu pairwise.t.test(y,x,p.adjust="metoda" ,pool.sd=TRUE), kde argu-
ment pool.sd=TRUE predstavuje pouZitie 52 a argument p.adjust="metoda” $pecifikuje metédu nasle-
dovne

1. Bonferroniho p.adjust=""bonferroni",
2. Holm-Bonferroniho p.adjust="holm",

3. Hochberg-Bonferroniho p.adjust="hochberg",
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4. Benjamini-Hochbergove p.adjust="BH" a

5. Benjamini-Yekutieliho p.adjust="BY".

Funkcia Im() mé prednastavené kontrasty parovych porovnani s prvou populdciou, o; —aq, kde J > 1,
kedy pouzijeme vstupné argumenty y a x. Pokial by sme chceli testovat nulovost jednotlivych ay,
pouZijeme vstupné argumenty y-mean(y) a x-1 (argument x-1 znamend model bez interceptu pu).

Minimdlny rozsah K moZeme pocitat aj na zaklade post-hoc testov, kde pouZijeme koeficient
necentrality definovany na zdklade (1) A = 1/(J — 1)03/(02/K) alebo (2) A = |§|/+/202/K. Potom

1. Fisherova LSD metdda, kde minimalny rozsah bude rieSenim itera¢nych rovnic

Fy -2 (B) = Fi k-1 — o),
2. Tukeyho HSD metdda, kde minimalny rozsah bude rieSenim iteraénych rovnic

_ q?],J(K—l)(l —a)

Fi jx—1),22(08) 5 )

3. Siddkova metéda, kde minimélny rozsah bude riesenim iteraénych rovnic
Fryr-102(8) = Pry-n((1 = a)t/"),
4. Bonferroniho metéda, kde minimélny rozsah bude riesenim itera¢nych rovnic
Fiyx—py 2 (B8) = F1 k-1 (1 —a/h),
5. Scheffeho metdda, kde minimalny rozsah bude riesenim itera¢nych rovnic

Fijx—nyp(B) = = DF;_1 jix—1)(1 — a),

Priklad 256 (minimdlny rozsah; post-hoc testy) Majme styri populdcie, ktorych stredné hodnoty
st g1 = 390, po = 405, uz = 415 a ps = 410. Predpokladajme, Ze X ~ N(uj, 02). Vypoéitajte
minimdlny rozsah K, ak o2 = 20% a o = 0.05, pouzitim (1) Fisherovej LSD metddy, (2) Tukeyho
HSD metddy, (3) Siddkovej metddy, (4) Bonferroniho metddy a (5) Scheffeho metddy. Visledky po-
rovnajte s K wvypocitangm v priklade 250. Funkcie nazvite nasledovne (1) minimalny.rozsah.Fisher(),
(2) minimalny.rozsah. Tukey(), (3) minimalny.rozsah.Sidak(), (4) minimalny.rozsah.Bonferroni() a (5) mi-
nimalny.rozsah.Scheffe().

RieSenie

(1) Fisherova LSD metéda — minimélny rozsah K =10 an = K.J = 40.
2) Tukeyho HSD metéda — minimdlny rozsah K =15 a n = KJ = 60.
3) Siddkova metéda — minimalny rozsah K = 15 a n = K.J = 60.

4) Bonferroniho metéda — minimalny rozsah K =15 a n = KJ = 60.
5) Scheffeho metéda — minimalny rozsah K =16 an = KJ = 64.

Porovnanim vsetkych pouzitych metdd dostaneme nasledovné poradie minimalnych rozsahov

NLSD < MHSD = N&jqsk — "Bonferroni < NScheffe-

Vztahy medzi n koresponduju poradiu kritickych hodnét. Vypocet je ovplyvneny malymi rozsahmi K,
zaokrtthlovanim n na nula desatinnych miest a volbou h pri Bonferroniho a Siddkovej metéde. Toho
désledkom st aj odlisné hodnoty sily, ktora pre dané n pri réznych metédach prvykrat prekro¢i hranicu
0.8.
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Tabulka 8.2: Koncentracia stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch
A1) B2 CB) DH EEB

28.2 39.6 46.3 41.0 56.3
33.2 40.8 42.1 44.1 54.1
36.4 37.9 43.5 46.4 59.4
34.6 37.1 48.8 40.2 62.7
29.1 43.6 43.7 38.6 60.0
31.0 42.4 40.1 36.3 57.3

RieSenie (aj v @®, pozri obrazok 8.7)

1423 |K <= 6

1424 | J <=5

1425 | VodCelk <— factor(rep(LETTERS[1:J],rep(K,J)))

1426 ConcStr.1 <— ¢(28.2,33.2,36.4,34.6,29.1,31.0)

1427 ConcStr.2 <— ¢(39.6,40.8,37.9,37.1,43.6,42.4)

1428 ConcStr.3 <— c(46.3,42.1,43.5,48.8,43.7,40.1)

1429 | ConcStr.4 <— c(41.0,44.1,46.4,40.2,38.6,36.3)

1430 ConcStr.5 <— ¢(56.3,54.1,59.4,62.7,60.0,57.3

1431 | ConcStr <— c(ConcStr.1,ConcStr.2, ConcStr.3, ConcStr.4, ConcStr.5)

1432 | mean(ConcStr) # 43.16

1433 | PRIEM. ConcStr <— tapply (ConcStr,VodCelk , mean)

1434 | round (PRIEM. ConcStr ,2)

1435 | # A B C D E

1436 |#32.08 40.23 44.08 41.10 58.30

1437 | PRIEM.str <— tapply (ConcStr—mean(ConcStr),VodCelk , mean)

1438 round (PRIEM. str ,2)

1439 |# A B c D E

1440 |# —11.08 —2.93 0.92 —2.06 15.14

1441 |# obrazok — model FHO a FH1

1442 | windows (10,5)

1443 | par(mfcol=c(1,2) ,mar=c(5,4.5,1,1))

1444 | plot (1:30,ConcStr, type="n" ,ylab="Sr.(mg/ml)" ,xlab="poradie”,

1445 sub="nulovy .ANOVA.model" ,cex.lab=1.2)

1446 | for(i in 1:30) lines(c(i,i),c(mean(ConcStr),ConcStr[i]), col="grey" Iwd=2)
1447 | abline (mean(ConcStr) ,0,lwd=2)

1448 points (1:30, ConcStr, pch=16)

1449 plot (1:30, ConcStr, type="n",ylab="Sr._(mg/ml)" ,xlab="poradie”,

1450 sub="ANOVA_model” ,cex.lab=1.2)

1451 | for(i in 1:6) lines(c(i,i),c(PRIEM.ConcStr[1],ConcStr[i]), col="grey" 6 Iwd=2)
1452 | for (i in 7:12) lines(c(i,i),c(PRIEM.ConcStr[2],ConcStr[i]),col="grey" K Iwd=2)
1453 | for(i in 13:18) lines(c(i,i),c(PRIEM.ConcStr[3],ConcStr[i]),col="grey" lwd=2)
1454 | for (i in 19:24) lines(c(i,i),c(PRIEM.ConcStr[4],ConcStr[i]),col="grey" lwd=2)
1455 | for(i in 25:30) lines(c(i,i),c(PRIEM.ConcStr[5],ConcStr[i]),col="grey" lwd=2)
1456 | lines (c(1,6),c(PRIEM.ConcStr[1],PRIEM. ConcStr[1]) ,Iwd=2)

1457 | lines (c(7,12),c(PRIEM. ConcStr[2] ,PRIEM. ConcStr[2]) ,lwd=2)

1458 | lines (c(13,18) ,c(PRIEM. ConcStr[3],PRIEM. ConcStr[3]) ,lwd=2)

1459 | lines (c(19,24) ,c(PRIEM. ConcStr[4] ,PRIEM. ConcStr[4]) ,lwd=2)

1460 | lines (c(25,30) ,c(PRIEM. ConcStr[5] ,PRIEM. ConcStr[5]) ,lwd=2)

1461 points (1:30, ConcStr, pch=16)

1462
1463 | StrMODO01 <— aov(ConcStr~VodCelk)

1464 | summary (StrMODO1) # ANOVA tabulka

1465 | oneway.test(ConcStr™VodCelk,var.equal=TRUE) # vysledky ANOVA F—testu
1466 | StrMOD02 <— Im(ConcStr~VodCelk)

1467 | summary (StrMOD02) # vysledky ANOVA F—testu

1468 | anova(StrMODO02) # ANOVA tabulka

1469 | StrMODO03 <— Im(ConcStr—mean(ConcStr)~VodCelk —1)

1470 | summary (StrMODO03)$coef # efekty faktora VodCelk

1471 | sqrt ((summary (StrMODO03)$sig)"2/K) # 1.275748; odmocnina z (MSe/K)
1472 | anova (StrMODO03) # ANOVA tabulka

1473
1474 |# Tukeyho HSD metoda pre vybrany kontrast B-A
1475 | lambda.AB <— ¢(—1,1,0,0,0)
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1476 citatel .AB <— sum(lambda.AB*PRIEM. ConcStr) # 8.15

1477 | sigmasq.e.hat <— (summary(StrMODO03)$sig)"2 # 9.7652

1478 | menovatel .AB <— sqrt(sigmasq.e.hat/2xsum(lambda .AB"2/K)) # 1.275748
1479 | t.LSD.AB <— citatel .AB/menovatel .AB # 6.388408

1480 | qtukey (0.95,J KxJ—J) # 4.153363

1481 | p.hodn <— 1—ptukey (t.LSD.AB,J KxJ—J) # 0.001129311

1482 | IS.AB <— citatel .AB+c(—1,1)*qtukey(0.95,J ,KxJ—J)«menovatel .AB

1483 |# 2.851355 13.448645

1484 | mp. Tukey <— TukeyHSD (aov(ConcStr~VodCelk), ordered=FALSE) # tab. 41
1485 |# graficke znazornenie simultannuch IS

1486 IS . Tukey <— mp.Tukey$VodCelk[,62:3]

1487 | mu.a.hat <— mp.Tukey$VodCelk[, 1]

1488 range.x <— range(IS.Tukey)

1489 | h <= Jx(J—1)/2

1490 | windows (5,5)

1491 | par(mar=c(5,4.5,1,1))

1492 plot (mu.a.hat ,1:h, type="n" ,xlab="Sr_(mg/ml)"  ylab=
1493 xlim=range .x, bty="n" , axes=FALSE, cex.lab=1.2)
1494 | abline (v=0,Ity=2)

1495 | for (j in 1:h) abline(h=j, col="gray")

1496 | for (j in 1:h) arrows(mu.a.hat[h—j+1],j,1S.Tukey[h—j+1,1],j,length=0.05,angle=90,Iwd=2)
1497 | for (j in 1:h) arrows(mu.a.hat[h—j+1],j,1S.Tukey[h—j+1,2],j,length=0.05,angle=90,Iwd=2)
1498 points(rev(mu.a.hat) ,1:h, pch=16)

1499 | axis (1)

1500 | axis(2,labels=rownames(mp. Tukey$VodCelk) , at=h:1,las=2)

1501 | box ()

1502
1503 |+# parove porovnavania

1504 | mp.Bonf <— pairwise.t.test(ConcStr,VodCelk,p.adjust="bonferroni” , pool.sd=TRUE)
1505 | mp.Holm <— pairwise.t.test(ConcStr,VodCelk,p.adjus holm” , pool . sd=TRUE)

1506 | mp.Hoch <— pairwise.t.test(ConcStr,VodCelk,p.adjus hochberg” , pool. sd=TRUE)
1507 | mp.BH <— pairwise.t.test(ConcStr,VodCelk,p.adjust H" , pool . sd=TRUE)

1508 | mp.BY <— pairwise.t.test(ConcStr,VodCelk,p.adjust="BY" , pool.sd=TRUE)

1509 |[mp.all <— cbind(mp. Tukey$VodCelk[,4],

,sub="Waldove_.simultanne._.95%.empiricke_.1S._.Tukeyho_typu” ,

1510 na.omit(c(mp.Bonf$p.value)), na.omit(c(mp.Holm$p.value)),
1511 na.omit(c(mp.Hoch$p.value)), na.omit(c(mp.BH$p.value)),
1512 na.omit(c(mp.BY$p.value)))

1513 | rownames(mp. all) <— rownames(mp. Tukey$VodCelk)
1514 | colnames(mp. all) <— c(” Tukey_HSD" ,” Bonferroni”
1515 | round(mp.all ,10) # tab. 42

1516
1517 |# Scheffeho metoda

1518 |lambda.l <— ¢(0,1/3,1/3,1/3,—1)

1519 | citatel.l <— sum(lambda.1%PRIEM. ConcStr) # —16.49444

1520 | sigmasq.e.hat <— (summary(StrMODO03)$sig)"2 # 9.7652

1521 menovatel.1 <— sqrt(sigmasq.e.hatssum(lambda.1"2/K)) # 1.473107
1522 | S1 <— abs(citatel.l)/menovatel.1 # 11.19704

1523 | qf(0.95,J—1KxJ—J) # 2.75871

1524 krit.hodn <— sqrt((J—1)xqf(0.95,J—1KxJ—J)) # 3.321873

1525 | F.stat <— citatel.1"2/((J—1)*menovatel.1"2) # 31.34345

1526 | p.hodn <— 1—pf(S1,J—1KxJ—J) # 2.411503e—05

,"Holm” ," Hochberg” ,” Benjamini—Hochberg” ," Benjamini—Yekutieli")

L] L]
3 o ? 8 1 o|?
. L]

w0 * [Ted ¢

© 7 . w7 .
P 3 1 —~ 3 1
i ? £ 1
> . . > ? *

o _| o
% - e | ole o £ = ¢« Te e ¢

® o A ® e

(2] (2]

g | ! ° ° L) . g _ é [ ] 1S ._.

L] o L] .
- . * . ° . M .
® 7 . ® 7 L]
L] .
o ° o *
® 7 . ® 7 )
. L]
T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
poradie poradie
nulovy ANOVA model ANOVA model

Obr. 8.7: Rozptylové grafy ANOVA modelov — Fp, (vlavo) a Fp, (vpravo)

Celkovy aritmeticky priemer je rovny y = 43.16. Aritmetické priemery koncentracii Sr v jednotlivych
vodnych celkoch st nasledovné: §;. = 32.08, 7, = 40.23, ;. = 44.08, 7,. = 41.10 a F5. = 58.30, pre
n; =6, j=1,2,...,6. Centrované aritmetické priemery si rovné — y,. —y = —11.08, y,. =y = —2.93,
Ys. —y =092,y — 7 = —2.06 a y5. —y = 15.14. Pre aritmetické priemery plati ¥;. < ¥, < 7y, <
Ys. < Js.. ANOVA tabulka je nasledovnd
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zdroj variability = suma Stvorcov df priemerné stvorce
medzi stbormi  SSaops = 2193.442  J—1=4  MS gps = 548.361
vnutri siborov  SS, ops = 244.130 n—J=25 MS. s =9.765
celkovo SSr.obs =2437.572 n—-1=29

Z ANOVA tabulky vypoéitame Fy = 56.2, ¢o je vicsie ako Fy_1 g (o) = Fy05(0.05) = 2.76 (p-
hodnota < 0.05), t.j. Hy zamietame na o = 0.05. Dalej sme zistili (Tukeyho HSD metédou), Ze
11 # po = g = pg # ps (pozri tabulku 8.3 a 8.4 a graf 8.8).

B-A - F——
c-A —
D-A | b———
E-A e
c-B I——O—I
D-B 4 —te—i
E-B : —
D-C - »—-——4
E-C ——i
E-D | : ——t
1 T T T
0 10 20 30
Sr (mg/ml)

Waldove simultanne 95% empiricke IS Tukeyho typu

Obr. 8.8: Waldove simultdnne 95% empirické IS Tukeyho typu pre rozdiely strednych hodnot

Tabulka 8.3: Vysledky Tukey HSD metédy — rozdiely aritmetickych priemerov ;. —Y;., dolnd a hornd hranica Waldovych
simultannych 95% empirickych IS Tukeyho typu pre p; — pj (DH a HH), adjustované p-hodnoty pj

y. -y, DH HH B
B-A 8.15 2.85 13.45 0.00112931
C-A 12.00 6.70 17.30 0.00000534
D-A 9.02 3.72  14.32 0.00033392
E-A 26.22 20.92 31.52 <0.00000001
C-B 3.85 —1.45 9.15 0.23762175
D-B 0.87 -4.43 6.17 0.98848032
E-B 18.07 12.77 23.37 <0.00000001
D-C -2.98 —-8.28 2.32 0.47910996
E-C 14.22 8.92 19.52 0.00000029
E-D 17.20 11.90 22.50 0.00000001

Po nséhlade na déta pouZijeme nasledovné tri vektory kontrastov aj, nim prislichajice odhady
efektov aj fi = Z}'le akj¥;., ich rozptyly s?al (X"X) ta, = s* Z;Zl aij /n; a Scheffeho testovacie

statistiky /(J — 1)F = |al | /\/s?al (XTX)'ay, , kde k =1,2 a 3:

ea; = (01,1, -7, aln = -9.7, s2al (XTX)'a; = 1472, V4F = 11.20,
eay=(1,-%,-1,-%,07, aln = —16.5, s?al (XTX)lay = 1.47%, VAF = 6.60,

eas=(3,—% —3,—3,3) 7, aj i = 3.4, s’a] (XTX)'ag = 1.16%, V4F =2.93.

Scheffeho kritickd hodnota je rovna \/ — 1) Fy_1n-g( \/4F4 25 (0.05) = 3.32. Potom Hyy, :
ak pn =0 oproti Hyy : ak, p # 0 zamietame, ak k =1,2,a nezamletame, ak k= 3.
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Tabulka 8.4: Adjustované p-hodnoty pre Tukeyho HSD (THSD) metédu, Bonferroniho (B) metédu, Holm-Bonferroniho
metédu (HB step-down), Hochberg-Bonferroniho metédu (HB step-up), Benjamini-Hochbergovu (BH)
metédu a Benjamini-Yekutieliho (BY) metédu

THSD B HB step-down HB step-up BH BY
B-A 0.00112931 0.00130222 0.00052089 0.00052089 0.00018603 0.00054488
C-A 0.00000534 0.00000572 0.00000343 0.00000343 0.00000114 0.00000335
D-A 0.00033392 0.00037498 0.00018749 0.00018749 0.00006250 0.00018305
E-A | <0.00000001  <0.00000001 <0.00000001  <0.00000001  <0.00000001  <0.00000001
C-B 0.23762175 0.42841263 0.12852379 0.12852379 0.05355158 0.15685087
D-B 0.98848032 1.00000000 0.63514400 0.63514400 0.63514400 1.00000000
E-B | <0.00000001  <0.00000001 <0.00000001  <0.00000001  <0.00000001  <0.00000001
D-C 0.47910996 1.00000000 0.22143936 0.22143936 0.12302187 0.36032714
E-C 0.00000029 0.00000031 0.00000022 0.00000022 0.00000008 0.00000023
E-D 0.00000001 0.00000001 0.00000001 0.00000001  <0.00000001 0.00000001

8.1.3 Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri roznych rozptyloch

Nech in(uj,ajz-), kde existuje aspoil jedna dvojica i # j taka, ze o7 # O’JQ- a zaroven 012- su nezname.
Potom Fyy Statistika nemd F rozdelenie s J — 1 a n — J stupfiami volnosti a mus{ byt modifikovana
nasledovne

N2
o1 @ (Yj» -7 D
Fw = T () ~ Fj_1.df.,,
J=2 —h;
Al R S DY) Sy
W; = n;/s3, ﬁ]’ - %’ i=L2,....Jap= ?,(?‘]) = Z}]:l ﬁj?j” Pocet stupiiov volnosti
J?2 -1
dfy, = —————,
3ZJ (1-hy)
j=1 n;—1

¢o zaokrihlime na najblizsie nizsie celé ¢&islo, t.j. dfy, = |dfw,]. Fw sa nazyva Fisherova testova-
cia Statistika (alebo presnejsic Welchova ANOVA F-statistika) a test viacvyberovy F-test
s Welchovou aproximéciou stupfiov volnosti o rovnosti strednych hodnét ui,pus,...,u;
(alebo Welchov ANOVA F-test). Realiziciou Fyy je Fops a p-hodnota = Pr(Fy > Fous|Hp). Na
porovnanie ANOVA modelu pri roznych rozptyloch s ANOVA modelom pri rovnakych rozptyloch — s?

definujeme ako vézeny priemer vyberovych rozptylov S?, ji=1,2,...,J, teda
J J
§2 = Zj:l (nj —1) ‘;3 _ Zj:l (nj —1) 5?
= = .
Zj:l (n; —1) n—J

Potom Y; ~ N, (X8, %), kde 3; = chQ.In].an7 vektor chyb e; ~ Ny, (0, X;), vektor parametrov a ~
Ny (8, (XTE71X)™1), kde = = diag(0?,02,...,0%) a maximélne vierohodny odhad B vypocitame
pomocou zovSeobecnenej metédy najmensich stvorcov, t.j. 3 = (XTE_IX)_leE_lY.

Waldov 100 x (1 — «)% empiricky IS pre nejaki linedrnu kombindciu ijl a;p; (nazyvany
aj empiricky IS Fisherovho typu) ako

J
S a7, — tar, (@/2)
j=1

Waldove simultdnne 100 x (1 — )% empirické intervaly spolahlivosti Scheffeho typu definu-
jeme ako

(aTﬁ ~ U = D)Es_1 a7, (0)y/aT (XTS=1X) 10,2+ \ /(] — DFs_yap, (a)\/aT(XTS—lX)—la) :
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kde & = S = diag(s?, s3,...,s%). Waldove simultdnne 100 x (1 — @)% empirické intervaly
spolahlivosti Tukeyho typu definujeme ako

<aTﬁ ~ arap (e 3T (XTSX) o, T+ g5, () %aT<XTs—1X>—1a) .

Waldove simultdnne 100 x (1 — )% empirické intervaly spolahlivosti Fisherovho typu defi-
nované nasledovne

(aTﬁ — tap, () /aT (XTS=1X)~ta,a’ i + tgf, (o) aT(XTS—lX)—la) .

ANOVA model v ®

Funkciu oneway.test() je mozné pouzit aj v pripade, Ze rozptyly nie si rovnaké, ak nastavime argument
var.equal=FALSE.

Mnohondsobné porovnavania v ®

Na jednokrokové a viackrokové metédy (vypocet adjustovanych p-hodnét) pouzijeme podobne ako
predtym funkciu pairwise.t.test(y,x,p.adjust="metoda" ), avSak argument pool.sd=FALSE.

Priklad 258 (Tukeyho HSD metéda) Naprogramujte v @ Tukeyho HSD metédu za predpokladu
nerovnosti rozptylov.

Novorodenci muzského pohlavia maji systematicky o nie¢o vy&§iu pérodnt hmotnost nez novorodené
dieveata (259a, pozri graf 8.9; e.g. Kumar a kol., 2013). Sticasne existuji nezanedbatelné rozdiely
v rade znakov medzi strodencami narodenymi v réznom poradi. Napriklad prvorodeni chlapci aj
dievéatd maji v pupocnej krvi vyrazne vyssie hladiny pohlavnych horménov nez novorodenci narodent
vo vysSom poradi (Maccoby a kol., 1979). Co sa tyka pérodnej hmotnosti, prvorodeni mévaji o nie¢o
nizsiu pérodnt hmotnost nez druhorodeni. Rozdiely medzi pohlaviami sa vysvetluji specifickymi fak-
tormi z pohlavnych chromozémov a odlisnymi hladinami pohlavnych horménov, ktoré ovplyviuju
prenatalnu diferencidciu a rast celého tela. Rozdiely medzi novorodencami narodenymi v réznom po-
radi sa hladaji v mechanizmoch (imunitnd interakcia matky s predchddzajicimi potomkami, stres
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matky so zvySujicou sa paritou), ktoré cez matku ovplyviiuji embryo a plod v jej maternici (e.g.
Bogaert a Skorska, 2011). V nasom pripade mame k dispozicii porodnii hmotnost (premenn4 weight.C)
novorodenych dievéat a chlapcov a chceme zistit, ako tieto dva faktory (pohlavie a poradie narode-
nia) ovplyviiujd pérodni hmotnost. Chceme vediet, ¢i sa li§ia novorodenci naroden{ v inom poradi, u
kazdého pohlavia zv14st, v porodnej hmotnosti (premennd prch.N, f-1 prvorodené dievéatd, f-2 druho-
rodené dievéatd, f-3 dievéatd narodené v trefom a vyssom poradi; obdobne chlapci); a d’alej ¢i existuje
sexualny dimorfizmus v pérodnej hmotnosti v rémci kazdého poradia narodenia zvlast’ (priklad 259b;
obrazok 8.12).

porodna hmotnost (g)
1000 2000 3000 4000 5000
|
3 40@#4444 m 4444"

pohlavie

Obr. 8.9: Krabicové diagramy pérodnej hmotnosti pre dievéatd a chlapcov

Celkovo vidime vicsie rozptyly u chlapcov (pozri obrazok 8.10, tabulku rozptylov neuvddzame),
¢o modze odpovedat faktu, Ze saméie pohlavie je vSeobecne variabilnejsie. Preto je v tomto pripade
potrebné vopred poéitat s nehomogenitou rozptylov. Na zéklade krabicovych diagramov (graf 8.10) a
aritmetickych priemerov je mozné konstatovat, Ze dimorfizmus by mohol byt Statisticky vyznamny az
vo vyssom poradi. Organizmus matky je pravdepodobne plne prispdsobeny reprodukénej funkeii az pri
druhom a trefom poradi. Podl'a niektorych §tidif véak poradie narodenia nie je jedinym faktorom v
hre, rolu hra tiez vek matky (stvis{ so vzdelanim — matky s vy3$sim vzdelanim sa v nasej populdcii v
priemere zatinajt reprodukovat neskor; vzdelanie matiek je vyraznym faktorom reprodukcie, pokial
st matky stale vo vzdeldvacom systéme, po jeho opusteni uz menej; Stastnd, 2010) a medzipérodny
interval; tehotenstvo po priliz kratkom medzipérodnom intervale je stresujice, po extrémne dlhom
medzipérodnom intervale sa moze fyziologicky bliZzit situdcii prvého tehotenstva (prehlad Rousso a
kol., 2002). Pokial' budi viésie rozptyly u jedného pohlavia nez u druhého, toto pohlavie méze byt
citlivejsie na niektory z uvedenych prenatélnych faktorov. Este vyraznejsim faktorom vsak méze byt
skrytd heterogenita v datach, spdsobend socidlnymi a etnickymi rozdielmi. Pokial’ st v ddtach skryté
rozne socialne/etnické skupiny lisiace sa priemernou pérodnou hmotnostou a sti¢asne majice odlisni
normu v poéte det{ v rodine (ktory moze negativne stvisiet i so vzdelanim matky), bude v réznom
poradi narodenia rozne zastipenie kazdej z tychto skupin, ¢o ovplyvni porovnavané stredné hodnoty
a pravdepodobne aj rozptyly. Rozsiahle demografické stidie porodnej hmotnosti zalozené na vzorcoch
z modernych mestskych populécii s velkou pravdepodobnostou (nekontrolovaného) mnohoetnického
zlozenia st tymto faktorom pravdepodobne vzdy ovplyvnené.

Dalej chceme zistit, & existuji rozdiely v pérodnej hmotnosti (premenné weight.C) medzi defmi
narodenymi matkdm s réoznym stupiiom vzdelania (premennd edu.M, pre novorodené dievéatd: f-1
zékladné, f-2 stredné bez maturity, f-3 stredné s maturitou a f-4 vysokoskolské; obdobne m-1, m-2, m-3
a m-4 pre chlapcov; priklad 259c¢; obrazok 8.12).

Biologické rozdiely medzi novorodencami jednotlivych skupin mézu byt dané napr. neskorsim zaciat-
kom reprodukcie u Zien s vyssim vzdelanim (pozri graf 8.11). Vzhl'adom na to, Ze dosiahnuté vzdelanie
moze stvisiet aj s celkovym poétom deti (a ddta obsahuju Zeny rézneho veku, parity, atd’.), je mozné,
7e dve vyssie kategérie zahfiiaji vysSiu proporciu prvorodenych, zatial ¢o dve nizsie kategérie vyssiu
proporciu det{ narodenych vo vys§om porad{ (a tak hmotnejsiu nez pri zlozen{ odpovedajicemu vyssim
dvom kategéridm). Bolo by preto vhodné sledovat vplyv vietkych troch faktorov sti¢asne (pohlavie,
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porodna hmotnost (g)
1000 2000 3000 4000 5000
|
i ...opuu"mw{oo

pohlavie a pocet predch. deti biologickej matky

Obr. 8.10: Krabicové diagramy pdrodnej hmotnosti pre dievéata a chlapcov podla po¢tu predchadzajiicich detf biologickej
matky

poradie narodenia, vzdelanie matky). Pokial’ existuje nejak4 stivislost medzi dosiahnutym vzdelanfm
matky a po¢tom deti, a sicasne sa skryté socidlne/etnické skupiny lisia v pocte deti i pérodnej hmot-
nosti, je pravdepodobné, ze vysledky budid ovplyvnené tiez socidlnym/etnickym zlozenim vzorky, ktoré
ale v nagich ddtach nemédme pod kontrolou. Vysledky potom mézu byt rézne ovplyvnené poétom deti,
vzdelanim a priemernou hmotnostou novorodencov v jednotlivych socidlnych/etnickych skupinéch.

porodna hmotnost (g)
1000 2000 3000 4000 5000
|

f-1 f-2 -3 f-4 m-1 m-2 m-3 m-4

pohlavie a vzdelanie biologickej matky

Obr. 8.11: Krabicové diagramy poérodnej hmotnosti pre dievéata a chlapcov podla vzdelania biologickej matky

Post-hoc testy ukazujii (pozri obrazok 8.12), Ze nemdzeme zamietnut nulovi hypotézu v Ziadnej
porovnavanej dvojici populacii ani pri predpoklade homogenity rozptylov a ani pri nehomogenite
rozptylov. Prejavuje sa len predpokladand tendencia k sexudlnemu dimorfizmu s vy$simi hodnotami
u chlapcov a u oboch pohlavi tendencia k vy$sej hmotnosti u druhorodenych oproti prvorodenym,
a tiez naopak tendencia k nizsej hmotnosti u deti vo vyssom poradi oproti druhorodenym.

Jediny statisticky vyznamny rozdiel (pozri obrdzok 8.13) bol zisteny medzi synmi matiek so zdklad-
nym a strednym vzdelanfm bez maturity (m-2 vs m-1), kedy vysSia priemernd hmotnost bola zazna-
menang u matiek s vys$im vzdelanfm. Celkovo je vSak z porovnania susednych skupin podla vzdelania
matiek v rdmci pohlavia zrejmé, Ze porodnd hmotnost bud’ nestivisi so vzdelanim matiek vobec, alebo
vidime aspon tendenciu k vysSej porodnej hmotnosti u novorodencov matiek so vzdelanim o stupen
vys§fm (4 zo 6 rozdielov si pozitivne). Co sa tyka sexudlneho dimorfizmu v ziadnej kategérii podla
vzdelania matiek nebola pérodna hmotnost tatisticky vyznamne rozdielna medzi pohlaviami, aj ked’
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Py

nie je ani ziadna tendencia k rozdielu. Detailné vysvetlenie vysledkov by bolo mozné pri doplneni
informdci{ v zmysle vyssie uvedenych stvislost{ s etnickym/socidlnym zlozenim vzorky.
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Obr. 8.12: Waldove simultdnne 95% empirické intervaly spolahlivosti Tukeyho typu pre rozdiely strednych hodnét
porodnej hmotnosti (pohlavie dietata vs pocet predchadzajicich deti biologickej matky) — za predpokladu

homogenity rozptylov (vlavo) a nehomogenity rozptylov (vpravo); rozdiely v dfzke toho istého intervalu
spolahlivosti pri réznych predpokladoch sa lisia od 0.63 po 14.52 v zdvislosti od odchylky hodnét rozpty-
lov pouzitych na ich vypoéet a od rozdielov stupiiov volnosti df.,, (newinsorizované déta)

U ¢loveka existuje vyrazny dimorfizmus vo vyske postavy (velkosti tela), ktory sa ale z velkej casti
utvara v puberte a adolescencii pod vplyvom odlisnych hladin gonadalnych steroidnych hormoénov.
Nervovy systém a s nim i skelet neurokrdnia naopak rastie najvyraznejsie v obdobi pred pubertou.
Spolu s vyrazne sa zvySujucimi priemernymi hodnotami u muzov viak méze v puberte a adolescencii
narastat medzi muzmi viac nez medzi zenami tiez variabilita, napriklad v pripade kli¢nej kosti moze
byt rozsah hodnét niektorych velkostnych ukazovatelov takmer dvojndsobny oproti Zendm (e.g. Singh
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Obr. 8.13: Waldove simultdnne 95% empirické intervaly spolahlivosti Tukeyho typu pre rozdiely strednych hodnét
porodnej hmotnosti (pohlavie dietata vs vzdelanie biologickej matky) — za predpokladu homogenity rozptylov

(vlavo) a nehomogenity rozptylov (vpravo); rozdiely v dlzke toho istého intervalu spol'ahlivosti pri réznych
predpokladoch sa lisia od 2.51 po 54.40 v z&vislosti od odchylky hodnét rozptylov pouzitych na ich vypocet
a od rozdielov stupiiov volnosti df,, (newinsorizované ddta)

a Jit, 1996). V rozmeroch lebky by tak vo vysledku mohli byt medzipohlavné rozdiely percentudlne
vécsie v znakoch rasticich prevazne v obdobi puberty (t.j. skor rozmery tvdrovej Casti, v dolnej polovici
tvédre), ale vzhladom na rastici rozptyl by to nemuselo mat vplyv na velkost efektu medzipohlavnych
rozdielov (Standardizovany rozdiel strednych hodnét, vztiahnuty na zdruzend smerodajni odchylku
a teda aj Statistickti vyznamnost testu rozdielu strednych hodnét).

Krabicové diagramy (pozri obrdzok 8.14) naznac¢uju, ze vo vietkych styroch rozmeroch sa pravdepo-
dobne bude nachddzat podla predpokladu sexudlny dimorfizmus. Grafy tieZ sticasne poukazuji na to,
7e v sirke dolnej ¢eluste maji muzi (vizudlne posudzované) skutocne vASsi rozptyl nez Zeny, ¢o opit
odpovedd predpokladu viicsej variability pubertdlneho/adolescentného rastu medzi muzmi nez medzi
Zenami.

253



8.1 KAPITOLA 8. TESTOVANIE HYPOTEZ O VIACERYCH PARAMETROCH

o [ _—
o o A !
&7 — 8 - 1
o H - '
€ o = t 8 8 '
E S o | E -~
vN
—_— ~ '
: T o= | ¥
© : - :
= &1 ’ | = 8- ' ;
'
g : g . -
N ' = 3 1
T © ! ] '
@ : c : _1
: < :
o — ) ,
S ° e —
T T T T
f m f m
pohlavie pohlavie
0 _— _—
‘(!— ' '
— ' o o .
€ g- : 2] o :
E - 5 — : :
o 24 : £ E
B - ; E g4 -
% ‘O__ o o) :
S 5 S E
T 8 : £ 84 5
- ' (] '
g j ! o ' 8
T8 ! ' S ———
Z :
S o o
T T T T
f m f m
pohlavie pohlavie

Obr. 8.14: Krabicové diagramy pre zeny a muzov — dlzka hlavy (vIavo hore), $irka dolnej eluste (vIavo dole), &irka hlavy
(vpravo hore) a sirka tvére (vpravo dole)

Okrem sexudlneho dimorfizmu, t.j. rozdielov definovanych biologickym pohlavim (zalozenych na odlisnej
kombindcii pohlavnych chromozémov a odlisnych hladindch pohlavnych horménov prenatélne aj v pu-
berte) ale existujui rozdiely spojené so sezudlnou orientdciou (pozri obrézok 8.15). Napriek tomu, ze
presny mechanizmus vzniku rozdielov v sexudlnej orientécii nie je doteraz znamy, v stucasnej dobe sa
tedrie i nepriame empirické dokazy klonia na stranu biologickych hypotéz a k sexuélnej orientédcii nezme-
nitelne determinovanej uz v prenatdlnom obdobi. Z odlisnych frekvencif a d’alsich stvislosti sexuélnej
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orientdcie u muzov a u zien je zrejmé, ze mechanizmy nastavenia findlnej sexualnej orienticie mézu
byt u muzov a zien odligné. U Zien (velmi zjednoduSene povedané) zaznamenané dokazy (napr. vro-
dend adrendlna hyperpldzia) nasvedéuji tomu, ze na vznik Zenskej homosexuality vplyva nerovnovdha
(zvysené hladiny) prenatdlnych androgénov. U muzov si v tomto ohl'ade dokazy este nejednoznaénejsie.
Boli v8ak néjdené dokazy naznacujice, ze sexudlna orientdcia muzov sivisi s dedi¢nymi faktormi na X—
chromozéme od matky. Je mozné, 7e variant niektorého (zatial hypotetického) génu na X—chromozéme
je reprodukéne velmi vyhodny, pokial sa nachddza v zenskom tele (t.j. zvysuje reprodukénti tispesnost
zien — nositeliek, ¢im prispieva k udrzaniu svojej frekvencie v populdcii), ale feminizuje telo a mozog
muzskych nositelov, ak ho od matky zded{ syn (ziska prave ten jej X—chromozém, ktory je nositelom
tejto vyhodnej formy). Nepriame dokazy (LeVay, 1991) nasved¢éuju, ze niektoré hypotalamické jadrd
muzskych homosexudlov maji feminizované kvantitativne vlastnosti, iné stidie tieto vysledky spo-
chybiiuji (Swaab a kol., 1992) a poukazuji na metodicky diskutabilné vzorkovanie a vztah medzi zis-
tenymi asocidciami (stivislostami, vzfahmi, koreldciami) a predpokladanymi kauzalnymi z4vislost ami.
Co sa tyka telesnej stavby, ako u zenskych, tak aj u muzskych homosexuélov najdeme femininne a
maskulinne telesné formy (Zeny: butch a femme lesbians). Obmedzené mnozstvo dostupnych studif
ukazuje u oboch pohlavi zmes maskulinnejsich i femininnejsich foriem znakov oproti heterosexudlnym
porovnavacim populdcidm. Prevaha vysledkov v8ak naznacuje, ze femininnejsie znaky u muzskych ho-
mosexudlov a maskulinnejsie znaky u zenskych homosexudlov celkovo prevlddajd, t.j. homosexudlni
jedinci sa zdajt byt v uréitej miere posunut{ smerom k norme opa¢éného pohlavia (napr. Nedoma a
Freund, 1961; Bogaert a Blanchard, 1996; Weill, 2009). V nagom pripade chceme zistit', & okrem pohla-
via sledované 4 rozmery hlavy stvisia tiez s pohlavnou orientaciou. Ak plati vyssie uvedeny predpoklad,
dimorfizmus u heterosexudlnych jedincov by mal byt viési nez u jedincov homosexudlnych. Vzhladom
na to, Ze pohlavné orienticia by sa mala zakladat uz prenatalne, zistené rozdiely by mohli mat rany
ontogeneticky povod (pokial nie je po narodeni rast tychto telesnych partif ovplyvneny externymi
faktormi inak u /neskér v dospelosti/ homosexudlnych a heterosexudlnych jedincov).

Vysledky (obrdzok 8.16) si do zna¢nej miery v zhode s vyssie uvedenymi predpokladmi. Vo vsetkych
Styroch rozmeroch je Statisticky vyznamny dimorfizmus a éiselne najvy$si medzipohlavny rozdiel
nijdeny medzi heterosexudlnymi muzmi a Zenami. VSetky ostatné medzipohlavné rozdiely (hetero-
sexudlni muzi vs. homosexudlne zeny, heterosexuélne Zeny vs. homosexudlni muzi, homosexuélni muzi
vs. homosexudlne Zeny) st celkovo éfselne mensie a v 4 z 12 tychto porovnani nie st Statisticky
vyznamné (o sa ale d4 ocakdvat, vzhladom na pocetne mensiu vzorku homosexudlov). Rozdiely medzi
homosexudlmi a heterosexudlmi v rameci kazdého pohlavia st celkovo malé a Statisticky nevyznamné (az
na hrani¢ne vyznamny rozdiel v &irke dolnej éel'uste mezi homosexudlnymi a heterosexudlnymi Zenami,
kedy éelust homosexudlnych Zien je $ir$ia), aj tu plati vyssie uvedeny komentéar k velkosti vzorky.
Evidentne je vSak vo vetkych rozmeroch viditelny trend k posunu rozdielu v zmysle posunu hodnot
homosexudlnej vzorky k hodnotdm obvyklejsim u opaéného pohlavia (maskulinizdcia homosexuélnych
zien a feminizdcia homosexudlnych muzov). Vysledky sa podobajui vysledkom zistenych v inych antro-
pometrickych premennych (porovnanie Weill, 2009). Tento trend sa zdd najvyraznejsi v Sirke &elusti
u zien a 8irke tvare u muzov. Vysledky teda naznacuju, ze faktor sexudlnej orientécie stuvisi viac s ras-
tom tvare nez mozgovne. Vzhl'adom na vyraznejsi rast tejto ¢asti hlavy v puberte a adolescencii mozno
usudzovaf na nejaki prenatédlnu stivislost medzi sexudlnou orientdciou a pubertdlnym/adolescentnym
rastom. U oboch rozmerov tvare sticasne vidime (obrdzok 8.15, i ked’ opéf s rezervou vzhladom
na velkost vzorky), Ze rozptyl vo vzorke homosexudlov sa zd4 byt vi¢si, t.j. akoby zahffial ako formy
obvyklé pre dané pohlavie, tak aj formy posunuté smerom k opaénému pohlaviu (v désledku ¢oho
je v8ak posunutd v priemere celd skupina). Obmedzenim testovanej vzorky su iste vyrazne odlisné
pocty homosexudlnych a heterosexualnych jedincov, predovsetkym maly pocet pripadov vzorky homo-
sexuslov. Na druhej strane viak celé data predstavuji prirodzeni skupinu mladych dospelych 1udi,
vécsinou vysokoskolskych studentov, vratane prirodzeného zastipenia ne-heterosexualnych jedincov,
bez akychkolvek apriornych vplyvov sexudlnej orientécie na vznik vzorky (vratane anonymného do-
taznika sexudlnej orientédcie). Pokial’ by mal mat vyber $tatisticky prihodné vlastnosti (predovsetkym
velkost), bolo by nutné zdmerne hl'adat jedincov oboch skupin a sexudlnu orientéciu dopredu zist ovat.
Dalej by sa museli zaistit rovnaké kritéria vyberu u oboch skupin z hladiska sledovanych rozmerov
(€¢o vzhladom na cely rad (sub)kultiirnych a inych rozdielov nemus{ byt prdve trividlna iloha). Ne-
menej podstatnou oblastou metodiky je samotné klasifikdcia sexudlnej orientdcie. Zlt¢enie jedincov
vietkych 6 kategérif Kinseyho skély (Kinsey a kol., 1948) s nejednoznaéne heterosexudlnou orientdciou
(vSetci mimo vyluéne heterosexudlnych jedincov) do jednej kategdrie ne-heterosexudli (pozri popis ddt
anova-head.txt) moze zakryvat d'algiu variabilitu v rdmci nasej po¢etne malej ,homosexudlnej“ skupiny.
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Obr. 8.15: Krabicové diagramy pre zeny a muzov podla sexudlnej orientécie — dlzka hlavy (vlavo hore), $irka dolnej
celuste (vlavo dole), sirka hlavy (vpravo hore) a §irka tvére (vpravo dole)

8.2 Asymptotické testy o rozptyloch

V tejto kapitole sa budeme zaoberat testami o homogenite (rovnosti) viacerych rozptylov. Najprv od-
vodime testovaciu statistiku pomerom vierohodnosti a nasledne Bartlettovu modifikaciu tejto statistiky
(Bartlett, 1937). Hypotézy definujeme nasledovne Hy : 0 = 03 = ... = 0% = o2 oproti Hy : 07 #
0]2 # o2 pre aspoii jedno i < j,i =1,2,...,J —1;5=2,3,...,J.

Test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov.

Nech Y; ~ N(;LJ, ) kde j = 1,2,...J, 0 = (1, pa,-..,pg,02,0%,...,0%)T. Logaritmus funkcie
v1er0h0dnost1 ma tvar

J J n;
Z n; 1
l(e‘y17y2,'”7y‘]) - - ? 27TO' E 2 E yjl_,u])2

j=1 ]:1 .7 =1
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Obr. 8.16: Waldove simultdnne 95% empirické intervaly spolahlivosti Tukeyho typu pre rozdiely strednych hodnoét —
dlzka hlavy (vlavo hore), sirka dolnej ¢eluste (vlavo dole), Sirka hlavy (vpravo hore) a sirka tvdre (vpravo
dole); newinsorizované data

MLE 6 je rovny 0= (Fiv, figy - - -y jg,02,62,...,62)7 kde

nj

- 1 _
i =75:07 = =D (i = 9;)°,
i
tj. ©1 = {0 : 02 # 0]2- £ 0%i < ji=1,2,...,J —1;j = 2,3,...,J} pre aspoii jedno i a j.
Za platnosti Hy je g = (fi1, iz, - - -, 1i7,52,62,...,62)T, kde (pozri Mood a kol., 1987)

J ~2
a_,g o Z]’:l nJJ]

J )
Zjil TL]‘
t.j. ©g ={0: 0} =0} =... = 0% = 0%}. Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 0 bude mat tvar
J N J 1 i
{Oly,y2-y) = = Z 7] ln(%&?‘) - Z 252 <Z(yji - Nj)2>
Jj=1 j=1""7 \i=1
I n T ;52
_ j ~2 3%
= — Z > In(2755) — Z 55
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Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 8y bude mat tvar

J J n;
n; . 1
(olyroyas-cys) = =) 5 @) =) o5 (Z% ujf)
Jj=1 j=1 i=1
J J ~2
_ nj ~2 1 n]Uj
= — E ?111(271'0 )— = =P 5
Jj=1 j=1

Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny

—In(A(y1,y2,---,y7) = 1(9\)’1’)’27~~7)’J)—5(00|Y17Y27~~~,YJ)
J J 52 J
n; n; n; =1150; n;
- -y YuE-y Y3y 1( ) S
=2 2 Zg o 2
J .]
1 1150 >
= 72 i n = J an In .
2 7j=1 < ]22] an
Vieme, ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —2In (A(Y1,Ys,...,Y)) 2

2
XJy-1-

Nech J =2 an; =ng. Nech Fops = %7 ¢o je Specialny pripad Fyps z kapitoly 7.2. Potom
"~ (2

a2 1 (1+ 1 ) 2
= — a —
f 2 E)bs J%

a testovacia Statistika pomerom vierohodnosti

’“2 ~2 1
uLanln( )+n(g>f2nln7+n(ln(1+ )—i—ln(l—b—Fobs))7
1 02 2 Fobs

¢o je velké ¢islo, ak 1/F,ps alebo Fyps je velké, t.j. Fups je malé alebo velké. Prva derivacia Upgr podla
F' je rovna 1:F (f% + 1), ¢o je rovné nule, ak Fy,s = 1. Ked'Ze funkcia je rasttica pre malé a velké
Fops, dosahuje upr v bode Fyps = 1 minimum. Ak F,ps = 0, potom upg = 0.

(1 + Fobs)

w\»—*

Bartlett (1937) modifikoval testovaciu Statistiku pomerom vierohodnosti nasledovne

U(alt) D
Up = LCI} NXJ 13
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n; — 1) 5]2
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Ugp konverguje ku x%_; rozdeleniu rychlejsie ako Upg.

Priklad 262 (testy o homogenite rozptylov) Naprogramujte v ®

(a) test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov a

(b) Bartlettovu modifikdciu testu pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov. Funkciu nazvite testy.o.rozpty
Test (b) porovnajte s vysledkom funkcie bartlett.test().
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RieSenie v ®

1527 | "testy.o.rozptyloch” <— function(vec.n,vec.s2){

1528 | J <— length(vec.n)

1529 | mle.s2 <— (vec.n—1)%vec.s2/vec.n

1530 | pooled.s2 <— sum((vec.n—1)xvec.s2)/sum(vec.n)

1531 |u.LR <— sum(vec.nxlog(pooled.s2/mle.s2 ))

1532 | p.hodn <— 1—pchisq(u.LR,df=J—1)

1533 | VYSL.LR.test <— c(pooled.s2,u.LR,p.hodn)

1534 | names(VYSL.LR.test) <— c("s2","test—stat” ,”p—hodnota”)
1535 | pooled.s2 <— sum((vec.n—1)xvec.s2)/sum(vec.n—1)

1536 |u.LR.alt <— sum((vec.n—1) x log(pooled.s2/vec.s2))

1537 | menovatel <— 1+4(sum(1/(vec.n—1))—1/sum(vec.n—1))/(3x(J—1))
1538 |u.B <— u.LR.alt/menovatel

1539 | p.hodn <— 1—pchisq(u.B,df=J—1)

1540 | VYSL.B.test <— c(pooled.s2,u.B,p.hodn)

1541 | names(VYSL.B. test) <— c("s2","test—stat”,”p—hodnota”)

1542 | VYSL <— list (VYSL.LR.test ,VYSL.B.test)

1543 | return (VYSL)

1544

Priklad 263 (testy o homogenite rozptylov; simulaénd studia) Na zdklade simulacénej $tidie
preverte, Ze ak (a) Y; ~ N(u;,02), kde pj = 3,02 =1/4,5=1,2,...,J a (b) Y; ~ [(1—p)N(u;,0%)+
pN(uj,0%)], kde p=0.05 a 0% = 1, potom testovacia Statistika (1) Urr a (2) Ug md x%_, rozdelenie
s J —1 stupriami volnosti. PouZite rozsahy ndhodngjch vgberov n; = 10 a n; = 50. Pre kaZdi simuldciu
vypocitajte ULp,m @ UBm, M = 1,2,..., M, kde M = 10000. Superponujte histogram vygenerovangjch
testovacich Statistik v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty (1) Urg a (2) Ug.

Riesenie (riesenie (a) pozri na obrazku 8.17)

Na zdklade simulaénej stidie z prikladu 263 je lepsie pouzivat Bartlettovu modifikdciu testu pomerom
vierohodnosti o homogenite rozptylov ako test pomerom vierohodnosti pre n < 50, pretoze konvergencia
testovace] Statistiky testu pomerom vierohodnost k x%_; rozdeleniu je pomalsia.

RieSenie v ®
up,r = 5.086 a p-hodnota = 0.166
up = 5.075 a p-hodnota = 0.166.

1545 | DATA <— read.table (" more—samples—variances—clavicle.txt" 6 header=TRUE)
1546 | names (DATA)

1547 |## [1] "population” "sex” "cla.L"
1548 | DATA <— na.omit (DATA)

1549 | attach (DATA)

1550 | n <— tapply(cla.L,population, length)
1551 |# eng gre indl ind2

1552 |# 70 94 120 81

1553 rozptyly <— tapply(cla.L, population,var)
1554 | # eng gre indl ind2
1555 |#110.46149 83.15546 76.27283 67.57184
1556 | testy.o.rozptyloch(n,rozptyly)

1557 | # s2 test—stat p—hodnota

1558 |#81.7466134 5.0857782 0.1656227

1559 | # s2 test—stat p—hodnota

1560 |#82.6523930 5.0747268 0.1664064

Predpokladané rozdiely mohli byt teoreticky vyvolané odlisnymi faktormi postnatélneho rastu klti¢nej
kosti v kazdej z populécii alebo odligne diverznym zlozenim kazdej populdcie z hl'adiska vnitornych
rozdielov v raste kli¢nej kosti v puberte a adolescencii. I ked’ v hodnotach rozptylov vidime relativne

s

velké ¢iselné rozdiely, viacvyberovy test homogenity rozptylov nezamietol nulovii hypotézu zhody roz-
ptylov diiky kli¢énej kosti pravej strany medzi muzmi pochadzajicimi zo Styroch réznych populdcii.
Ciselné rozdiely v rozptyle si teda sposobené nejakymi ndhodnymi faktormi (vzorkovanie, meranie,
ap.). Vyznamné rozdiely by sa viak mohli prejavit u kost{ lavej strany, ktord je u vii¢siny lud{ v priebehu
postnatdlneho rastu zafazovand menej a tiez rastie v priemere dlhie nez kli¢éna kost pravej strany
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(Mays a kol., 1999), priestor pre vznik systematickych rozdielov v rozptyle je tak u nej o nie¢o v4&si.
Vyznamné rozdiely by sa tiez mohli prejavit pri porovnani muzov a Zien (napr. Singh a Jit, 1996),
ked'Ze vzorce postnatdlneho rastu st u muzov a zien odlisné a v rade metrickych znakov st muzi
variabilnej§{ nez Zeny (Marini a kol., 1999). Vzhladom na relativne mierny velkostny dimorfizmus
a podobné stredné hodnoty metrickych znakov u muzov a zien (najbeznejsie od cca 5 do 15 percent)
je vhodné porovnavat variabilitu medzi pohlaviami na zdklade rozptylov v jednotkach odpovedajiicich
druhej mocnine jednotiek povodného znaku. Pokial by vsak bol rozdiel medzi strednymi hodnotami
pre muzov a zeny vacsi (napr. v niektorych rozmeroch zdpéstnych kost{; Mastrangelo a kol., 2011),
rozdiely strednych hodnoét by mohli mechanicky ovplyviiovat aj rozdiely v rozptyloch. V takom pripade
je vhodnejsie porovnanie relativneho rozptylenia hodnot, napr. koeficientu varidcie (pozri kapitolu 3.2).
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Obr. 8.17: Histogramy vygenerovanych testovacich Statistik (za platnosti nulovej hypotézy) v relativnej skédle superpo-
nované s teoretickymi krivkami hustoty Upr (vlavo) a Ug (vpravo)

8.3 Asymptotické testy o korelatnych koeficientoch

V tejto kapitole sa budeme zaoberat testami o homogenite (rovnosti) viacerych korelaénych koeficien-
tov. Najprv odvodime x2-testovaciu statistiku testujiicu rovnost Fisherovych Z-transformacif (zovseo-
becnenie dvojvyberovej Z-statistiky z kapitoly 7.3) a ndsledne testovaciu Statistiku pomerom viero-
hodnosti. Hypotézy definujeme nasledovne Hg : p; = p2 = ... = pj = p oproti Hy : p; # p; # p pre
aspoil jedno i < j,i =1,2,...,J —1;5=2,3,...,J.

7Z kapitol 6.3 a 7.3 vieme, ze vyberovy korela¢ny koeficient R méa asymptoticky normélne rozdelenie,
ale konvergencia k nemu je pomald (rozdelenie je zosikmené) a tiez, ze je lepsie pouzit normalizujicu
a rozptyl stabilizujizu Fisherovu Z-transforméaciu korela¢ného koeficientu, ktord ma asymptoticky
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normalne rozdelenie. Potom (Donner a Rosner, 1974)

Z,f
- Z Jf’go = Z(n]' - 3)(Z; — &)? R X7

In lf—Rj7 1=1,2,...,Ja = %ln }fﬁg a & je potrebné odhadnit nasledovne

> Z;']:l(”j -3)Z;

50 = Z = ’
Z;:1(”j -3)
z ¢oho vyplyva ze
_ 2Z) -1
Ry = tanh 7 = 9222~ 1
exp (QZ) +1

Alternativna verzia vypoétu Z je uvedend v praci Hotelling (1953). Potom bude platit

J
2 D
&= 30— 92— 2 B3
j=1
Test pomerom vierohodnosti o rovnosti korelacnych koeficientov.

Nech (X;,Y;)T ~ Na(p;,%;), kde (X;,Y;)T st nezdvislé, § = (01,0,...,0,)7, 6,

(115 g2, 051,059, p5)" @ j = 1,2,...,J. Logaritmus funkcie vierohodnosti bude mat tvar (Paul,
1989)
L. L.
1(0|x1,y1,.-.,%Xs,y5) = —-nln(27)— Z 7] In (0510922) — Z EJ In (1 — p?)
j=1 j=1
J )
-y 1 >oidi (@i — mj1)* %, Sty (@gi — p1) (Ysi — 152)
—201-p3) ol ! 41042
iy (Wi — 1)
+ : ,
0%

kde n =37, nj. MLE 8; = (fij1, fij2,5%,5%, 5;)", kde

nj nj

. _ . 1 — 2 A~ 1 _
g =T, flj2 =00 = — 3 (i = T5)%, 000 = — Y (s = ¥;)°
nJ i=1 nj =1
ZLH(%z — ;) (Y *gj)
5851852

pj =

Hy je 0j0 = (fij1, fij2, 051,052, p) ", kde

= _ h(L—7pp;) —, _ 5(1—7p))

Jj1 — l_ﬁg ’Uj2_ 1_;)\2

. . , ~. . o, . J ; .
maximélne vierohodny odhad p je iteraénym rieenim rovnice ) =1 155 =0 (pozri Pearson,

a©y={0:p, #p; #p,i<ji=12,...,J-1;5=2.3,...,J} pre aspoil jedno i a j. Za platnosti
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1933) a ©g = {0 : p1 = p2 = p}. Logaritmus funkcie vierohodnosti pre 0 bude maf tvar

J J
1(0|x1,y1,...,%X5,¥7) = —nln(27)— Z?ln (8]2-13]22) - Z?ln (1 fﬁ?)

J J
(Oo|x1,¥y1,...,%7,¥7) = —nln(%')—z?hl (532'15]2‘2) _Z?m (1—52)

Potom —1 krét prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovny

—1H()\(9|X17Yh-~v7XJ7YJ)) = l(§|X17Y1,...7X,]7YJ)_1(00|X1,Y1,.. XLYJ)

J J
= 72%111(171)] +Z%ln +Zn]ln _ppj))
=t =1

= n n—l_b\ﬁj)z
= Z” -7

Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21In (A (X, Yy,.... X, Y )

D 2
~XJj-1-

Priklad 265 (testy o homogenite korelaénych koeficientov) Naprogramugte v @® (a) test pome-
rom vierohodnosti a (b) x2-test o homogenite korelacnyich koeficientov. Funkciu nazvite testy.o.kor.koef().

Riesenie v ®

1561 | "rho.hat” <— function(r,vec.r,vec.n) sum(vec.nx(vec.r—r)/(1—vec.rxr))
1562 | "testy.o.kor.koef” <— function(vec.n,vec.r){

1563 | J <— length(vec.n)

1564 | kor <— uniroot(rho.hat,interval=c(—1,1),vec.n=vec.n,vec.r=vec.r)$root
1565 | u.LR <— sum(vec.nxlog((1—vec.rxkor)"2/((1—kor"2)*(1—vec.r"2))))

1566 | p.hodn <— 1—pchisq(u.LR,df=J—1)

1567 | VYSL.LR.test <— c(u.LR,p.hodn)

1568 | names(VYSL.LR.test) <— c("test—stat”,”p—hodnota”)

1569 | xi.j <— atanh(vec.r)

1570 | z.bar <— sum((vec.n—3)xxi.j)/sum(vec.n—3)

1571 | kor <— (exp(2xz.bar)—1)/(exp(2xz.bar)+1)

1572 |#kor <— tanh(z.bar)

1573 chisq.obs <— sum((vec.n—3)*(xi.j—z.bar)"2)

1574 | p.hodn <— 1—pchisq(chisq.obs, df=J—1)

1575 | VYSL.chisq.test <— c(kor,chisq.obs,p.hodn)

1576 | names(VYSL.chisq.test) <— c(”"rho.hat" ,"test—stat” ,”"p—hodnota”)

1577 | VYSL <— list (VYSL.LR.test ,VYSL.chisq.test)

1578 | return(VYSL)

1579
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Priklad 266 (testy o homogenite korela¢nych koeficientov; simula¢na stidia) Na zdklade si-
mulacnej Stidie preverte, ze ak (a) (X;,Y;)T ~ No(pj, B5), kde pj = 50,50 = 25, 03 = 035 = 9,
p=0,7=12,....J a(b) pNa(py,%1)+ (1 —p)Na (15, X2), kde p = 0.05 a 0? = 1, potom testovacia
Statistika (1) Urr a (2) X% md x%_, rozdelenie s J — 1 stupriami volnosti. PouZite rozsahy ndhodnijch
vyberov n; = 10 a n; = 50. Pre kazZdi simuldciu vypocitajte urr m a X%‘,obs,m’ m=1,2,...,M, kde
M = 10000. Superponugjte histogram vygenerovanych testovacich Statistik v relativnej skdle s teoretickou
krivkou hustoty (1) Urg a (2) x%.

RieSenie (rieSenie (a) pozri na obrdzku 8.18)

Na zéklade simula¢nej stidie z prikladu 266 je lepsie pouzivat y?-test o homogenite korela¢nych koe-
ficientov ako test pomerom vierohodnosti pre n < 50, pretoze konvergencia testovacej Statistiky testu
pomerom vierohodnost k x%_, rozdeleniu je pomalsia.
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Obr. 8.18: Histogramy vygenerovanych testovacich Statistik (za platnosti nulovej hypotézy) v relativnej skédle superpo-
nované s teoretickymi krivkami hustoty Upg (vlavo) a X% (vpravo)
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RieSenie v ®
upr = 9.820 a p-hodnota = 0.044
X%,obs = 8.428 a p-hodnota = 0.077.

1580 | DATA <— read.table (" more—samples—correlations —skull.txt" , header=TRUE)
1581 names (DATA)

1582 |#[1] "id" " pop”
1583 | DATA <— na.omit (DATA)
1584 | attach (DATA)

1585 hladiny <— levels (pop)
1586 |#[1] "ban” "cin” "mal” "nem” "per”

1587 | vec.n <— tapply(nose.H,pop,length)

1588 | vec.n <— table(pop)

1589 |#ban cin mal nem per

1590 |# 14 19 73 20 46

1591 vec.r <— numeric(5)

1592 | for (j in 1:5) vec.r[j] <— cor(DATA[pop==hladiny[j],4] ,DATA[pop==hladiny[j],5])
1593 | names(vec.r) <— hladiny

1594 | vec.r

1595 | # ban cin mal nem per

1596 |#0.67190649 0.01149325 0.18891009 0.59573830 0.13706907

1597 | testy.o.kor.koef(vec.n,vec.r)

1598 | # rho.hat test—stat p—hodnota

1599 | #0.25355680 9.81976444 0.04357567

1600 |# rho.hat test—stat p—hodnota

1601 |#0.2501608 8.4281651 0.0770948

1602 |# zakladne charakteristiky

1603 | vec.cov <— matrix (0,5,2)

1604 | vec.cov[,1] <— tapply (DATA[,4],pop,var)

1605 | vec.cov[,2] <— tapply (DATA[,5],pop,var)

1606 | dimnames(vec.cov)[[1]] <— hladiny

1607 vec.mean <— matrix (0,5,2)

1608 | vec.mean|[,1] <— tapply (DATA[, 4], pop,h mean)

1609 | vec.mean[,2] <— tapply (DATA[,5], pop, mean)

1610 | dimnames(vec.mean) [[1]] <— hladiny

1611 | TAB. zakl.char <— cbind (vec.mean, vec.cov)

1612 | dimnames(TAB. zakl.char) [[2]] <— c("mean(nose.H)" ,"mean(nose.B)",

"sex” "nose .H" "nose.B" "intorb.B"”

1613 "var(nose.H)" ,"var(nose.B)")
1614 | # mean(nose.H) mean(nose.B) var(nose.H) var(nose.B)
1615 |#ban 48.92857 26.92857 17.456044 9.917582
1616 |#cin 53.00000 25.21053 8.555556 2.730994
1617 | #mal 51.82192 26.06849 13.953957 4.509132
1618 | #nem 51.85000 24.20000 8.450000 5.852632
1619 | #per 50.45652 22.97826 9.364734 2.777295

1620 rho0 <— 0

1621 |[tW.obs <— sqrt(vec.n—2)kvec.r/(sqrt(l—vec.r"2))

1622 | uLR.obs <— —vec.n*xlog(1—tW.obs"2/(tW.obs"2+(vec.n—2)))

1623 | # ban cin mal nem per
1624 |#8.406888343 0.002509969 2.652774161 8.767126374 0.872466639
1625 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=5—1) # spravny sposob

1626 | # ban cin mal nem per

1627 [#0.07776037 0.99999921 0.61750345 0.06719122 0.92847727

1628 | p.hodn.LR <— 1—pchisq(uLR.obs,df=1) # nespravny sposob

1629 | # ban cin mal nem per
1630 |+#0.003738019 0.960043029 0.103369360 0.003067083 0.350273343

Z vysledkov prikladu 267 je zretelné, Ze pouZitie testu pomerom vierohodnosti nie je kvoli nizkym
pocetnostiam vhodné, ¢o je aj dovod rozdielu v signifikancii vysledkov pouzitych testov. Dalsim
problémom mézu byt aj velké rozdiely v rozptyloch (t.j. ich nehomogenita).

7 popisnej Statistiky je zrejma mald vzorka u niektorych populdcii a tiez velké rozdiely v roz-
ptyloch. To méze byt pricinou jednak éfselnych rozdielov v korelaénych koeficientoch samotnych a jed-
nak nemoznosti zamietnut zhodu medzi nimi viacvyberovym testom. Ak by sme testovali nulovost
korelaénych koeficientov nezévisle pre kazdu populédciu, zamietli by sme nulovi hypotézu u dvoch
populdcii (ban a nem), ale nezamietli u dvoch najpocetnejsich populdcii (mal a per). Ked'ze ide
o viacvyberovy problém, ziadnu nulovi hypotézu nezamietame. Na zdklade dat teda nemézeme tvr-
dit, ze medzi dvoma sledovanymi rozmermi existuje nejaky vztah. Stiéasne ale vidime, Ze (a) vietky
korelaéné koeficienty st pozitfvne a (b) pozitivna, i ked’ slabé, je aj zévislost medzi oboma rozmermi u
dvoch najpocetnejsie zastipenych populdcii (malajskd a perudnska). Vysledok sprévne pouzitého Schef-
feho testu sice na 5% hladine vyznamnosti nezamietol zhodu korelaénych koeficientov, vyznamnost’ je
ale hraniénd (p-hodnota = 0.077), o naznacuje, ze pri dostato¢ne velkej vzorke by sme rozdiely medzi
populdciami mohli néjst a vysvetlenie tohto rozdielu by bolo treba hl'adat v odlisnostiach biologickych
procesov medzi populdciami a/alebo v procesoch vzniku vzoriek. Tato situécia je Zial’ typickd pre met-
rické porovnanie kostrovych vzoriek, ktoré st (nevyhnutne) vysledkom spracovania populdcii zomretych
Tud{ z pohrebisk (Wood a kol., 1992), kde charakter analyzovanych dit je ovplyvneny celym radom
faktorov, od hladanych biologickych procesov a selektivnej mortality, cez pohrebny ritus a tafono-
mické procesy (zachovalost a fragmentdrnost pozostatkov), az po rozsah a metodiku archeologického
vyskumu (¢iastkovy zdchranny vyskum — netplné pohrebiskd).
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8.4 Asymptotické testy o pravdepodobnostiach

V tejto kapitole sa budeme zaoberat testami o zhode vektora pravdepodobnost{ s nejakym teoretickym
vektorom pravdepodobnosti. Najprv odvodime testovaciu Statistiku pomerom vierohodnosti, potom
Waldovu a skére testovaciu statistiku. Ukazeme, Ze v poslednych dvoch pripadoch ide o y2-test dobrej

zhody. Hypotézu definujeme nasledovne Hy : p = po oproti H; : p # po, kde p = (p1,p2,...,p5)"
apo = (Po1,Poz; - - -,0s)T . Dalej sa budeme zaoberat testami o homogenite (rovnosti) viacerych prav-
depodobnosti. Hypotézy definujeme nasledovne Hy : py = py = ... = p; = p oproti Hy : p; #p; #p

pre aspon jedno i < j,i = 1,2,...,1 — 1;5 = 2,3,...,I (ide o nezavislé pravdepodobnosti z I bi-
nomickych rozdelenf). Nakoniec budeme diskutovat testy homogenity viacerych vektorov pravdepo-
dobnosti. Pre dva vektory pravdepodobnosti hypotézy definujeme nasledovne Hy : p; = p2 oproti
Hy : p1 # pa2, kde p; = (pi, pias - -, pis) "’

V prvom pripade méZeme realizdcie y; usporiadat do nasledovnej kontingenénej tabulky 1 x J
pre pocetnosti

odpoved 1 odpoved 2 odpoved J | spolu
Y1 Y2 e YJ N

kde E}]:1 y; = N a kontingenénej tabulky 1 x J pre pravdepodobnosti

odpoved 1 odpoved’ 2 odpoved J | spolu
P1 P2 - pJ 1

V druhom pripade ide o §pecidlny pripad si¢inového multinomického rozdelenia (I nezdvislych bi-
nomickych rozdelenf) a nezdvislé realizdcie y; modzeme usporiadat do nasledovnej kontingenénej
tabulky 2 x I pre poéetnosti

skupina 1 skupina 2 skupina I
ma znak Y1 Yo . Yr
nemad znak Ny — Ny — yo Nr—yr
Ny No Ny
a kontingenénej tabulky 2 x I pre pravdepodobnosti
skupina 1 skupina 2 skupina [
ma znak D1 D2 e DI
nemd znak 1—p 1—po 1—pr
spolu 1 1 . 1

V trefom pripade ide o $pecialny pripad si¢inového multinomického rozdelenia (2 nezévislé multino-
mické rozdelenia) a realizdcie y;; moéZeme usporiadat do nasledovnej kontingenénej tabulky 2 x J
pre pocetnosti

kategoria 1  kategdria 2 kategoria J | spolu
skupina 1 Y11 Y12 Y1J Ny
skupina 2 Y21 Y22 Y2J N
a kontingenénej tabulky 2 x J pre pravdepodobnosti
kategéria 1 kategdria 2 kategéria J | spolu
skupina 1 P11 P21 bin 1
skupina 2 P1j2 P2j2 P2 1
Predchédzajtcu tabulku kvoli zjednoduSeniu znacenia preznaé¢me nasledovne
kategéria 1 kategdria 2 kategéria J | spolu
skupina 1 P11 P12 p1J 1
skupina 2 P21 P22 p2g 1
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Test pomerom vierohodnosti v multinomickom rozdeleni.

Nech Y ~ Mult; (N,p), kde @ = p = (p1,p2,-..,ps)T. Logaritmus jadra vierohodnosti m4 tvar
J
(6ly) = Wm]]»r.
j=1

MLE 0 je rovny 6 =B = (D1, P2, ---,ps)", kde pj = y; /N, t.j. ©1 = {0 : p; #poj,j =1,2,...,J}
pre aspon jedno j. Za platnosti Hy je 8g = pg a ©g = {0 : p; = poj,j = 1,2,...,J} pre vsetky j.
Potom —1 krat prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny

J
~I(\(y) = @M—zwy Z%m =Y yilnpe
j=1
pozorované ;
= Z Yj ln Z Yj ln Z pozorované; x In W\Ianéj]‘
Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —21n (A (Y)) 2 31

Waldov test v multinomickom rozdeleni.

Na zdklade definicie multinomického rozdelenia, definicie Z(p) z kapitoly 2, asymptotickej normality
VN (%X — po) ~ Nj_1(05_1,3), rozdelenia kvadratickej formy N (%X — pO)T Eal (%X — po) ~
x5_; a rovnosti poy = 1 — ij;ll po; (kde vektory pravdepodobnosti st (J — 1)-rozmerné), mozeme
pisaft

J-1 J-1J-1
uy = NZ( — Poj) /poJ—i-NZ = poi) (Pj — po) /Pos
j=1 =1 j= 1
2
J-1
= NZ = p0;)" /poj + N | Y (B = pos) | /pos
j=1
J-1

= N Z (B — po;)* /poj + N (B — pos)? /pos

J J

2
N NZ — Poj) /pszzw

Noos
= = Poj

J
Z (pozorované, — ocakdvané;)?

ocakavané;

Vieme, ze Waldova testovacia statistika Uy 2 X%,

Skére test v multinomickom rozdeleni.
Na zdklade definicie multinomického rozdelenia, definicie Z~1(p) z kapitoly 2 a rovnosti poy = 1 —

ZJ_l po; (kde vektory pravdepodobnosti st (J — 1)-rozmerné), mozeme pisat

~ J—-1J-1 ~ ~ ~

Dy by Di Dby Dj Py
NE: v—poN§§( A—M———ﬁm-
(POJ ) ! e

DPoJ =1 =1 DPoi Pos DPoj Pog

us

NZ(B)QIJO]'-’-A:C—‘—A,
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kde Zj:_ll (Dj — poj) = — (Ds — Po);

Djpos — Ppoj  PosPoj

B= = [pos (D5 — poj) — poj (Bg — po)] / (Pojpo)
PojPoJ
1 2 1
I 2 A 2 ~ 2
¢ = N — (pj —poj)” + — (s —pos)” + = (1 = pos) (Ps — o)
=1 Poj Pog Pog
1
= N[> — @ —po)*+ 5 (B —pos)
j=1 pOJ 0J
Potom
Ni 1 @ 2 i (y; — Npoj) z‘]: (pozorované; — otakdvané;)?
ug = (D — o) = . .
s - 05 Py = Poj ‘ Npo; ocakavané;
j=1 Jj=1 j=1

Vieme, ze skére testovacia Statistika Ug 2 X,2]71-
Sila testu. Sila x2 testu (Waldovho a skére testu v multinomickom rozdelenf) 1 — 3 je definovand
ako

1-3=Pr (X2J,1’>\2 > X3_1(a)) )
kde x3_; (a) je kritickd hodnota x%_; rozdelenia s J—1 stupfiami volnosti a X?}—l,ﬂ nghodn4 premenni

7z necentrdlneho x?%_; rozdelenia s J — 1 stupfiami volnosti a parametrom necentrality A%. Potom
minimalny rozsah N pre nejaky vektor pravdepodobnosti p za platnosti alternativnej hypotézy

bude rovny
-1

Z N pO] 2
kde

2
= lim ZN p()]

N—o0
a tento parameter necentrality vypocitame iteraénym rieSenim rovnic 1 — (3 = Pr <X3_1 a2 2 X?771(04))~

Priklad 268 (minimdlny rozsah) Naprogramujte v @ funkciv na vypocéet minimdineho rozsahu
siboru N. Nazvite ju minimalny.rozsah.multinom(). Aplikujte na vektory p = (0.4,0.3,0.2,0.1)T a
po = (0.420,0.366,0.160, 0.054)

RieSenie
Parameter necentrality A2 = 11.48 (necentralneho x%_, rozdelenia) a minimalny rozsah N = 185.

Krvné A a B st dominanté nad 0 a kodominantné navzajom. Preto pre fenotyp 0 existuje len jeden
genotyp 00; fenotyp krvnej skupiny A pozostava z genotypov AA alebo A0, fenotyp krvnej skupiny B
z genotypov BB alebo BO; pre fenotyp AB existuje len jeden genotyp AB. Nech p je pravdepodobnost
vyskytu alely 0, g je pravdepodobnost vyskytu alely A a r je pravdepodobnost vyskytu alely B. Potom
p+ q+r = 1. Za platnosti Hardy-Weinbergovho (HW) zdkona mozeme pisat

p+q+r)? =p*+¢® +r2+2pq+2pr +2qr =1, kdep=1—q—r.
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Riesenie (pozri tabulku 8.5, obrdzky 8.19)

Nech (Y1,Ys, Y3, Y4)T ~ Multy(N,p), kde N = 500 a p = (p1,p2,p3,p4)”. Za platnosti HW zdkona
(Y1,Y2,Y3,Y4)T ~ Mults(N,po), kde N = 500, po = (po1,Po2,Po3,Po1)”, po1 = p? (genotyp 00),
Po2 = ¢* + 2qp (genotyp AA a A0), po3 = 12 + 2rp (genotyp BB a B0) a pgy = 2qr (genotyp AB).
Pravdepodobnosti g a 7 odhadneme pomocou maximalizacie logaritmu funkcie vierohodnosti parametra
0 = (q,7)T, kde po dosadeni do jadra logaritmu funkcie vierohodnosti dostaneme

4

101x) =Y y;np; = y1 In (p) +y2 In((¢>+24p)*) +ys In((r* +2rp)®) +ya In((2¢r)?), kdep = 1—g—r.
j=1

Odhady pravdepodobnost{ vyskytu aliel st ¢ = 0.239,7 = 0.114ap = g(a) =b+alh = 1—-g—7 =0.648
(20 sme mohli urobit na zéklade invariantnosti odhadu), kde a = (—1,—1)7 a b = 1. Rozptyly para-

metrov g a 7 vypocitame z hesidnu, t.j. Var[g] = 0.0002 a Var[r] = 0.0001. Var[p] = a’(Z(8))'a =
0.0003. Vierohodnostni 95% empiricki elipsu spolahlivosti je mozné vypoéitat pomocou cut-off loga-
ritmu $tandardizovanej funkcie vierohodnosti v bode log(exp(—3x3(0.05))) = log(0.05) = —2.995732
(pozri obrazok 8.19).

Tabulka 8.5: Pozorované pocetnosti a pravdepodobnosti a ofakdvané potetnosti a pravdepodobnosti (vypoé&itané pomo-
cou funkcie vierohodnosti) pre Prahu

krvné skupiny || 0 A B AB

pozorované pocetnosti y; 209 184 81 26
pozorované pravdepodobnosti y; /N || 0.4180 0.3680 0.1620  0.0520
ocakdvané pocetnosti Npo; 210 183 80 27
ocakavané pravdepodobnosti po; 0.4197 0.3661 0.1600 0.0542

04 0.6 0.8
| | |

0.2
|

Obr. 8.19: Logaritmus $tandardizovanej funkcie vierohodnosti s maximom oznacenym e a vierohodnostnou 95% empi-
rickou elipsou spolahlivosti pre

268



KAPITOLA 8. TESTOVANIE HYPOTEZ O VIACERYCH PARAMETROCH 8.4

1. Hypotézy

e slovna formulacia — Hy : pocetnosti vyskytu krvnych skupin si v zhode s HW zakonom
oproti Hy : pocCetnosti vyskytu krvnych skupin nie si v zhode s HW zakonom.

e matematickd formuldcia — Hy : p = pg oproti H; : p # po.

2. Testovacia Statistika — x2,, = 0.065.

1631 | chi.obs <— sum((poz.poc—ocak.poc)"2/ocak.poc) # 0.06484433

3. Zamietacia oblast — kritickd hodnota x3 (o) = x3 (0.05) = 5.991, potom W = (5.991, 00).

1632 | qchisq(1—0.05,3) # 7.814728

4. Statisticky zaver — p-hodnota= 0.664. Kedze p-hodnota nie je mengia ako o = 0.05 (ekvivalentne
X2, nepatri zamietacej oblasti), Hy nezamietame na hladine vyznamnosti a.

1633 | 1—pchisq(chi.obs,df=3) # 0.9956928

5. Slovny zaver — Nemame dostatok dokazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, Ze pocetnosti
vyskytu krvnych skupin si v zhode s HW zdkonom.

6. Antropologicky zaver — Empiricky zistené pocetnosti krvnych skupin ABO0 systému vo vzorke
prazského obyvatelstva zodpovedaju teoretickym poéetnostiam vyplyvajicim z HW zdkona a da-
ného modelu dedi¢nosti (alely A a B kodominantné a alela 0 recesivna).

Testovanie na zaklade hlavnych alel AB0 systému nemusi kompletne vycerpat problematiku variability
ABO0 systému a rozdielov medzi populdciami vo frekvencidch krvnych skupin tohoto systému, pretoze
alela A sa d'alej deli na imunitne odlisné formy A; a As, &m vznikd Sest réznych fenotypov (0,
Ay, As, B, A1B, A3B), a dalej existuje cely rad menej podetnych foriem alely A i B. Navyse je
molekuldrny podklad antigénov krvnych skupin ABO0 systému (oligosacharidov) prepojeny s antigénmi
krvnych skupin systémov H a Lewis (Mielke a kol., 2011). V pripade §tudia adaptivnych vlastnosti
ABO systému (vztah k mikrobidlnym patogénom) u roznych populécif je potrebné vyssie uvedené vziat
do tivahy a adekvatne tomu prisposobit i Statisticky model.

Test pomerom vierohodnosti o homogenite pravdepodobnosti z I binomickych rozdeleni.
Nech Y; ~ Bin (N;,p;), kde 0; = p;. Ozna¢me @ = p = (p1,pa,...,pr)T. Logaritmus vierohodnosti
ma tvar

l(0|YlaYQ7"'7yI = lany] 17 T

MLE 6; je rovny 8; = py, kde D = y;/Nj, tj. ©1 = {6 : pi # pj,i < jyi = 1,2,...,[ - 1;j =
2,3,...,I} pre aspoii jedno i a j. Za platnosti Hy je 8y = (9, D, ...,p)’, kde p = Zfil N;pi/ Zfil N;
a0©y={0:p =py=...=pr =p}. Potom —1 krdt prirodzeny logaritmus pomeru vierohodnosti
bude rovny

—In(AMy1,y2,.-.,y1)) = I (§|y1,y27 ... 7y[) —1(6oly1,y2,---,¥1) = Zyi In p;
I I I
+ > (Ni—y)In(1—5) =Y gilnp— Y (Ni — i) In(1 —p)
171 i=1 o i=1
= ;ylln— Z — i) ln e
Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —2In (A (Y1,Y2,...,Y))) R

X§71~ Prezna¢me p; na p;; a 1 — p; na p;s. Ekvivalentne preznacime y; na y;1, N; — y; na y;o.
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(P11,p127P217P227 -~,P11,P12) a6y =

Potom @ = p = (p11,p12, P21, D22, - - P11, P12) " 9 =
2 =P, P 1= p)7 kde piy +piz = 1,

Po = (po 11, P0,12, Po,21, P0,225 - - - , P0,I15 Do, 12) (
Y1ty =N, ait=1,2,. I Potom dostaneme

p” pozorované; ;
UR = 2 E E Yij ln =2 E E pozorovane X In———.
ocakdvané;;
i=1 j=1 i=1 j=1

= I
’U) Il
=

Waldov a skére test o homogenite pravdepodobnosti z I binomickych rozdeleni.
Tieto testy odvodime podobne ako Waldov a skére test v multinomickom rozdeleni. Dostaneme

yw Npo,ij) L2 pozorovane” — oéaké,vanéij)2
ww = us Z Z =22 .

N ocakavané,;
=1 j=1 DPo.ij i=1 j=1 »J

Vieme, ze Waldova a skére testovacia Statistika Uy, = Ug z X%—r

Priklad 270 (rovnost I pravdepodobnosti) Ak I = 2, ktorej z testovacich Statistik Zy alebo

v (@lt) yestu rozdielu pravdepodobnosti p1 a pa z kapitoly 7.4 je rovnd testovacia Statistika Ul/ 2

Priklad 271 (rovnost I pravdepodobmosti) Ukdzte, Ze uyy = ﬁ (Zle YijD? — an?.)

Test pomerom vierohodnosti o homogenite dvoch vektorov pravdepodobnosti.

Nech Y; ~ Multy (N, p;), kde i = 1,2, a 0; = p; = (ps1,Di2, - - -, pig)" . Logaritmus jadra vierohod-
nosti mé tvar

16ly1,y2) = lnH pr”-
1=17=1
MLE Gij je I‘OVIly (91‘]‘ = ]/)\ij, kde ﬁij = yi]‘/Ni, tJ @1 = {0 L P1j ;é pgj,j = 172, .. .,J} pre aspoﬁ
. . . . ~ o~ ~ o~ o~ ~ ~ 2
jedno j. Za platnosti Hy je 8o = (p1,p2,---,DssD1,P2,- -, b)), kde poij = pj = >i—; Nipij/N,

kde N = Z?:l N; a©y={0:p; =py,j=12,...,J} Potom —1 krét prirodzeny logaritmus
pomeru vierohodnosti bude rovny

2 2 J
l (§|y17y2) —1(Boly1,y2) = D) v Py — Y > i Inp;

i=1 j=1 i=1 j=1

—In(A(y1,¥2))

2 J ~

Il
(]
g
s
<.
=
S

Potom dostaneme

Di , pozorované, ;
ULR = 2 E E Yij ln g E E pozorované;; x In —
=

)
<

ocakdvané;;

i=1 j=1 i=1
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I Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti Upg = —2In (A (Y1,Y3))) R X3,

Waldov a skére test o homogenite dvoch vektorov pravdepodobnosti.
Tieto testy odvodime podobne ako Waldov a skére test v multinomickom rozdeleni. Dostaneme

2 2 . s
ww = us = Z i (yij — Npo,ij)2 B Z i (pozorované;; — otakévané;;)?
= Npogs ocakivané; ;

Vieme, ze Waldova a skore testovacia Statistika Uy = Ug z X?,_l.

Riesenie (Giastoéné; pozri obrézok 8.20)

o
S
O Hi
25% O Mi
L - 37.5% | Lo
47.37% 47.62%
o
©
o
<
Q]
«
o

LiH-F LiH-M MH-F MH-M DaH-F DaH-M

Obr. 8.20: Stfpcovjr diagram relativnych pocetnosti zakonéen{ dlanovych linif (v %) pre kazdi farbu vlasov.
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9 Antropologické datové subory

9.1 Datovy subor — jednovyberovy test o strednej hodnote

Hodnoteny subor: Z archivnych materidlov (Schmidt, 1888) méame k dispozicii pévodné kranio-

metrické udaje o dizke a sfrke lebky zo starovekej egyptskej populdcie (pozri obrézok 9.1). Sticasne
méme k dispozicii priemerné hodnoty oboch rozmerov, hodnoty smerodajnej odchylky a pocty pripadov
vzorky z novovekej egyptskej populécie (dfzkzx lebky: T, = 177.568 mm, Ty = 171.962 mm; s,,=7.526
mm, s¢=7.052 mm; n,,=88, ny = 52 a sirka lebky: 7, = 136.402 mm, Ty = 131.038 mm; s,,, = 6.411 mm,
s¢ = 5.361 mm; ny, = 87, ng = 52).

Stbor dat: one-sample-mean-skull-mf.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

pop — populécie (egant — egyptska starovekd);

sex — pohlavie (m — muz, f — zena);

skull.L — najvacsia dizka mozgovne (mm), t.j. priama vzdialenost kraniometrickych bodov glabella
a opisthocranion;

Biologické stuvislosti: Vyraznd zmena uréitého biologického znaku v populécii po uplynuti dlhsieho
¢asového obdobia sa oznacuje ako sekuldrny trend (z latinského saeculum — genericia, vek, storocie).
Brachycefalizacia, resp. debrachycefalizacia, t.j. relativne skracovanie ¢i predlzovanie lebky je jednym
z prikladov sekuldrneho trendu. Tieto zmeny lebky/hlavy koreluji so zmenami kost{ koncatin a ddvaji
sa do stvislosti so zmenami vonkajsich zivotnych podmienok i genetického zlozenia populécie. Napriek
tomu, ze pomer Sirky a diiky lebky zavisi od oboch rozmerov, ukazuje sa, ze zmeny v tvare lebky
ovplyviuju predovsetkym zmeny v jej irke.

Ciele:

(a) zistit, ¢i sa dlzka lebky starovekej egyptskej populdcie 1isi v strednej hodnote od novovekej egyptskej
populécie (zv14st u muzov a u Zien);

(b) zistit, ¢i sa sirka lebky starovekej egyptskej populdcie 1{si v strednej hodnote od novovekej egyptske;
populdcie (zv14st u muzov a u Zzien).

9.2 Datovy siibor — parovy test o strednej hodnote

Hodnoteny stibor: Hodnoteny sibor predstavuju osteometrické data, konkrétne hodnoty vertikdlneho
priemeru stredu dfiky tela kliénej kosti (clavicula) z pohrebiska u Sv. Jakuba v Brne, prevazne z ob-
dobia stredoveku. K dispozicii médme hodnoty rozmeru 40 vybranych jedincov na pravej aj l'avej strane
tela z pdvodného merania (Zivny, 2010) a z dvoch novych opakovanych merani (Hupkové, nepubliko-
vané déta).

Stbor dat: paired-means-clavicle.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo jedinca;

sex — pohlavie (M3 — velmi pravdepodobne muz, M2 — pravdepodobne muz, M1 — skor muz, I —
indiferentny, F1 — skor Zena, F2 — pravdepodobne Zena, F3 — velmi pravdepodobne Zena);

side — strana (R — pravé, L — lavd);

simd — vertikdlny priemer v strede diiky tela kliénej kosti (superior—inferior midshaft diameter), 1.
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glabella

opisthocranion

Obr. 9.1: Znézornenie premennych najvicsia dizka mozgovne (skull.L) a najvicsia sirka mozgovne (skull.B)

meranie (mm) prvého vyskumnika (pozri obrdzok 9.2);

simd.1 — vertikdlny priemer v strede dfiky tela klIiénej kosti (superior—inferior midshaft diameter), 1.
meranie (mm) druhého vyskumnika;

s~ .

simd.2 — vertikdlny priemer v strede dIZky tela kli¢nej kosti, 2. meranie (mm) druhého vyskumnika.
Biologické stvislosti: Stranové rozdiely v hriibke tela kli¢nej kosti mozu odrazat rozdielne za-
tazovanie kazdej zo strdn. U malych rozmerov, ako je vertikdlny priemer stredu tela kli¢nej kosti,
modze hraf vyznamni tlohu skreslenie skutoénej hodnoty rozmeru vplyvom chyby merania (inter-
individuédlna chyba — viac vyskumnikov a intraindividudlna chyba — jeden vyskumnik, systematickd
chyba — sprdvnost merania a ndhodnd chyba — presnost merania). Ked'ze chyba merania méZe vyrazne
ovplyvnit hodnotenie subtilnych biologickych trendov, ako si napr. stranové rozdiely ((a)symetria), je
velmi dolezité (este pred samotnymi analyzami stranovych rozdielov) chybu merania kvantifikovat'.

Ciele:

(a) zistit, ¢ je strednd hodnota vertikdlneho priemeru stredu tela kl
merania zhodn4, t.j. zhodnotit intraindividudlnu chybu merania;

(b) vypocitat (1) technickd chybu merania, (2) relativnu technicki chybu merania a (3) koeficient
reliability merania (pozri kap. 6.1)

(c) zistit, ¢i sa strednd hodnota priemeru prvého (simd.1) a druhého opakovaného merania (simd.2)
1i5i od strednej hodnoty prvého merania (simd), t. j. zhodnotit interindividudlnu chybu merania;

(d) zistit, &i je kIiéna kost v mieste vertikdlneho priemeru stredu diafyzy na pravej strane tela vyvinuta
inak nez na strane lavej, t.j. & existuje systematickd stranové asymetria;

(e) overit, ¢&i je strednd hodnota stranového rozdielu u oboch pozorovatelov zhodna.

[

icnej kosti prvého a druhého

simd

Obr. 9.2: Znazornenie premennej vertikdlny priemer v strede diZky tela kli¢nej kosti (simd)

274



KAPITOLA 9. ANTROPOLOGICKE DATOVE SUBORY 9.4

9.3 Datovy stibor — parovy test o strednej hodnote

Hodnoteny siibor: Hodnoteny stbor predstavuji osteometrické data kltiénej kosti (clavicula) an-

glického stiboru dokumentovanych skeletov (Parsons, 1916). Konkrétne ide o dlizku kliénej kosti z pra-
vej a lavej strany tela (pozri obrazok 9.3) v parovom usporiadani. Jednotlivé kosti bez druhostrannej
kosti neboli do stiboru zaradené.

Subor dat: paired-means-clavicle2.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo jedinca;

sex — pohlavie (m — muz, f — zena);

length.R — di7ka kosti z pravej strany (mm);
length.L — dlzka kosti z lavej strany (mm).

Biologické stivislosti: V pripade kli¢nej kosti sa ukazuje, ze kost z lavej strany je v priemere tensia
a sicasne dlhsia neZ kost z pravej strany. Rozdiel pravdepodobne vznikd v doésledku odlisnej doby
ukonéenia rastu oboch strdn v priebehu dospievania (Iava kost vii¢sinou rastie dlhsie; Mays a kol.
(1999)) v kombin4cii s odlisnym zataZenim oboch stran v priebehu Zivota.

Ciele:
(a) zistif (pre kazdé pohlavie zv1ast), & je dlzka kltiénej kosti na Tavej strane tela dlhsia nez na strane

pravej.

length.L

Obr. 9.3: Zndzornenie premennej dlzka kosti kli¢énej z lavej strany (length.L)

9.4 Datovy subor — jednovyberovy test o rozptyle

Hodnoteny subor: Z archivnych materidlov (Schmidt, 1888) méme k dispozicii pé6vodné kraniomet-
rické udaje o dizke lebky zo starovekej egyptskej populdcie. Stu¢asne mame k dispozicii priemerné
hodnoty oboch rozmerov, hodnoty smerodajnej odchylky a poc¢ty pripadov vzorky z novovekej egypt-
skej populécie (diika lebky: Z,, = 177.568 mm, Ty = 171.962 mm; s, = 7.526 mm, sy = 7.052 mm;
n, = 88, ng = 52 a §irka lebky: 7,,=136.402 mm, 7¢=131.038 mm; s, = 6.411 mm, s = 5.361 mm;
Ny, = 87, ng = 52).

Stbor dat: one-sample-variance-skull-mf.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

pop — populdcie (egant — egyptskd staroveka);

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);

skull.L — najvéicsia dizka mozgovne (mm), t.j. priama vzdialenost kraniometrickych bodov glabella
a opisthocranion (pozri obrazok 9.1);

skull.B — najvicsia sirka mozgovne (mm), t.j. vzdialenost oboch kraniometrickych bodov euryon (pozri
obrézok 9.1).

Biologické stivislosti: Nezamietnutie zhody rozptylov dvoch porovnavanych siborov méze znamenat
podobné biologické vlastnosti alebo obdobné vzorkovanie (vyber vzorky z populécie).
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Ciele:

(a) zistit, i sa dizka lebky starovekej egyptskej populdcie 1isi v rozptyle od novovekej egyptskej po-
puldcie (zvl43t u muZzov a u Zien).

(b) zistit, & sa §irka lebky starovekej egyptskej populécie 1ii v rozptyle od novovekej egyptskej po-
pulécie (zvl45f u muZov a u Zien).

9.5 Datovy suibor — jednovyberovy test o korelaénom koeficiente

Hodnoteny stibor: Vo vyssie uvedenom stibore (Schmidt, 1888) starovekej egyptskej populdcie d’alej
sledujeme suvislosti dvoch rozmerov tvérovej casti lebky (splanchnocranium) a mozgovej Casti lebky
(neurocranium); pozri obrdzok 9.4. Sti¢asne mame k dispozicii hodnoty korela¢ného koeficientu medzi
oboma rozmermi a tdaje o po¢toch pripadov zo vzorky novovekej egyptskej populdcie (ry, = 0.251,
re = 0.144; ny, = 30, ng = 19).

Stbor dat: one-sample-correlation-skull-mf.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

pop — populécie (egant — egyptskd starovekd);

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);

skull.pH — najv#ésia vyska mozgovne, projekénd vzdialenost najvyssicho bodu mozgovne k najnizsiemu

face.H — morfologickd vyska tvare, vzdialenost bodu nasion a gnathion (mm).

Biologické suvislosti: Rozmery oboch hlavnych casti lebky si pocas vyvinu riadené inymi faktormi.
Rast mozgovej casti lebky je spojeny s rastom mozgu a prebieha predovsetkym v prvych siedmich
¢i 6smich rokoch po narodeni, potom uz rastie len malo. Intenzivny rast tvarovej casti lebky pokracuje
aj v priebehu puberty a adolescencie. Napriek tomu spolu obe ¢asti tvoria komplexny funkény celok
(Lieberman, 2011).

Ciele:
(a) zistit, & vyska mozgovej ¢asti lebky sivisi s vyskou tvdrovej ¢asti lebky (zvlast u muzov a Zien);
(b) porovnat, ¢ je v tejto stvislosti rozdiel medzi starovekou a novovekou egyptskou populdciou.

nasion

gnathion

Obr. 9.4: Znazornenie premennych najvécsia vyska mozgovne (skull.pH) a morfologickd vyska tvére (face.H)
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9.6 Datovy stibor — jednovyberovy test o linearno-uhlovom korelaénom koeficiente

Hodnoteny stbor: Mame k dispozicii hodnoty troch linedrnych rozmerov a jedného uhla popisujice
vysku a sirku lebky a lebeénej bézy (pozri obrézok 9.5) vypocitané z pévodnych z, y a z sturadnic
styroch vyznaénych bodov (bregma, basion, porion dx a porion sin) digitalizovanych na 60 vybranych
lebkéch dospelych jedincov (40 muzov a 20 Zien) z kostrovej zbierky z archeologickej lokality Pohansko
— Pohrebisté okolo kostela (Jurda, 2008).

Sdbor dat: lin-uhl-fm.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);

skull.H — vyska lebky, vzdialenost bodov basion a bregma (mm);

base.H — vyska lebe¢nej bazy, minimédlna vzdialenost bodu basion k spojnici pravostranného a lavo-
stranného bodu porion (mm);

base.B — sirka lebe¢nej bdzy na spojnici oboch bodov porion (mm);

base.A — uhol, ktory zvieraji linie prechddzajice bodom basion a pravostrannym a lavostrannym
bodom porion (stupne).

Biologické suvislosti: Splostenie lebecnej bazy (platybdzia) je jednym zo znakov pouzivanych v bio-
archeologickych studiach ako indikator stresu a horsich zivotnych podmienok pri rekonstruovani a hod-
noteni Zivotnych podmienok minulych populdcii. Vyska lebeénej bazy je u l'udi trpiacich v priebehu
vyvinu nutriénym stresom nizsia nez u I'udi, ktori boli nutricnému stresu vystaveni v mensej miere.
Podla priace Angel (1982) ide o désledok deformécie nedostatoéne nutriéne zésobenych kosti lebeénej
béazy pod hmotnostou vyssie polozenych oblast{ hlavy a mozgu. Larsen (1997, 19-20) ale uvddza, ze
chrupavkové elementy lebecnej bazy maji vnitorni rastovi kapacitu dostatoéne odolnt voci tlaku
a uvedené vysvetlenie splostovania bazy v désledku nutriéného stresu nepovazuje za dostatoéné.

Ciele:

(a) zistit, & velkost uhla, ktory zvieraju linia prechddzajtica bodom basion a pravostrannym bodom
porion s liniou prechadzajticou bodom basion a lavostrannym bodom porion sivisi s niektorym zo sle-
dovanych rozmerov na lebke (zvl4st u muzov a u Zien);

(b) zistit, ¢i sa zistené zdvislosti l{sia u muzov a u Zien;

(c) zistit, & velkost tohto uhla stvisi viac s vyskou alebo §frkou bézy; ak s vyskou bdzy, zistit, ako
velmi stvisi vyska bézy s basion-bregmatickou vyskou lebky.

9.7 Datovy subor — jednovyberovy test o uhlovom korelatnom koeficiente

Hodnoteny stbor: Médme k dispozicii ¢iselné hodnoty dvoch uhlov na lebke (pozri obrézok 9.6)
vypocitané z povodnych z, y a z siradnic Styroch vyznaénych bodov (bregma, basion, nasion a prost-
hion) digitalizovanych na 60 vybranych lebkéch dospelych jedincov (40 muzov a 20 Zien) z kostrovej
zbierky z archeologickej lokality Pohansko — Pohiebisté okolo kostela (Jurda, 2008).

Stbor dat: uhl-uhl-fm.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

sex — pohlavie (m — muz, f — zena);

front.A — uhol v bode nasion; uhol, ktory zviera linia prechadzajica bodmi bregma a nasion s liniou
prechddzajicou bodmi nasion a basion (stupne);

prog.A — uhol tvarového trojuholnika v bode prosthion; uhol, ktory zviera linia prechadzajica bodmi
basion a prosthion s liniou prechddzajicou bodmi prosthion a nasion (stupne).

Biologické stvislosti: Uhol nasia popisuje oblast predného neurokrania, uhol tvarového trojuholnika
v prosthiu vyjadruje stupen alveoldrneho prognatizmu hornej éeluste a stupenn vyvoja hornej ¢asti
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bregma

porion sin

base.B

porion dx :‘j porion sin
j«—base.H
base.A!

basion

Obr. 9.5: Znazornenie premennych vyska lebky (skull.H), vyska lebecnej bézy (base.H), sirka lebe¢nej bazy (base.B) a
uhol, ktory zvierajui linie prechddzajiice oboma bodmi porion s vrcholom v bode basion (base.A)

splanchnokrania. I ked’ mozgova (neurocranium) a tvirova (splanchnocranium) ¢ast lebky spolu tvoria
komplexny funkény celok, po¢as vyvinu st riadené inymi faktormi (Lieberman, 2011).

Ciele:

(a) zistit, ¢i stvisi velkost uhla nasia s velkosfou uhla tvdrového trojuholnika v prosthiu (zv14st u muzov
a u zien);

(b) zistit, ¢i sa zistend zavislost 1{§i u muzov a u Zien.

9.8 Datovy siibor — jednovyberovy test o pravdepodobnosti

Hodnoteny stubor: Sekunddrny pomer pohlavi (Sanca narodenia chlapca; anglicky secondary sex
ratio, odds ratio) je pomer poctu novorodencov muzského pohlavia a poé¢tu novorodencov zenského
pohlavia. V priemere sa udéva hodnota 1.06 pre Ceski republiku a 1.05 pre celosvetovii populdciu
(Cheng a kol., 2007); sumdrny tdaj pre 220 ndrodov z celého sveta). V priebehu jedného roka sa
v krajskej nemocnici narodilo 729 chlapcov a 674 dievéat (Aldnovd, 2008).

Stbor dat: one-sample-probability-sexratio.txt

Popis premennych:
sex — pohlavie novorodenca (m — muzské, f — zenské).

Biologické stivislosti: Je zndme, 7e v Iudskych populdcidch je sekunddrny pomer pohlavi syste-
maticky vychyleny v prospech chlapcov. Nerovnd sa teda presne jednej (1.00), ako by to vyplyvalo
z principu genetického uréenia pohlavia pomocou pohlavnych chromozémov. O pri¢indch a mecha-
nizme vychylenia sekundarneho pomeru pohlavi, rovnako ako o vyzname medzipopulac¢nych rozdielov
v pomere pohlavi sa diskutuje (James, 2006, 2008).

Ciele:

(a) testovat, & sa pomer pohlavf 1i$i od vyrovnaného pomeru (1.00);

(b) ¢i sa pomer pohlavi 1isi od celosvetového priemeru (1.05);

(c) ¢i sa pomer pohlavi 1isi od tabelového priemeru pre Ceski republiku (1.06).
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bregma

nasion

prosthion

Obr. 9.6: Znazornenie premennych uhol v bode nasion (front.A) a uhol tvarového trojuholnika v bode prosthion (prog.A)

9.9 Datovy stibor — jednovyberovy test o pravdepodobnosti

Hodnoteny stbor: Na zdklade publikovanej stidie (Hauser, De Stefano a kol., 1989, str. 42-43)
méme k dispozicii ddaje o frekvencii vyskytu epigenetického znaku sutura metopica (bindrny znak)
na lebkdch Ainov z ostrova Hokkaido — v stibore 184 lebiek bol metopizmus zaznamenany v 3.3 %
pripadov. Sucasne méame k dispozicii percentudlne zastipenie sutura metopica v japonskej populdcii,
ktord dnes v Japonsku prevldda — metopizmus bol zaznamenany v sibore 241 lebiek v 9.1 % pripadov
(Mouri, 1976; Hauser, De Stefano a kol., 1989, str. 42-43).

Subor déat: one-sample-probability-met.txt

Popis premennych:

origin — povod jedincov kostrového siboru (Ain — Ainovia, Jap — japonska populdcia);
n — pocet jedincov v jednotlivych stiboroch;

met — pocet jedincov s vyskytom sutura metopica.

Biologické suvislosti: Sutura metopica (metopizmus) je epigeneticky znak. Predstavuje v dospelosti
perzistujici Sev (sutura interfrontalis) uprostred éelovej kosti, ktory v priebehu ontogenézy oddeluje
jej pravi a lavi ¢ast a normdlne sa uzatvara asi do dvoch rokov postnatdlneho vyvinu. Funkéne
moZe pretrvavanie §vu sposobovat dlhsi rast éelovej kosti do sirky. Podl’a niektorych §tiidif maju lebky
s metopizmom dlhsie transverzdlne rozmery (Hauser, De Stefano a kol., 1989, str. 41). Na vyskyte sa
podiela v ur¢itej miere dedi¢nost a medzi réznymi populdciami existuji odlignosti vo frekvencii tohoto
znaku (od 0 do 16 %). Ainovia, najstarsi obyvatelia severnej oblasti japonskych ostrovov, ktorych pévod
je dodnes predmetom vyskumu, predstavuji subpopulaciu v mnohych znakoch odlisnii od majoritnej
japonskej populécie.

Ciele:

(a) zistit, & sa & sa frekvencia vyskytu sutura metopica u Ainov 1i§i od frekvencie v prevlddajticej
japonskej populécii.

9.10 Datovy subor — dvojvyberovy test o rozdiele strednych hodnét

Hodnoteny stbor: Mame k dispozicii idaje o pérodnej hmotnosti prvorodenych a druhorodenych
chlapcov, novorodencov narodenych v krajskej nemocnici v priebehu jedného roka (Alédnovd, 2008).
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Novorodencov narodenych vo vy§Som poradi sme z tohto porovnania vyluéili.
Stbor dat: two-samples-means-birth.txt

Popis premennych:
o0.sib.N — pocet starsich sirodencov (0 — ziadny, 1 — jeden);
birth.W — poérodnd hmotnost (g).

Biologické stvislosti: Z niektorych studii vyplyva, ze medzi prvorodenymi a druhorodenymi novo-
rodencami mézu byt rozdiely v pérodnej hmotnosti. Prvorodeni by potom mali mat niZsiu poérodnt
hmotnost nez deti narodené ako druhé v poradi (Seidman a kol., 1988; Swamy a kol., 2012).

Ciele:
(a) zistit, & sa pérodnd hmotnost prvorodenych a druhorodenych chlapcov z jednej porodnice a sezény
v priemere liSi.

9.11 Datovy subor — dvojvyberovy test o rozdiele strednych hodnét

Hodnoteny subor: Z archivnych materidlov (Schmidt, 1888) méme k dispozicii pé6vodné kraniomet-
rické udaje 215 dospelych muzov a 107 dospelych zZien zo starovekej egyptskej populacie o basion—
bregmatickej vyske lebky (pozri obrdzok 9.7). Sticasne mdme k dispozicii priemerné hodnoty basion—
bregmatickej vysky (T, = 133.977 mm; Ty = 126.942 mm), hodnoty smerodajnej odchylky (s, =
5.171 mm; s = 4.430 mm) a pocty pripadov (n, = 87, nf = 52) vzorky z novovekej egyptskej
populécie.

Stbor déat: two-samples-means-skull.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢&islo;

pop — populdcie (egant — egyptskd staroveka);

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);

skull.H — vygka lebky, vzdialenost bodov basion a bregma (mm).

Biologické stivislosti: Rozdiely medzi dospelymi muzmi a zenami vo velkosti lebky byvaji v Iudskych
populdciach systematicky posunuté v prospech muzov (véésie hodnoty u muzov), i ked’ vdésinou ne-
dosahuju takej miery ako v puberte a adolescencii vyrazne rozvinuty dimorfizmus rozmerov postk-
ranidlneho skeletu (Dadejovéa a kol., 2011). Miera dimorfizmu moze tiez kolisat’ medzi populdciami,
pricom zmeny/rozdiely mozu byt spésobené zmenami u jedného, druhého alebo oboch pohlavi.

Ciele:
(a) vyjadrit mieru medzipohlavnych rozdielov pomocou indexu sexuélneho dimorfizmu
Tm — T
ISD = “2 L
'Z‘I!l

(b) zistit, ¢ sa stredné hodnoty basion—bregmatickej vysky lebky u muzov a u Zien lisia;
(c) zistit, ¢i sa liSia stredné hodnoty basion-bregmatickej vysky starovekej od strednych hodndt novo-
vekej, zvlast u muzov a zv1ast u Zien.

9.12 Datovy subor — dvojvyberovy test o podiele rozptylov

Hodnoteny subor: Z archivnych materidlov (Schmidt, 1888) méme k dispozicii pé6vodné kraniomet-
rické tdaje 215 dospelych muzov a 107 dospelych Zien zo starovekej egyptskej populdcie o basion—
bregmatickej vyske lebky (pozri obrazok 9.7). Stic¢asne mame k dispozicii priemerné hodnoty (Z,, =
133.977 mm; Ty = 126.942 mm), hodnoty smerodajnej odchylky (s, = 5.171 mm; s = 4.430 mm)
a pocty pripadov (n, = 87, ng = 52) tohto znaku u vzorky z novovekej egyptskej populdcie.
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Obr. 9.7: Znazornenie premennej vyska lebky (skull.H)

Stbor dat: two-samples-variances-skull.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

pop — populdcie (egant — egyptskd starovekd);

sex — pohlavie (m — muz, { — Zena);

skull.H — vyska lebky, vzdialenost bodov basion a bregma (mm).

Biologické stuvislosti: Rozdiel v rozptyle rovnakého znaku v dvoch populdcidch moze znamenat
odlignost vo variabilite alebo odlinosti v spdsobe vyberu subjektov.

Ciele:

(a) zistit, ¢i sa muzi a zeny zo starovekej egyptskej populdcie lisia v rozptyle vysky lebky;

(b) zistit, ¢ sa muzi a zeny z novovekej egyptskej populdcie 1isia v rozptyle vysky lebky;

(c) zistit, ¢ sa muzi zo starovekej a novovekej egyptskej populdcie lisia v rozptyle vysky lebky;
(d) zistit, ¢ sa Zeny zo starovekej a novovekej egyptskej populécie ligia v rozptyle vysky lebky.

9.13 Datovy subor — dvojvyberovy test o rozdiele korelaénych koeficientov

Hodnoteny sibor: Mdme k dispozicii sibor hodnét diiky trupu (rozdiel akromidlnej a spindlnej
vysky tela) a dlzky dolnej koncatiny (spindlna vyska tela) mladych dospelych jedincov (pozri obrazok
9.8; zdroj 1), prevazne §tudentov vysokych §kol z Brna a Ostravy (Kralik, nepublikované déta).

Stbor déat: two-samples-correlations-trunk.txt

Popis premennych:

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);
lowex.L — dizka dolnej konéatiny (mm);
tru.L — dizka trupu (mm).

Biologické stivislosti: Rozmery trupu si u Zien priestorovo zésadné z hl'adiska tehotenstva a miesta
pre rastiuci plod. Muzi takéto obmedzenia nemaji. Preto napriklad u zien prevlada dychanie hrudné,

1 Atlas somatoskopickych znakii élovéka (http://www.sci.muni.cz/somatoskopie), upravené
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zatial €0 u muZov brusné. So zvi&sujicou sa velkostou tela v priebehu rastu v puberte a adolescencii
by preto mala u dospelych Zien narastat timernejsie aj velkost trupu. U muzov by tendencia nemusela
byt tak silnd. Mozno teda predpokladat, Ze zévislost velkosti oboch ¢asti tela bude u Zien silnejsia nez
u muzov.

Ciele:

(a) zistit, & u mladych dospelych Iudi, bez ohladu na pohlavie, sivisi dlzka dolnej konéatiny s dlzkou
trupuy;

(b) zistit, ¢ sa Zeny a muzi v miere tejto zavislosti lisia.

Obr. 9.8: Znszornenie premennych dizka dolnej konéatiny (lowex.L) a dlzka trupu (tru.L)

9.14 Datovy stibor — dvojvyberovy test o rozdiele pravdepodobnosti

Hodnoteny stibor: Mdame k dispozicii idaje o pocte prvorodenych a druhorodenych chlapcov a dievéat,
novorodencoch narodenych v krajskej nemocnici v priebehu jedného roka (Aldnovd, 2008). Novoroden-
cov narodenych vo vysSom poradi sme z tohto porovnania vyluéili.

Stbor dat: two-samples-probabilities-sexratio.txt

Popis premennych:
sex — pohlavie novorodenca (m — muzské, f — zenské);
o.sib.N — pocet starsich sirodencov (0 — ziadny, 1 — jeden).

Biologické suvislosti: Sekundarny pomer pohlavi je u ¢loveka systematicky vychyleny v prospech
chlapcov. Podla niektorych evoluénych teérii nie je pohlavie potomkov u vtakov a cicavcov ndhodné,
pretoze nan nendhodne vplyva prostredie a pohlavie predchédzajicich potomkov regulujice repro-
duként tspesnost rodicov. U ¢loveka niektoré studie zaznamenali sdvislosti sekundérneho pomeru
pohlavi s paritou (Juntunen a kol., 1997), iné vSak nie (Almagor a kol., 1998).

Ciele:
(a) zistit, & je podiel chlapcov a dievéat u skupiny prvorodenych a druhorodenych det{ odlisny.
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9.15 Datovy subor — viacvyberovy test o strednych hodnotach, nominalna premenna

Hodnoteny subor: Z archivnych materidlov (Schmidt, 1888) mdme k dispozicii pé6vodné kraniomet-
rické tdaje o vyske hornej ¢asti tvdre muzov (pozri obrdzok 9.9) z piatich populdcii — nemeckej (19
jedincov), malajskej (69 jedincov), ¢inskej (18 jedincov), perudnskej (44 jedincov) a bantuskej (13
jedincov).

Stubor dat: anova-means-skull.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

pop — populdcie (nem — nemeckd, mal — malajskd, cin — ¢inska, per — perudnska, ban — bantuskd);
sex — pohlavie (m — muz);

upface.H — vyska hornej €asti tvére, priama vzdialenost medzi bodmi nasion a prosthion (mm).

Biologické suvislosti: Vyska hornej casti tvare je jednym z rozmerov, ktoré sa uplatiuju pri hod-
noteni popula¢nej afinity (odhade etnickej prislusnosti) vo forenznych aplikdcidch, kde sa obvykle
rozlisuji tri hlavné kategérie — kaukazoidnd, negroidnd a mongoloidné. I ked” hlavnym ukazovatelom
populaénej afinity na lebke st jej morfologické rysy a nie metrické znaky, moézeme vo vSeobecnosti
povedat, ze pre kaukazoidny fenotyp je charakteristickd strednd az vysokd a ¢asto §irok4 lebka s rozne
sirokou a stredne vysokou tvarou; pre negroidny fenotyp dlhi, tizka a nizka lebka s Sirokou a nizkou
tvarou; a pre mongoloidny fenotyp zas dlh4, §irok4 a stredne vysoks lebka s velmi Sirokou a vysokou
tvarou.

Ciele:

(a) zistit, ¢i si u muZov zo sledovanych populécif rozdiely v strednej hodnote vysky hornej ¢asti tvére;
(b) zistit, & pripadné rozdiely odpovedaju tradi¢ne uvddzanym rozdielom (najnizsia tvér u negroidnych
populdcif, stredne vysokd u kaukazoidnych populdcii a vysokd u mongoloidnych populdcif).

nasion

Obr. 9.9: Znazornenie premennej vyska hornej casti tvdre (upface.H)

9.16 Datovy subor — viacvyberovy test o strednych hodnotach, nominalna premenna

Hodnoteny stibor: Mame k dispozicii antropometrické tidaje mladych dospelych I'udi, prevazne
studentov vysokych $kol z Brna a Ostravy (Kralik, nepublikované déta), konkrétne tidaje o rozme-
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roch hlavy (pozri obrizok 9.10; zdroj2), a sicasne zaradenie pripadov do kategérii podla pohlavia,
sexudlnej orientdcie a poctu vlastnych strodencov.

Stbor dat: anova-head.txt

Popis premennych:

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);

sexor — sexudlna orientdcia (op — vyluéne na opacéné pohlavie, sa — ostatné, t.j. iné nez vyluéne na opaéné
pohlavie (bisexudlna, homosexudlna));

obra — existencia starsieho biologického brata (yes — jedinec m4 starieho brata, no — jedinec neméd
starsieho brata);

body.H — vyska postavy (mm);

head.L — dizka hlavy, vzdialenost medzi bodmi glabella a opisthocranion (mm);

head. W — sirka hlavy, vzdialenost oboch bodov euryon (mm);

bigo.W — sirka dolnej ¢eluste, vzdialenost oboch bodov gonion (mm);

bizyg.W — &irka tvare, vzdialenost oboch bodov zygion (mm).

Biologické stivislosti: Pohlavia sa obvykle lisia celym radom telesnych rozmerov. Okrem niektorych
reprodukéne vyznamnych rozmerov v oblasti panvy maji zeny obvykle v&¢Sinu rozmerov mensiu nez
muzi odpovedajiceho veku z rovnakej populdcie. Je vsak zndme, ze modifikujici vplyv na tie isté
rozmery mé cely rad d’alsich faktorov, napriklad sexuélna orientécia, poradie narodenia, pocet starsich
strodencov atd’. (i ked sa v miere vplyvu tychto modifikujcich faktorov rozne studie lisia).

Ciele:

(a) zistit, & sd jednotlivé rozmery hlavy sexudlne dimorfné, t.j. & sa stredné hodnoty jednotlivych
rozmerov medzi muzmi a zenami liSia;

(b) zistif, ¢i existuje vplyv pohlavia na jednotlivé rozmery hlavy modifikovany vplyvom sexuélnej
orientécie;

(c) zistit, & existuje vplyv pohlavia na jednotlivé rozmery hlavy modifikovany vplyvom existencie
biologického starsieho brata.

glabella

opisthocranion

gonion dx - gonion sin

Obr. 9.10: Znézornenie premennych dizka hlavy (head.L), §irka hlavy (head.W), &irka dolnej éeluste (bigo.W) a sirka tvare
bizyg. W

2 Atlas somatoskopickych znaki €lovéka (http://www.sci.muni.cz/somatoskopie), upravené
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9.17 Datovy subor — viacvyberovy test o strednych hodnotach, ordinalna premenna

Hodnoteny stibor: Mame k dispozicii ddta o pérodnej hmotnosti v siibore novorodencov z okresnej
nemocnice za jeden rok a sucasne idaje o parite matiek (poradie narodenia jednotlivych novorodencov)
a vzdelani matiek (Aldnovd, 2008).

Subor dat: anova-newborns.txt

Popis premennych:

edu.M — vzdelanie matky (1 — zdkladné, 2 — stredné bez maturity, 3 — stredné s maturitou, 4 — vy-
sokoskolské);

prch.N — pocet predchddzajicich det{ biologickej matky hodnoteného jedinca (hodnoty od 0 po 8, sle-
dujeme vSak iba tri kategérie: 1 — prvorodené, 2 — druhorodené a 3 — spoloéne deti narodené v tret'om
a d'alsom poradf);

sex.C — pohlavie hodnoteného dietata (m — muzské, f — zenské);

weight.C — porodna hmotnost hodnoteného dietata (g).

Biologické stvislosti: Hmotnost novorodenca je dolezity idaj z hl'adiska perspektivy jeho d’algieho
vyvinu. Zavisi na celom rade faktorov, modifikujici vplyv méze mat napr. parita a vzdelanie matky.

Ciele:

(a) zistit, &i zavisi pérodna hmotnost chlapca na poradi, v ktorom sa biologickej matke narodilo;
(b) zistit, & stvisf porodnd hmotnost chlapca so vzdelanfm matkys;

(c) zistit, & zavis{ porodnd hmotnost dievéata na poradi, v ktorom sa biologickej matke narodilo;
(d) zistit, & stivisi pérodnd hmotnost dievéata so vzdelanim matky.

9.18 Datovy subor — viacvyberovy test o rozptyloch

Hodnoteny stibor: Mame k dispozicii osteometrické data o dizke kIténej kosti (clavicula) z pravej
strany u Styroch stiborov — vyberov zo Styroch réznych populécii: anglickej, dvoch indickych a gréckej
(pozri obrazok 9.11).

Stbor dat: more-samples-variances-clavicle.txt

Popis premennych:

population — populdcia, z ktorej kostrovy stbor pochddza: eng — anglickd populdcia (ddta Parsons,
1916), ind1 — indickd populdcia z Amritsaru (data Jit a Singh, 1966), ind2 — indickd populdcia z Va-
ranasi (data Singh a Gangrade, 1968), gre — grécka populdcia z Atén (data Kralik a kol., 2014);

sex — pohlavie (m — muz);

cla.L — najvéicsia dizka kosti kIiénej z pravej strany (mm).

Biologické stuvislosti: Osteologické vzorky porovnavanych kosti kIiénych vznikali v roznych obdo-
biach a predstavuju roéznym spoésobom vybranych jedincov z rézne rozsiahlych populécii. Je preto
mozné, ze sa stibory budi ligif svojim rozptylom.

Ciele: i

(a) zistit, ¢i sa styri porovndvané populdcie lisia v rozptyloch dlzky kltiénej kosti z pravej strany.

length.L

Obr. 9.11: Znézornenie premennej najvacsia dizka kosti kliénej z pravej strany (cla.L)
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9.19 Datovy subor — viacvyberovy test o korelatnych koeficientoch

Hodnoteny stbor: Vo vyssie uvedenom sibore (Schmidt, 1888) muzov z piatich réznych populdcif —
nemeckej (20 jedincov), malajskej (73 jedincov), ¢inskej (19 jedincov), perudnskej (46 jedincov) a ban-
tuskej (14 jedincov) — sledujeme suvislosti medzi rozmermi tvérovej ¢asti lebky (splanchnocranium),
konkrétne medzi vyskou a sirkou nosa a medzi sirkou nosa a interorbitdlnou sirkou (pozri obrazok
9.12).

Stbor dat: more-samples-correlations-skull.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢&islo;

pop — populécie (nem — nemeckd, mal — malajskd, cin — ¢inska, per — perudnska, ban — bantuskd);

sex — pohlavie (m — muz);

mis (mm);

nose.B — &irka nosa, t.j. najvicsia sirka apertura piriformis, medzi pravym a lavym bodom apertion
(mm);

interorb.B — interorbitdlna &irka odpovedajiica priamej vzdialenosti medzi pravym a l'avym bodom
dakryon (mm).

Biologické suvislosti: Vyska a Sirka nosa a interorbitalna Sirka patria medzi rozmery, ktoré sa
uplatiiuji pri hodnoteni populaénej afinity (odhade etnickej prislusnosti) vo forenznych aplikdcidch,
kde sa obvykle odlisujud tri hlavné kategérie — kaukazoidné, negroidnd a mongoloidné. I ked’ hlavnym
ukazovatelom popula¢nej afinity na lebke s jej morfologické rysy a nie metrické znaky, vo veobecnosti
mozno povedat, %e pre kaukazoidny fenotyp je charakteristicky vysoky a tzky nosny otvor; pre neg-
roidny fenotyp Siroky a nizky nosny otvor a Siroké interorbitdlna oblast; a pre mongoloidny fenotyp
§iroky nosny otvor.

Ciele:

(a) zistit, & u jednotlivych skupin sivisf vyska so sirkou nosa;

(b) zistit, & u jednotlivych skupfn stvis{ interorbitdlna §frka so §frkou nosa;
(c) zistit, ¢i sa sledované populdcie v miere tychto stivislost{ lisia.

Obr. 9.12: Zndzornenie premennych vyska nosa (nose.H), sirka nosa (nose.B) a interorbitélna Sirka (interorb.B)
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9.20 Datovy subor — viacvyberovy test o pravdepodobnostiach

Hodnoteny stibor: Na zéklade publikovanej stidie (Stewart, 1970) mame k dispozicii idaje o frekven-
cii vyskytu troch stupiov zmien kostného reliéfu na vnitornej strane lonovej kosti ( 0os pubis) v blizkosti
lonovej spony (symphysis pubica) u Zzien z troch kostrovych stiborov: eurépskeho povodu, afrického
povodu a Inuitov (pozri obrézok 9.13). Sticasne mame k dispozicii pocty jedincov kazdého z tychto
troch stiborov.

Subor dat: more-samples-probabilities-pubis.txt

origin | absence trace.to.small moderate.to.large | number.of.cases

European 30 20 10 60
African 56 37 17 110
Inuits 16 6 13 35

Popis premennych:

origin — povod jedincov kostrového stiboru (European — eurdpsky, African — africky, Inuits — Inuiti;
absence — pocetnosti pripadov s nepritomnostou zmien kostného reliéfu;

trace.to.small — pocetnosti pripadov so stopami zmien az malymi zmenami kostného reliéfu;
moderate.to.large — pocetnosti pripadov so strednymi az vyraznymi zmenami kostného reliéfu;
number.of.cases — pocetnosti pripadov v jednotlivych kostrovych vzorkéch.

Biologické stivislosti: Popérodné zmeny na kostre st spornou otazkou, ktorej riesenie ma viac nez 140
rokov trvajicu histériu (cf. Mikesovd, 2008). Predovsetkym st s tehotenstvom a/alebo pérodom spédjané
zmeny kostného reliéfu na kosti panvovej — tzv. sulcus praeauricularis pod dolnym okrajom facies
auricularis a obdobné zmeny na vnitornej strane lonovej kosti v blizkosti symphysis pubica. Etiologia
tychto zmien vsak nie je dosial zndma. Zretelne vytvoreny sulcus praeauricularis vo forme §pecifickych
jamkovitych depresif sa vyskytuje iba u Zien, ktoré rodili. Nepritomnost' tychto zmien ale neznamen4,
7e ide o zenu, ktora nerodila. Méze ist o muZza, o Zenu, ktord nerodila, o Zenu, ktora rodila a zmeny sa
u nej nevytvorili alebo sa vytvorili, ale ¢asom doslo k ich vymiznutiu v désledku remodelécie kosti. Tieto
ttvary kostného reliéfu teda nemozno pouzit ani na odhad pohlavia (pritomnost vs. nepritomnost),
ani na stanovenie parity (miera prejavu). Okrem toho sa zeny z réznych populdcii mézu vo vyskyte
tychto tvarov liit.

Ciele:
(a) zistit, ¢i sa tri sledované populécie lisia vo vyskyte kazdej z troch foriem kostného reliéfu na zadnej
(vnitornej) strane kosti lonovej.

9.21 Datovy subor — viacvyberovy test o pravdepodobnostiach

Hodnoteny stbor: Pri vySetreni oénej dithovky 60 muzov a 60 zien (Hornickovd, 1992) bol hod-
noteny farebny odtienn dihovky a vyskyt réznych typov utvarov v Struktire dihovky. Farba o¢i bola
posudzovand pomocou lupy podla vzorkovnice R. Martina (Martin, 1914/1928), ktora obsahuje 16
farebnych odtiefiov, a nasledne kategorizovand do jednej zo Styroch skupin. Sti¢asne bol podla schémy
Ziegelmayera (Martin a Saller, 1957-1966, str. 400) hodnoteny vyskyt koncentrickych, kryptovitych a
lucovitych utvarov v struktire duhovky. K dispozicii mame pocetnosti jednotlivych farebnych kategorii
pre obe pohlavia a pocetnosti dihoviek s li¢ovitymi ttvarmi v jednotlivych farebnych kategdridch.

Subor dat: multinom-iris-color.txt
\H HZ ME M\L.H LHZ LME LM

m |13 11 24 12 7 5 9 2
fl116 12 26 6 9 7 2 1
sum | 29 23 50 18 16 12 11 3

Popis premennych:

sex — pohlavie jedincov vo vzorke (m — muzi, f — Zeny, sum — obe pohlavia);

iris.C — farba o¢nej dihovky (H — hnedé o¢i (odtiene 2 — 4), HZ — hnedozelené o¢i (odtienn 5), ME —
melirované oéi (odtiene 6 — 8 a 12 — 15), M — modré o¢i (odtiene 9 — 11));
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0s pubis

Obr. 9.13: Kostny reliéf na vnitornej strane os pubis

iris.S — struktira dihovky (L.H — hnedé o¢i s licovitymi ttvarmi, L.HZ — hnedozelené oé¢i s licovitymi
dtvarmi, L.ME — melirované o¢i s li¢ovitymi ttvarmi, L.M — modré oéi s liéovitymi itvarmi).

Biologické stvislosti: Farba o¢i (diithovky) je dand z velkej Casti dediéne. U svetlejsich o¢i (modrych,
Sedych a zelenych) zavisi farba o¢i predovietkym od mnozstva pigmentu v dithovkovej ¢asti sietnice
(pars iridica retinae), u hnedych oéf obsahuje melanocyty aj ddhovkové traméina (stroma iridis) a u af-
rickych populdcii aj prednd hraniénd vrstva dihovky, a to vo velmi velkom mnozstve. Farba dihovky
teda suvisi s obsahom duihovkovej traméiny. Jej vnitornd Struktira vSak nie je homogénna. Vyskytuju
sa v nej rozne koncentrické, kryptovité (otvory) a radidlne (Ilucovité) ttvary, ktorych pritomnost’ moze
do uréitej miery suvisiet s pigmentéciou dihovkovej traméiny.

Ciele:

(a) zistit, & medzi farebnymi kategériami existuji statisticky vyznamné rozdiely vo vyskyte licovitych
utvarov dihovky;

(b) zistit, ¢ existujt rozdiely vo vyskyte lticovitych ttvarov dihovky medzi pohlaviami.

9.22 Datovy siibor — viacvyberovy test o pravdepodobnostiach

Hodnoteny stubor: Vo vzorke, ktori tvorilo 200 studentov (100 muzov a 100 zien), boli standardnou
dermatoglyfickou metodikou snimané dermatoglyfy dlane (Bymova, 1990). Na odtlac¢koch bolo hodno-
tené zakonéenie troch hlavnych dlanovych linii (D, C a B); pozri obrdzok 9.14. Pripady boli podl’a
vzorca zakonéenia (vytstenia proximdlnych radiant digitdlnych trirddil na Standardne ¢islovanych
polohéch okraja dlane) rozdelené do troch kategérif. Sticasne bola hodnotend farba vlasov podla
standardnej Fischer-Sallerovej (Martin a Saller, 1957-1966, s. 391) stupnice 30 odtietiov, ktoré boli roz-
delené do 3 skupin. K dispozicii mame pocetnosti jedincov v jednotlivych kategéridch, zvlast pre muzov
a zeny.

Stdbor dat: multinom-palmar-lines.txt

m | H M Lo f|Hi Mi Lo
LiH 6 6 4 LiH 4 6 6
MH | 20 15 7 MH | 18 10 10
DaH | 18 12 12 DaH | 12 22 12
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Popis premennych:

sex — pohlavie (m — muzi, f — Zeny);

palmar.lines — zakonéenie troch dlanovych linif (Hi — vysoké (najéastejsi vzorec 11 9 7), Mi — stredné
(najcastejsi vzorec 9 7 5), Lo — nizke (najcastejsi vzorec 7 5 5));

hair.C — farba vlasov (LiH — svetlé, MH — stredné, DaH — tmavé).

Biologické suvislosti: Zakoncenie hlavnych dlanovych linii na okraji dlane odréza celkovy smer prie-
behu epidermdlnych list na dlani, ktory moze byt niekde medzi transverzdlnym a longitudindlnym.
Vysoké polohy odpovedaji prevazne transverzalnemu priebehu, nizsie polohy reprezentujui prevazne
sikmy az longitudindlny priebeh epidermdlnych list dlani. Ked'ze sa epidermélne listy vytvarajd pre-
natdlne od 3. mesiaca tehotenstva, findlny priebeh epidermélnych 1list v dospelosti odraza epigene-
tické procesy z tohto obdobia. Priblizne v rovnakej dobe prebieha migracia melanocytov z neuralnej
listy do pokozky (epidermis) a rozvijaju sa vlasové folikuly, ktoré predstavuju derivaty koze na inych
miestach tela (mimo papildrny terén). Nie je vSak jasné, akym sposobom spolu epigenetické procesy
v papildrnom teréne koze a mimo papildrneho terénu stvisia. Sticasne je zndme, ze rozdielne 1'udské
populdcie sa lisia ako v priebehu dlanovych linii (obyvatelia Indie a Predného vychodu maji skor
vysoké zakonéenie, povodni obyvatelia rovnikovej Afriky prevazne nizke a obyvatelia vychodnej Azie
prechodné), tak aj vo farbe koze. Medzipopulaéné rozdiely viak nemusia byt plne obsiahnuté v roz-
dieloch medzi l'udmi v rémci jednej populécie, akokol'vek st variabilni v studovanych znakoch. Je teda
otézne, & spolu mézu stvisiet priebeh hlavnych dlafiovych linif a farba vlasov u Eurépanov s velmi
variabilnou farbou vlasov.

Ciele:

(a) zistit, & existuje vztah medzi farbou vlasov a zakonéenim hlavnych dlafiovych linif (zv14st u muzov
a u Zien);

(b) zistit, ¢i sa zakonéenie troch dlafiovych linif 1{§i medzi skupinami s odlignou farbou vlasov;

(c) zistit, ¢i sa pohlavia lisia vo farbe vlasov;

(d) zistit, ¢i sa pocetnosti zakonéenia hlavnych dlaiovych linif liia;

(e) zistit, pri akom minimalnom poéte jedincov vo vzorke by rovnaké proporciondlne zastiipenie
v jednotlivych kategéridch a jednotlivych porovnaniach dosiahlo Statistickd vyznamnost na hladine
vyznamnosti o = 0.05 a pri sile testu 1 — 8 = 0.8.

Hi(1197) Mi (97 5) Lo(755)

Obr. 9.14: Cislovanie pozic na okraji dlane a priklady vysokého (Hi), stredného (Mi) a nizkeho (Lo) zakon&enia troch
hlavnych dlanovych lini{ (D, C a B)
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9.23 Datovy subor — viacvyberovy test o pravdepodobnostiach

Hodnoteny stbor: Vo vzorke, ktorid tvorilo 120 studentov vysokej skoly (60 muzov a 60 zien) bola
okrem iného hodnotens prilahlost usnice (Stouraéové, 1992) a sledované medzipohlavné a stranové
rozdiely v tomto znaku. Pripady boli podl'a prilahlosti ugnice rozdelené do troch kategérii (Titlbachovd,
1967, s. 97) zvl4st na pravej a lavej strane. K dispozicii mdme pocetnosti jedincov v jednotlivych
kategéridch.

Stbor dat: multinom-earlobe.txt

m| R L f|R L
1122 22 1]38 36
2134 34 2|21 24
314 4 3|1 0

Popis premennych:

sex — pohlavie (m — muzi, f — zeny);

side — strana tela (R — prava, L — lav4);

earlobe — prilahlost usnice (1 — prilahlé, 2 — stredne prilahlé, 3 — odstévajtice).

Biologické suivislosti: Vo velkosti, tvare a d'alsich vlastnostiach usnice (auricula) sa ¢lovek 1isi od os-
tatnych primdtov. Uz u vyssich primdtov ma usnica len rudimentdrnu pohyblivost (za zvukom sa
otaca celd hlava), stdle sa viak uplatiuje pri zachytdvani akustickych vIn. Usnica ¢loveka mé skratent
pozdiZnu o0s, okraj zvinuty v tzv. heliz, rozsirené pripojenie k hlave a vytvoreny usny lalocik (lobulus
auriculae). Podla niektorych vyskumov (Hulanicka, 1973) sa vSak usi muZov a zien v niektorych vlast-
nostiach systematicky lisia. Usi napriklad odstavajui viac muzom nez zenam. Nie je vSak jasné, ¢i je tento
rozdiel vedlajsim désledkom dimorfizmu ontogenézy a vysledného tvaru hlavy alebo odraza funkéné
rozdiely v sluchovej percepcii medzi pohlaviami (napr. obvykly charakter a smer sluchovych signélov)
Vyltucéeny ale nie je ani kultirne podmieneny dlhodoby vplyv odhsnej pokryvky hlavy (Satky u Zzien
a klobtiky u muzov). Pri hladan{ odpovede treba najskér zistit, & je dimorfizmus v prilahlosti usnice
univerzalny jav platny aj v inych 'udskych populdcidch, t.j. overit existenciu dimorfizmu v prilahlosti
usnice na inych stiboroch.

Ciele:

(a) zistit, ¢i existuje sexudlny dimorfizmus v prilahlosti usnice (zv14st na pravej a lavej strane);

(b) zistit, pri akom minimélnom pocte jedincov vo vzorke by rovnaké proporciondlne zastiipenie v
jednotlivych kategéridch dosiahlo tatisticki vyznamnost na hladine vyznamnosti o = 0.05 a pri sile
testu 1 — 5 =0.8.

9.24 Datovy subor — homogenita vektorov pravdepodobnosti

Hodnoteny stbor: V neziavislych vyskumoch boli zistené frekvencie krvnych skupin ABO systému
(skupina 0, A, B a AB) u 400 obyvatelov Kosic (Slovensko) a 500 obyvatelov Prahy (pozri Vondrugkova,
1983). K dispozicii mdme pocetnosti v jednotlivych kategéridch.

Subor dat: multinom-blood-groups.txt

| 0 A B AB
K| 138 147 84 31
P|209 184 81 26

Popis premennych:
city — mesto (K — Kosice, P — Praha);
blood — krvnd skupina ABO systému (0, A, B, AB).

Biologické suvislosti: Krvné skupiny st vrodené vlastnosti povrchu erytrocytov (proteiny, glykop-
rotefny alebo glykolipidy), detegovatelné pomocou aloprotilatok. Do dnesnej doby bolo rozligenych mi-
niméalne 30 systémov krvnych skupin, z ktorych viésina je polymorfnych (Iudia sa vzéjomne lisia kom-
binéciou alel podmienujticich prislusné antigény). Polymorfizmus krvnych skupin je podl’a dnesnych po-
znatkov udrzovany prirodnym vyberom a predstavuje vysledok adaptacii minulych populacii na pdsobe-
nie bakteridlnych patogénov. Napriklad relativne nizka frekvencia skupiny 0 (ABO systému) v mnohych
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oblastiach Eurépy a Azie moze byt désledkom devastujticich epidémif ( Yersiniapestis). Antigén na po-
vrchu tohto mikroorganizmu je podobny H antigénu krvnej skupiny 0. Ludia s krvnou skupinou 0
neprodukujuci ziadne protilatky anti-H pravdepodobne tento patogén nerozpoznali, ¢o u nich mohlo
viest k horSiemu priebehu choroby a vysSej timrtnosti (Mielke a kol., 2011). Frekvencie foriem v rdmci
daného systému (napr. ABO systému) sa naprie¢ geografickym dzemim men{ klindlne, t.j. existuji
geografické gradienty v zastipeni jednotlivych foriem (A, B, AB a 0).

Ciele:
(a) zistit, ¢i sa obyvatelia Prahy a Kosic liSia v zastipeni krvnych skupin ABO systému.
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10 Funkcie

V tabulk4ch 10.1, 10.2, 10.3, 10.4, 10.5 a 10.6 sa nachadza tabulkovy prehlad pouZitych a naprogra-
movanych funkcif v @ a ich struéné definicie.

Tabulka 10.1: Prehlad zékladnych funkcif — charakteristiky polohy a variability a matematické funkcie

funkcia popis

cor() korelaény koeficient 7

length() rozsah n

mad() priemer absolitnych odchylok M AD

max() maximum Zmax

mean() aritmeticky priemer T

median() medidn Zo 5

min() minimum i,

quantile() vybrané kvantily, napr. Zo.25, Zo.5 a Zo.75
range() rozpéitie D

sd() smerodajna odchylka s,

summary() pitéiselny sihrn (Tmin, £0.25, 0.5, £0.75, Tmax )
var() rozptyl s2

abs() absolitna hodnota

atan() arkus tangens

atanh() hyperbolicky arkus tangens

ceiling() najblizsie vyssie celé ¢islo

colMeans() aritmeticky priemer &isel v matici po stipcoch
colSum() suma é&fsel v matici po stipcoch

cos() kosinus uhla v radidnoch

cumsum() kumulativna suma

cut() rozdelenie spojitej premennej na intervaly
density() hustota

dim() rozmery objektu

exp() exponencidlna funkcia

floor() celd cast &isla

log() prirodzeny logaritmus

na.omit() vyradenie chybajicich pozorovani ozn. NA
order() vypis poradia elementov vektora

round() zaokrihlovanie

rowMeans() | aritmeticky priemer &isel v matici po riadkoch
rowSum() suma ¢&isel v matici po riadkoch

scale() skdlovanie dat

sin() sinus uhla v radidnoch

sort() zoradenie elementov vektora podla velkosti
sqrt() odmocnina &isla

sum() suma ¢lenov vektora

tanh() hyperbolicky tangens
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Tabulka 10.2: Prehl'ad funkcif stvisiacich s ddtovym manaZmentom a funkcia library()

funkcia popis

addmargins() pridanie okrajovych po¢etnosti do tabulky pocetnost{
apply() aplikdcia funkcie na maticu

array() vytvorenie objektu pole

as.data.frame()
as.factor()
as.matrix()
as.numeric()
as.vector()
attach()

()

cbind()
combn()
data.frame()
dimnames()
factor()
ftable()
choose()
levels()
library()
list()
margin.table()
matrix()
na.omit()
names()
numeric()
print()
prop.table()
rbind()
read.table()
rep()
replicate()
return()
sample()
seq()

split()

()

table()
tapply()
write.table()
X[i]

X[l

X[i.j]

" retazec”

lis.na()

zmena nejakého objektu na datovi tabulku

zmena nejakého objektu na kategoridlnu premennti
zmena nejakého objektu na maticu

zmena nejakého objektu na &iselny vektor

zmena nejakého objektu na vektor

pouzitie ndzvov stfpcov

vytvorenie objektu vektor

skladanie vektorov po stfpcoch

jednoduchy ndhodny vyber s vratenim z kniznice utils
vytvorenie datovej tabulky

pomenovania dimenzii v objekte

vytvorenie kategoridlnej premennej

vytvorenie kontingenénej tabulky

pocet vietkych vyberov s vratenim z kniznice utils
hladiny kategoridlnej premennej

nacitanie nainstalovanej kniznice

vytvorenie objektu list

margindlne pocetnosti v tabulke pocetnost{
vytvorenie objektu matica

odstranenie chybajicich pozorovani ozn. NA
pomenovanie dimenzii v objekte alebo elementov objektu
vytvorenie ¢iselného vektora

vypis objektu (pouzitie vo funkcii alebo cykle)
vytvorenie tabulky pravdepodobnosti

skladanie vektorov po riadkoch

nacitanie (import) ddtovej tabulky do @
vytvorenie vektora opakovanim jeho elementov
opakovanie nejakého prikazu alebo funkcie

vypis objektu (pouzitie vo funkcii)

jednoduchy ndhodny vyber bez vréitenia alebo s vratenim
vytvorenie sekvencie ¢isel

rozdelenie dat na skupiny

transpozicia matice

vytvorenie tabulky pocetnosti

aplikacia funkcie na pole

export tabulky z ®

indexovanie vo vektore

indexovanie v liste

indexovanie v matici

textovy retazec

indexovanie

identifikdcia chybajicich pozorovani ako FALSE, ostatnych ako TRUE
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Tabulka 10.3: Prehlad statistickych a numericko-matematickych funkcif

funkcia popis

cr() koeficient reliability merania

grafy.dva.vybery() tri grafy pre exploratérnu analyzu dat

grafy.jeden.vyber() styri grafy pre exploratérnu analyzu d4t

chisq.stat x2 test dobrej zhody

1Skor() IS pre klasicky Pearsonov korela¢ny koeficient p

ISkor.rozdiel() IS pre rozdiel dvoch Pearsonovych korelaénych koeficientov pi — p2
ISkor.uhl() IS pre linedrno-uhlovy Pearsonov korelaény koeficient p

ks.l.me() MC Lillieforsov test dobrej zhody

ks.mc() MC Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody

kvart.sikmost() kvartilovd sikmost

lambda.multinom() parameter necentrality A2 rozdelenia X§71 \2

lin.uhl.r() linedrno-uhlovy Pearsonov korela¢ny koeficient r

LRp() logaritmus funkcie vierohodnosti pre pravdepodobnost p
min.rozsah.n.kor() minimdlny rozsah n pre rozdiel dvoch korela¢nych koeficientov p; — p2
min.rozsah.n.p() minimdlny rozsah N pre rozdiel dvoch pravdepodobnosti p1 — p2
oktil.sikmost() oktilovd sikmost b1o

priem.uhol() priemerny uhol

rho.hat() odhad korelaéného koeficientu p (itera¢né riesenie rovnic)
rozptyl() rozptyl s2

SE() standardnd chyba sz

sikmost() sikmost by

sin.cos.uhla() sinus a kosinus uhla v stuprioch

smerodch() smerodajnd odchylka s,

spicatost() spicatost bo

tem() technické chyba merania

tem.rel() relativna technickd chyba merania

test.pomeru.sanci() Waldove testy o pomere Sanci

test.relat.rizika() Waldove testy o relativnom riziku

test.rozdielu.prav() Waldove testy o rozdiele pravdepodobnosti

testy.o.kor.koef() test pomerom vierohodnosti a x2-test o korelaénych koeficientoch
testy.o.rozptyloch() test pomerom vierohodnosti a Bartlettov test o homogenite rozptylov
testy.o.stred.hodnotach() | F-test a test pomerom vierohodnosti o rovnosti strednych hodnét
uhl.uhl.r() uhlovy Pearsonov korela¢ny koeficient 7

urezanie() ~-urezany vektor

winsorizacia() vektor winsorizovany pomocou ,,vnutornych hradieb

zakl.char() vybrané zékladné charakteristiky

aov() ANOVA model s fixnymi efektami

bartlett.test() viacvyberovy test o homogenite rozptylov

binconf() Waldov 95% empiricky IS pre pravdepodobnost’ z kniznice Hmisc
cor.test() jednovyberovy t-test nulovosti korelaéného koeficientu p

ks.test() Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody

lillie.test Lillieforsov test dobrej zhody z kniZnice nortest

pairwise.t.test() viacvyberovy test o rovnosti strednych hodnét

power.t.test() sila jednovyberového Studentovho ¢-testu o strednej hodnote
prop.test() X2 test o pravdepodobnosti alebo o vektore pravdepodobnosti
t.test() Studentove t-testy

TukeyHSD() viacvyberovy Tukeyho HSD test

var.test() X2 test o podiele rozptylov

optim() numerické hl'adanie maxima alebo minima funkcie

optimize() numerické hladanie maxima alebo minima funkcie

uniroot() numerické hladanie korefiov rovnice
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Tabulka 10.4: Prehlad funkcii kresliacich rézne druhy grafov a funkcif s grafmi sdvisiacich

funkcia popis

abline() priamka so zadanym interceptom a sklonom

arrows() usecka so $ipkami na ich koncoch

axis() dokreslenie osi z a y do obrazka

barplot() stipcovy diagram

box() ohranicenie grafu

boxplot() krabicovy diagram

contour() konturovy graf/vkreslenie kontir do existujiceho obrédzka
curve() krivka

errbar() chybova usecka z kniznice Hmisc

gray() vytvorenie RGB-vektora z vektora hladin sivej z intervalu (0, 1)
grey() vytvorenie RGB-vektora z vektora hladin sivej z intervalu (0, 1)
heat.colors() teplé farby

histback() dva histogramy dotykajice sa bdzami z kniznice Hmisc
histogram() histogram

identify() vypis pozicie (x,y) v grafe na mieste kurzora

image() siet farebnych stvoruholnikov

kde2d() dvojrozmerny graf hustoty

legend() vypis legendy grafu

lines() nakreslenie krivky medzi bodmi (x,y)

locator() vypis pozicie (x,y) v grafe na mieste kurzora

matplot() komplikovanejsi bodovy graf

mtext() vypis textu na $pecifikované miesto mimo grafu

par() parametre obrizka

persp() perspektivny 3D graf

pie() kruhovy diagram

plot() bodovy (rozptylovy) graf

plot(ecdf()) empirickd distribu¢nd funkcia

points() body v suradniciach (x,y)

polygon() vyfarbeny mnohouholnik medzi dvoma krivkami

qqline() kvantilovd priamka

qqnorm() kvantilovy diagram

qqPlot() kvantilovy diagram s Atkinsonovou obélkou z kniznice car
rainbow() farby dihy

rect() vyfarbeny stvoruholnik (a jeho vniutro) definovany svojimi vrcholmi
rug() ,koberec“ pod histogramom

scatterplot3d() | 3D bodovy graf z kniznice scatterplot3d

segments() usecka medzi bodmi (x0,y0) a (x1,y1)

sm.density() hustota z kniznice sm

spine() spinogram z kniznice ved

terrain.colors()
text()

title()
topo.colors()
windows()

topografické farby

text v polohe (x,y)

popis grafu

topografické farby

otvorenie okna danej sirky a vysky v palcoch

Tabulka 10.5: Prehlad funkcif sivisiacich s grafmi — popis obrdzka a jeho parametre

argument | popis argument | popis

xlab popis osi © col farba

ylab popis osi y pch typ bodu

sub popis grafu cex velkost bodu

main nadpis grafu Ity typ Ciary

axes zobrazenie osi Iwd sirka Ciary

fig suradnice plochy obrazka mfcol pocet stfpcov v sérii
new pridanie obrdzka do série mfrow pocet riadkov v sérii
font typ pisma family pismové rodina

xlim hranice grafu v smere osi x ylim hranice grafu v smere osi y
asp pomer §kély osi y a z mar okraje grafu
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Tabulka 10.6: Prehlad funkcif stivisiacich s rozdeleniami pravdepodobnosti

funkcia [ popis

|

|

funkcia [ popis

binomické rozdelenie

Poissonovo rozdelenie

dbinom() pravdepodobnostnd funkcia || dpois() pravdepodobnostné funkcia
pbinom() distribuéna funkcia ppois() distribuéna funkcia
gbinom() kvantil qpois() kvantil

rbinom() pseudondhodné éisla rpois() pseudondhodné &isla
multinomické rozdelenie gama rozdelenie

dmultinom() | pravdepodobnostnd funkcia || dgamma() | hustota

pmultinom() | distribuénd funkcia pgamma() | distribu¢nd funkcia
gmultinom() | kvantil ggamma() | kvantil

rmultinom() | pseudondhodné cisla rgamma() pseudondhodné &isla

normalne rozdelenie

Studentovo rozdelenie

dnorm() hustota dt() hustota

pnorm() distribuéna funkcia pt() distribuéna funkcia
gnorm() kvantil qt() kvantil

rnorm() pseudondhodné éisla rt() distribuénd funkcia
X2 rozdelenie Fisherovo rozdelenie

dchisq() hustota df() hustota

pchisq() distribuéna funkcia pf() distribuéna funkcia
qchisq() kvantil qf() kvantil

rchisq() pseudonahodné éisla rf() pseudonahodné &isla

mnohorozmerné normalne rozdelenie
z kniznice mvtnorm

mnohorozmerné normalne rozdelenie
z kniznice MASS

rmvnorm() | pseudondhodné &fsla

mvrnorm() | pseudondhodné &fsla
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Aplikovana statisticka inferencia |
Biologicka antropologia oCami matematickej statistiky

Dnesny antropologicky vyskum sa bez uplatnenia Statistického uvazovanie nezaobide. | ked sa vacSina biolégov, lekarov
ani antropoldgov Statistikmi nikdy nestanu, vysledky vyskumov i moznosti ich publikacie na spravnom usporiadani a Statistic-
kom spracovani dat silno zavisia. Kli¢ovym pre obojstranne UspeSnu spolupracu preto je na strane tychto odborov porozu-
miet zakladom Statistickych postupov, vediet sa vyjadrovat aspoil zakladnou Statistickou terminoldgiou a vediet Statistikovi
vysvetlit svoj vyskumny zamer; na strane Statistika potom pochopit podstatu zamerania jednotlivych odborov, charakter ich
metodoldgie a typické problémy, s ktorymi sa po Statistickej stranke stretavaju. Jednym z cielov tejto knihy je podporit kladny
pristup mladych [udi k vyuzivaniu Statistickych prostriedkov v antropolégii a dalSich odboroch a umoznit ich aplikaciu v pro-
stredi programu @, univerzalneho vypoctového prostredia, volne dostupného vSetkym. Tato kniha nie je ,kucharskou kni-
hou* (pretoZze matematicka Statistika nie je knihou receptov alebo navodov), nie je ani ,teoretickou matematickou Statistikou*
(pretoze tedria je vysvetlena prostrednictvom prikladov pochadzajlicich z reality praxe biologickej antropolégie) a nie je ani
L,ucebnicou prostredia @& “ (pretoze program @& je v knihe pouZity len ako nastroj, prostrednictvom ktorého su rieSené real-
ne situacie). Cim teda kniha je? Kniha je unikatnou kombinaciou sily teoretického zakladu matematickej Statistiky implemen-
tovaného v prostredi @ s ciefom pochopit' a riesit praktické situacie z biologickej antropolégie (ako aj bioldgie a mediciny).
Internetova stranka knihy: http://www.math.muni.cz/pro-studenty/ucebni-text-el-podoba/352-aplikova-statisticka-inferencia.html

Katlna, Stanislav (*1976), biostatistik; v siGasnosti pdsobi ako docent a vedici Oddelenia aplikovanej matematiky
na Ustave matematiky a $tatistiky Masarykovej univerzity a tiez ako Honorary Research Fellow na School of Mathematics and
Statistics (The University of Glasgow). DIhodobo pésobil v zahrani€i na univerzitach v USA, Kanade, Nemecku, Rakusku, Fran-
clizsku a Velkej Britanii. Je ¢lenom vykonného vyboru International Society for Clinical Biostatistics a ¢lenom dvoch subkomisii
National Groups a Statistics in Regulatory Affairs v tejto spoloénosti. Vo vedeckej €innosti sa venuje biomedicinskym Statistickym
analyzam v kardioldgii, neurolégii, imunolégii a antropolégii, Statistickej analyze tvaru a obrazu, ¢asopriestorovému Statistické-
mu modelovaniu elektroencefalografickych signalov, elektrickych signalov srdca a biogeografickych javov, dizajnu klinickych,
medicinskych a antropologickych Studii, Statistickej vizualizacii a implementacii Statistickych a numericko-matematickych metod
do jazyka @. Kontakt: Oddéleni aplikované matematiky, Ustav matematiky a statistiky, Prirodovédecka fakulta, Masarykova
univerzita, Kotlarska 267/2, 611 37, Bmo, Ceska republika, e-mail: katina@math.muni.cz, tel.: 00420-549-49-7265. Internetova
stranka: http://www.muni.cz/sci/people/Stanislav.Katina

Krélik, Miroslav (*1973), antropoldg; v sticasnosti posobi ako docent Ustavu antropolégie Prirodovedeckej fakulty Ma-
sarykovej univerzity. Zaobera sa teoretickymi aspektmi sexualneho dimorfizmu, jeho variabilitou, prenatalnou a postnatalnou
ontogenézou, vyznamom sexualneho dimorfizmus z hladiska [udského konania a sexuality, a tiez praktickymi aplikaciami sexu-
alneho dimorfizmu vo forenznej oblasti a archeoldgii. Po metodologickej stranke sa venuije aplikacii a rozvoju modernych morfo-
metrickych pristupov v antropolégii. Kontakt: Laboratof morfologie a forenzni antropologie, Ustav antropologie, PFirodovédecka
fakulta, Masarykova univerzita, Kotlafska 267/2, 611 37, Brno, Ceska republika, e-mail: mirekkralik@seznam.cz, tel.: 00420-549-
49-4966. Internetova stranka: http://www.muni.cz/sci/people/Miroslav.Kralik

Hu pkOVEl, Adela (*1985, rod. Koprdova), antropologicka so zameranim na kostrovu a dentalnu antropoldgiu; v si¢asnos-
ti posobi ako asistentka Ustavu antropoldgie Prirodovedeckej fakulty Masarykovej univerzity. Zaobera sa ontogenézou ¢loveka,
vplyvom vyvinového stresu na rozvoj bilateralne symetrickych znakov, indikatormi stresu na zuboch a kostrovych pozostatkoch
¢loveka. Po metodologickej stranke sa venuje aplikacii histologickych analyz mikrostrukttry tvrdych zubnych tkaniv v antropoldgii
a bioarcheoldgii. Kontakt: Laboratof morfologie a forenzni antropologie, Ustav antropologie, Prirodovédecka fakulta, Masarykova
univerzita, Kotlarska 267/2, 611 37, Brno, Ceska republika, e-mail: hupkova@sci.muni.cz, tel.: 00420-549-49-4073. Internetova

stranka: http://www.muni.cz/sci/people/Adela.Hupkova
I“BH 1‘(” H“Z“Z
9 "788 77522“

78-80-2

HH ‘“
210

0




	Obsah
	Úvod
	1 Vedecké štúdie

	1.1 Ciele vedeckej študie a sledované premenné

	1.2 Typy vedeckých štúdií
	1.2.1 Observačné štúdie vo fyzickej a klinickej antropológii
	1.2.2 Systematický prehl’ad
	1.2.3 Štúdie kostrových pozostatkov

	1.3 Štatistické hl’adiská plánovania štúdií
	1.3.1 Typy výberov
	1.3.2 Náhodný výber v realite antropologického výskumu
	1.3.3 Hlavné atribúty dát
	1.3.4 Metódy zberu dát
	1.3.5 Zist’ovanie presnosti merania
	1.3.6 Štatistické znaky
	1.3.7 Triedenie dát
	1.3.8 Znáhodnenie a zaslepenie
	1.3.9 Databáza
	1.3.10 Rozsah náhodného výberu
	1.3.11 Kontroly a ich hodnotenie
	1.3.12 Nábor (získavanie) subjektov vo fyzickej a klinickej antropológii

	1.4 Úloha bioštatistika pri tvorbe vedeckých štúdií

	2 Model rozdelenia pravdepodobnosti a štatistický model
	2.1 *Simulačný experiment ako nástroj štúdia teoretických vlastností modelov
	2.2 *Štatistika
	2.3 *Funkcia vierohodnosti
	2.4 *Maximalizácia funkcie vierohodnosti
	2.5 Kritériá klasifikácie štatistických modelov
	2.6 Praktické dôsledky odchýlok od normality

	3 Charakteristiky polohy a variability a štatistická grafika
	3.1 Charakteristiky polohy
	3.2 Charakteristiky variability
	3.3 Detekcia odl’ahlých pozorovaní
	3.4 Z-skóre
	3.5 Príklady na charakteristiky polohy a variability
	3.6 Štatistická grafika
	3.6.1 Stĺpcový diagram
	3.6.2 Spojnicový graf, polygón početnosti a frekvenčná krivka
	3.6.4 Kruhový diagram
	3.6.3 Bodový graf
	3.6.5 Histogram
	3.6.6 Empirická distribučná funkcia
	3.6.7 Krabicový diagram
	3.6.8 Kvantilový diagram

	3.7 Príklady zo štatistickej grafiky

	4 Testovanie hypotéz
	4.1 *Asymptotické vlastnosti odhadov
	4.2 Interval spol’ahlivosti Waldovho typu
	4.3 Testovanie H0 oproti H1
	4.4 *Tri typy testovacích štatistík
	4.5 Vierohodnostné intervaly spol’ahlivosti

	5 Testy dobrej zhody
	5.1 χ2 test dobrej zhody
	5.2 Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody

	6 Testovanie hypotéz o jednom parametri
	6.1 Asymptotické testy o strednej hodnote
	6.2 Asymptotické testy o rozptyle
	6.3 Asymptotické testy o korelačnom koeficiente
	6.4 Asymptotické testy o pravdepodobnosti

	7 Testovanie hypotéz o dvoch parametroch
	7.1 Asymptotické testy o rozdiele stredných hodnôt
	7.2 Asymptotické testy o podiele rozptylov
	7.3 Asymptotické testy o rozdiele korelačných koeficientov
	7.4 Asymptotické testy o dvoch pravdepodobnostiach

	8 Testovanie hypotéz o viacerých parametroch
	8.1 Asymptotické testy o stredných hodnotách
	8.1.1 Jednofaktorový ANOVA model s fixnými efektami pri rovnakých rozptyloch
	8.1.2 Metódy mnohonásobného porovnávania
	8.1.3 Jednofaktorový ANOVA model s fixnými efektami pri rôznych rozptyloch

	8.2 Asymptotické testy o rozptyloch
	8.3 Asymptotické testy o korelačných koeficientoch
	8.4 Asymptotické testy o pravdepodobnostiach

	9 Antropologické dátové subory
	9.1 Dátový súbor – jednovýberový test o strednej hodnote
	9.2 Dátový súbor – párový test o strednej hodnote
	9.3 Dátový súbor – párový test o strednej hodnote
	9.4 Dátový súbor – jednovýberový test o rozptyle
	9.5 Dátový súbor – jednovýberový test o korelačnom koeficiente
	9.6 Dátový súbor – jednovýberový test o lineárno-uhlovom korelačnom koeficiente
	9.7 Dátový súbor – jednovýberový test o uhlovom korelačnom koeficiente
	9.8 Dátový súbor – jednovýberový test o pravdepodobnosti
	9.9 Dátový súbor – jednovýberový test o pravdepodobnosti
	9.10 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele stredných hodnôt
	9.11 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele stredných hodnôt
	9.12 Dátový súbor – dvojvýberový test o podiele rozptylov
	9.13 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele korelačných koeficientov
	9.14 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele pravdepodobností
	9.15 Dátový sůbor – viacvýberový test o stredných hodnotách, nominálna premenná
	9.16 Dátový súbor – viacvýberový test o stredných hodnotách, nominálna premenná
	9.17 Dátový súbor – viacvýberový test o stredných hodnotách, ordinálna premenn´
	9.18 Dátový súbor – viacvýberový test o rozptyloch
	9.19 Dátový súbor – viacvýberový test o korelačných koeficientoch
	9.21 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach
	9.22 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach
	9.23 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach
	9.24 Dátový súbor – homogenita vektorov pravdepodobnost

	10 Funkcie
	Literatúra
	Register



