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Aplikovaná štatistická inferencia I
Biologická antropológia očami matematickej štatistiky

Dnešný antropologický výskum sa bez uplatnenia štatistického uvažovanie nezaobíde. I keď sa väčšina biológov, lekárov 
ani antropológov štatistikmi nikdy nestanú, výsledky výskumov i možnosti ich publikácie na správnom usporiadaní a štatistic-
kom spracovaní dát silno závisia. Kľúčovým pre obojstranne úspešnú spoluprácu preto je na strane týchto odborov porozu-
mieť základom štatistických postupov, vedieť sa vyjadrovať aspoň základnou štatistickou terminológiou a vedieť štatistikovi 
vysvetliť svoj výskumný zámer; na strane štatistika potom pochopiť podstatu zamerania jednotlivých odborov, charakter ich 
metodológie a typické problémy, s ktorými sa po štatistickej stránke stretávajú. Jedným z cieľov tejto knihy je podporiť kladný 
prístup mladých  ľudí k využívaniu štatistických prostriedkov v antropológii a ďalších odboroch a umožniť ich aplikáciu v pro-
stredí programu    , univerzálneho výpočtového prostredia, voľne dostupného všetkým. Táto kniha nie je „kuchárskou kni-
hou“ (pretože matematická štatistika nie je knihou receptov alebo návodov), nie je ani „teoretickou matematickou štatistikou“ 
(pretože teória je vysvetlená prostredníctvom príkladov pochádzajúcich z reality praxe biologickej antropológie) a nie je ani 
„učebnicou prostredia    “ (pretože program    je v knihe použitý len ako nástroj, prostredníctvom ktorého sú riešené reál-
ne situácie). Čím teda kniha je? Kniha je unikátnou kombináciou sily teoretického základu matematickej štatistiky implemen-
tovaného v prostredí    s cieľom pochopiť a riešiť praktické situácie z biologickej antropológie (ako aj biológie a medicíny).
Internetová stránka knihy: http://www.math.muni.cz/pro-studenty/ucebni-text-el-podoba/352-aplikova-statisticka-inferencia.html 
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Katina, Stanislav (*1976), bioštatistik; v súčasnosti pôsobí ako docent a vedúci Oddelenia aplikovanej matematiky 
na Ústave matematiky a štatistiky Masarykovej univerzity a tiež ako Honorary Research Fellow na School of Mathematics and 
Statistics (The University of Glasgow). Dlhodobo pôsobil v zahraničí na univerzitách v USA, Kanade, Nemecku, Rakúsku, Fran-
cúzsku a Veľkej Británii. Je členom výkonného výboru International Society for Clinical Biostatistics a členom dvoch subkomisií 
National Groups a Statistics in Regulatory Affairs v tejto spoločnosti. Vo vedeckej činnosti sa venuje biomedicínskym štatistickým 
analýzam v kardiológii, neurológii, imunológii a antropológii, štatistickej analýze tvaru a obrazu, časopriestorovému štatistické-
mu modelovaniu elektroencefalografi ckých signálov, elektrických signálov srdca a biogeografi ckých javov, dizajnu klinických, 
medicínskych a antropologických štúdií, štatistickej vizualizácii a implementácii štatistických a numericko-matematických metód 
do jazyka     . Kontakt: Oddělení aplikované matematiky, Ústav matematiky a statistiky, Přírodovědecká fakulta, Masarykova 
univerzita, Kotlářská 267/2, 611 37, Brno, Česká republika, e-mail: katina@math.muni.cz, tel.: 00420-549-49-7265. Internetová 
stránka: http://www.muni.cz/sci/people/Stanislav.Katina

Králík, Miroslav (*1973), antropológ; v súčasnosti pôsobí ako docent Ústavu antropológie Prírodovedeckej fakulty Ma-
sarykovej univerzity. Zaoberá sa teoretickými aspektmi sexuálneho dimorfi zmu, jeho variabilitou, prenatálnou a postnatálnou 
ontogenézou, významom sexuálneho dimorfi zmus z hľadiska ľudského konania a sexuality, a tiež praktickými aplikáciami sexu-
álneho dimorfi zmu vo forenznej oblasti a archeológii. Po metodologickej stránke sa venuje aplikácii a rozvoju moderných morfo-
metrických prístupov v antropológii. Kontakt: Laboratoř morfologie a forenzní antropologie, Ústav antropologie, Přírodovědecká 
fakulta, Masarykova univerzita, Kotlářská 267/2, 611 37, Brno, Česká republika, e-mail: mirekkralik@seznam.cz, tel.: 00420-549-
49-4966. Internetová stránka: http://www.muni.cz/sci/people/Miroslav.Kralik
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človeka. Po metodologickej stránke sa venuje aplikácii histologických analýz mikroštruktúry tvrdých zubných tkanív v antropológii 
a bioarcheológii. Kontakt: Laboratoř morfologie a forenzní antropologie, Ústav antropologie, Přírodovědecká fakulta, Masarykova 
univerzita, Kotlářská 267/2, 611 37, Brno, Česká republika, e-mail: hupkova@sci.muni.cz, tel.: 00420-549-49-4073. Internetová 
stránka: http://www.muni.cz/sci/people/Adela.Hupkova

do jazyka     . Kontakt: Oddělení aplikované matematiky, Ústav matematiky a statistiky, Přírodovědecká fakulta, Masarykova 

Aplikovaná
štatistická
inferencia I
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9.5 Dátový súbor – jednovýberový test o korelačnom koeficiente . . . . . . . . . . . . . . . . 276
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pre vlasy (vl’avo), pre oči (vpravo) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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4.2 Grafické znázornenie významu pravdepodobnosti pod krivkou rozdelenia medzi dvoma kvantilmi (normálne roz-
delenie) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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histogramom simulácíı pre X ∼ N(4, 2.52) a vpravo – pre X ∼ [pN(4, 2.52) + (1 − p)N(4, 4.52)], kde p = 0.9 . . 148
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a ORmin = 1.494) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
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Bonferroniho αk = α/h, Holmove αk = α/(h−k+1), Benjamini-Hochbergove αk = kα/h, Benjamini-Yekutieliho

αk = kα/(h
∑h
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3.4 Vybrané charakteristiky polohy a variability pre najväčšiu d́lžku lebky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Úvod

Aplikácia štatistických metód a štatisticky orientovaný spôsob uvažovania nebol v biologickej antro-
pológii zauž́ıvaný od jej začiatkov v európskom novoveku, a ani v súčasnosti nepatŕı k optimálne
rozvinutým oblastiam antropológie. Celý rad štatistických metód pritom vznikol v súvislosti s po-
trebami vedných odborov zaoberajúcich sa človekom (napr. lineárna regresná analýza vznikla kvôli
odhadovaniu výšky postavy človeka na základe dĺžky kost́ı jeho skeletu, Pearson (1899)). Jedným
z dôvodov je po storočia pretrvávajúci typologický pŕıstup k štúdiu človeka, v dôsledku čoho sa
na dlhý čas zakonzervoval rasový koncept, ktorý brzdil akékol’vek štúdium l’udskej rozmanitosti a
prispôsobivosti. Antropologické štúdie devätnásteho storočia, naṕısané často na mnoho desiatkach
až stovkách strán, do najmenšieho detailu popisovali niekol’ko l’ud́ı či niekol’ko l’udských kost́ı, a bez
akýchkol’vek údajov o spôsobe vzniku vzorky vyvodzovali d’alekosiahle závery napr. o

”
rasových“

rozdieloch (cf. Broca, 1862). Aj niektoŕı zakladatelia a priekopńıci biologickej antropológie v storoč́ı
dvadsiatom sa využitiu štatistiky bránili. Dokonca i znamenitý Aleš Hrdlička (1869–1943), americký
antropológ českého pôvodu, zakladatel’ a dlhodobý editor dnes celosvetovo uznávaného odborného
časopisu American Journal of Physical Anthropology, štatistike neprial a nepodporoval použitie po-
kročilých štatistických metód v článkoch publikovaných v tomto časopise (Ashley Montagu, 1944).
Situácia sa začala menit’ v polovici 20. storočia, kedy sa biologická antropológia začala orientovat’ eko-
logickým smerom a skúmat’ l’udské populácie a variabilitu l’udských vlastnost́ı v nich i medzi nimi
ako výsledok dlhého procesu prispôsobovania sa rôznym podmienkam prostredia (Mielke a kol., 2011,
str. 3–22). Populačné vzorky, spôsob ich vzniku a ich vlastnosti (populačné mikroevolučné procesy) sa
stali pre interpretáciu výsledkov a vyvodzovanie záverov zásadné, rovnako tak ako sa štatistika stala
dôležitým nástrojom zabezpečujúcim platnost’ (štatistickú validitu) antropologických záverov. Už prvá
česko-slovenská učebnica antropológie má kapitolu zoznamujúcu s podstatou základov štatistického
uvažovania (Suchý, 1967), nasledovaná vznikom niekol’kých d’aľśıch prác o štatistike a bioštatistike,
vhodnej pre antropológov, biológov a lekárov (napr. Zvára, 1999, 2001; Komenda, 2000). Aplikácia
štatistických metód je dnes súčast’ou takmer každej odbornej práce v biologickej antropológii, pričom
pokroky v rozvoji štatistických metód umožňujú výber vhodnej metódy prispôsobenej skúmaným ja-
vom a komplexné usporiadanie štatistických porovnávańı. Výučba základných štatistických metód patŕı
medzi štandardné súčasti štúdia biologickej antropológie. Napomáha adeptom naučit’ sa pristupovat’ k
riešeným problémom koncepčne od samotného začiatku, t.j. počiatočného nápadu a návrhu výskumu
až po rozhodovanie o závažnosti nimi zistených výsledkov. Ako v pŕıpade každého nástroja aj v pŕıpade
štatistických metód plat́ı, že pri správnom použit́ı dobre spĺňajú svoj účel, ale pri nesprávnom použit́ı
môžu výsledky výskumu v neznámej miere strácat’ svoju platnost’.

Dnešný antropologický výskum sa bez uplatnenia štatistického uvažovanie nezaob́ıde. I ked’ sa
väčšina biológov, lekárov ani antropológov štatistikmi nikdy nestanú (až na výnimočné personálne
únie), výsledky výskumov i možnosti ich publikácie na správnom usporiadańı a štatistickom spraco-
vańı dát silno závisia. Kl’́učovým pre obojstranne úspešnú spoluprácu preto je na strane týchto odborov
porozumiet’ základom štatistických postupov, vediet’ sa vyjadrovat’ aspoň základnou štatistickou ter-
minológiou a vediet’ štatistikovi vysvetlit’ svoj výskumný zámer; na strane štatistika potom pochopit’
podstatu zamerania jednotlivých odborov, charakter ich metodológie a typické problémy, s ktorými
sa po štatistickej stránke stretávajú – a vytvorit’ si vzt’ah obojstranného porozumenia a prospešnosti.
Jedným z ciel’ov tejto knihy je podporit’ kladný pŕıstup mladých l’ud́ı k využ́ıvaniu štatistických metód
v antropológii a d’aľśıch odboroch a umožnit’ ich aplikáciu v prostred́ı programu , univerzálneho
výpočtového prostredia, vol’ne dostupného všetkým (R Development Core Team, 2013).

Táto kniha nie je ani
”
kuchárskou knihou“ (pretože matematická štatistika nie je knihou receptov

alebo návodov), nie je ani
”
teoretickou matematickou štatistikou“ (pretože teória je vysvetlená pro-

stredńıctvom pŕıkladov pochádzajúcich z reality praxe biologickej antropológie) a nie je ani
”
učebnicou

prostredia “ (pretože program je v knihe použitý len ako nástroj, prostredńıctvom ktorého sú
riešené reálne situácie). Č́ım teda kniha je? Kniha je unikátnou kombináciou sily teoretického
základu matematickej štatistiky implementovaného v prostred́ı s ciel’om pochopit’ a
riešit’ praktické situácie z biologickej antropológie (ako aj biológie a medićıny). Prečo
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práve ? Pretože naozaj stoj́ı za to. Nie je to len
”
už́ıvatel’sky neprispôsobivý“ komerčný klikaćı

softvér slúžiaci na riešenie vybraných problémov z aplikácíı s obmedzeným množstvom použitel’ných
štatistických metód (pokial’ sa nejaká metóda v takomto sofvéri nenachádza, je nutné ju hl’adat’ inde). Je
to vol’ne š́ıritel’né komplexné prostredie slúžiace na štatistické výpočty, prostredie schopné prispôsobit’
sa požiadavkám už́ıvatel’a. Je to interakt́ıvne prostredie s pŕıt’ažlivou statickou, ako aj animačnou gra-
fikou. Je to prostredie, v ktorom je možné riešit’ nekonečné množstvo praktických, ako aj teoretických
štatistických problémov. je

”
všetko v jednom“ a naozaj stoj́ı za to!

Kniha je naṕısaná na základe dlhoročných skúsenost́ı prvého autora z prednášania bioštatistických
predmetov na štyroch univerzitách (Univerzita Komenského, University of Vienna, University of Glas-
gow a Masarykova univerzita) pre študentov antropológie, medićıny, aplikovanej matematiky a štatistiky.
Je jeho v́ıziou komplexného pŕıstupu k matematickej štatistike pozostávajúceho z dvoch trojpiliérových
systémov

1. (a) matematicko-̌statistická teória, (b) implementácia v a (c) aplikácia na reálne situácie a

2. (a) plánovanie bio-medićınskych štúdíı, (b) databáza a dátový manažment a (c) interpretácie.

Je členená do deviatich kapitol. Prvá kapitola Vedecké štúdie obsahuje informácie o plánovańı bio-
medićınskych štúdíı, ktoré by mal vediet’ prakticky použ́ıvat’ každý vedec pracujúci s reálnymi dátami.
Zahŕňa témy ako typy vedeckých štúdíı, teória a prax náhodného výberu, presnost’ merania, znáhodne-
nie a zaslepenie, pravidlá tvorby bio-medićınskych databáz (

”
Achilovej päty“ výskumu), plánovanie roz-

sahu náhodného výberu (
”
piliéra“ plánovania) a pod. Druhá kapitola podáva prehl’ad filozofie pojmov

”
model rozdelenia pravdepodobnosti“ a

”
štatistický model“, z ktorých sú postavené

”
pevné základy“

výskumu na reálnych dátach. Nachádza sa v nej prehl’ad vybraných, najčasteǰsie sa vyskytujúcich
modelov ako model binomického rozdelenia, Poissonovho rozdelnia, multinomického a súčinového
multinomického rozdelenia, negat́ıvne-binomického rozdelenia, model normálneho rozdelenia a pod.
Parametre týchto modelov sú podkladom

”
štatistického výkladového slovńıka“, ktorý slúži na in-

terpretácie výsledkov. Tretia kapitola Charakteristiky polohy a variability a štatistická grafika ob-
sahuje metódy základnej č́ıselnej a grafickej exploratórnej analýzy. Charakteristiky polohy a variability
zjednodušene charakterizujú dáta. Štatistická grafika je

”
obrazom v ráme“, prostredńıctvom ktorého

sú dáta a výsledky štatistických analýz prezentované. Štvrtá kapitola Testovanie hypotéz komplexne
zahŕňa najdôležiteǰśı

”
pojmotvorný štatistický aparát“, bez znalosti ktorého nie je možné robit’ žiadnu

štatistickú analýzu, t.j. ide o
”
piliér“ štatistických analýz a ich interpretácíı. Ďaľsie štyri kapitoly sú

uceleným prehl’adom najčasteǰsie použ́ıvaných štatistických metód. Ide o systematiký prehl’ad jed-
novýberových, dvojvýberových a viacvýberových praktických situácíı. Tieto kapitoly sú základom
štatistickej inferencie, prostredńıctvom ktorej sú zovšeobecnené a interpretované výsledky analýz. Te-
oretický úvod vo väčšine pŕıpadov obsahuje (1) teoretické predpoklady, (2) matematickú defińıciu hy-
potéz, (3) testovaciu štatistiku (Waldovu testovaciu štatistiku, testovaciu štatistiku pomerom vierohod-
nosti alebo skóre testovaciu štatistiku), (4) jej rozdelenie za platnosti nulovej a alternat́ıvnej hypotézy,
(5) defińıciu kritického oboru a silofunkcie, (6) defińıciu p-hodnoty, (7) defińıciu empirických intervalov
spol’ahlivosti, (8) algoritmus výpočtu minimálneho rozsahu súboru a (9) odvodenie vybraných typov
testovaćıch štatist́ık. Po teoretickom úvode nasledujú riešené didaktické pŕıklady na simulovaných
alebo reálnych dátach (vysvetl’ujúce vlastnosti testov alebo demonštrujúcimi ich použitie) nasledo-
vané riešenými reálnymi pŕıkladmi. Ich riešenia sú štruktúrované do špecifických odsekov
špeciálne vyvinutých pre túto knihu – (1) slovná a matematická formulácia hypotéz, (2) testo-
vacia štatistika, (3) zamietacia oblast’, (4) empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti, (5) štatistický
záver, (6) slovný záver a (7) antropologický slovný záver. Podobne sú v štrukturovaných od-
sekoch prezentované aj informácie o dátach – (1) hodnotený súbor, (2) súbor dát, (3) popis
premenných, (4) biologické súvislosti a (5) ciele. Zadania pŕıkladov vhodné pre antropológov (biológov
alebo lekárov) sú podfarbené sivou farbou. Matematicky náročneǰsie kapitoly sú označené hviezdičkou.
Defińıcie, vety a dôležitá teória sú vl’avo zvýraznené hrubou vertikálnou čiarou. Riešenia pŕıkladov
v sú zvýraznené iným typom ṕısma, jednotlivé riadky kódu sú oč́ıslované a poznámky odĺı̌sené
sivou farbou. Kniha spolu obsahuje 273 pŕıkladov (približne 90 % riešených), 1633 riadkov -kódu,
107 obrázkov, 48 tabuliek a 24 antropologických dátových súborov. Súčast’ou knihy je aj tabul’kový
prehl’ad použitých a naprogramovaných funkcíı a ich stručné defińıcie.



1 Vedecké štúdie

V procese poznania má teória nezastupitel’né miesto a stoj́ı vždy na počiatku. Reprezentuje tradičný
pohl’ad, ktorý v danej chv́ıli vysvetl’uje väčšinu javov a ich súvislost́ı. Teória, ktorú sa spravidla nauč́ıme,
predstavuje sféru javov možných a overených, v jej rámci sa pohybujeme pri formulovańı pracovnej
hypotézy. Posun v poznańı však umožňuje až novinka (inovácia), ktorá do jestvujúcej teórie (trad́ıcie)
nezapadá. Veda je v tomto pohl’ade nikdy nekončiace posúvanie hranice medzi trad́ıciou (teóriou,

”
sedliackym rozumom“, sférou većı možných a uznávaných) a informáciou (novinkou). Vedecká metóda

má zaistit’, aby sa posúvanie tejto hranice dalo v reálnom živote/svete uskutočnit’, a aby nesmerovalo
nežiaducim smerom vplyvom šumu (náhody, nesystematických javov). Teóriu/trad́ıciu potrebujeme
poznat’ preto, aby sme dokázali v nových empirických dátach spoznat’ chyby, metódu potrebujeme na
to, aby sme dokázali odĺı̌sit’ novinky od chýb.

Veda prináša systematizované poznanie, predstavuje aplikáciu štandardných metód na štandardné
(a neštandardné) problémy. Zmyslom vedeckej metódy je predovšetkým zaistit’, aby vlastný postup
źıskavania dát a ich interpretácie nevnášal do výsledkov skutočnosti, ktoré v reálnom svete neexistujú,
a aby naše výsledky mali atribúty vedecky podložených výsledkov. Na rozdiel od iných (viac či menej
legit́ımnych) spôsobov l’udského poznania (subjekt́ıvne myslenie, tušenie, viera) sa veda vyznačuje tým,
že jej metódy a poznatky sú interpersonálne vymenitel’né (naučitel’né) a opakovatel’né. Základným
nárokom na vedecký výsledok je podmienka, aby rovnakým postupom mohol ktokol’vek a kedykol’vek
v budúcnosti dosiahnut’ rovnaké výsledky (čo je ideálna situácia).

Základnými vlastnost’ami každej vedeckej štúdie by mala byt’ teoretická zakotvenost’, inovat́ıvnost’,
interpersonálna vymenitel’nost’ a opakovatel’nost’. Každá vedecká štúdia by mala byt’ pred realizáciou
jasne a zrozumitel’ne oṕısaná. Jej opis muśı obsahovat’ dostatočné detaily v podobe tzv. plánu (di-
zajnu) vedeckej štúdie (protokolu vedeckej štúdie) s rozsahom 5 až 25 strán. Takýto plán muśı
zahŕňat’ jeho skrátenú, prehl’adnú a kompaktnú verziu v podobe anotácie1 v rozsahu 200−400 slov
alebo téz, z ktorých možno źıskat’ rýchly prehl’ad o šúdii v netechnickom jazyku zrozumitel’nom aj mimo
vedeckého odboru, do ktorého štúdia patŕı (Hackshaw, 2011). Plán a anotáciu možno usporiadat’ do
nasledovných odstavcov, s každým v rozsahu jednej až troch viet, obsahujúcich len kl’́učové fakty (pre
každý typ štúdie je potrebné vybrat’ vhodnú podmnožinu odstavcov):

1. Biologické súvislosti/Pozadie štúdie a jej význam – informácie o ciel’och, význame a dôle-
žitosti štúdie a o poznatkoch z danej problematiky.

2. Dizajn štúdie – informácie o zvolenom type štúdie (pozri kapitolu 1.2 Typy vedeckých štúdíı),
o počte sledovaných subjektov, v tejto časti sa často vyskytuje aj zoznam použitých štatistických
metód (môže však byt’ uvedený aj samostatne; pozri d’alej).

3. Subjekty/skúmané osoby/účastńıci štúdie – informácie o skúmaných subjektoch (zdroj sub-
jektov – aké subjekty, odkial’ a ako budú vyberané) a ich počte (počet pŕıpadov a kontrol spolu
s opisom párovania) a o základných vyšetreniach alebo vykonaných zákrokoch (v antropológii
napr. meranie živého človeka, meranie kost́ı z kostrových séríı, morfometrická analýza obrazu
(fotografie, 2D sńımky, 3D modely)).

4. Ciele – často nazývané aj Účel/Účely, pŕıp. Biologicky formulované hypotézy – informácie
o tom, akú vedeckú otázku/otázky bude štúdia riešit’; či budú primárne alebo sekundárne.

5. Premenné – zoznam sledovaných premenných v zmysluplných skupinách, ich počet a defińıcie

• Závislé premenné2 – primárne a sekundárne – presne korešpondujúce s ciel’om, ich počet
a typ, rozdelenie do zmysluplných skuṕın.

1Doslovný preklad anglického termı́nu abstract nie je presný, pretože pod abstraktom chápeme stručné zhrnutie už hotového textu (napr.
článku), ale pod anotáciou rozumieme stručné zhrnutie plánovaného projektu/výskumu.

2Často štatisticky modelujeme (napr. lineárnym regresným modelom) kauzálny vzt’ah nezávislých a závislých premenných, kde sa nezávislé
premenné nazývajú aj prediktory, pretože na základe nich odhadujeme hodnoty závislej premennej vnútri rozsahu hodnôt prediktorov
alebo predpovedáme (predikujeme) hodnoty závislej premennej mimo rozsahu prediktorov.

1



1.0 KAPITOLA 1. VEDECKÉ ŠTÚDIE

• Nezávislé premenné/Prediktory – označenie typu meraných premenných, stanovenie
metódy/metód a frekvencie merańı.

6. Klinické vyšetrenia subjektov/skúmaných osôb – pokial’ ide o klinickú štúdiu (pozri d’alej).

7. Zákroky – údaje o tom, kedy a aký typ randomizácie (pozri d’alej) subjektov do skuṕın bol
použitý.

8. Trvanie a pŕıpadne d’aľsie časové aspekty štúdie.

9. Opis štatistickej analýzy – štatistický model/modely, model/modely rozdelenia pravdepodob-
nosti, matematicky formulované hypotézy3, výpočet minimálneho rozsahu súboru a pod. (nebýva
súčast’ou téz, ale vlastného plánu štúdie).

Defińıcia 1 (subjekt vs. výskumńık) Subjekt (skúmaný) je osoba/človek, štatistická jednot-
ka, ktorá sa zúčastńı výskumu (v experimente je i ciel’om intervencie) a je zdrojom hodnotených
údajov/dát o sledovaných premenných, ktoré sa źıskavajú (napr. merańım alebo vyšetreńım) a šta-
tisticky spracovávajú výskumńıkom (skúmajúcim). Subjektom sa niekedy hovoŕı aj participanti;
subjektom vypĺňajúcim dotazńık aj respondenti.

Pŕıklad 1 (závislé a nezávislé premenné) Lorencová a Beneš (1976) uskutočnili prierezovú
antropologickú štúdiu (pozri kapitolu 1.2 Typy vedeckých štúdíı) zameranú na zistenie faktorov
ovplyvňujúcich u mužov (adolescentov a dospelých) zloženie tela v priebehu života. Nameranými
primárnymi závislými premennými boli hrúbky troch kožných rias (tricepsovej, subskapulárnej,
suprailiakálnej) merané kalibrom typu Harpenden, z ktorých boli následne podl’a rovnice y = 1, 87 +
0, 398x (Pař́ızková, 1973) vypoč́ıtané sekundárne závislé premenné – percentuálny obsah tuku v tele
a percentuálne zastúpenie netukového tkaniva ako doplnok do 100 % (x – súčet hrúbok troch kožných
rias v mm, y – % tuku). Autori sledovali ovplyvnenie percenta tuku nezávislými premennými, medzi
ktoré zaradili vek (resp. vekové kategórie od 16 do 64 rokov), frekvenciu pŕıjmu stravy za deň (2 a me-
nej, 3, 4 a viac), zamestnanie z hl’adiska fyzickej námahy (učni, študenti, nemanuálne pracujúci, l’ahko
manuálne pracujúci a t’ažko fyzicky pracujúci) a pravidelnú športovú aktivitu (pravidelne športujúci,
nepravidelne športujúci, nešportujúci). Z výsledkov štúdie vyplýva, že percentuálny obsah tuku v tele sa
s vekom zvyšuje a v rozmedźı 4. až 6. decénia je relat́ıvne stály. Ďalej zistili negat́ıvnu závislost’ percenta
tuku na frekvencii jedla a telesnej zát’aže, t.j. muži s frekventovaneǰśım pŕıjmom stravy (väčš́ım počtom
menš́ıch dávok) a vyšš́ım kalorickým výdajom (t’ažko fyzicky pracujúci a akt́ıvne športujúci) mali nǐzš́ı
percentuálny obsah telesného tuku.

Vel’mi účelným grafickým znázorneńım abstraktu a téz je siet’ový diagram, prehl’adne ukazujúci
hlavné odstavce štúdie, ako aj:

• hlavné (dve až tri) kritériá výberu subjektov,

• základné vyšetrenia alebo zákroky na subjektoch na začiatku štúdie; v pŕıpade randomizácie
subjektov je potrebné uviest’, kedy a aká randomizácia sa vykonala,

• čo sa udeje so subjektmi počas štúdie (protokol sledovania).

Typická sekvencia štúdíı je od opisnej (deskript́ıvnej), cez analytickú (opis pŕıčinno-následného
vzt’ahu), až po (prevažne v medićıne) klinickú štúdiu sledujúcu efekt nejakého zákroku (intervencie).

Pŕıklad 2 (sekvencia vedeckých štúdíı) Opisná štúdia: Aká je priemerná týždenná porcia rýb
v strave l’ud́ı s anamnézou koronárnej choroby srdca? Analytická štúdia: Aká je asociácia medzi kon-
zumáciou rýb a rizikom opakovaného infarktu myokardu u l’ud́ı s anamnézou koronárnej choroby srdca?
Klinická štúdia: Redukuje liečba tabletami rybieho oleja mortalitu l’ud́ı s anamnézou koronárnej choroby
srdca?

3Formulujeme nulovú hypotézu voči alternat́ıvnej, kde sa často snaž́ıme nulovú hypotézu vyvrátit’ (prinćıp falzifikácie); formulácia je
striktne previazaná s biomedićınskymi ciel’mi; viac pozri v kapitole 4 Testovanie hypotéz.

2



KAPITOLA 1. VEDECKÉ ŠTÚDIE 1.1

Pŕıklad 3 (biologická formulácia hypotézy) Hypotéza: 50 až 69-ročná žena s anamnézou koro-
nárnej choroby srdca, ktorá už́ıva tablety s ryb́ım olejom, má nǐzšie riziko výskytu opakovaného infarktu
myokardu oproti tým ženám rovnakého veku, ktoré tieto tablety neuž́ıvajú.

Okrem anotácie (téz) a protokolu štúdie muśı každá štúdia obsahovat’ aj tzv. operačný manuál,
čo je zhrnutie špecifických inštrukcíı, dotazńıkov a iných čast́ı vytvorených na zaistenie uniformného
a štandardného pŕıstupu a postupu v priebehu celej štúdie s dobrou kontrolou jej kvality.

Plán vedeckej štúdie vychádza z jednej či viacerých pracovných hypotéz, ktorých východiskom sú
aktuálne poznatky o skúmanej téme a jej širokom ukotveńı v rámci daného odboru, resp. vedeckej para-
digmy, t.j. teórie. Každá hypotéza preto vychádza z teórie prij́ımanej určitou čast’ou vedeckej komunity
a zameriava sa na rozvinutie/naplnenie teórie v oblastiach dosial’ neznámych a dosial’ nezodpovedaných
otázok. Hypotéza by mala byt’ navrhnutá tak, aby bolo v podmienkach reálneho výskumu možné učinit’
platný pokus o jej vyvrátenie. Žiadnu hypotézu nemožno s definit́ıvnou platnost’ou potvrdit’ (verifiko-
vat’) ani akokol’vek vysokým počtom pozit́ıvnych dôkazov, ked’že niekedy v budúcnosti môže nastat’
situácia, ked’ sa hypotéza nepotvrd́ı. Naproti tomu s definit́ıvnou istotou môžeme zistit’, že hypotéza
neplat́ı. Novinku a posun v poznatkoch preto predstavujú predovšetkým situácie, v ktorých sa pra-
covnú hypotézu podarilo vyvrátit’. Hypotézy by teda mali byt’ navrhnuté tak, aby sa ich pŕıpadným
vyvráteńım dosiahol postup v sledovanej otázke.

Defińıcia 2 (metóda) (Antropometrická) metóda je plánovitý postup, ktorý vedie k vytýčenému
ciel’u a má okrem iného zaistit’ validitu vedeckej štúdie; tento pojem sa použ́ıva vo všeobecneǰsom
zmysle.

Defińıcia 3 (validita vedeckej štúdie) Validita vedeckej štúdie označuje platnost’, správnost’
a hodnovernost’ vedeckej štúdie, vrátane jej výsledkov a záverov.

Validitu štúdie možno rozdelit’ na niekol’ko úrovńı (oblast́ı/typov). Konštrukčná validita odkazuje
na to, či použitým postupom skutočne sledujeme (meriame) vlastnost’, ktorú merat’ chceme. Interná
validita zabezpečuje, že zaznamenaný rozdiel je skutočne spôsobený sledovaným faktorom. Inými
slovami, že zaznamenaná súvislost’ je skutočne spôsobená nami predpokladaným kauzálnym vzt’ahom.
Externá validita sa týka š́ırky platnosti výsledkov, t.j. či sú výsledky platné nielen pre použitú vzorku,
ale aj pre inú vzorku na inom mieste a v inom čase atd’. Validita štatistických záverov zaist’uje, že
zistený (väčšinou č́ıselný) rozdiel je skutočným systematickým rozdielom a nielen náhodne spôsobenou
výchylkou. Použitá metóda by mala zaistit’ validitu výskumu na všetkých štyroch úrovniach. Zabezpečit’
to je nevyhnutnou súčast’ou správne navrhnutej a uskutočnenej štúdie.

Defińıcia 4 (metodika) Metodika predstavuje konkrétny návod, algoritmus realizácie použitej
metódy.

Pŕıkladom metodiky je napr. metodika metrického odhadu pohlavia jedinca podl’a jeho panvovej kosti.

Defińıcia 5 (technika) Technika predstavuje konštrukciu a použitie nástrojov pri výskume.

1.1 Ciele vedeckej štúdie a sledované premenné

Ciele, účel/účely a hypotézy by mali byt’ formulované a naṕısané jasne a zrozumitel’ne v netechnickom
jazyku. Pŕıkladmi ciel’ov v klinickej a fyzickej antropológii sú:

• hodnotenie rizikových faktorov, pŕıčin choroby alebo smrti,

• hodnotenie charakterist́ık, postojov, skúsenost́ı alebo správania sa skúmanej skupiny osôb,

• hodnotenie metód prevencie, detegovania alebo liečenia choroby, pŕıp. prevencie predčasnej smrti,

• konanie laboratórnych experiementov na biologických objektoch, zvieratách a pod. s ciel’om pres-
kúmat’ efekty stimulov alebo expoźıcíı (dávok) nejakých látok/liečiv, identifikácie asociácíı ako
súčast’ výskumu liekov a pod.,
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• hl’adanie vzt’ahov medzi biologickými premennými, ako napr. hodnotenie genetických a iných
biomarkerov asociovaných s chorobou alebo predčasnou smrt’ou a pod.,

• hodnotenie vplyvu regionálnych, environmentálnych a socio-ekonomických faktorov na telesnú
stavbu človeka súčasných alebo minulých populácíı,

• hodnotenie vplyvu civilizačných trendov (miera pohybovej aktivity, prevládajúce typy pohybov,
množstvo a zloženie potravy) na telesné zloženie, metabolizmus a zdravotný stav človeka,

• antropometrické charakterizovanie súčasných populácíı a tvorba referenčných údajov (noriem)
a ich aplikácia v ergonómii,

• hl’adanie vzt’ahov medzi biologickými (vel’kostnými a tvarovými) a socio-kultúrnymi premennými,
napr. sledovanie fyziologických rastových zmien u det́ı a dospievajúcich, ako aj včasné odhalenie
rastových porúch,

• vývin metód aplikovatel’ných v kriminalistickej a forenznej praxi pri identifikácii jedinca.

Každý ciel’ by mal byt’ oṕısaný jednou stručnou vetou nezamenitel’ne s opisom sledovaných závis-
lých premenných, t.j. premenných slúžiacich na opis ciel’ov. Do štúdie je potrebné zahrnút’ realistické
a primárne dôležité ciele priamo naviazané na závislé premenné, ktoré by nemali byt’ pŕılǐs komplexné
a mali by byt’ realizovatel’né v zmysluplnom časovom horizonte.

Pŕıklad 4 (ciel’ vs. závislá premenná) Pŕıklady ciel’ov a priamo naviazaných závislých premen-
ných (v podobe

”
ciel’ – závislá premenná“) v klinickej a fyzickej antropológii:

• zistenie vplyvu stat́ınovej terapie na l’ud́ı bez anamnézy srdcovej choroby – hladina cholesterolu
v sére;

• zistenie vplyvu stat́ınovej terapie na l’ud́ı s anamnézou srdcovej choroby – percentuálne zastúpenie
l’ud́ı s druhým infarktom myokardu;

• zhodnotenie efekt́ıvnosti novej terapie astmy v porovnańı so štandardnou terapiou – percentuálne
zastúpenie pacientov, ktoŕı trpia silnými astmatickými záchvatmi;

• zhodnotenie efekt́ıvnosti testu A v porovnańı s testom B v pŕıpade identifikácie ženy čakajúcej
diet’a s Downovým syndrómom – percentuálne zastúpenie falošne pozit́ıvnych a falošne negat́ıv-
nych výsledkov;

• zistenie vzt’ahu tlaku krvi a veku – systolický/diastolický tlak a vek každého sledovaného subjektu;

• hodnotenie efektu chemoterapie pri liečeńı nádoru pl’́uc – čas prež́ıvania pacientov od randomizácie
po smrt’ z rôznych pŕıčin alebo po dátum, kedy bol pacient ešte nažive (pŕıpadne do cenzurujúceho
dátumu, t.j. dátumu, kedy bola štúdia ukončená);

• hodnotenie efektu bezpečnej dávky nového lieku na králikoch pred testovańım na l’ud’och – nepria-
znivé udalosti (akákol’vek nepriaznivá zmena zdravotného stavu alebo škodlivý účinok zistený napr.
krvnými testami);

• zistenie rozdielov medzi l’ud’mi trpiacimi schizofréniou, bipolárnou poruchou alebo velokardi-
ofaciálnym syndrómom a zdravými l’ud’mi – charakteristiky tvaru l’udskej tváre;

• hodnotenie miery pohlavného dimorfizmu vo výške postavy – výška postavy mužov a žien;

• vekové zmeny v množstve a rozložeńı telesného tuku v oblasti trupu – hodnota WHR;

• zistenie vplyvu laterality na vznik medzistranových rozdielov na hornej končatine – rozmery hornej
končatiny.

Rozlǐsuje sa hlavný ciel’/ciele a vedl’aǰśı ciel’/ciele. Hlavné ciele a na ne naviazané závislé premenné
sa môžu použit’ po skončeńı štúdie ako indikátory zmeny (rutinnej) klinickej praxe, zdravotńıckej
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politiky, pŕıpadne ako indikátory zvýšenia stavu vedomost́ı o danej chorobe alebo problematike a pod.
Vedl’aǰsie ciele často obsahujú doplnkové informácie.

Pŕıklad 5 (hlavný ciel’ a vedl’aǰsie ciele) Hlavný ciel’: hodnotenie efektu nového lieku pri liečeńı
nádoru pl’́uc vo vzt’ahu k celkovému prež́ıvaniu. Vedl’aǰsie ciele: (1) hodnotenie efektu nového lieku
na zmenšovanie nádoru, (2) sledovanie, či nový liek ovplyvňuje opakovaný výskyt nádoru, (3) zistenie
bezpečnosti (toxického profilu) novej liečby, (4) zistenie, či nová liečba pozit́ıvne ovplyvňuje kvalitu
života pacienta.

Výstižne formulované ciele v podobe vedeckých otázok možno správne formulovat’ len vd’aka kva-
litnému systematickému prehl’adu (pozri kapitolu 1.2.2 Systematický prehl’ad). Vedecká otázka muśı
mat’ pät’ základných FINER (Feasible, Interesting, Novel, Ethical, Relevant) atribútov, t.j. muśı byt’:

1. reálna – v zmysle dostatočného počtu subjektov, dostatočných odborných znalost́ı, finančnej
pŕıstupnosti a časovej prijatel’nosti, a muśı poskytnút’ odpoved’;

2. zauj́ımavá – mala by v istom zmysle fascinovat’ vedcov alebo vzbudzovat’ ich záujem;

3. nová – mala by bud’ potvrdzovat’ správnost’ predošlých poznatkov a rozširovat’ ich o nové zistenia,
alebo dokazovat’ ich nesprávnost’;

4. etická – pŕıstupná k skúmaniu odpoved́ı po schváleńı etickou komisiou inštitúcie;

5. relevantná – v zmysle vedeckých znalost́ı pre teóriu a smerovanie výskumu, ako aj aplikáciu
poznatkov v praxi (napr. v klinickej praxi, v sociálnej a zdravotnej politike a pod.).

Pŕıklad 6 (ciele v podobe vedeckých otázok) Mali by l’udia jest’ viac rýb? Ako často jedia l’udia
istého regiónu ryby? Znǐzuje jedenie rýb riziko kardiovaskulárnych chorôb? Spôsobuje zvýšená kon-
zumácia rýb u starš́ıch l’ud́ı riziko otravy ortut’ou? Majú doplnky stravy v podobe rybieho oleja v tab-
letách rovnaký efekt na kardiovaskulárne choroby ako vlastné ryby? Ktoré typy doplnkov stravy v podobe
ryb́ıch olejov nespôsobujú, že l’udský pach sa podobá rybaciemu?

Správne identifikované ciele a na ne naviazané závislé premenné pomáhajú pri rôznych rozhodnutiach
týkajúcich sa dát – napr. ako źıskat’ potrebné dáta, ako ich štatisticky analyzovat’, ako interpretovat’
výsledky a nakoniec, ako źıskané výsledky publikovat’.

Sledované premenné musia prejst’

• internou validizáciou (kontrolou kvality), t.j. kontrolou kvality databázy, kontrolou validity
merania a následným výpočtom reliability merania, ktorého súčast’ou je výpočet

– intraindividuálnej chyby (rozdiel mezi dvoma (alebo viacerými) opakovanými meraniami
rovnakého výskumńıka na tej istej vzorke),

– interindividuálnej chyby (rozdiel mezi dvoma (alebo viacerými) meraniami dvoch (alebo
viacerých) výskumńıkov na tej istej vzorke);

• externou validizáciou, ktorá predstavuje napr. zlepšenie plánu štúdie, zväčšenie rozsahu ná-
hodného výberu a použitie stratégíı zlepšenia presnosti aj správnosti a výstižnosti merania.
Patria sem:

– stratégie zlepšenia presnosti: (1) štandardizácia meraćıch metód v operačnom manuáli, (2)
školenie výskumńıka, (3) nastavenie pŕıstroja alebo zvýšenie jednoznačnosti dotazńıka, (4)
automatizácia meracieho pŕıstroja alebo vyplnenie dotazńıka samotnými subjektmi (respon-
dentmi), (5) opakovanie merańı a následný výpočet priemernej hodnoty merania;

– stratégie zlepšenia správnosti a výstižnosti merania (navyše k bodom (1) až (4) v straté-
giách zlepšenia presnosti): (1) redukcia systematickej chyby napr. kalibráciou pŕıstroja, (2)
porovnanie merańı so

”
zlatým štandardom“, napr. výpočtom senzitivity a špecificity pre di-

chotomické merania alebo výpočtom koeficientu kappa pre kategorické premenné s viac ako
dvojpoložkovou škálou, (3) zaslepenie pŕıslušnosti subjektu do nejakej skupiny (z hl’adiska
subjektu aj z hl’adiska výskumńıka).
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Defińıcia 6 (presnost’ merania) Presnost’ merania je stupeň, do ktorého má premenná
pri viacnásobnom merańı priblǐzne rovnakú hodnotu. Presnost’ sa najlepšie hodnot́ı porovnańım opa-
kovaných merańı. Zvyšovańım presnosti merania sa zvyšuje sila štúdie. Presnost’ merania najviac
ohrozuje náhodná chyba či už na strane výskumńıka, alebo subjektu, ale aj chyba meracieho pŕıstroja.

Defińıcia 7 (správnost’ a výstižnost’ merania) Správnost’ a výstǐznost’ merania je stupeň,
do akého premenná reprezentuje to, čo reprezentovat’ má. Správnost’ a výstǐznost’ merania sa naj-
lepšie hodnot́ı porovnańım so

”
zlatým štandardom“. Zvyšovańım správnosti a výstǐznosti merania

sa zvyšuje validita záverov štúdie. Správnost’ a výstǐznost’ merania najviac ohrozuje systematická
chyba či už na strane výskumńıka, alebo subjektu, ale tiež meracieho pŕıstroja.

1.2 Typy vedeckých štúdíı

Rozlǐsujeme dva hlavné typy vedeckých štúdíı – experimentálne a observačné. Na zodpovedanie ciel’ov
muśı byt’ použitá vhodneǰsia z nich. Oba typy štúdíı môžu byt’ zahrnuté v systematickom prehl’ade.

Experimentálna vedecká štúdia sú štúdie, v ktorých sú niektoré alebo všetky subjekty expe-
rimentálne podrobené zmeneným a kontrolovaným podmienkam prostredia (dávke žiarenia a pod.)
alebo liečbe, s ktorými by normálne neprǐsli do styku. Tu rozlǐsujeme:

• klinické pokusy na l’ud’och,

• laboratórne experimenty.

Observačné vedecké štúdie sú štúdie, v ktorých sú študované subjekty sledované v ich prirodzených
podmienkach bez zámeru do subjektov akokol’vek zasahovat’. Rozlǐsujú sa:

• kvalitat́ıvne štúdie,

• pacientsky audit,

• pŕıpadové štúdie,

• prierezové štúdie,

• (retrospekt́ıvne) štúdie pŕıpadov a kontrol,

• kohortové (retrospekt́ıvne/prospekt́ıvne) štúdie, v biologickej antropológii nazývané aj longitu-
dinálne štúdie,

• sekvenčné alebo semilongitudinálne štúdie.

Špeciálnym typom štúdíı v antropológii sú štúdie kostrových pozostatkov – kostrových séríı, oje-
dinelých kostrových nálezov, historických osobnost́ı, múmíı, atd’.

Pŕıklad 7 (štyri typy štúdíı) Pŕıklady štyroch základných plánov štúdíı skúmajúcich, či pŕıjem rýb
v strave redukuje riziko vypuknutia srdcovocievnej choroby.
Klinická (randomizovaná zaslepená) štúdia: Dve skupiny sú vytvorené náhodným (randomizovaným,
znáhodneným) a zaslepeným spôsobom. Výskumńık náhodne prirad́ı subjekty do skupiny, ktorá prij́ıma v
strave ryb́ı olej a do skupiny, ktorá prij́ıma placebo, potom sleduje obe skupiny niekol’ko rokov z hl’adiska
výskytu srdcovocievnych chorôb.
Prierezová štúdia: Subjekty sú hodnotené v jednom časovom bode. Výskumńık zaznamená subjektom
udávaný pŕıjem rýb v strave v minulosti a v súčasnosti a odpovede dáva do vzt’ahu s prepuknut́ım srd-
covocievnych chorôb a so súčasným výskytom vápnika v krvi.
Štúdia pŕıpadov a kontrol: Vybrańı jedinci sú rozdeleńı do dvoch skuṕın na základe výskytu ochorenia
(závislá premenná). Výskumńık hodnot́ı skupinu pacientov so srdcovocievnymi chorobami (pŕıpady)
a porovnáva ju so skupinou bez srdcovocievnych chorôb (kontroly) pýtajúc sa na minulý pŕıjem rýb
v strave.
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Kohortová štúdia: Subjekty sú sledované v čase. Výskumńık zaznamenáva pŕıjem rýb v strave
na začiatku štúdie a následne pŕıjem rýb opakovane zaznamenáva počas niekol’kých návštev zist’ujúc,
či sa u jedincov konzumjúcich viac rýb vyskytovalo menej srdcovocievnych chorôb.

Systematický prehl’ad (zahŕňajúci meta-analýzu) je štúdia, ktorej ciel’om je identifikovat’ všetky
publikované a nepublikované štúdie v pŕıslušnej oblasti, ako aj kombinovat’ a interpretovat’ ich výsled-
ky. Tento typ štúdie sa najčasteǰsie použ́ıva pri klinických pokusoch, kohortových štúdiách a štúdiách
pŕıpadov a kontrol.

Špeciálnym typom štúdie je tzv. translačná štúdia, ktorá predstavuje premostenie medzi labo-
ratórnym výskumom a klinickou štúdiou (ozn. ako T1), alebo klinickou štúdiou a praxou (ozn. ako
T2).

Väčšinu štúdíı realizovaných v antropológii predstavujú štúdie observačné. Experimentálny výzkum
ovplyvňujúci biologické procesy u zdravých l’ud́ı podlieha schváleniu etickej komise a je takmer celkom
obmedzený na oblast’ klinických študíı (hlavne to plat́ı pre invaźıvne vyšetrenia s narušeńım integrity
tela, už́ıvańım testovaných liečiv atd’.). Laboratórne experimenty na l’ud’och, dobrovol’ńıkoch sú však
možné v psychológii, behaviorálnych a kognit́ıvnych vedách, pokial’ nepredstavujú pre dobrovol’ńıkov
zdravotné alebo iné riziká. Možné sú aj napr. tafonomické alebo biomechanické experimenty s kostnými
a zubnými tkanivami.

1.2.1 Observačné štúdie vo fyzickej a klinickej antropológii

Observačná štúdia je taká štúdia, v ktorej sa študované subjekty sledujú v ich prirodzených podmien-
kach a dáta sa źıskavajú z nemocničných alebo ambulantných záznamov, regionálnych alebo národných
registrov (napr. register pacientov s cystickou fibrózou, register operácíı bedrového a kolenného k ĺbu
a pod.), z dotazńıkov alebo interview s l’ud’mi, z databáz RTG sńımok alebo CT skenov. Pri zbere dát je
dôležité dbat’ na presnost’ a komplexnost’ záznamov, pričom treba rozlǐsovat’, či informácie pochádzajú
zo záznamov vyṕlňaných samotným pacientom alebo vyšetrujúcim lekárom, či pochádzajú z lekárskych
záznamov alebo z priamej diagnózy klinickým expertom, či boli merania vykonané študentom v zácviku
alebo skúseným antropológom.

Kvalitat́ıvne štúdie majú zvyčajne málo subjektov (menej ako 50) a sú založené na pozorovańı
alebo interview s kladeńım otázok otvoreného typu. Môžu slúžit’ na vývin dizajnu d’aľsej štúdie, vývin
meraćıch prostriedkov v podobe dotazńıka alebo na zistenie názoru na zdravotnú starostlivost’, pŕıp.
liečbu.

Audit pacientov predstavuje extrakciu údajov z minulosti z už existujúcich záznamov pacientov
v nemocniciach, slúži na zistenie zákrokov, rizikových faktorov choroby alebo predčasnej smrti. Tu
treba mat’ na zreteli výberovú odchýlku.

Pŕıpadové štúdie, nazývané aj pŕıpadové správy sú popisné či iné štúdie, v ktorých je vzorka ob-
medzená na jeden alebo niekol’ko zauj́ımavých alebo nieč́ım významných pŕıpadov nejakého javu.
Dôvodom môže byt’ ich neexistencia (súčasný výskyt) vo väčšom počte (napr. vel’mi vzácna choroba)
alebo t’ažké štúdium vo väčšom počte (etické obmedzenie, finančné nároky, ap.). Pŕıkladom môže byt’
paleopatologická štúdia jedného skeletu s výskytom početných prejavov nejakej choroby na rôznych kos-
tiach (napr. syfilis). Tiež však môže ı́st’ o zámernú výskumnú stratégiu, kedy na rozdiel od relat́ıvne
povrchného štúdia jedného alebo niekol’kých znakov u vel’kého počtu pŕıpadov (čo je bežná populačná
štúdia, niekedy označovaná ako cross-case study a predstavujúca väčšinu štúdíı citovaných a popi-
sovaných v tejto knihe) študujeme na jednom alebo niekol’kých pŕıpadoch vel’ké množstvo znakov
a súvislost́ı s ciel’om pochopenia komplexity ich vzt’ahov a ich vnútornej organizácie. Vlastná štúdia
nespoč́ıva v sledovańı štatistického rozdielu medzi skupinami alebo súvislost́ı medzi premennými, ale
v detailnom, mnohostrannom popise študovaných pŕıpadov a (bio)logickom vysvetleńı povahy javu
vo všetkých rozĺı̌sených rovinách/uhloch pohl’adu. Existujú tiež metódy, ktorými možno kombinovat’
výsledky viacerých pŕıpadových štúdíı. V širšom slova zmysle možno za pŕıpadovú štúdiu považovat’
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súčast’ alebo pŕıpravu bežnej populačnej štúdie. Napŕıklad v longitudinálnej štúdii rastu najskôr vy-
tvoŕıme rastové krivky pre každé diet’a (t.j. tol’ko jednotlivých pŕıpadových štúdíı, kol’ko máme longi-
tudálne zaznamenaných det́ı) a potom štatisticky hodnot́ıme závislosti parametrov rastových kriviek
na nejakom faktore v populačnej štúdii. Pre rozdelenie typov pŕıpadových štúdíı a ich dizajn pozri napr.
Gerring (2007). Špeciálnym pŕıpadom pŕıpadovej štúdie je aj štúdia porovnania pŕıpadu so starostlivo
zvolenou referenčnou populáciou (Šefčáková a Katina, 2008; Šefčáková a kol., 2011).

Prierezové štúdie, niekedy nazývané aj prevalenčné, sa použ́ıvajú v pŕıpadoch prieskumu, monito-
rovania alebo dohl’adu. Svoje pomenovanie dostali na základe toho, že vybrané subjekty predstavujú
prierez populáciou alebo jej čast’ou na danom mieste a čase v kontexte skúmaného javu. Použ́ıvajú sa
napr. na zistenie vzt’ahu rizikových faktorov a chorôb. Údaje možno źıskavat’ z lekárskych vyšetreńı.
Často sa využ́ıva validovaný dotazńık alebo dotazńık špecificky vytvorený pre danú štúdiu (vývoj tohto
dotazńıka muśı byt’ presne dokumentovaný a dotazńık muśı byt’ validovaný). Základnou úlohou je nájst’
rozdiely v prevalencii medzi exponovanou a kontrolnou (referenčnou) skupinou. Takáto štúdia infor-
muje o prevalencii v určitom čase. Stanovenie expoźıcíı a meranie osobných charakterist́ık alebo biolo-
gických markerov môže byt’ prospekt́ıvne na základe budúcich výskumov alebo retrospekt́ıvne na základe
už existujúcich záznamov. V týchto štúdiách ide o reprezentat́ıvny výber, čo umožňuje odhadovat’ prav-
depodobnost’ výskytu choroby alebo vystavenie sa expoźıcii v celej populácii a následne testovat’ isté
hypotézy. Overuje sa napr., či pravdepodobnost’ výskytu choroby záviśı od expoźıcie. V praxi sú časté
náhodné výbery vel’kého rozsahu a predmetom záujmu je vzt’ah vybraných faktorov s expoźıciou alebo
chorobou.

Prevalenčné štúdie často slúžia na porovnanie prevalencie choroby na rôznych miestach alebo u rôz-
nych populačných skuṕın vzhl’adom na expoźıciu. Tieto štúdie môžu skúmat’ napr. rozdiely v prevalencii
respiračných problémov v rôznych skupinách populácie (u l’ud́ı s rôznou expoźıciou), môžu sledovat’
chronické stavy, napr. artrit́ıdu, diabetes, hypertenziu, peptický vred, srdcovocievne choroby a moz-
gové pŕıhody, alebo tiež študovat’ hygienu práce pri expoźıcii chemikáliám, prachu a plynom, pŕıp.
koncentrácie rôznych látok na pracoviskách (napr. ortute) a pod. Prevalenčné štúdie môžeme využit’
pri overovańı prvých pracovných hypotéz ako východisko pre kohortové štúdie. Nie sú vhodné na sle-
dovanie akútneho účinku nových chemikálíı a iných škodliv́ın, ktoré vyžaduje aj kohortovú štúdiu.

V biologickej antropológii predstavujú jeden z najčasteǰśıch typov výskumu živého človeka prierezové
štúdie, ktoré sa uplatňujú pri zist’ovańı výskytu či miery prejavu akéhokol’vek biologického znaku/javu
v l’udských populáciách. Uskutočňujú sa u det́ı aj dospelých. V pŕıpade l’ud́ı rôzneho veku sa źıskavajú
rozdiely medzi vekovými kategóriami, z ktorých možno vytvárat’ nepravé rastové krivky (nemožno
ich zamieňat’ za pravé rastové krivky vytvorené na základe longitudinálnych dát). Ak sa na základe
prierezovej štúdie hodnotia vekové rozdiely (det́ı alebo dospelých), vnútorná validita štúdie môže byt’
ohrozená tým, že vekové skupiny sa môžu ĺı̌sit’ v mnohých iných vlastnostiach nesúvisiacich s vekom,
ktoré vyplývajú z rozdielov medzi generáciami. Tento jav sa označuje ako efekt kohorty.

Pŕıklad 8 (efekt kohorty; znižovanie výšky postavy s vekom) V prierezovej štúdii zazname-
naný rozdiel vo výške postavy medzi dvadsat’ročnými a osemdesiatročnými l’ud’mi bol spôsobený efek-
tom kohorty v populácii, ktorá prekonala sekulárnu zmenu vo výške postavy. Pred šest’desiatimi rokmi
l’udia dosahovali pri ukončeńı rastu postavy do výšky nǐzšieho vzrastu (Cardoso, 2008) než dnešńı
dvadsat’ročńı l’udia a túto výšku postavy si potom niesli životom ako kohorta. To však neznamená, že
v priebehu starnutia nedochádza k menš́ım degenerat́ıvnym zmenám kost́ı a k ĺbov a úbytku výšky, väčšia
čast’ rozdielov je však daná rozdielmi medzi generáciami (Eveleth a Tanner, 1990, s. 208–223).

Priemerná výška postavy v danej kohorte sa v priebehu starnutia môže menit’ pod vplyvom selekcie,
ktorá nie je neutrálna voči výške postavy. V každej vekovej kategórii totiž mortalita klesá s výškou
postavy. Vyššieho veku sa teda dož́ıva väčš́ı podiel jedincov s vyššou než s nižšou postavou (Waaler,
1984).

Pŕıklad 9 (efekt kohorty; vekové rozdiely v inteligencii (IQ)) V minulosti viedol efekt kohorty
k nadhodnoteným predstavám o znǐzovańı inteligencie v priebehu starnutia (Schaie, 2000).
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Prierezová štúdia použitá na porovnanie vekových skuṕın neumožňuje zachytenie vnútornej štruk-
túry vekových zmien. Nedovol’uje napŕıklad odpovedat’ na otázku, či majú l’udia vo veku dvoch rokov
s telesnou výškou na 10. percentile aj v desiatom roku stále výšku odpovedajúcu 10. percentilu popu-
lácie.

Štúdie pŕıpadov a kontrol sa zvyčajne použ́ıvajú na zistenie rizikových faktorov choroby alebo
predčasnej smrti. Sledujú sa subjekty, napr. pacienti a k nim prislúchajúce kontroly, retrospekt́ıvne
alebo prospekt́ıvne.

Do retrospekt́ıvnych štúdíı pŕıpadov a kontrol sa vyberajú pacienti (choŕı) a k nim zdrav́ı je-
dinci. Pozerajú sa spätne do minulosti v určitom časovom intervale a porovnávajú sa napr. početnosti
neexponovaných a exponovaných pacientov pomocou premenných charakterizujúcich napr. životný štýl,
zvyky alebo takých premenných, ako biochemické alebo genetické markery. Ciel’om je nájst’ premenné
(rizikové faktory), ktoré pomôžu vysvetlit’, prečo pŕıpady dostali chorobu a kontroly nie. Ďalej tiež
zistit’, či expoźıcia súviśı s chorobou. Rozsahy skuṕın chorých a zdravých jedincov nemusia odrážat’ ich
rozdelenie v populácii. Ked’že tradičným ciel’om týchto štúdíı je zistit’ pŕıtomnost’ alebo nepŕıtomnost’
choroby, pŕıpady sú zvyčajne choŕı. Avšak pŕıpadmi môžu byt’ aj pacienti s nejakým druhom posti-
hnutia a kontroly pacienti bez tohoto postihnutia.

Pŕıklad 10 (retrospekt́ıvna štúdia pŕıpadov a kontrol) Vyberajú sa deti postihnuté a neposti-
hnuté kongenitálnymi malformáciami. Sledujeme, či matky mali alebo nemali rubeolu počas tehotenstva
(Hackshaw, 2009).

Pŕıklad 11 (retrospekt́ıvna štúdia pŕıpadov a kontrol) Vzt’ah fajčenia a pl’́ucnych nádorov.
Výskum sa realizoval v 20 nemocniciach v Londýne na 709 subjektoch rovnakého pohlavia s diag-
nostikovaným pl’́ucnym nádorom, ktoré boli zoskupené v 5-ročných vekových intervaloch, a im vekovo
odpovedajúcich 709 subjektoch toho istého pohlavia bez nádorového ochorenia. Fajčiar sa definoval ako
osoba, ktorá vyfajčila v ostatnom roku aspoň jednu cigaretu denne. Ide o retrospekt́ıvny dizajn, v ktorom
nepoznáme prevalenciu pl’́ucnych nádorov v populácii.

Zriedkavé sú prospekt́ıvne štúdie pŕıpadov a kontrol , kde sa pŕıpady a kontroly sledujú v budúc-
nosti.

Pŕıklad 12 (prospekt́ıvne štúdie pŕıpadov a kontrol) Štúdia chŕıpky ako dôvodu akútneho in-
farktu myokardu (AIM; MacIntyre a kol., 2013), kde pŕıpadmi boli hospitalizovańı pacienti s AIM
a kontrolami ambulatńı pacienti bez AIM v Sydney (Austrália) v časovom obdob́ı rokov 2008 až 2010.

Okrem klasických štúdíı pŕıpadov a kontrol existujú aj tzv. vnorené štúdie pŕıpadov a kon-
trol , kde sa pŕıpady a spárované kontroly vyberajú z kohortovej štúdie (pozri nižšie). Tieto štúdie
sa špeciálne vyskytujú pri registroch chorôb, kedy sú pŕıpady reprezentat́ıvnou vzorkou populácie
a reprezentat́ıvne kontroly sa k nim źıskavajú z tej istej populácie.

Pŕıklad 13 (vnorené štúdie pŕıpadov a kontrol) Štúdia úlohy infekcie dolných dýchaćıch ciest
u pacientov liečených antibiotikami, ktoŕı znovu navšt́ıvili lekára v priebehu štyroch týždňov po poslednej
návšteve, na ktorej im boli predṕısané antibiotiká (Macfarlane a kol., 1997). Pŕıpadmi boli pacienti,
ktoŕı znovu navšt́ıvili lekára s rovnakými symptómami. Kontrolami boli pacienti, ktoŕı lekára znovu
v priebehu štyroch týždňov už nenavšt́ıvili.

Kohortové štúdie sledujú subjekty nejakej kohorty4, retrospekt́ıvne alebo prospekt́ıvne.

4Slovo kohorta pochádza z latinského cohort (útvar bojovńıkov s počtom 1/10 ŕımskej légie, ktoŕı boli súčasne nasadeńı do boja), ale dnes
sa použ́ıva na oṕısanie určitej skupiny l’ud́ı, ktorú sledujeme v danom časovom intervale.
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Do retrospekt́ıvnej kohortovej štúdie sa vyberajú subjekty, ktorých základné merania (ako aj
sledovanie) prebehli v minulosti, teda už existujú, a my ich vyhl’adávame v lekárskych alebo arch́ıvnych
záznamoch, regionálnych alebo národných databázach.

Do prospekt́ıvnej kohortovej štúdie (nazývanej aj longitudinálna v antropológii alebo incidenčná
v medićıne) sa vyberajú subjekty, ktorých základné merania prebehnú v budúcnosti. Subjekty sa po-
tom sledujú istý čas longitudinálne (niekol’ko rokov) a početnosti tých, u ktorých sa vyvinie skúmaná
choroba sa porovnávajú medzi neexponovanými a exponovanými nejakému faktoru, pričom možno
zist’ovat’ incidenciu choroby, pŕıp. remisiu (dočasné vymiznutie prejavov choroby) alebo relaps (opa-
kovaný výskyt prejavov choroby). V rastovej antropológii (auxológii človeka) sa longitudinálne štúdie
využ́ıvajú predovšetkým na zist’ovanie vývinových a rastových zmien u det́ı a dospievajúcich (Bogin,
1999).

Pŕıklad 14 (longitudinálne štúdie v ČR) V Brne sa realizovali dve rozsiahle longitudinálne štú-
die. Prvou z nich bola Brněnská r̊ustová studie, ktorú viedla docentka Marie Bouchalová (Boucha-
lová, 1987). Druhú reprezentuje zapojenie do Evropské dlouhodobé studie těhotenstv́ı a dětstv́ı
(ELSPAC), ktorej českú čast’ vedie docent Lubomı́r Kukla (Kukla, 2008).

V longitudinálnych štúdiách sa sledujú zmeny v priebehu času na tej istej vzorke. Každá skúmaná
osoba sa sleduje minimálne dvakrát za sebou s určitým časovým odstupom (hovoŕıme o párovom
dizajne). Longitudinálna štúdia umožňuje sledovat’ skutočné zmeny a vytvárat’ pravé rastové krivky,
vrátane individuálnych rastových kriviek. Umožňuje tiež sledovat’ vnútornú štruktúru časových (tu
vekových) zmien. Jej nevýhodou je časová náročnost’, zmenšovanie vzorky (po čase skúmané osoby
strácajú záujem pokračovat’ v štúdii) a riziko metodickej nekonzistencie (zmena metód, pŕıstrojov,
výskumńıkov, spoločenských ciel’ov alebo dokonca etického rozmeru študovaného problému). Ohrozenie
vnútornej validity štúdie spoč́ıva vo vplyve histórie a celospoločenských zmien, ktoré ovplyvňujú celú
populáciu. V longitudinálnej štúdii však túto zmenu zaznamenáme ako zmenu s vekom osôb sledovanej
vekovej kohorty.

Pŕıklad 15 (vplyv histórie a celospoločenských zmien v longitudinálnej štúdii) V longitu-
dinálnej štúdii sa v nedávnej histórii západnej civilizácie zaznamenalo zńı̌zenie počtu fajčiarov cigariet
medzi 30. až 50. rokom života. Toto zńı̌zenie však nemuśı byt’ len dôsledkom zákonitých systematických
zmien v pŕıstupe l’ud́ı ku svojmu zdraviu v priebehu dospelosti a starnutia (stále zodpovedneǰsie, resp.
opatrneǰsie chovanie), ale môže byt’ aj dôsledkom celospolečenských zmien prebiehajúcich synchrónne
so starnut́ım l’ud́ı sledovanej kohorty (stále väčš́ı dôraz spoločnosti na zdravý životný štýl, resp. poli-
tický tlak na obmedzovanie fajčenia, ekonomické zmeny relat́ıvne zvyšujúce cenu a znǐzujúce dostup-
nost’ tabakových výrobkov a pod.). Bez prierezovej kontroly týchto faktorov nie je možné rozhodnút’,
ktorý z nich má na sledovaný jav podstatneǰśı vplyv. Vzhl’adom na to, že z prierezových demogra-
fických štúdiách vyplýva (Sovinová a kol., 2012), že v mladš́ıch vekových kategoriách bolo percentuálne
zastúpenie fajčiarov v roku 2011 takmer rovnaké ako v roku 1999 a zńı̌zenie bolo tak v roku 1999 ako aj
v roku 2011 jasne zretel’né až vo vyššej vekovej kategórii (55−64 rokov), pravdepodobneǰsie vysvetlenie
pre uvedené obdobie sú skutočné individuálne zmeny súvisiace s vekom (zdravotné komplikácie alebo
finančné problémy vo vyššom veku). Vo väčšom časovom rozsahu (napr. medzi 50. rokmi 20. storočia
a začiatkom 21. storočia) však väčš́ı vplyv môžu mat’ spoločenské zmeny postoja k fajčeniu.

Porovnanie štúdíı pŕıpadov a kontrol a kohortových štúdíı. Vo všeobecnosti sa považujú ko-
hortové štúdie za reliabilneǰsie než štúdie pŕıpadov a kontrol, pretože

”
spomienková“ (napr. l’udia

so sledovanou chorobou si na zvyky v minulosti spomı́najú lepšie než l’udia bez tejto choroby) a se-
lekčná výchylka ich ovplyvňujú v menšej miere. Kohortové štúdie však zvyčajne trvajú niekol’ko rokov,
čo spôsobuje, že sú finančne často náročné. Štúdie pŕıpadov a kontrol sú vhodneǰsie, ak je študovaná
choroba zriedkavá alebo trvanie výskumu z nejakého dôvodu časovo obmedzené, pretože v zmysluplnom
časovom horizonte umožňujú źıskat’ väčš́ı počet subjektov. Kohortové štúdie sa využ́ıvajú v pŕıpadoch
časteǰsie sa vyskytujúcich chorôb (s výskytom nad 10 % pŕıpadov), kým štúdie pŕıpadov a kontrol
sa využ́ıvajú pri štúdiu pŕıčin vzácneǰsie sa vyskytujúcich chorôb (s výskytom pod 10 %). Na mini-
malizáciu rôznych druhov výchyliek (napr.

”
spomienkovej“, selekčnej, informačnej výchylky merania
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alebo výchylky spôsobenej chýbajúcimi pozorovaniami) sa hodia rôzne typy štúdíı, takže je potrebné
zahrnút’ otázku výchylky do plánu štúdie.

Výber medzi kohortovou štúdiou a štúdiou pŕıpadov a kontrol záviśı napr. na zložitosti źıskania
subjektov (napr. zriedkavo sa vyskytujúce choroby a pod.), ovplyvnitel’nosti výsledkov výchylkou
a mätúcimi premennými, finančnom zabezpečeńı a trvańı štúdie.

Kohortová štúdia a štúdia pŕıpadov a kontrol sa ĺı̌sia aj použitým efektom sledovaného rizika.
Pri kohortovej štúdii je to zvyčajne relat́ıvne riziko a pri štúdii pŕıpadov a kontrol pomer šanćı.

Defińıcia 8 (mätúce premenné) Mätúce premenné definujeme ako cudzie premenné, ktorých
pŕıtomnost’ ovplyvňuje študované premené, takže výsledky nereflektujú aktuálny vzt’ah medzi závislou
a nezávislou premennou.

Mätúce premenné možno povolit’ pri dizajne štúdíı pŕıpadov a kontrol, kde sú pŕıpady párované
s kontrolami, ale nie pri kohortových štúdiách, lebo by nežiaduco ovplyvnili štatistické modely počas
štatistických analýz. Plán štúdie muśı obsahovat’ zdôvodnenie vol’by pŕıpadných mätúcich premenných
a možnost’ kvantifikácie ich vplyvu nejakou štandardnou, presnou a komplexnou cestou (napr. uvedenie
etnicity, presné zaznamenanie množstva skonzumovaného alkoholu).

Napokon je potrebné zdôraznit’, že incidenciu alebo riziko výskytu ochorenia možno zistit’ z kohortových
štúdíı, ale nie zo štúdíı pŕıpadov a kontrol.

Defińıcia 9 (štatistiky frekvencie) Frekvencia (počet, početnost’) v užšom slova zmysle vyjad-
ruje počet nejakých udalost́ı (pŕıpadov), kým v širšom slova zmysle vyjadruje početnost’ výskytu
nejakého znaku (pozri kapitolu 1.3.7 Triedenie dát). Incidencia vyjadruje počet nových pŕıpadov
s daným znakom v populácii za jednotku času. Prevalencia označuje celkový výskyt (počet) žijúcich
jedincov s daným znakom v populácii teraz alebo kedykol’vek v minulosti. Abundancia vyjadruje
početnost’ pŕıpadov (napr. v ekológii počet jedincov daného živoč́ı̌sneho druhu na danej lokalite).

Tabul’ka 1.1: Štatistiky frekvencie vs. typ štúdie (# znamená počet)

typ štúdie štatistika defińıcia

kohortová incidencia #subjektov, ktoŕı dostali chorobu
#subjektov v riziku×čas v riziku

kumulat́ıvna incidencia #subjektov, ktoŕı dostali chorobu
#subjektov v riziku

prierezová prevalencia #subjektov, ktoŕı majú chorobu
#subjektov v riziku

kumulat́ıvna prevalencia #subjektov, ktoŕı kedykol’vek nadobudli chorobu
#subjektov v riziku

Všetky štyri štatistiky frekvencie sa použ́ıvajú v absolútnej škále (počet, početnost’) alebo v relat́ıvnej
škále (škálované počtom subjektov v súbore). Je potrebné si uvedomit’, že hodnoty incidencie sú ovplyv-
nené časovými jednotkami. Defińıcia štatist́ık frekvencie záviśı aj na type štúdie (pozri tabul’ku 1.1).
Sekvenčné alebo semilongitudinálne štúdie predstavujú kombináciu prierezovej a longitudinálnej
štúdie, ktorá kombinuje výhody a súčasne obmedzuje ohrozenie vnútornej validity výskumu oboch
pŕıstupov. Prebieha kratš́ı čas než štúdia longitudinálna a zatial’ čo prierezová zložka umožňuje kontrolu
vplyvu histórie, longitudinálna zložka umožňuje kontrolu efektu kohorty.

Plán observačnej štúdie. Najdôležiteǰśımi prvkami observačnej štúdie, ktoré musia byt’ zahrnuté
v jej pláne, sú:

• v pŕıpade študovaných subjektov (skúmaných osôb, účastńıkov výskumu)

– výberová schéma, t.j. špecifikácia miesta, odkial’budú subjekty pochádzat’, v štúdii pŕıpadov
a kontrol špeciálne kontroly (z populácie, pacientov nemocnice alebo z pŕıbuzných pŕıpadov);

– selekčné kritériá, kritériá vhodnosti alebo zoznam prij́ımaćıch a vylučovaćıch krité-
ríı – prij́ımacie kritériá musia byt’ presné a podrobné (presná špecifikácia populácie relevantnej
na riešenie vedeckej otázky a presná špecifikácia vhodnosti štúdie, napr. demografické cha-
rakteristiky ako pohlavie a vek, klinické charakteristiky ako dobré všeobecné zdravie a stály
sexuálny partner, časové charakteristiky ako časový interval zberu dát a pod.), vylučovacie
kritériá musia byt’ úsporné (špecifikácia subjektov, ktoré nebudú študované pre vysoké ri-
ziko straty zo sledovania, pre nemožnost’ zabezpečit’ kvalitné dáta, napr. v dôsledku jazykovej
bariéry, pre vysoké riziko škodlivých/vedl’aǰśıch/nepriaznivých účinkov, napr. v dôsledku pre-
konaného infarktu myokardu alebo mozgovej pŕıhody);
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– typ náhodného výberu, t.j. selekcia z výberovej schémy;

– jasná defińıcia pŕıpadov a kontrol (v štúdii pŕıpadov a kontrol);

– párovacie kritéria a faktory, t.j. ako budú kontroly párované s pŕıpadmi (v štúdii pŕıpadov
a kontrol);

• v pŕıpade náboru subjektov a ich sledovania

– časový interval použitý na identifikáciu subjektov;

– d́lžka náboru a sledovania v budúcnosti (v kohortových štúdiách);

– d́lžka sledovania do minulosti t.j. ako hlboko do minulosti budú pacienti sledovańı v sú-
vislosti s detailami ich životného štýlu alebo zvykov (v štúdii pŕıpadov a kontrol);

• v pŕıpade zberu dát a vyšetreńı

– detaily zberu dát, t.j. interview, typ dotazńıkov (samovyplňovacie alebo vyplňované niekým
iným), dáta z pacientskych záznamov, dáta z regionálnych alebo národných databáz a pod.;

– detaily vyšetreńı, t.j. typ vyšetrenia, napr. klinické vyšetrenie, sńımkovanie (RTG, CT
sken, MRI sken, 2D fotografia tváre, 3D laserová sńımka, 3D stereofotogrametrická sńımka,
sńımka z elektrónového mikroskopu a pod.), krvný test, odber moču, sĺın a pod.; kto vykoná
vyšetrenia, frekvencia vyšetreńı;

– spôsob skladovania biologického materiálu (krv, moč, sliny) v rámci danej štúdie alebo
z hl’adiska jeho d’aľsieho využitia a analýz v budúcich štúdiách;

– spôsob merania mätúcich premenných/faktorov;

– spôsob minimalizácie výchyliek rôzneho typu, napr.
”
spomienkovej“, selekčnej, informač-

nej výchylky, výchylky merania alebo výchylky spôsobenej chýbajúcimi pozorovaniami;

– spôsob určenia diagnózy.

Párovacie kritériá v štúdii pŕıpadov a kontrol. Častým nedostatkom protokolu je nedostatočný
opis párovania pŕıpadov a kontrol. Pojem párovanie sa navyše často použ́ıva vel’mi nepresne. Mal by
indikovat’ pojem spárovaná dvojica, čo však nemuśı byt’ zámerom výskumńıka alebo plánovaného
štatistického pŕıstupu. Návrh, v ktorom sú subjekty párované na základe pohlavia, etnicity, veku alebo
BMI, je nepresný (v spojitosti s realitou) a v praxi nerealizovatel’ný. Výskumńık by mal zabezpečit’,
aby sledované skupiny boli vyvážené v závislosti od sledovaných charakterist́ık, t.j. ide o frekvenčné
párovanie. Pre spojité premenné (ako napr. vek) je potrebné špecifikovat’ rozsah, ktorý charakterizuje
toto párovanie spolu s priemerom a smerodajnou odchýlkou. Vyhnút’ sa treba párovaniu pomocou
mätúcich premenných, ktorých vzt’ah ku závislej premennej nie je dostatočne preskúmaný.

Defińıcia 10 (párovanie do dvoj́ıc) Párovanie do dvoj́ıc je výber kontroly pre každý pŕıpad tak,
aby obe mali rovnakú hodnotu mätúcej premennej. Ak je medzi skupinami štatisticky významný roz-
diel v premenných, ktoré charakterizujú párovanie, je potrebné ich vplyv odpoč́ıtat’ pomocou vhodného
štatistického modelu. Toto je jednoznačne úlohou bioštatistika.

Pŕıklad 16 (štatistické hl’adisko párovania do dvoj́ıc) Majme párovanie do dvoj́ıc pomocou pre-
menných pohlavie a vek. Ked’̌ze párovanie pŕıpadov bolo vykonané v rámci rodiny, kde kontroly boli
rodinńı pŕıslušńıci rôzneho veku a pohlavia (rodičia, súrodenci a pod.), je potrebné použit’ štatistický
model odstraňujúci negat́ıvny efekt párovania, ktorý vplyv veku a pohlavia eliminuje.

Defińıcia 11 (frekvenčné párovanie) Frekvenčné párovanie je taký výber kontrol ku pŕıpadom,
v ktorom sú mätúce premenné v oboch skupinách zo štatistického hl’adiska identické.

Defińıcia 12 (štatistické hl’adisko frekvenčného párovania) Zo štatistického hl’adiska ne-
smie byt’ štatisticky významný rozdiel medzi tými premennými, ktoré charakterizujú frekvenčné
párovanie.

Výberová schéma muśı byt’ jednoznačne definovaná a muśı zahŕňat’ tzv. kritériá vhodnosti, hlavne
v podobe vekových ohraničeńı (napr. zahrnutie starš́ıch l’ud́ı do štúdie a zdôvodnenie rozhodnutia).
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Pŕıklad 17 (kritériá vhodnosti) Ak je ciel’om štúdie hl’adanie vzt’ahu (asociácie) medzi fajčeńım
a nádorom pl’́uc, potom prij́ımaćımi kritériami sú napr. vek 18–80 rokov, nefajčiari a fajčiari schopńı
doručit’ informovaný súhlas a vylučovaćımi kritériami sú napr. súdobo liečeńı alebo jedinci s anamnézou
nádoru, vystaveńı nejakým látkam alebo situáciám, ktoré sú známe svojou asociáciou s vysokým rizikom
vzniku nádoru.

Pŕıklad 18 (výberová schéma – prierezová štúdia) Štúdia a ciele: prierezová štúdia odhadu pre-
valencie konzumácie alkoholu a fajčenia medzi študentmi antropológie. Výberová schéma: register
všetkých študentov antropológie univerzity. Typ výberu: všetci študenti v registri.

Pŕıklad 19 (výberová schéma – štúdia pŕıpadov a kontrol) Štúdia a ciele: štúdia pŕıpadov
a kontrol na hodnotenie asociácie medzi vrodenými poruchami a fajčeńım počas tehotenstva. Výberová
schéma: pŕıpady – deti s vrodenou poruchou vybrané z národného registra vrodených porúch, kontroly
– deti bez vrodenej poruchy vybrané z registra pôrodov vo vybranom geografickom regióne. Typ výberu:
pŕıpady – všetky deti s vrodenou poruchou z národného registra narodené medzi rokmi 2000 a 2010,
kontroly – náhodný výber det́ı bez vrodenej poruchy narodené medzi rokmi 2000 a 2010 so spárovaným
vekom matky a rokom narodenia diet’at’a.

Pŕıklad 20 (výberová schéma – kohortová štúdia) Štúdia a ciele: kohortová štúdia hodnotenia
asociácie medzi cvičeńım a rizikom vzniku srdcovocievnej choroby. Výberová schéma: všetci pacienti
starš́ı ako 40 rokov registrovańı na klinike v pŕıslušnom geografickom regióne. Typ výberu: náhodný
výber 5000 pacientov.

1.2.2 Systematický prehl’ad

Úvod každej štúdie v podstate predstavuje krátky (cielený) systematický prehl’ad témy, ktorá súviśı
so študovanou problematikou. Tento prehl’ad akumuluje vedomosti v sledovanej oblasti na základe už
publikovaných a nepublikovaných výsledkov, ktorých závery sa syntetizujú (kombinujú) do všeobec-
neǰsej podoby. Efekty každej štúdie sa kvantitat́ıvne kombinujú pomocou štatistických metód, ktoré
súborne nazývame meta-analýza. Základom takejto štúdie je identifikácia publikovanej a nepubliko-
vanej literatúry v sledovanej tematike. Kumulácia vedomost́ı môže mat’ tieto dôsledky:

• Potvrdenie doteraǰsej praxe źıskańım presneǰsieho odhadu efektu alebo rizikového faktora
a následné časteǰsie použ́ıvanie v praxi a pod. Ked’že kombinovaná analýza má vyšš́ı rozsah výberu,
sila použitého testu v rámci nejakého štatistického modelu bude vyššia. Pomôže to aj vyhnút’ sa
neistote pŕıpadného falošného výsledku v individuálnej analýze.

• Zmena doteraǰśıch prakt́ık, čo v praxi vedie napr. k zmene typu liečby, k zmene názoru
na nejakú vedeckú problematiku, k identifikácii nového rizikového faktora vedúceho k vzniku
ochorenia alebo k predčasnej smrti (na základe observačných štúdíı), d’alej k zmene doteraǰsej
štandardnej klinickej praxe, alebo môže viest’ k vývinu novej zdravotnej politiky a pod.

Problémom systematického prehl’adu pri observačných štúdiách môže byt’ kombinácia individuál-
nych výchyliek a mätúcich premenných štúdíı zahrnutých do meta-analýzy. To môže viest’ ku falošným
záverom alebo asociáciám, ktoré sa zdajú byt’ presneǰsie (napr. źıskańım užšieho intervalu spol’ahlivo-
sti). V klinických pokusoch možno tieto výchylky účinne kontrolovat’.

Existujú dva typy meta-analýzy

1. meta-analýza na základe sumárnych výsledkov źıskaných z výsledkov publikovaných a ne-
publikovaných individuálnych štúdíı;

2. meta-analýza na základe originálnych (pôvodných) dát źıskaných od autorov individuál-
nych štúdíı; v medićınskom výskume sa nazýva aj meta-analýza dát od individuálnych pacientov.
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Meta-analýza sa v súčasnosti uplatňuje predovšetkým v psychológii, sociológii a v biomedićınskom
výskume. Vzhl’adom na komparat́ıvnu a syntetickú povahu antropológie je meta-analýza žiaducou
metódou aj v tomto odbore. Napriek tomu sa však meta-analýza v antropológii doteraz pŕılǐs neuplat-
nila (pŕıklady meta-analytických štúdíı v antropológii možno nájst’ v práci Russella Bernarda 2006, s.
107–108) a na svoj väčš́ı rozvoj ešte len čaká.

Pŕıklad 21 (dôležitost’ meta-analýzy) Dôležitost’ meta-analýzy pri formulovańı hypotéz v antro-
pológii demonštruje výsledok štúdie Whitea (White, 1980, cit. Russell Bernard, 2006, s. 108), v ktorej
na základe stovky publikovaných študíı autor zistil, že sociálny status zodpovedá iba za 6.3 % celkového
rozptylu v školskom prospechu študentov. Autor tiež zistil, že pôvodné korelácie naprieč štúdiami koĺısali
od hodnoty −0.14 po hodnotu +0.97. Tento rozsah koĺısania demonštruje nutnost’ kontroly d’aľśıch
faktorov, ktoré môžu prospech ovplyvňovat’.

1.2.3 Štúdie kostrových pozostatkov

Zvláštnym typom súborov/vzoriek v antropológii sú súbory kostrových pozostatkov, tzv. kostrové
série. Podl’a charakteru výberu a kontextových informácíı ich možno rozdelit’ na niekol’ko skuṕın. Ich
spoločnou vlastnost’ou je fakt, že obsahujú kosti zomretých l’ud́ı5. Vzorky pozostávajúce z nájdených
kostrových pozostatkov sa značne odlǐsujú od vzoriek vytvorených na základe definovaného výberu l’ud́ı
zo živej populácie. Tieto súbory totiž nevznikajú štandardnými postupmi výberu vzorky z populácie,
ale pod vplyvom rôznych, väčšinou nekontrolovaných (často nekontrolovatel’ných) faktorov.

Prvým typom sú dokumentované antropologické zbierky6, ktoré obsahujú relat́ıvne kompletné
skelety a údaje o hlavných biologických znakoch jedincov (dožitý vek, pohlavie, a i.). Tieto zbierky majú
vel’ký význam pri tvorbe antropologických metód odhadujúcich telesné znaky zo skeletov z archeolo-
gických nálezov. Jednotlivé dokumentované zbierky sa však ĺı̌sia spôsobom výberu vzorky a rozsahom
kontextových dát. Jednu podskupinu predstavujú anatomické zbierky vytvorené na základe kost́ı
jedincov z anatomických pitiev, druhou sú forenzné zbierky (väčšinou menšieho rozsahu), tret’ou sú
zbierky z exhumácíı pochovaných tiel a štvrtou sú zväčša nedostupné zbierky kostrových po-
zostatkov dokumentovaných obet́ı vojnových konfliktov. Novo vznikajú aj zámerne vytvára-
né ”pohrebiská“7, zložené z hrobov dobrovol’ńıkov, ktoŕı ešte za života odkázali svoje telo po smrti
vede. Rozdiely v selekcii vzoriek sa premietajú do parametrov súborov. Kým anatomické zbierky bývajú
zo sociálneho či zdravotného hl’adiska selekt́ıvne, neselekt́ıvne exhumácie dokumentovaných hrobov
z rozsiahleǰśıch bežných civilných cintoŕınov predstavujú pravdepodobne najprirodzeneǰsie kostrové
súbory (hoci aj tieto môžu byt’ selekt́ıvne zo sociálneho hl’adiska).

Druhým typom sú kostrové súbory z archeologických výskumov, na základe ktorých kostro-
vá antropológia (humánna osteológia, bioarcheológia, historická antropológia) študuje život minulých
populácíı. Źıskanie týchto súborov je dnes väčšinou viazané na záchranné archeologické výskumy ob-
medzeného rozsahu. Preto sa v nich výrazne prejavuje neúplnost’ dát v miere danej stavom zachova-
losti a kompletnosti kost́ı/skeletov (závisiacej na geologických a pôdnych podmienkach danej lokality,
na rozdieloch v odolnosti skeletu rôznych jedincov – deti vs. dospeĺı, ženy vs. muži – voči tafono-
mickým vplyvom, na pohrebnom ŕıte, na exkavačnej a rekonštrukčnej metodike a i.), rozsahom poh-
reb́ısk, pomerom rozsahu výskumu a rozsahu pohrebiska (možnost’ lokálnych nehomogénnost́ı v zložeńı
hrobov na pohrebiskách) a dostupných kontextových údajov a ich (ne)úplnosti (napr. rozdiely v poh-
rebnom ŕıte a hrobovej výbave, znalost’ väzby na śıdlisko atd’.). Extrémnym pŕıpadom sú súbory
kremácíı, v ktorých sú kosti poškodené žiarom (pŕıp. aj rozbité zámerne v súvislosti s pohrebným
ŕıtom) a extrémne fragmentárne. V pŕıpade takýchto séríı nemožno určit’ ani základné biologické ka-
tegórie.

Okrem obmedzenej reprezentat́ıvnosti a celistvosti dát źıskaných z kostrových súborov sa s výs-
kumom minulých populácíı spájajú d’aľsie okolnosti, ktoré sa označujú ako osteologický paradox
(Wood a kol., 1992). Tento jav možno sledovat’ v troch problémových oblastiach, ktoré sprevádzajú
archeologické kostrové súbory:

1. demografická nestabilita – výskyt a proporcie výskytu skeletov na pohrebiskách závisia od de-
mografických zmien v danej populácii, napr. vyšš́ı výskyt detských skeletov môže znamenat’ väčšiu

5Výnimkou sú série založené na záznamoch z neinvaźıvnych zobrazovaćıch metód. Tam však ide o nenáhodnost’ a selekt́ıvnost’ iného druhu
– pacientov.

6Pozri napr. http://skeletal.highfantastical.com.
7Jantzova zbierka v Tennesee (WM Bass Donated Skeletal Collection): http://fac.utk.edu/collection.html.
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detskú mortalitu v demograficky stabilnej populácii alebo napr. nižšiu detskú mortalitu a vyššiu
natalitu v demograficky rastúcej populácii;

2. selekt́ıvna mortalita – k dispoźıcii sú iba skelety l’ud́ı, ktoŕı zomreli, nikdy ale nemáme pŕıstup
k l’ud’om, ktoŕı boli v danej vekovej kategórii rizikom ohrozeńı, ale prežili; rôzne vekové kategórie
v archeologických kostrových súboroch sú potom zložené z pozostatkov l’ud́ı odlǐsných biologických
vlastnost́ı;

3. stratená heterogenita riźık – v nájdených kostrových súboroch sa vyskytuje zmes l’ud́ı ĺı̌siacich
sa nielen pŕıčinou smrti, ale aj citlivost’ou na rizikové faktory (napr. choroby, úrazy a pod.); bez
poznania pŕıčin smrti je t’ažké vytvorit’ relevantné biologické kategórie vzájomne si podobných
jedincov a následne študovat’ napŕıklad rozdiely v pôsobeńı genetických a sociálnych faktorov
atd’.

Celkovo sú archeologické súbory v rôznej miere nereprezentat́ıvne, zat’ažené mnohými neznámy-
mi tendenciami, takže nemusia spĺňat’ nároky štatistických metód na charakter vstupných dát (napr.
náhodné vzorkovanie, normalita rozdelenia). Uvedené okolnosti výrazne limitujú možnosti štatistických
porovnávańı a testov a predovšetkým interpretácíı, ktoré z nich vyplývajú. Pri hodnoteńı archeolo-
gických kostrových súborov preto treba – podl’a možnosti – do použitého modelu zakomponovat’ pred-
stavu o demografických procesoch v danej populácii, ako aj o environmentálnych, socio-ekonomických,
socio-kultúrnych a zdravotných podmienkach. To kladie ešte väčšie nároky na spoluprácu antropológa
a štatistika od samého počiatku pŕıprav výskumu.

1.3 Štatistické hl’adiská plánovania štúdíı

Zo štatistického hl’adiska sa treba pri plánovańı pokusov zamerat’ na typ výberu, rozsah náhodného
výberu, na metódy zberu dát a spôsoby merania, na hlavné atribúty dát a ich triedenie. Každému
z týchto okruhov bude venovaná pozornost’ v nasledovných kapitolách.

1.3.1 Typy výberov

Štatistický (základný) súbor je konečná množina prvkov (napr. osôb, jedincov, subjektov), na kto-
rej sledujeme určité znaky, veličiny, vlastnosti a pod. Ak uskutočńıme nejaký výber zo štatistického
súboru, hovoŕıme o výberovom súbore, ktorý reprezentuje štatistický súbor výberom určitého počtu
štatistických jednotiek. Štatistické jednotky tvoria napr. subjekty, respondenti dotazńıka, pričom
po uskutočneńı výberu hovoŕıme o výberových jednotkách. Na základe výberových jednotiek vo vý-
berovom súbore si vytvárame predstavu o štatistických jednotkách v základnom súbore. Kvalita tejto
predstavy v podobe nejakého štatistického modelu alebo modelu rozdelenia pravdepodobnosti striktne
záviśı od správnosti zvoleného typu výberu.

Pŕıklad 22 (náhodný výber vs. zovšeobecnenie na populáciu) Často nemôžeme z rôznych
pŕıčin sledovat’ celú populáciu. Nemôžeme napr. do výskumu zaradit’ všetky tehotné ženy alebo všetky
osoby žijúce v skúmanej geografickej oblasti. Ak je našim ciel’om napr. zist’ovat’ vzt’ah pŕırastku hmot-
nosti ženy počas tehotenstva a hmotnosti novorodenca, môžeme údaje zistit’ len od určitej vzorky
(výberu) tehotných žien. Źıskané výsledky sa následne zovšeobecňujú na všetky tehotné ženy. Kvalita
zovšeobecnenia pritom priamo záviśı od kvality výberu.

Defińıcia 13 (zovšeobecnenia záverov štúdie) Na základe aktuálnych/použitých subjek-
tov v aktuálnom/realizovanom výbere formulujeme závery štúdie pre použité subjekty [ziste-
nia v štúdii], potom zovšeobecńıme závery na zamýšlanú populáciu napr. na populáciu dospelých
vo vel’kých slovenských mestách (inferencia na základe internej validity) [pravdivost’ štúdie],
potom na dosiahnutel’nú populáciu napr. na populáciu dospelých vo všetkých slovenských mestách
(inferencia na základe externej validity), a nakoniec na ciel’ovú populáciu – napr. dospelých
vo všetkých slovenských mestách a dedinách [všeobecná pravdivost’]. Menej spol’ahlivým záverom by
bolo napr. zovšeobecnenie na dospelých a deti, na l’ud́ı v iných krajinách a pod. (Hulley a kol., 2007).
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Interná validita je vlastnost’ vedeckej štúdie, ktorá reflektuje mieru/rozsah zaručenosti kauzálnych
záverov vedeckej štúdie. Externá validita je validita zovšeobecnenej (kauzálnej) štatistickej inferen-
cie (vedeckej štúdie) alebo miera zovšeobecnenia na iné (všeobecneǰsie, v istom zmysle hierarchicky
nadradené) situácie.

Medzi základné typy výberov patria (1) náhodný výber, (2) selekt́ıvny výber, (3) zámerný výber, (4)
výber typu snehovej gule a (5) výber typu vhodnosti (komfortu) a pŕıležitosti. Prvému typu výberu
hovoŕıme aj pravdepodobnostný výber, ostatné patria do skupiny nepravdepodobnostných
výberov.

Náhodný výber je výber, v ktorom vyberanie šatistických jednotiek z populácie prebieha celkom
náhodne a nezávisle na našom úsudku (Bland, 2009). Rozlǐsujeme nasledovné typy náhodných výbe-
rov:

1. Jednoduchý náhodný výber je priamy výber štatistických jednotiek, pričom každá má rovnakú
pravdepodobnost’, že bude vybraná (napr. generovanie pseudo-náhodných č́ısel alebo žrebovanie,
pričom je výhodné, ked’ sú štatistické jednotky oč́ıslované a je možné použit’ matematickú teóriu
náhodných č́ısel).

2. Mechanický (systematický) výber je založený na určitom (dopredu stanovenom) usporiadańı
prvkov populácie a spoč́ıva vo výbere tých prvkov (subjektov), ktoré sú vzájomne vzdialené o zvo-
lený výberový krok. Prvý prvok (subjekt) vyberieme jednoduchým náhodným výberom. Pri tomto
výbere muśıme dat’ pozor, aby usporiadanie prvkov (subjektov) nesúviselo so sledovaným znakom.

3. Oblastný (stratifikovaný) výber. Základný súbor je rozdelený na oblasti podl’a určitého
hl’adiska. Oblasti sú vytvorené tak, aby boli vnútorne homogénne (v sledovaných znakoch sa vnútri
oblasti pŕılǐs neodlǐsujú) a medzi sebou heterogénne (v sledovaných znakoch sa môžu, ale nemusia
odlǐsovat’). V jednotlivých oblastiach sa uskutočńı jednoduchý náhodný výber alebo mechanický
výber. Percento vybraných jednotiek môže byt’ bud’ vo všetkých oblastiach rovnaké, alebo medzi
oblast’ami odlǐsné (napr. z ekonomických dôvodov muśıme vybrat’ menš́ı počet jednotiek, výber
jednotiek je náročný; navyše percento vybraných jednotiek môže reprezentovat’ prirodzené rozde-
lenie sledovanej premennej v populácii). Konečný výberový súbor vytvoŕıme spojeńım všetkých
oblast́ı.

4. Skupinový výber. Pokial’ je štatistický (základný) súbor pomerne rozsiahly (stotiśıce alebo
milióny osôb), dá sa jednoduchý náhodný výber uskutočnit’ vel’mi t’ažko; najprv sa náhodne vyberú
skupiny (agregáty) jednotiek (nie jednotlivé jednotky), ktoré tvoria bud’ prirodzené alebo umelé
agregáty. Je žiaduce, aby boli jednotlivé agregáty, pokial’ je to možné, rovnako vel’ké a vnútri každej
skupiny heterogénne. Variabilita medzi skupinami muśı byt’ čo najmenšia, t.j. bĺızka homogénnej
(opačne než pri oblastnom výbere). Pri tomto výbere rozlǐsujeme dve možnosti.

• Výber všetkých jednotiek v agregáte.

• Dvojstupňový a viacstupňový výber. Je založený na hierarchickom opise prvkov základného
súboru, ku ktorým sa dostávame postupne cez vyššie výberové jednotky. Každá výberová
jednotka je skupinou výberových jednotiek nižšieho rádu, kde rozlǐsujeme jednotky prvého
stupňa (primárne jednotky), potom jednotky druhého stupňa (sekundárne jednotky) atd’., až
nakoniec máme základné jednotky štatistického súboru. Postupné výbery prebiehajú často
jednoduchým náhodným výberom, ale použit’ sa môže aj mechanický alebo oblastný výber.

Pŕıklad 23 (kartotéka pacientov) Z abecedne usporiadanej kartotéky (databázy) pacientov u prak-
tického lekára vyberáme s krokom 10 a prvú kartu vyžrebujeme (napr. deviatu kartu), takže výber bude
tvorený pacientmi, ktorých karty boli uložené v porad́ı 9, 19, 29, 39, 49 atd’.

Pŕıklad 24 (zamestnanie pacientov) Zist’ujeme zamestnanie pacientov vedených v stomatologickej
ambulancii. Pacienti prichádzajú do ambulancie v určitom časovom slede, ktorému zodpovedá usporia-
danie ich zdravotných záznamov. Výber s krokom rovným dennému počtu pacientov (za predpokladu,
že do ambulancie pŕıde každý deň rovnaký počet pacientov) vedie k značne selekt́ıvnemu výberu tých
pacientov, ktoŕı prichádzajú v určitú čast’ dňa, čo môže súvisiet’ s typom ich zamestnania.
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Pŕıklad 25 (oblasti) Ak rob́ıme výber obyvatel’ov Slovenskej alebo Českej republiky, oblast’ami sú
územné celky, vekové skupiny alebo socioekonomický status.

Pŕıklad 26 (hierarchia) Vyššie výberové jednotky → prvky základného súboru = mestá – bloky –
domy – domácnosti, okresy – podniky – dielne – zamestnanci.

Pŕıklad 27 (agregát) Agregát môže byt’ malý – rodina, škola, podnik, zdravotný obvod, ale i väčš́ı –
obec, okres.

Selekt́ıvny výber je výber, v ktorom vybraná vzorka nepokrýva požadovanú ciel’ovú vzorku, čo dáva
skreslený obraz o študovanej populácii.

Pŕıklad 28 Vzorka 15 až 16-ročných chlapcov, prvoligových basketbalistov, z ktorej by sme chceli robit’
inferenciu o výške chlapcov tohto veku v celej slovenskej populácii.

Zámerný výber je výber, v ktorom o výbere jednotky rozhodujú okrem náhody častokrát nekon-
trolovatel’né činitele (subjekt́ıvny názor vyberajúceho, ochota, resp. neochota odpovedat’ na kladené
otázky a pod.). Všeobecne sa tvrd́ı, že tento typ výberu sa opiera o

”
expertné“ stanovisko a rôzne

”
odhady“ ako źıskat’ reprezentat́ıvny výber. Takto źıskané výberové súbory sú často ovplyvnené sub-

jekt́ıvnym pohl’adom
”
experta“, ale aj d’aľśımi faktormi ovplyvňujúcimi tvorbu výberu a presnost’

zovšeobecňujúcich záverov sa skôr opiera o
”
expertný“ pohl’ad než o metodológiu.

Výber typu snehovej gule predstavuje typ nenáhodného výberu subjektov, v ktorom práve hod-
notené subjekty odporučia alebo privedú d’aľsie subjekty z radov svojich známych (Russell Bernard,
2006, s. 192–194). Tento (rovnako ako aj iné typy nenáhodného výberu subjektov) je predmetom kri-
tiky, jeho výsledkom je však vzorka zložená z l’ud́ı tvoriacich prirodzenú siet’ sociálne prepojených osôb.
To má význam pri vytvárańı vzorky u skrytých populácíı. Ide o osoby riedko rozmiestené na vel’kom
územı́, osoby sociálne stigmatizované (napr. osoby HIV pozit́ıvne) alebo osoby zámerne sa skrývajúce
(napr. narkomani, zločinci a pod.). Interpretácia výsledkov muśı vždy vychádzat’ z charakteru vzorky,
ktorý je daný typom vzorkovania (výberu).

Výber typu vhodnosti (komfortu) a pŕıležitosti predstavuje typ nenáhodného výberu subjektov,
v ktorom vyberáme subjekty ochotné a l’ahšie dostupné (Walker a Almond, 2010). Najčasteǰsie sa tento
typ výberu použ́ıva v pilotných štúdiách a v prieskumoch verejnej mienky. Tento výber je selekt́ıvny,
preto je vel’mi dôležité zozbierat’ aj demografické dáta, ktoré môžu poukazovat’ na výberové výchylky.

Pŕıklad 29 (dobrovol’ńıci vo výbere) Dobrovol’ńıkov by sme nemali považovat’ za prvky náhodného
výberu. Ak by meranie prebiehalo napr. kolekt́ıvne počas telocviku, ako dobrovol’ńıci by sa mohli prihlásit’
iba l’udia, ktoŕı nemajú problém so svojou telesnou hmotnost’ou. Vo vzorke by tak chýbali jedinci obézni
alebo anorekticḱı, ktoŕı sa meraniu vyhli z obavy pred sociálnou kritikou vyplývajúcou zo zistených
hodnôt. Pri zachovańı dobrovol’nosti i s merańım v intimite mimo zrak ostatných je potrebné s týmto
poč́ıtat’. Výskum preto muśı obsahovat’ presnú defińıciu prij́ımaćıch a vylučovaćıch kritéŕı).

Pri realizácii uvedených štatistických výberov dochádza k dvom druhom chýb.

1. Chyby reprezentat́ıvnosti sú rozdiely v hodnotách charakterist́ık základného a výberového
súboru, ktoré sú zapŕıčinené tým, že sa skúma iba čast’ základného súboru. Ak bol výberový súbor
vytvorený korektne, tak rozdiely v charakteristikách základného a výberového súboru predstavujú
náhodné chyby.

2. Chyby registrácie sú rozdiely medzi presnými hodnotami znaku u vybraných jednotiek a zare-
gistrovanými hodnotami8.

8Chyba merania nie je chybou registrácie (pozri kapitolu 1.3.3 Hlavné atribúty dát).
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1.3.2 Náhodný výber v realite antropologického výskumu

Ideálny náhodný výber, zodpovedajúci vyššie uvedenej defińıcii, je v reálných podmienkach antropo-
logického výskumu (l’ubovol’ného zamerania či materiálu) skôr výnimkou než normou. Zriedka totiž
máme k dispoźıcii všetkých jedincov danej populácie (tj. celú populáciu), z ktorej náhodne vyberáme
študovanú vzorku (pozri kapitolu 1.3.1 Typy výberov). V štúdiách živého človeka väčšinou ide o štúdie
na dobrovol’ńıkoch. Záviśı od charakteru skúmaného javu a použitej metodiky, do akej miery bude
dobrovolná účast’ v šúdii menit’ charakter výberu oproti náhodnému. Nenáhodnost’ môžeme obmedzit’
z hl’adiska geografického pôvodu − napr. v geograficky stratifikovanom výbere, kde ide o výber dobro-
vol’ńıkov proporcionálny ku množstvu jedincov potrebných charakterist́ık v danej geografickej oblasti.
Dáta štatisticky analyzujeme tak, akoby o náhodný výber šlo. Zovšeobecnenia na celú populáciu sú
však problematické.

Výnimkou môžu byt’ v antropológii iba štúdie kompletných dát (databáza tohto typu má charakter
registra), t.j. štúdie celej populácie určitej geografickej oblasti, kedy nemáme k dispoźıcii vzorku, ale
všetky pŕıpady daného charakteru (napr. všetkých novorodencov v danej spádovej oblasti za dané
obdobie).

V kostrových súboroch (pozri kapitolu 1.2.3 Štúdie kostrových pozostatkov, komentár k osteolo-
gickému paradoxu) nemožno väčšinou náhodný výber zaručit’, a to ani v pŕıpade dokumentovaných
kostrových súborov. Pri kostrových súboroch z pohrebiska dáta štatisticky analyzujeme tak, akoby
o náhodný výber šlo. Pritom predpokladáme, že množstvo rôznych náhodných a vzájomne nesúvisiacich
a často protichodných faktorov (aj ked’ samostatne nenáhodných) v rôznych obdobiach a na rôznych
hierarchických úrovniach spôsob́ı, že výsledná vzorka sa bĺıži náhodnému výberu z populácie. Ne-
muśı tomu tak však byt’, lebo synergické pôsobenie niekol’kých významneǰśıch faktorov môže spôsobit’
systematický posun aj napriek ich náhodnosti. Napr. mladé dospelé ženy s maskuĺınneǰśımi kost’ami
panvy môžu hypoteticky byt’ v kostrovej sérii zomrelých dospelých žien nadhodnotené už v čase úmrtia
(z dôvodu problémov pri pôrode), tafonomické procesy potom môžu túto nerovnováhu ešte zosilnit’ (ske-
lety väčš́ıch, maskuĺınneǰśıch žien se lepšie zachovajú). Výsledkom môže byt’ nižš́ı sexuálny dimorfismus
v danej sérii oproti reálnej situáci v danej populácii za života.

1.3.3 Hlavné atribúty dát

Štatistické spracovanie dát vyžaduje źıskanie kvalitných dát, a to už v terénnej fáze výskumu. Kvalitné
dáta spájajú nasledovné atribúty:

1. Objektivita. Pod objektivitou informácíı rozumieme vlastnost’ pravdivo odrážat’ alebo zachy-
távat’ skúmané javy resp. ich znaky. Postup skúmania je objekt́ıvny vtedy, ked’ źıskané fakty
podávajú verný obraz o skúmanom jave. Objektivitu zabezpeč́ı taký postup, ktorý hodnoty znaku
urč́ı jednoznačne, takže výsledky nie sú závislé od osoby vyhodnocovatel’a.

2. Reliabilita (spol’ahlivost’). Výskumná metóda je reliabilná vtedy, ked’ zist’uje (meria) tak, že
pri opätovnom použit́ı tejto metódy na rovnakých dátach (aj pri zist’ovańı rôznymi výskumńıkmi)
za inak rovnakých podmienok dostaneme v podstate tie isté výsledky.

3. Validita (platnost’). Je zabezpečená vtedy, ked’ otázky v dotazńıku alebo miery na lebke a pod.
zist’ujú a merajú tie vlastnosti, ktoré skutočne chceme zist’ovat’.

4. Reprezentat́ıvnost’. Pri niektorých typoch štúdíı je potrebné zabezpečit’, aby dáta tvorili repre-
zentat́ıvnu vzorku, teda vzorku, ktorá odráža skutočné rozdelenie znaku v populácii, napr. vekové,
podl’a pohlavia alebo sociálneho statusu a pod. Reprezentat́ıvnost’ môže znamenat’ aj rovnomerné
zastúpenie alebo komplexnost’ v zastúpeńı nejakých skuṕın z populácie. Interpretácia tohto pojmu
záviśı aj od typu štúdie.

1.3.4 Metódy zberu dát

Medzi metódy zberu dát patria (1) observačné metódy, (2) rozhovor/dotazńık a (3) dokumentácia.

Observačné metódy predstavujú priame pozorovanie, antropologické merania, klinické, biochemic-
ké alebo mikrobiologické vyšetrenia a pod. Spôsoby merania lineárnych, oblúkových, obvodových
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a uhlových rozmerov v klasickej (tradičnej) morfometrii sú previazané s chybami merania. Na me-
ranie sa použ́ıvajú tieto nástroje (Katina a kol., 2011; Hrdlička, 1920, 1939/1952; Martin, 1914/1928;
Martin a Saller, 1957–1966; Knussmann, 1988; Fetter, 1967; Preedy, 2012):

• pomocné nástroje – kraniofor (na nastavenie a upevnenie lebky orientovanej vo frankfurtskej
horizontále), kovové ihlice (na nastavenie pŕıslušných priamok na lebke),

• meracie nástroje – dotykové meradlo (kefalometer, na meranie lineárnych rozmerov, napr. M1 =
d́lžka lebky), posuvné meradlo (na meranie lineárnych rozmerov, napr. M52 = výška očnice), koor-
dinátové (h́lbkové) meradlo (na meranie projekčných mier a hĺbok na lebke, napr. M20 = nadušná
bregmatická výška), uhlomer (na meranie uhlov, napr. M73 = uhol profilu nosa), mandibulometer
(na meranie rozmerov sánky, napr. M68 = dĺžka sánky), pásové meradlo (na meranie oblúkových
a obvodových mier, napr. M27 = mediánny parietálny oblúk alebo M23 = horizontálny obvod
lebky cez glabellu); antropometer (na meranie výšky postavy a telesných proporcíı), dynamome-
ter (na meranie sily stisku), bioimpedančná váha (na stanovenie hmotnosti a telesného zloženia),
kaliper na meranie kožných rias (na stanovenie obsahu telesného tuku).

Pŕıklad 30 (pŕıklady skuṕın merańı) Merania môžeme zaradit’ do nasledovných skuṕın
Lekárska anamnéza: údaje o diagnóze, liečeńı, operáciách, symptómoch.
Psychosociálne faktory: rodinná anamnéza, depresia.
Antropometrické premenné: dĺ̌zkové, š́ırkové, obvodové, objemové miery, uhly, indexy.
Biochemické markery/premenné: cholesterol v sére, fibrinogén v plazme.
Genetické/molekulárne testy: jednoduchý nukleotidový polymorfizmus, typ l’udského leukocytového an-
tigénu.
Obrazový materiál: hustota kosti, vápnik v krvi.
Elektromechanický materiál: arytmia, kongenitálna srdcová choroba a pod.

Rozhovor a dotazńık zhromažd’ujú údaje pomocou zámerne kladených otázok. Źıskané údaje môžu
byt’ skreslené nepochopeńım otázok, ich nejednoznačnost’ou, zlou formuláciou, zlým záznamom odpo-
ved́ı a pri rozhovore aj vplyvom sociálnej interakcie. Medzi najpouž́ıvaneǰsie techniky patŕı metóda
štandardizovaného rozhovoru pomocou dotazńıka realizovaná školenými anketármi, koordiná-
tormi. Pri tvorbe dotazńıka je potrebné vytvorit’ na meranie zist’ovaných javov vhodné škály repre-
zentované predṕısanými odpoved’ami v otázkach. Základné typy škál sú (1) nominálna (neusporia-
daná), (2) ordinálna (usporiadaná) a (3) kvantitat́ıvna (numerická). Škála znaku muśı by zvolená
tak, aby dobre rozdel’ovala znak do kategóríı. Nemá napr. zmysel zaradit’ do dotazńıka takú otázku,
na ktorú je možná jediná odpoved’. Otázky v dotazńıku deĺıme na zatvorené (je možné vybrat’ si jednu
z predvoleného konečného počtu odpoved́ı) a otvorené (odpoved’ je potrebné naṕısat’ slovne a roz-
sah slov nie je ohraničený). Špecifickú skupinu tvoria otázky s viacerými možnost’ami odpovede, ktoré
však nie sú štatistickým znakom v zmysle defińıcie – štatistický znak je jednoznačná transformácia
(R ⇒ O, kde R označuje množinu respondentov a O označuje množinu odpoved́ı na danú otázku).
Pri ich spracovańı treba využit’ špecifické techniky, takže vhodneǰsie je vyhnút’ sa v dotazńıku tomuto
typu otázok. Z defińıcie štatistického znaku, ako jednoznačnej transformácie, dostávame základné
štatistické požiadavky, ktoré je potrebné rešpektovat’ pri konštrukcii škál otázok dotazńıka:

• jednoznačnost’ – zaručuje disjunktný rozklad množiny objektov, t.j. jeden objekt nemôže mat’
priradenú viac než jednu hodnotu daného znaku;

• úplnost’ – zaručuje zahrnutie všetkých možných hodnôt, t.j. škála znaku (otázky) muśı byt’ konštruo-
vaná tak, aby zahŕňala všetky možnosti;

• nezávislost’ – pri všetkých podmienkach muśı platit’ rovnaká škála (ráno a večer, v Prahe, ako aj
v Bratislave) v rámci daného výskumu.

Všetky tri body platia nielen pre škály otázok dotazńıka, ale aj všeobecne pre akýkol’vek spôsob
źıskavania dát, t.j. nie je možné mat’ dve alternat́ıvne namerané hodnoty pre jeden objekt, nesmie
sa stat’, že nejaký objekt nebude možné zmerat’ a za všetkých podmienok je potrebné na rovnakom
objekte namerat’ to isté (t.j. akákol’vek metóda źıskavania dát muśı byt’ vyčerpávajúca, exkluźıvna
a nezávislá).
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Pŕıklad 31 (úplná vs. neúplná škála) Majme znak
”
vzdelanie“ s kategóriami – základné, stredo-

školské bez maturity, stredoškolské s maturitou a vysokoškolské. Ak by sme v dotazńıku vynechali čo i len
jeden variant, nemáme úplnú škálu.

Formálna úprava dotazńıka muśı by prehl’adná, aby sa minimalizovali chyby pri kódovańı, ako aj
pri ich zázname do PC. Okrem takejto úpravy muśı dotazńık obsahovat’ identifikačné znaky, ktoré sú
pomôckou pri kontrolách, t.j. č́ıslo dotazńıka či č́ıslo koordinátora. Okrem meritórnych znakov (otázok)
muśı dotazńık obsahovat’ patričné demografické znaky podl’a skúmanej témy, napr.

• kraj

– Slovenská republika: Bratislavský kraj, Trnavský kraj, Trenčiansky kraj, Nitriansky kraj,
Žilinský kraj, Banskobystrický kraj, Prešovský kraj, Košický kraj;

– Česká republika: Středočeský kraj, Jihočeský kraj, Plzeňský kraj, Karlovarský kraj, Ústecký
kraj, Liberecký kraj, Královéhradecký kraj, Pardubický kraj, Vysočina, Jihomoravský kraj,
Olomoucký kraj, Moravskoslezský kraj, Zĺınský kraj, Hlavńı město Praha;

• vel’kostná skupina obce – zauž́ıvaná kategorizácia: do 1999 obyvatel’ov (1), 2000−9999 (2), 10000
−49999 (3), 50000−99999 (4), nad 100000 (5);

• okresy – vhodne kódované č́ıslami (1, 2, . . . , k) alebo jednoduchými skratkami ich názvov; podl’a
potreby možno kategorizáciu usporiadat’ podl’a rozlohy okresu alebo počtu obyvatel’ov.

Ďaľsie demografické ukazovatele možno pŕıpadne doplnit’ podl’a potreby.

V pŕıpade, že kategórie znaku majú malú početnost’, zlučujú sa podl’a logiky problému. V dotazńıku
sa môžu vyskytnút’ otázky, na ktoré neodpovedajú všetci respondenti. Takýmto pŕıpadom sa treba
striktne vyhýbat’, lebo spracovanie takýchto otázok vnáša do štatistickej analýzy určité problémy,
ktorým možno predchádzat’ úplným vyplneńım dotazńıka9. Vhodné je v jednotlivých otázkach za-
chytávat’ jedno hl’adisko, pretože pri kombinácii viacerých hl’ad́ısk sa musia tieto kombinácie variantov
znakov

”
násobit’“.

Pŕıklad 32 (úplná škála) Ovplyvnila alebo neovplyvnila prebiehajúca verejná diskusia o vstupe štátu
XX do inštitúcie YY Váš postoj k ZZ?

1) ovplyvnila, nechcel som sa ho zúčastnit’, ale zúčastńım sa ho;
2) ovplyvnila, chcel som sa ho zúčastnit’, ale nezúčastńım sa ho;
3) neovplyvnila, chcel som sa ho zúčastnit’ a zúčastńım sa ho;
4) neovplyvnila, nechcel som sa ho zúčastnit’ a nezúčastńım sa ho;
5) neviem posúdit’.

Pŕıklad 33 (úplná škála) Očakávate zmenu v YY?
1) určite áno;
2) asi áno;
3) neviem;
4) asi nie;
5) určite nie.

Pŕıklad 34 (úplná škála) Podporujete vstup XX do YY?
1) vstup som podporoval/a a podporujem ho aj nad’alej;
2) vstup som podporoval/a, ale teraz ho nepodporujem;
3) vstup som nepodporoval/a, ale teraz ho podporujem;
4) vstup som nepodporoval/a a nad’alej ho nepodporujem.

9Neúplne vyplnený dotazńık predstavuje z hl’adiska reprezentat́ıvnosti dát rovnakú situáciu ako úplné odmietnutie účasti jedinca v štúdii
(t.j. jedinec sa nestane dobrovol’ńıkom).
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Niekedy môže byt’ výhodné dva alebo viac znakov kombinovat’ do jedného bez straty informácie,
napr. dve otázky do jednej.

Pŕıklad 35 (kombinácia znakov) Znak XA nadobúda hodnoty 0 (v úrade nemajú PC) a 1 (v úrade
majú PC), znak XB (vek PC) je X rokov; je možné kombinovat’ do jednej otázky XX, kde kód 0
znamená, že PC nemajú a ostatné odpovede sú už len nominálne, teda vek PC. Takto sa redukuje počet
otázok (premenných) a eliminujú sa chýbajúce dáta.

V kvantitat́ıvnom výskume je potrebné vyhýbat’ sa všetkým typom otvorených otázok, ako otvo-
reným otázkam so stručnou odpoved’ou, tak aj otvoreným otázkam so širokou odpoved’ou. Najvýhodnej-
š́ımi typmi otázok z pohl’adu d’aľsieho matematicko-̌statistického spracovania sú otázky dichotomické
(binárne), otázky prirad’ovacie (či už prirad’ujeme do usporiadanej alebo neusporiadanej kategorizácie)
a otázky s numerickou odpoved’ou. Všetky takéto vhodné otázky môžeme zahrnút’ pod jeden pojem
uzavreté otázky. Treba ich formulovat’ stručne, jasne, zrozumitel’ne, úplne a jednoznačne. Navrhovat’
treba navzájom nezávislé otázky (porovnaj s pŕıkladom 35), čo znamená, že odpoved’ na nasledujúcu
otázku by nemala závisiet’ od odpovede na predchádzajúcu otázku.

Dokumentácia je jednoduchý a často jediný spôsob ako źıskat’ informácie z minulosti. V lekárskom
výskume (alebo aj v klinickej antropológii) rozoznávame tri typy dokumentácie, a to

1. pôvodná zdravotńıcka dokumentácia (ako je záznam o zdrav́ı a chorobe (
”
karta“), hlásenie

o narodeńı diet’at’a alebo list o prehliadke mŕtveho);

2. údaje rutinnej zdravotńıckej štatistiky a rutinných štatist́ık iných odvetv́ı , napr. de-
mografie, poist’ovńıctva, ekonomiky, geografie a meteorológie (údaje o zdravotnom stave obyva-
tel’stva – o celkovej chorobnosti, chorobnosti spojenej s pracovnou neschopnost’ou, pŕıčinách úmrtia
a pŕıčinách invalidity, ako aj o zdravotńıckych službách – o sieti zdravotńıckych zariadeńı, pra-
covńıkoch v zdravotńıctve, zdravotńıckych školách o lekárskych a farmaceutických fakultách);

3. historická dokumentácia, napr. cirkevné matriky; uplatňuje sa v biologickej antropológii a pŕı-
buzných odboroch (napr. behaviorálne-ekologické štúdie v rámci teórie životnej histórie); umožňu-
jú sledovat’ zaznamenané udalosti z celého života l’ud́ı aj v niekol’kých po sebe idúcich generáciách.

1.3.5 Zist’ovanie presnosti merania

Na zistenie spol’ahlivosti nameraných dát je vhodné, a v odborných prácach dnes už nevyhnutné, č́ıselne
charakterizovat’ presnost’ merania (napr. Goto a Mascie-Taylor, 2007). Výsledky merania sú vždy
ovplyvnené kombináciou systematických a náhodných chýb merania. Systematické chyby spôsobené
merańım môžeme rozdelit’ na tieto skupiny (Katina a kol., 2011):

1. chyby spôsobené externými/environmentálnymi faktormi – denná doba, intenzita svetla,
vlhkost’ prostredia a oblečenie;

2. chyby pŕıstroja – presnost’ merania pŕıstroja;

3. chyby merania – chyby z odlǐsnej aplikácie techniky merania (rôzne pochopenie defińıcie meranej
miery), intraindividuálna a interindividuálna chyba (iné držanie pŕıstroja, iný tlak aplikovaný
pri merańı, iná orientácia lebky pri merańı a pod.);

4. kalibrácie meracieho pŕıstroja (často sa použ́ıva aj anglický pojem zero error ), napr. Mic-
roScribe G2, kde je potrebné opakovane kalibrovat’ pŕıstroj na tri fixne stanovené landmarky
pri otočeńı tej istej lebky a pod.

Zmiešańım chýb (1) až (4) vzniká tzv. kombinovaná systematická chyba, ktorú nie je možné
objekt́ıvne hodnotit’. Problematické tiež je, ked’ sa kombinujú miery (na výpočet indexov, ako aj
v štatistických výpočtoch) merané inými meraćımi pŕıstrojmi s rôznou presnost’ou merania (zvyčajne
od zlomku milimetra do troch milimetrov). Pri meraniach všeobecne môžeme hovorit’ aj o náhodnej
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chybe10 (šume), ktorá je dôsledkom nesprávneho náhodného výberu. Pri antropologických meraniach
na historických populáciách však ide o špecifický problém, lebo pri výskume kostrových séríı sa merajú
všetky nájdené lebky. Ked’že tento druh výberu nie je možné ovplyvnit’, nedá sa hovorit’ o náhodnom
výbere v pravom slova zmysle. Výber je potom ovplyvnený len dostatočnou zachovanost’ou lebiek
a vel’kost’ou kostrovej série, ktorá nemuśı dostatočne reprezentovat’ populáciu žijúcu v danom čase
a priestore.

Obidva typy chýb, systematické ako aj náhodné, sa vo výsledkoch kombinujú. Pokial’ meranie nie
je dostatočne presné, náhodný šum výrazne ovplyvňuje možnost’ zachytenia štatisticky významného
rozdielu. Autor tak čitatel’ovi dáva vediet’, že napŕıklad medzi populáciami nie je v strednej hodnote
sledovaného znaku rozdiel, aj ked’ v skutočnosti medzi nimi rozdiel je. Čitatel’ je tak uvedený do omylu,
pretože nie je možné odĺı̌sit’ túto situáciu od situácie skutočnej zhody medzi dvoma strednými hod-
notami, v dôsledku čoho svoj d’aľśı výskum orientuje nesprávnym smerom. Presneǰsia štúdia rozdiel
nájde, č́ım vznikne rozpor medzi oboma výsledkami, pričom nie je možné zistit’, či ide o skutočný roz-
diel medzi dvoma štúdiami (v jednej sa dve skupiny neĺı̌sia a v druhej sa ĺı̌sia) alebo ide len o dôsledok
odlǐsnej presnosti merania a miery šumu v dátach oboch štúdíı. Je preto v záujme samotného au-
tora nielen uvádzat’ v publikáciách údaje o presnosti merania (ako intraindividuálnu, tak aj interindi-
viduálnu chybu; pozri kapitolu 1.1 Ciele vedeckej štúdie a sledovené premenné), ale predovšetkým mat’
jasnú predstavu o tom, čo a ako presne meria. Len tak sa môže rozhodnút’, či vôbec meranie použije
na analýzu a ako bude výsledky interpretovat’.

Na vyjadrenie presnosti merania sa najčasteǰsie použ́ıvajú absolútne a relat́ıvne ukazovatele vzt’ahu
medzi rozptylom nameraných hodnôt znaku a rozptylom spôsobeným rozdielom medzi dvoma opa-
kovanými meraniami (Ulijaszek a Lourie, 1994). Najvhodneǰsie je dvakrát zmerat’ všetky pŕıpady
danej vzorky, v niektorých špeciálnych metódach aj viackrát (napr. pri hodnoteńı fluktuačnej asy-
metrie sa použ́ıva opakované meranie priamo ako faktor vstupujúci do analýzy rozptylu a porovnáva
sa jeho vplyv s efektom fluktuačnej asymetrie). V mnohým pŕıpadoch však z praktických, finančných
či etických pŕıčin chybu merania opakovańım merania všetkých pŕıpadov stanovit’ nemožno. Vtedy je
potrebné stanovit’ chybu merania aspoň na časti vzorky. Rôzni autori odporúčajú rôznu minimálnu
vel’kost’ vzorky na stanovenie chyby merania, napr. 50 pŕıpadov (Mueller a Martorell, 1988), pokial’
sa štúdia nezaoberá porovnávańım viacerých skuṕın, u ktorých sa presnost’ merania môže ĺı̌sit’ (napr.
t’archavé a net’archavé ženy), v takom pŕıpade je potrebné stanovit’ chybu merania v každej skupine
zvlášt’.

Jedným z absolútnych ukazovatel’ov je technická chyba merania

TEM =

√∑n
i=1 x2

d,i

2n
,

kde xd,i = xi1 − xi2 je rozdiel medzi meraniami. TEM vyjadruje priemernú chybu merania, ktorá
pripadá na jedno meranie. Pokial’ sa hodnota TEM rovná napŕıklad 1.118 mm, znamená to, že pri
každom merańı na jedno meranie tohto znaku pripadá priemerne chyba 1.118 mm. Jednotkou TEM
sú pôvodné jednotky, v ktorých bola premenná meraná. Rôzne TEM hodnoty možno porovnávat’ iba
v rámci tejto premennej, t.j. nemožno porovnávat’ č́ıselné hodnoty TEM u výšky postavy a sily stisku
ruky.

Ďal’̌śım ukazovatel’om je relat́ıvna technická chyba merania

TEMrel =
TEM

x
× 100,

kde x je celková priemerná hodnota. TEMrel predstavuje percentuálne vyjadrený podiel TEM k prie-
mernej hodnote danej premennej. Pokial’ je hodnota TEMrel napr. 2.42 %, pripadá na každé meranie
chyba predstavujúca 2.42 % z priemernej hodnoty. Tento ukazovatel’ teda nezáviśı len na samotnej
presnosti merania, ale tiež na priemernej hodnote. Tou môže byt’ populačný priemer tabelový (publi-
kovaný), priemer vypoč́ıtaný z hodnôt nameraných v danom výskume alebo priemerná hodnota z takto
testovaných opakovaných merańı. Na rozdiel od TEM, porovnávanie TEMrel medzi rôznymi veličinami
je zmysluplné. Vyššie hodnoty TEMrel majú v antropológii spravidla rozmery merané na živom človeku
a na mäkkých tkanivách a menšie rozmery merané na skelete, čo je dané komplikovaneǰsou špecifikáciou
velič́ın a štandardizáciou podmienok merania u živého človeka (mäkké tkanivá, cirkadiánne rytmy, psy-

10Za náhodné chyby považujeme aj chyby registrácie – chyby z odč́ıtania hodnôt z meracieho pŕıstroja, chyby zo zápisu hodnôt do pro-
tokolu, chyby z prenosu hodnôt z protokolu do PC.
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chický stav, atd’.). Ked’že je tu chyba vztiahnutá k strednej hodnote, u znakov meraných s rovnakým
TEM (dané napr. obdobnou defińıciou veličiny a rovnakou presnost’ou meradla), ale s rôznou strednou
hodnotou (môže to byt’ napr. d́lžka kosti stehennej a druhej kosti záprstnej, obe merané na osteomet-
rickej doske), bude relat́ıvna chyba veličiny s menšou priemernou hodnotou napriek rovnakej TEM
väčšia.

Tret́ım ukazovatel’om je koeficient reliability

CR = (1 −
TEM2

s2
) × 100,

kde s je celková smerodajná odchýlka. CR vyjadruje podiel druhej mocniny TEM k celkovému rozptylu
(druhej mocnine smerodajnej odchýlky) hodnôt sledovanej vzorky, odč́ıtaný od hodnoty jedna. Ide teda
opät’ o ukazovatel’ relat́ıvny, ktorý udáva, aký podiel rozptylu v dátach nie je tvorený chybou merania.
Nadobúda hodnoty od 0 (absolútne nereliabilné meranie) do 1 (absolútne reliabilné meranie). Aj ked’
nie je stanovený žiadny limit určujúci, akú najnižšiu hodnotu by mal CR dosiahnut’, aby sme mohli
namerané údaje použit’, Ulijaszek a Kerr (1999) uvádzajú, že v antropometrii by mal dosahovat’ hodnoty
minimálne 0.95 a viac. Zo spôsobu výpočtu je zrejmé, že CR záviśı na hodnote smerodajnej odchýlky.
Ak vypoč́ıtame CR pre zlúčený súbor mužov a žien dohromady a pre mužov a ženy samostatne, nižšia
hodnotu CR (a teda nižšia reliabilita merania) bude pravdepodobne v zlúčenom súbore, kde bude
smerodajná odchýlka výrazne vyššia.

Vzhl’adom na umocnenie a odmocnenie rozdielov, TEM (ani d’aľsie nasledujúce dva z neho vypoč́ıtané
ukazovatele – TEMrel a CR) nijak nezohl’adňuje zmysel rozdielu (záporný či kladný) medzi prvým
a druhým merańım a nie je teda ukazovatel’om systematickej zmeny merania medzi prvým a druhým
merańım. Na otestovanie systematickej zmeny, pozri kapitolu 6.1 Asymptotické testy o strednej hod-
note. Vzhl’adom na mnohé druhy pŕıčin, v dôsledku ktorých systematická chyba medzi prvým a druhým
merańım často vzniká, okrem jej testovania by sme sa systematickej chybe mali snažit’ predchádzat’
metodickými opatreniami. Systematický posun nenastane, ak znáhodńıme poradie prvého a druhého
merania, t.j. nemeriame najskôr všetky pŕıpady prvýkrát a potom druhýkrát, ale v rámci jedného me-
rania zarad́ıme každý pŕıpad dvakrát v náhodnom porad́ı. S možným výskytom systematickej chyby
merania medzi oddeleným prvým a druhým merańım súviśı aj nevyhnutnost’ znáhodnenia (rando-
mizácie) poradia merania pŕıpadov z porovnávaných skuṕın (pozri kapitolu 1.3.8 Znáhodnenie a za-
slepenie). Ak napŕıklad študujeme sexuálny dimorfizmus a porovnávame stredné hodnoty u mužov
a u žien, nie je správne zmerat’ najskôr mužov a potom ženy (alebo dokonca skupiny rozdelit’ me-
dzi rôznych výskumńıkov), pretože môže vznikat’ systematická chyba merania (v dôsledku zmeny
podmienok prostredia, zmeny v chápańı rozmeru na mužskom a ženskom tele v čase, rovnako tak
aj odlǐsnosti medzi dvoma osobami v chápańı defińıcie rozmeru a praktických skúsenostiach, napr.
v tlaku vyv́ıjanom na meradlo pri merańı mäkkých tkańıv l’udského tela). Systematická chyba sa po-
tom neošetrená stáva súčast’ou študovaného sexuálneho dimorfizmu. V ideálnom pŕıpade preto treba
poradie mužov a žien randomizovat’ a meranie uskutočňovat’ jedným výskumńıkom. Ked’že v roz-
siahleǰśıch štúdiách to väčšinou nie je možné, pri vačšom počte merajúcich osôb je nutné ešte pred
začiatkom merania testovat’ interindividuálnu chybu u všetkých výskumńıkov na rovnakej testovacej
vzorke.

Nevhodné na testovanie presnosti merania je použitie korelačného koeficientu (Halligan, 2002) alebo
regresného modelu. Hodnoty opakovaných merańı totiž môžu vel’mi silno korelovat’ aj v pŕıpade nerelia-
bilného merania zat’aženého systematickou chybou merania. Ak by sme napŕıklad pri druhom merańı
u všetkých pŕıpadov namerali presne dvakrát väčšiu hodnotu než pri merańı prvom, meranie by bolo
vel’mi nereliabilné a s vel’kým systematickým rozdielom medzi prvým a druhým merańım, korelačný
koeficient by však bol napriek tomu rovný jednej.

1.3.6 Štatistické znaky

Na štatistických jednotkách skúmame štatistické znaky (premenné), ktoré sa delia do nasledovných
kategóríı (hovoŕıme aj o škále merania):

1. kvantitat́ıvne (metrické, kardinálne)

• spojité (merané na nekonečný počet desatinných miest), diskrétne (merané na konečný
počet desatinných miest; často sa im hovoŕı aj diskretizované spojité znaky, lebo znak nemô-
žeme zmerat’ s absolútnou presnost’ou; napr. d́lžkové miery lebky) a intervalové (jav, ktorý
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nevieme presne pozorovat’, napr. termı́ny a vekové kategórie v rokoch použ́ıvané pri odhade
veku podl’a kostry11 (Szilvássy, 1988): infans I 〈0, 7), infans II 〈7, 14), juvenis 〈14, 20), adultus
I 〈20, 30), adultus II 〈30, 40), maturus I 〈40, 50), maturus II 〈50, 60), senilis 〈60, vekmax〉)
[vysoká informačná hodnota];

• frekvencie/početnosti výskytu nejakej udalosti [vysoká informačná hodnota], kde ide
napr. o počet vyfajčených cigariet za deň a pod.;

2. kvalitat́ıvne

• nominálne znaky (neusporiadaná kategorizácia) – ide o pŕıslušnost’ sledovaného objektu
k určitej triede objektov, napr. vyučovacie predmety; naboženstvá ako katoĺıci, protestanti,
židia, moslimovia; typ śıdla – dom, apartmán; pohlavie12 – žena, muž; krvný typ – A, B, AB
a 0 [ńızka informačná hodnota, ak ide o intervalovú premennú vytvorenú z nejakej spojitej
premennej; inak vysoká informačná hodnota];

• ordinálne znaky (usporiadaná kategorizácia) – ide o znak, ktorého hodnoty môžeme
prirodzene usporiadat’, napr. stupnica známok – 0, 1, . . . , 5; sociálna skupina – ńızka, stredná,
horná; politická filozofia – liberálna, stredná, konzervat́ıvna; stupeň bolesti (podl’a WHO) –
0 (žiadna), 1 (mierna bolest’), 2 (vńımaná a obt’ažujúca), 3 (silná a stresujúca), 4 (vel’mi silná
a neznesitel’ná), 5 (zničujúca) [stredne vysoká informačná hodnota];

• alternat́ıvne znaky (binárne) – typ nie/áno, kedy môže ı́st’ o neusporiadanú kategorizáciu,
napr. pohlavie – 0 (žena), 1 (muž) alebo usporiadanú kategorizáciu – 0 (nemá znak), 1 (má
znak) [ńızka až stredne vysoká informačná hodnota].

Frekvencie/početnosti hovoria o absolútnej škále znaku, kým pravdepodobnosti a percentá o re-
lat́ıvnej škále znaku. Pri zaznamenávańı detailov o sledovaných premenných je potrebné zaznamenat’
nielen typ premennej (škálu merania), ale aj jej presné pomenovanie a skratku v databáze, jednotky,
stručný popis a možný rozsah hodnôt.

Realizácie štatistických znakov (dáta) môžu mat’ rôznu formu – skalár, vektor, matica, pole alebo
dátová tabul’ka (kombinuje č́ıselné a textové údaje), z ktorých možno źıskat’ napr. incidenčnú ma-
ticu (matica nepŕıtomnosti a pŕıtomnosti – nuly a jednotky), abundančnú maticu (matica abun-
dancíı; v každej bunke sa vyskytuje počet) alebo tabul’ky početnost́ı atd’.

1.3.7 Triedenie dát

Triedenie dát slúži na rozdelenie výberových jednotiek do skuṕın (tried) podl’a dopredu určených
triediacich znakov. Podl’a počtu triediacich znakov rozlǐsujeme

• jednostupňové triedenie – len jeden triediaci znak, napr. triedenie novorodencov podl’a pohla-
via;

• viacstupňové (kombinačné) triedenie – dva a viac triediacich znakov, napr. triedenie zo-
mretých osôb podl’a veku, pohlavia a zamestnania.

S typom triedenia súviśı aj následne použitý štatistický model, v ktorom možno triedenie použit’
pre závislé, ako aj nezávislé premenné.

Triedy sú pri triedeńı určené podl’a kvantitat́ıvnych znakov pomocou triednych intervalov, ktoré musia
pokryt’ všetky hodnoty sledovaného kvantitat́ıvneho znaku a vzájomne sa nesmú prekrývat’ (musia byt’

disjunktné). Hranice triednych intervalov sú dané č́ıselne a ich rozdiel predstavuje dĺ̌zku triedneho
intervalu . Stred triedneho intervalu je aritmetický priemer hrańıc triedneho intervalu. Rovnako dlhé
triedne intervaly sa nazývajú ekvidǐstantné . Počet triednych intervalov je najčasteǰsie od 5 do 20
(niekedy aj menš́ı, podl’a potreby), je určený s ohl’adom na rozsah súboru a jeho rozpätie (viac pozri
v kapitole 3 Charakteristiky polohy a variability a štatistická grafika).
11V súčasnosti sa v kostrovej antropológii pochybuje o správnosti zarad’ovania jedincov do vekových kategóríı v dospelosti v desat’ročných

intervaloch. Možnost’ami reálneho a validného hodnotenia veku dospelých jedincov na základe znakov na kostre sa zaoberali Buk a kol.
(2012) a Br̊užek (2008).

12Pohlavie všeobecne chápeme ako nominálny znak (kódovanie: 0 – žena, 1 – muž); ako ordinálny znak vystupuje len vtedy, ked’ sledujeme
riziko choroby súvisiace s pohlav́ım, kde nulou označujeme menej rizikové pohlavie.
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Pŕıklad 36 (triedenie veku) Pri sledovańı pacientov po operácii bedra a kolena ich môžeme rozdelit’
do nasledovných vekových kategóríı (tried): (1) �xmin, 55) rokov, (2) �55, 65) rokov, (3) �65, 75) rokov
a nakoniec (4) �75, xmax� rokov.

1.3.8 Znáhodnenie a zaslepenie

Znáhodnenie sa použ́ıva hlavne pri merańı/zázname dát. Štatistické jednotky (subjekty) sa náhodne
poprehadzujú pomocou ich identifikačných č́ısel tak, aby napr. meranie nebolo ovplyvnené uspo-
riadańım náhodného výberu (porad́ım subjektov). Znáhodnenie alebo znáhodnená alokácia, t.j.
náhodné pridel’ovanie subjektov do skuṕın, je fundamentálnym prinćıpom klinických štúdíı. Ciel’om
znáhodnenej alokácie je redukcia výchylky, ktorá sa vyskytuje pri nenáhodnom prirad’ovańı sub-
jektov do skuṕın. V podstate ide o aplikáciu prinćıpov náhodného výberu (najčasteǰsie stratifiko-
vaného výberu), pričom detaily implementácie majú byt’ uvedené v protokole v sekcii Štatistické
metódy. Pokial’ je súčast’ou znáhodňovania aj stratifikácia13, je potrebné poṕısat’ prognostické pre-
menné/faktory a počet hlad́ın/úrovńı pre každú z nich (napr. pohlavie, závažnost’ ochorenia a pod.).
Znáhodnená alokácia prebieha v každej stratifikačnej skupine (kombinácii hlad́ın všetkých faktorov).
Je potrebné dodržiavat’ pravidlo použitia malého počtu faktorov a hlad́ın, pretože počet stratifikačných
skuṕın rýchlo stúpa.

Pŕıklad 37 (znáhodnená alokácia; permutačný blokový prinćıp) Majme dve skupiny A a B
(vo všeobecnosti môžeme mat’ k skuṕın), do ktorých chceme náhodne alokovat’ subjekty. Alokačný
pomer (podiel rozsahov týchto dvoch skuṕın) je 1 : 1. Alokácia do týchto dvoch skuṕın prebieha pomocou
(m×k)-rozmerných blokov (m je nejaké prirodzené č́ıslo; ked’̌ze máme 2 skupiny, k = 2). Nech m = 2.
Potom je blok zložený zo štyroch elementov (dva pre každú skupinu). Možné usporiadania (permutácie)
elementov v blokoch sú nasledovné – AABB, BBAA, ABBA, BAAB, ABAB a BABA. Ich poradie je
určené náhodným usporiadańım č́ısel 1 až 6. Celkový počet ṕısmen A a B zodpovedá rozsahu náhodného
výberu.

Pŕıklad 38 (stratifikovaná znáhodnená alokácia) Chceme náhodne alokovat’ subjekty do dvoch
skuṕın v pomere 1 : 1. Majme premenné pohlavie (hladiny – žena a muž) a závažnost’ ochorenia
(hladiny – 1 a 2). Budeme mat’ potom štyri stratifikačné skupiny (obe závažnosti ochorenia pre ženy
ako aj pre mužov) a v každej z nich vykonáme znáhodnenú alokáciu z predchádzajúceho pŕıkladu.

Zaslepenie/maskovanie sa použ́ıva na redukciu výchylky, ktorá by mohla vzniknút’ v pŕıpade, že má
výskumńık informácie o zaradeńı subjektov do skuṕın (typ vyšetrenia, typ choroby, pŕıpad alebo kon-
trola a pod.), pretože tieto informácie môžu ovplyvnit’ jeho rozhodovanie. Špeciálnym pŕıpadom zasle-
penia je dvojité zaslepenie, ktoré sa v klinických pokusoch použ́ıva v pŕıpadoch, ked’ ani výskumńık,
ani subjekt nepoznajú zaradenie subjektu do pŕıslušnej skupiny. V protokole sa takáto situácia oṕı̌se
nasledovne:

”
Ide o dvojito zaslepenú znáhodnenú štúdiu, ktorá zist’uje efekt lieku XY a placeba (alebo

lieku XZ) na incidenciu infarktu myokardu bez a s následkom smrti (celková mortalita) u n pacientov
po prvom infarkte myokardu.“ Je potrebné špecifikovat’, čo sa bude znáhodňovat’ a kroky, ktoré budú
vykonané na zabezpečenie znáhodnenia v praxi. Je tiež dôležité zdôraznit’, že ani d’aľsie osoby, ako napr.
rádiológ, patológ a laboratórny personál, nemajú pŕıstup k zatriedeniu subjektov do skuṕın. Rovnako
tak pri antropologickom merańı, či už klasickom alebo virtuálnom, je potrebné zabezpečit’, aby ani
výskumńık nemal pŕıstup k zatriedeniu subjektov do skuṕın. Optimálne je preto použit’ identifikačné
č́ısla subjektov v náhodnom porad́ı.

1.3.9 Databáza

Celistvost’ a kvalita štatistickéj analýzy záviśı od kvality dát. Každá štúdia muśı vychádzat’ z vysoko
kvalitných dát, ale kroky k dosiahnutiu tohto ciel’a sú často prehliadané. V angličtine sa použ́ıva slovné
spojenie

”
garbage in – garbage out“, v slovenčine sa štatistika definuje ako

”
presná práca s nepresnými

č́ıslami“. V protokole je potrebné uviest’, akým spôsobom budú dáta zozbierané, akým spôsobom bude
13Z latinského stratum (singulár) a strata (plurál); strátum v štatistike sa prekladá ako vrstva alebo hladina.
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zaslepená identifikácia subjektov, akým spôsobom sa budú dáta uchovávat’ a chránit’. Práca s dátami
v elektronickej podobe sa nazýva dátový manažment. V pŕıpade vel’kých databáz je potrebné kon-
taktovat’ informatika špecializujúceho sa na databázy, t.j. databázového programátora, ktorý je
schopný programovat’ v jazyku SQL a bioštatistika, ktorý je schopný programovat’ v jazyku .
Bioštatistika je potrebné kontaktovat’ v každom pŕıpade, pretože sa muśı podiel’at’ na databázovom
projekte, ktorý zahŕňa plánovanie, defińıciu a realizáciu databázy, vytváranie dátových formulárov,
spôsob zadávania dát, monitorovanie a rev́ıziu datábazy. Dobre organizovaná databáza zabezpeč́ı nie-
len dobré uchovanie dát, ale ul’ahč́ı aj hl’adanie subjektov, kontrolu kvality, vlastnú štatistickú analýzu
a prezentáciu výsledkov.

Pri tvorbe formulárov treba mat’ na zreteli kto, kedy a kde bude formuláre vypĺňat’, kedy budú dáta
dostupné a či bude formulár súčast’ou databázy. Je vhodné vytvorit’ zoznam všetkých potrebných
formulárov, v ktorom budú uvedené názvy súborov a miesto ich uloženia (Peacock a Peacock, 2011).
V každom pŕıpade je dôležité mat’

• zoznam premenných, ich typ, dátum a jednotky merania; v analýze tvaru aj zoznam
mier, landmarkov a kriviek; všetko s defińıciami premenných, vysvetleńım skratiek (forma
skratiek muśı byt’ konzistentná s pravidlami vytvárania názvov st́lpcov v použitom štatistickom
programe, napr. ), č́ıselným formátom hodnôt (počet desatinných miest, počet cifier, forma
dátumu, napr. dd/mm/rrrr), s očakávaným rozsahom a očakávanou hodnotou, defińıciou kódo-
vania v tzv. vyhl’adávaćıch tabul’kách, s uvedeńım spôsobu identifikácie chýbajúcich a neposkyt-
nutých dát (v databáze sa nesmú nechávat’ prázdne bunky, optimálne je definovat’ tieto hodnoty
tak, aby nemohli byt’ zamenené s reálnymi hodnotami, napr. 999 alebo −9 a pod.), s defińıciou
pravidiel validácie, spôsobu źıskania dát (virtuálne z obrazu, fyzickým merańım, akým vyšetreńım,
akým pŕıstrojom), spôsobom merania, použit́ım dát (popisná alebo štatistická analýza); sumárne
tomu hovoŕıme dátový slovńık;

• záznam o identifikácii subjektov, ktorý je potrebný na anonymnú identifikáciu subjektov;
kontaktné informácie o subjekte;

• výstupný záznam o subjekte – kedy subjekt opustil štúdiu, status ukončenia a dôvod.

Kontrola kvality databázy zahŕňa kontrolu

• opakovaného zahrnutia toho istého subjektu (napr. aj pomocou rodných č́ısel),

• rozsahu danej premennej (čistenie dát, t.j. zhodnotenie a korekcia; napr. pomocou kontroly
posunu desatinnej čiarky ako systematickej chyby, zobrazeńım dát, kontrolou cez stratifikované
premenné, hlavne cez klúčové (primárne) premenné a pod.), v angličtine sa použ́ıva pojem out-
of-range measurements, v štatistike sa špecifickej skupine týchto realizácíı hovoŕı odl’ahlé pozo-
rovania, ktoré sa môžu (ale nemusia) vyskytovat’ v povolenom rozsahu danej premennej,

• kvality obrazového materiálu (napr. kontrola rekonštrukcie 3D obrazu, kontrola dodržania
svetelných podmienok, pri osobách aj pŕıtomnosti mejkapu, náušńıc, vlasov alebo chlpov bránia-
cich vytvoreniu obrazu a pod.),

• dátový audit – kontrola splnenia vylučovaćıch kritéríı, t.j. či sa v súbore nachádzajú len tie
subjekty, ktoré sa v súbore nachádzat’ majú v zmysle vylučovaćıch kritéríı.

Bezpečnost’ databázy sa často hodnot́ı pomocou tzv. bezpečnostnej trojice:

1. Dôvernost’ – ochrana dát pred neautorizovaným vniknut́ım do databázy – v pŕıpade papiero-
vej podoby databázy sa použ́ıva uzamknutá skrinka, v pŕıpade elektronickej podoby databázy ide
o enkryptovaný súbor v PC, v inej pracovnej stanici, v laptope alebo na inom mobilnom zariadeńı,
ako je tablet, USB-kl’́uč alebo externý HDD; ochrana tohto súboru heslom (neodporúča sa nechat’
pracovnú stanicu neuzamknutú, ani použ́ıvat’ všeobecné heslá); databázu je potrebné uchovávat’
bez možnosti identifikovat’ subjekty, čo je legislat́ıvne ošetrené napr. v Privacy Rule v dokumente
HIPPA (Health Insurance Portability and Accountability Act), ktorý hovoŕı o ochrane dôverných
informácíı; v neposlednom rade je potrebné zabezpečit’ pravidelné zálohovanie na serveri, pro-
tiv́ırusovú ochranu a firewalls (najčasteǰsie prostredńıctvom IT t́ımu inštitúcie).
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2. Úplnost’ – zabezpečenie správnosti údajov zabráneńım nevhodnej zámene dát, či už náhodnej,
alebo cielenej (napr. povoleńım len č́ıtania dokumentu), d’alej limitovanou aktualizáciou, plným
pŕıstupom pre pŕıslušných členov riešitel’ského kolekt́ıvu.

3. Dostupnost’ – zabezpečenie dostupnosti autorizovaným použ́ıvatel’om (členovia riešitel’ského ko-
lekt́ıvu, špecificky napr. pre koordinátora projektu, bioštatistika, databázového programátora
a pod.).

Uzamknutie databázy. Priebežné čistenie databázy je potrebné vykonávat’ pravidelne, konečné
čistenie na konci štúdie, ked’ sa predpokladá, že všetky potrebné údaje o subjektoch sú už skom-
pletizované. V tomto obdob́ı sa vykoná tzv. zmrazenie, čo je časové obdobie kontroly a čistenia,
kedy bioštatistik môže odhalit’ problémy napr. v podobe odl’ahlých pozorovańı počas predbežnej
štatistickej analýzy. Po skončeńı tohto obdobia sa vytvoŕı finálna kópia databázy určená na šta-
tistické účely, do ktorej môže zasahovat’ len bioštatistik. Po ukončeńı analýz sa vykoná tzv. trvalé
zmrazenie databázy, po ktorom nie je možná žiadna d’aľsia zmena ani v rámci autorizovaného
pŕıstupu.

1.3.10 Rozsah náhodného výberu

Vel’mi dôležitou súčast’ou plánovania výskumu je určenie minimálneho rozsahu náhodného vý-
beru, ktorý môže ovplyvnit’ nielen trvanie výskumu a jeho finančnú náročnost’, ale v neposlednom
rade aj vlastné štatistické analýzy. Výpočet rozsahu náhodného výberu by mal prebiehat’ v spolupráci
so štatistikom, ked’že treba vopred zvážit’, aký štatistický model sa použije v následných analýzach.
Rovnako treba zohl’adnit’ oprávnenost’ použitia tohto modelu, ako aj dostatočnú reliabilitu źıskaných
odpoved́ı na sledované otázky. Na výpočet sú potrebné tieto informácie (Hackshaw, 2009):

1. Správny štatistický model konzultovaný so štatistikom. Spolu s typom premenných a ich jed-
notkami muśı byt’ jasne a zrozumitel’ne oṕısaný.

2. Vel’kost’ efektu je č́ıslo źıskané z istého štatistického modelu, ktoré charakterizuje sledovanú
premennú v súvislosti s testovanou hypotézou, kde efektom je napr. rozdiel priemerov, podiel
rozptylov, rozdiel pravdepodobnost́ı, pomer šanćı, relat́ıvne riziko, Pearsonov korelačný koeficient,
regresný parameter a pod. Približnú (predpokladanú) vel’kost’ efektu zist́ıme z predchádzajúcich
štúdíı v rámci tvorby systematického prehl’adu z literatúry, pilotnej štúdie alebo zo skúsenosti
lekára/antropológa, pričom predstavuje minimálny (realistický) klinicky/antropologicky dôležitý
efekt. Č́ım je efekt väčš́ı, tým menš́ı rozsah výberu potrebujeme. Rozsah výberu však v súvislosti
so štatistickým modelom nemožno podceňovat’, pretože menš́ı rozsah nielenže nemuśı dostatočne
reprezentovat’ sledovanú populáciu, ale ani źıskaný výsledok testovania určitej hypotézy nemuśı
byt’ štatisticky signifikantný.

3. Hladina významnosti je č́ıslo, ktoré zjednodušene predstavuje maximálnu pravdepodobnost’
nájdenia štatisticky signifikantného efektu, ktorý ale reálne neexistuje. V zjednodušenom chápańı
vyjadruje maximálnu pravdepodobnost’ chybného úsudku.

4. Sila testu je č́ıslo, ktoré predstavuje pravdepodobnost’ nájdenia štatisticky signifikantnej vel’kos-
ti efektu (rovnej alebo väčšej ako nejaké dopredu zvolené č́ıslo), ak signifikantný efekt v realite
skutočne existuje.

Pŕıklad 39 (štúdia pŕıpadov a kontrol) Ciel’om štúdie je hl’adanie sily asociácie medzi fajčeńım
matiek a vrodenými poruchami novorodencov, kde pŕıpady sú matky s diet’at’om s vrodenou poruchou
a kontroly matky s diet’at’om bez vrodenej poruchy. Očakávame priblǐzne 25 % fajčiarok medzi kon-
trolami, kde predpokladáme nájdenie pomeru šanćı (pŕıslušný efekt) priblǐzne 1.75. Pri 80% sile a 5%
hladine významnosti pri dvojvýberovom Studentovom t-teste s obojstrannou alternat́ıvnou hypotézou
za prepokladu alokačného pomeru 3 : 1 (t.j. troch kontrol na jeden pŕıpad), bude minimálny rozsah
náhodného výberu 170 pŕıpadov a 510 kontrol.

Niekedy sa môže stat’, že už vypoč́ıtaný základný minimálny rozsah náhodného výberu treba
z nejakého dôvodu zvýšit’. K tejto situácii dochádza napr. v týchto pŕıpadoch:
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• máme niekol’ko závislých premenných alebo mnohonásobné porovnávania, č́ım sa automaticky
meńı nielen hladina významnosti, ale aj štatistický model (napr. zo Studentovho t-testu na ANOVA
model s fixnými efektmi, z jednoduchého lineárneho regresného modelu na mnohorozmerný lineárny
regresný model a pod.);

• nemôžeme predpokladat’, že pomer počtu zahrnutých do štúdie k počtu vyšetrených bude č́ıslo
rovné jednej (t.j. že všetci vyšetreńı budú zahrnut́ı do štúdie), že nejaké subjekty budú pokračovat’
v štúdii a strat́ıme o nich d’aľsie informácie (napr. v kohortovej štúdii a pod.); preto muśıme
plánovat’ štúdiu na základe rozsahu, ktorý hovoŕı o dostupnej populácii v rozsahu väčšom ako je
minimálny a bezprostredne potrebný.

1.3.11 Kontroly a ich hodnotenie

Úspešný nábor či źıskavanie subjektov je vo fyzickej a klinickej antropológii kl’́učom k úspechu každej ve-
deckej štúdie. Efekt́ıvny nábor vyžaduje zabezpečenie potrebnej infraštruktúry, chodu a dokumentácie
s ciel’om optimalizovat’ kontroly a ich hodnotenie. Pod infraštruktúrou rozumieme miesto, kde sa
bude nábor/źıskavanie konat’, a to bud’ v laboratóriu, alebo v pracovni výskumńıka, alebo mimo týchto
priestorov. Je potrebné odhadnút’ vel’kost’ výskumného priestoru, identifikovat’ ho a zariadit’ podl’a po-
trieb štúdie. Vybrané miesto muśı byt’ bezpečné z hl’adiska uchovávania a ochrany dôverných informácíı
či už v ṕısomnej, alebo v elekronickej podobe v enkryptovaných dátových súboroch (napr. informo-
vaný súhlas subjektov, dáta, dotazńıky, 2D alebo 3D obraz a pod.). Rovnako muśı byt’ pripravnený aj
priestor na uchovávanie biologického materiálu. Miestnost’ muśı obsahovat’ priestor, v ktorom prebehne
interview a vyšetrenia subjektov, ale aj priestor pre výskumńıkov, ktoŕı vyšetrenia vykonávajú.

Propagácia výskumu sa môže konat’ rôznym spôsobom, napr. pomocou letákov posielaných ṕısom-
nou alebo eletronickou formou, pomocou internetových stránok či periodickej tlače. Akákol’vek použitá
metóda muśı byt’ vopred schválená inštitucionálnou etickou komisiou. Spôsob a miesto propagácie
ovplyvňuje výber vzorky a tým aj výsledky štúdie, preto by mali byt’ zahrnuté v pláne vedeckej štúdie.
Najefekt́ıvnešie je hromadné posielanie ṕısomnej alebo elektronickej pošty, po čom zvyčajne nasleduje
telefonický rozhovor. V mnohých pŕıpadoch je nevyhnutná úzka spolupráca so zdravotńıckymi zaria-
deniami alebo pŕıslušnými organizáciami.

Alokačný čas potrebný na vykonanie interview, vyṕısanie informovaného súhlasu, zistenie zdravot-
ného stavu (v minulosti a súčasnosti), vyplnenie dotazńıka, vykonanie vyšetreńı, merańı alebo odobratia
krvi na krvné testy a pod. je potrebné dopredu odhadnút’ ešte pred návštevou prvého subjektu a pred
zisteńım jeho spôsobilosti zúčastnit’ sa štúdie. Tiež je potrebné odhadnút’ počet návštev na skomple-
tizovanie vyšetreńı (celkovo, ale aj denne alebo týždenne). Pokial’ chceme subjekt zaradit’ do štúdie,
treba ho najskôr vyšetrit’ alebo zhodnotit’, a preto je potrebné odhadnút’ pomer vyšetrených ku
zahrnutým do štúdie, čo je efekt́ıvna miera úspešnosti náboru. Najefekt́ıvneǰsie je ponúknut’ subjek-
tom flexibilný čas návštevy/návštev na zlepšenie zápisu, oboznámit’ ich, najlepšie ṕısomnou formou,
s dôležitými informáciami (ako napr. poloha, čas, čo očakávame počas vyšetrenia a hodnotenia, d ĺžka
návštevy a pod.). Vyžaduje sa tiež dodržanie HIPPA, ako aj prinćıpov etickej komisie inštitúcie.

Ciel’om vyšetreńı je začat’ proces zistenia spôsobilosti subjektov zúčastnit’ sa štúdie, zoznámenie sa
s potencionálnymi subjektmi, źıskanie informovaného súhlasu a zhromaždenie dát potrebných na vlastný
zápis (zaradenie) subjektov do štúdie. Vyšetrenie a hodnotenie subjektov môžeme rozdelit’ do desiatich
krokov (Hulley a kol., 2007):

1. Źıskanie informovaného súhlasu – umožnenie realizácie d’aľśıch krokov; potencionálny subjekt
dostane kópiu informovaného súhlasu a má dostatočný čas na to, aby si dokument pred podpi-
som preč́ıtal a pochopil obsah; subjekt tiež dostane po podpise kópiu dokumentu potvrdzujúcu
schválenie štúdie inštitucionálnou etickou komisiou.

2. Školenie subjektov – zapojenie potencionálnych subjektov a ich informovanie o dôležitosti
a ciel’och štúdie, ako aj ich účasti na nej; na tomto mieste je potrebné zdôraznit’, že subjekt je
(v istom zmysle) súčast’ou výskumného t́ımu.

3. Odpovedanie na otázky – odpovedanie na otázky vybuduje dôveryhodnost’ a možnost’ vytvo-
renia pozit́ıvnej väzby medzi subjektom a výskumńıkom.

4. Zhromaždenie dát vzhl’adom na spôsobilost’ subjektov zúčastnit’ sa štúdie – zhrnutie
źıskaných údajov napr. vyplnenie dotazńıka, vyšetrenia, laboratórne testy.
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5. Poskytnutie inštrukcíı v ṕısomnej a ústnej forme – o d’aľsej návšteve, vyšetreniach alebo
o zápise do štúdie.

6. Dokumentácia dát súvisiacich so štúdiou v podobe formulárov – podṕısaný originál
informovaného súhlasu a všetky ostatné dokumenty, do ktorých možno počas štúdie v pŕıpade
potreby nahliadnut’.

7. Kontrola spôsobilosti vykonaná hlavným riešitel’om – zabezpečenie spôsobilosti subjektu
zúčastnit’ sa štúdie.

8. Kontrolný zoznam prij́ımaćıch a vylučovaćıch kritéríı – zabezpečenie celistvosti výberu
a kontrola dodržiavania protokolu, pričom subjekty musia splnit’ všetky kritériá špecifikované
v protokole (zoznam muśı byt’ vytvorený už pred vyšetreńım prvého subjektu a následne striktne
dodržiavaný).

9. Dokumentácia výsledkov vyšetreńı, hodnotenia, prij́ımaćıch a vylučovaćıch kritéríı –
zaistenie správnosti a celistvosti dát.

10. Zápis subjektov prijatých do štúdie – umožnenie pokračovania štúdie v d’aľśıch krokoch.

Informovaný súhlas obsahuje tieto informácie: obsah, ciele a význam štúdie, účel a zdôvodnenie
náboru subjektov, náplň a dĺžka účasti subjektov, náplň základnej a experimentálnej časti štúdie, rola
a zodpovednost’ subjektov a členov vedeckého t́ımu, zoznam vyšetreńı a pŕıpadné riziká a pod. Sub-
jekty musia mat’ dostatočný čas na preč́ıtanie súhlasu, ako aj zodpovedanie pŕıpadných otázkok pred
vlastným podpisom. Pri tvorbe informovaného súhlasu treba rozlǐsovat’ medzi štandardnou klinickou
praxou a klinickým výskumom; pri ich zámene sa hovoŕı o therapeutical misconception. Z etického
hl’adiska je potrebné rozlǐsovat’ medzi

1. subjektom klinickej štúdie – podpisom informovaného súhlasu sa subjekt vzdáva práva na liečbu,
ktorá by inak plne zodpovedala jeho potrebám a preferenciám; subjekt muśı byt’ informovaný o
kontrolných podmienkach, podávańı neúčinných liečiv (placebo), randomizácii a zaslepeńı;

2. subjektom observačnej štúdie – podpisom subjekt súhlaśı s procedúrami a vyšetreniami
špecifikovanými v pláne štúdie.

Pŕıklad 40 (vedecká etika) Schopnost’ porozumiet’ obsahu informovaného súhlasu môže byt’ limito-
vaná pre napr. deti, duševne chorých alebo mentálne postihnutých pacientov. Takéto pŕıpady
musia byt’ legislat́ıvne ošetrené a mali by zahŕňat’ hodnotenie schopnosti subjektu dat’ súhlas,
splnomocnenie k rozhodovaniu alebo špeciálne odporučenie inštitucionálnej etickej komisie. Väzni
a podmienečne prepusteńı tiež vyžadujú pozornost’ vzhl’adom na obmedzenie slobodnej vol’by. Sub-
jekty v trestnom konańı, st́ıhané napr. za zneuž́ıvanie návykových látok, tiež vyžadujú pozornost’
vzhl’adom na etiku, ochranu súkromia alebo pocit bezpečnosti pri účasti v štúdii. Na všetky vyššie uve-
dené pŕıklady vyžadujúce špeciálnu legislat́ıvnu pozornost’ je potrebné mysliet’ už pri plánovańı vedeckej
štúdie.

Porušenie prij́ımaćıch kritéríı. Subjekt, ktorý nespĺňa kritériá štúdie, nazývame neúspešný kan-
didát. Vzhl’adom na to, že evidenciu vhodnosti subjektov je potrebné neskôr sumarizovat’, je potrebné
evidovat’ všetky dôvody vylúčenia. Niektoré štúdie umožňujú opakované vyšetrenia aj neúspešných sub-
jektov po skončeńı časového intervalu vyšetreńı. Ak sa dôvody nesplnenia stanovených kritéríı medzi
potenciálnymi subjektmi opakujú, na základe počtu neúspešných kandidátov možno protokol modifi-
kovat’. Protokol muśı byt’ dostatočne flexibilný a muśı umožnit’ dodatočné doplnenie d’aľśıch kritéríı
alebo opakované vyšetrenia, ako sa uvádza v nasledujúcich pŕıkladoch.

Pŕıklad 41 (dodatok k protokolu) Výskumńık potrebuje pridat’ jeden subjekt do databázy, aby mo-
hol ukončit’ nábor a potencionálny subjekt spĺňa všetky kritéria až na jedno, BMI = 46 kg/m2.
Vylučovacie kritérium je však BMI ≥ 45 kg/m2. Na tomto mieste si môžeme položit’ niekol’ko otázok.
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Máme právo odporučit’ zńı̌zenie hmotnosti? Môže výskumńık urobit’ výnimku a pridat’ tento subjekt
do štúdie a zdokumentovat’ dôvod prijatia? Odpoved’ na obe otázky znie nie. Čo urobit’ môže? Subjekty,
ktoré nesplnili kritériá možno znovu vyšetrit’, pokial’ je opakované vyšetrenie špecifikované v protokole
a schválené inštitucionálnou etickou komisiou. Alternat́ıvnou je modifikácia existujúceho protokolu po-
mocou dodatku, ktorá však vyžaduje schválenie.

Pŕıklad 42 (druhé (dobrovol’né) vyšetrenie) Výskumńık vyšetŕı subjektu systolický krvný tlak
(SKT) a zmeraná hodnota SKT = 128 mm Hg. Vylučovacie kritérium predstavuje SKT ≤ 130 mm Hg
a bolo dopredu stanovené a schválené inštitucionálnou etickou komisiou s možnost’ou druhého (dobro-
vol’ného) vyšetrenia ako súčast’ protokolu. Presná formulácia v protokole môže byt’ nasledovná:

”
Ak

je hodnota SKT subjektu na antihypertenznej liečbe počas prvého vyšetrenia menšia ako 130 mm Hg,
je možné uskutočnit’ druhé vyšetrenie merania SKT. Potencionálnym subjektom bude odporučené, aby
na toto vyšetrenie prǐsli do jedného až dvoch týždňov od prvého vyšetrenia. Ak bude hodnota SKT
menšia ako 130 mm Hg, bude subjekt z d’aľsieho výskumu vylúčený.“

1.3.12 Nábor (źıskavanie) subjektov vo fyzickej a klinickej antropológii

Alternat́ıvou ku klasickým metódam náboru (letáky, periodická tlač, e-mail a telefonovanie) sú so-
fistikované multimediálne reklamné kampane, globálne telefonické centrá pre multicentrické štúdie,
internetové stránky štúdie. Pomocou nich možno nielen identifikovat’ potencionálny subjekt, ale aj sa
s ńım spojit’. Štúdia môže byt’ dobre naplánovaná, ale bez dostatočného počtu subjektov sa nedá reali-
zovat’. Výskumńıci musia byt’ preto kreat́ıvni nielen pri tvorbe stratégie náboru, ale aj pri udržańı si
subjektov a pri zabezpečeńı vernosti subjektov. Tieto stratégie sú často jedinečné a prispôsobené
konkrétnej štúdii. Plán náboru sa vytvára už počas plánovania štúdie, kedy si treba strategicky pre-
mysliet’, akým spôsobom možno źıskat’ pŕıstup k ciel’ovej populácii, ako prekonat’ pŕıpadné bariéry
zisteńım charakterist́ık ciel’ovej populácie a ako minimalizovat’ náklady. Nábor je potom možné začat’
po źıskańı súhlasu inštitucionálnej etickej komisie.

WWH stratégia. Táto stratégia predstavuje trojicu základných prinćıpov, t.j. kto (who), čo (aký
alebo aké; what) a ako (how) v podobe nasledovnej implementácie (McPaul a Toto, 2011):

1. sledovaná choroba alebo iné podmienky – definujú, kto bude tvorit’ ciel’ovú populáciu; ciel’o-
vá populácia definuje, aké miesta treba použit’ na nábor (berúc do úvahy vek, pohlavie, sociálny
a ekonomický status, kultúru, etnicitu, gramotnost’ a pŕıstupnost’ (deti, staŕı l’udia, väzni a pod.),
ako aj prevalenciu choroby); miesta definujú, ako vyvinút’ realistické stratégie náboru a udržania
si subjektov;

2. prij́ımacie a vylučovacie kritériá – vytvárajú sa s ciel’om vybrat’ do štúdie vhodné subjekty,
pričom sa vychádza zo systematického prehl’adu, z ktorého možno zistit’, kto tvoril ciel’ovú po-
puláciu, aký typ dizajnu sa použil, a následne ako stanovit’ typ najvhodneǰsej štúdie na zodpove-
danie ciel’ov a testovanie hypotéz;

3. spôsob práce – je potrebné idenfikovat’, ktoré procedúry a aký spôsob práce (vrátane súvisia-
cich komplikácíı) je potrebný na testovanie hypotéz (môže sa stat’, že subjekty nebudú ochotné
zúčastnit’ sa štúdie, ak budú použité invaźıvne metódy či bolestivé, nepohodlné alebo časovo
náročné procedúry); pozadie štúdie a jej význam by mali nasmerovat’ výskumńıkov na správnu
cestu, t.j. určit’ aké procedúry sú potrebné, kto a ako bude vykonávat’ tieto procedúry potrebné
na zodpovedanie ciel’ov a testovanie hypotéz;

4. trvanie štúdie – tento faktor môže ovplyvnit’ rozhodnutie potencionálnych subjektov zúčastnit’
sa štúdie; ak je štúdia privel’mi dlhá, je vysoká pravdepodobnost’ straty subjektu; jej dôvodom
môže byt’ prest’ahovanie sa, odcestovanie alebo rodinné problémy, ako aj choroba, strata záujmu
alebo smrt’ subjektu; týmto problémom sa možno vyhnút’ bud’ kratš́ım trvańım štúdie, alebo
źıskańım väčšieho množstva subjektov, a to po diskusii s bioštatistikom, čo zaruč́ı dostatočnú
istotu a zakomponovanie tejto úpravy do plánu štúdie; takýmto plánovańım v predstihu možno
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zobrat’ do úvahy aj nasledovné skutočnosti: kto sú potenciálne subjekty, aká frekvencia vyšetreńı
je potrebná, kde budú vyšetrenia vykonávané a ako sa źıskajú dostatočné l’udské zdroje a grantové
prostriedky;

5. zázemie a l’udské zdroje – vedecký t́ım (koordinátor, spoluriešitelia vrátane bioštatistika, da-
tabázový programátor, laboratórni technici, administrat́ıvna podpora a pod.), priestor, školenia
a výučba bezprostredne súvisiaca s vedeckou štúdiou (bez školenia alebo nedostatočným školeńım
a výučbou môže byt’ narušená integrita štúdie a vedeckého t́ımu a zároveň aj poškodené dobré
meno hlavného riešitel’a, ktorý źıskal na štúdiu grantové prostriedky), tovary a služby, pŕıstup
k diagnózam a pod.; pokial’ sa zdroje hl’adajú oneskorene, môže to spôsobit’ oneskorený začiatok
štúdie, chýbanie potenciálnych subjektov a nedosiahnutie ciel’ov náboru a neudržanie si subjektov
a nakoniec aj neschopnost’ ukončit’ štúdiu;

6. grantové prostriedky.

Pŕıklad 43 (over-recruitment) Ak bol vypoč́ıtaný minimálny rozsah súboru n a očakávaná strata
subjektov je 10 %, potom upravený rozsah súboru n′ = n/(1 − 0.1). Teda ak n = 100, potom n′ =
100/(1 − 0.1) = 111.

Pŕıklad 44 (prostriedky na nábor) Prezentácie štúdie medzi kolegami, zabezpečenie všeobecných
informácíı o štúdii na webovej stránke, na nástenke, letáku a v brožúre, zoznam kontaktných informácíı
riešitel’ského kolekt́ıvu, vizitky s kontaktným č́ıslom na koordinátora, informácia o tom, čo sa očakáva
na každej návšteve, najčasteǰsie kladené otázky (FAQs), zabezpečenie zmysluplného transportu, použitie
elektronických lekárskych záznamov a pod.

Pŕıklad 45 (prostriedky na udržanie si subjektov) Zabezpečenie dopravy, občerstvenie, flexi-
bilný plán náboru realizovaný aj večer a cez v́ıkend, motivačné platby na ocenenie nadčasov, motivačné
darčeky, zabezpečenie kalendára štúdie s pripomienkami termı́nov d’aľśıch návštev, pohl’adnice k naro-
deninám a pod.

1.4 Úloha bioštatistika pri tvorbe vedeckých štúdíı

Vedeckú štúdiu charakterizujeme ako validnú nielen na základe jej výsledkov, ale aj na základe jej
plánu. Často sa hovoŕı

”
Rob to správne alebo to radšej nerob.“ (Aplikovaný) výskumńık (biológ,

antropológ alebo lekár), ktorý vo svojom výskume aplikuje (použ́ıva) metódy štatistickej analýzy
(takýto výskum štatistici často nazývajú aplikovaný výskum) si často kladú otázku, či potrebujú
bioštatistika vo svojom vedeckom t́ıme. Odpoved’ znie jednoznačne áno, pretože bioštatistik môže nie-
len optimalizovat’ plán štúdie, analyzovat’ dáta a interpretovat’ výsledky, ale môže aj načrtnút’ závery.
Bioštatistik by sa mal stat’ členom riešitel’ského kolekt́ıvu čo najskôr – už na začiatku plánovania
štúdie, lebo zle navrhnutú štúdiu, ktorá sa už začala, nemôže zachránit’, rovnako ako nemôže ana-
lyzovat’ zle zozbierané dáta alebo interpretovat’ výsledky z nevhodne použitých štatistických analýz.
Hoci úloha bioštatistika pri štatistickej analýze je celkom očividná, výskumńıci si dobre neuvedomujú
jeho dôležitost’ už pri plánovańı štúdie a vývoji výskumného protokolu. Je dôležité mat’ na zreteli
vel’ký význam dopredu naplánovaného zberu dát, správne naformulovaných a realistických hypotéz
a správne naplánovanej, vykonanej a interpretovanej štatistickej analýzy. Na ich základe muśı byt’
výskumńık schopný správne zhodnotit’ a interpretovat’ vedeckú hypotézu/hypotézy. Bioštatistik teda
dokáže poradit’ aj v dobrej previazanosti hypotéz, ktoré priamo korešpondujú s plánom štúdie.

Interakcia s bioštatistikom. Interakcia (aplikovaného) výskumńıka s bioštatistikom je dlhodobý
proces, ktorý predstavuje sériu kontaktov, e-mailov alebo telefonátov, počas ktorých výskumńık muśı
koncepčne pochopit’ navrhovanú štatistickú metodológiu a terminológiu. Následky zle vyvinutého
štatistického pŕıstupu môžu nielen znemožnit’ źıskanie grantových prostriedkov na výskum, ale môžu
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najmä poškodit’ vedeckú štúdiu pre neschopnost’ adekvátne testovat’ navrhované hypotézy. Krátka
a oneskorená konzultácia so štatistikom nestač́ı na vyriešenie všetkých problémov.

Bioštatistik. Bioštatistik muśı počas stretnut́ı s (aplikovaným) výskumńıkom koncepčne pochopit’
navrhovanú biologickú, antropologickú alebo lekársku metodológiu a terminológiu. (Aplikovaný)
výskumńık nesmie chápat’ bioštatistika a jeho podiel na výskume ako servis, ale ako rovnocennú
spoluprácu dvoch (alebo viecerých) vzájomne sa doplňujúcich odborov. Tak ako antropológia nie je
servisom archeológie, ani štatistika nie je servisom antropológie. Rovnaký prinćıp plat́ı aj pre spo-
luprácu bioštatistika s biológom či lekárom.

Vedecká etika. Kvalitný plán štúdie definuje vedecké výhody v porovnańı s rizikami, ktoré na seba
berú zaangažované subjekty. Ak je plán štúdie chybný, alebo sa dáta nesprávne analyzovali, potom
štúdia nemôže byt’ odobrená po etickej stránke ani schválená inštitucionálnou vedeckou komisiou.

Medzi základné úlohy (otázky) bioštatistika pri vývoji štatistického plánu patŕı:

• Ujasnenie vedeckých otázok. Sú primárne hypotézy jednoznačne formulované, primerané a realis-
tické?

• Identifikácia závislých premenných priamo súvisiacich s vedeckou otázkou/otázkami. Sú základné
alebo vedl’aǰsie závislé premenné jednoznačne definované?

• Podáva plán vedeckej štúdie primeraný obraz o navrhovaných hypotézach?

• Sú otázky ohl’adom výchylky, zaslepenia alebo stratifikácie primerane ošetrené a jednoznačne
oṕısané?

• Obsahuje plán vedeckej štúdie jasne špecifikovaný a vhodný plán štatistickej analýzy?

• Sú dáta zozbierané na základe oṕısaných kritéríı, obsahuje štúdia bezpečný plán sledovania alebo
pravidlá ukončenia štúdie?

• Je zaistená interná a externá validita štúdie?

Otázky, ktoré zauj́ımajú bioštatistika:

• Aká je vedecká hypotéza?

• O aký typ plánu štúdie ide?

• Ktorá závislá premenná je najdôležiteǰsia?

• O aký typ premennej ide a v akých jednotkách sa merala?

• Aký je klinicky/biologicky/antropologicky dôležitý efekt pre primárnu závislú premennú?

• Kol’ko subjektov možno źıskat’ alebo pozorovat’ v rámci výskumu?

• Kol’ko skuṕın alebo typov vyšetreńı a pod. bude zahrnutých v pláne štúdie?

• Kol’ko je sledovaných prediktorov? V akých jednotkách sa merajú?

• Bude každá skupina obsahovat’ rovnaký počet pozorovańı, t.j. aký je alokačný pomer?

• Ak ide o opakované merania, kol’ko ich je a aký je časový interval medzi meraniami?
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2 Model rozdelenia pravdepodobnosti a štatistický model

Pri riešeńı biomedićınskych problémov pomocou matematickej štatistiky sa vyskytuje stochastický
(náhodný) element, ktorým sa nie je možné zaoberat’ len pomocou základných zákonov aritmetiky.
Preto štatistické metódy potrebujú stochastické modely. Vývoj takýchto modelov tvoŕı dedukt́ıvny1

(matematický) aspekt štatistiky. Štatistické problémy sú však indukt́ıvne2, pretože vznikajú ako dôsle-
dok pozorovania istých javov v reálnych biomedićınskych situáciách. Tieto javy sú výsledkom nejakého
experimentu alebo pozorovania. Otázky, ktoré experiment alebo pozorovanie rieši, sú všeobecneǰsieho
typu. Pýtajú sa na niečo, čo nie je priamo pozorovantel’né, ale je logicky obsiahnuté v dátach. Hovoŕıme,
že usudzujeme (

”
inferujeme“) niečo na základe dát. Na riešenie dedukt́ıvnych problémov matematiky

často postačuje čiastočne dostupná informácia, aby sme boli schopńı vytvorit’ novú matematickú vetu.
Na riešenie indukt́ıvnych problémov štatistiky potrebujeme všetky dostupné dáta. Len tak môžeme
vyvodit’ závery. Ignorovanie nejakej časti dát nie je akceptovatel’né. Pri dedukt́ıvnych problémoch je
kvalita novej matematickej vety rovnaká ako kvalita jej predchádzajúcich axióm, defińıcíı alebo viet.
Pri indukt́ıvnych problémoch je stupeň istoty v záveroch väčš́ı ako v samotných dátach. Č́ım máme
viac dát, tým sa kvalita výstupov zväčšuje. Avšak jedno nové pozorovanie môže naše závery zmenit’.

Dáta môžeme jednoducho poṕısat’ aj pomocou charakterist́ık (parametrov) polohy a varia-
bility a zobrazit’ ich pomocou štatistickej grafiky (pozri kap. Charakteristiky polohy a variability
a štatistická grafika), čo je súčastou tzv. exploratórnej analýzy dát (EDA). Avšak použit́ım ne-
jakého modelu sa o dátach dozvieme viac v zjednodušenej podobe, tento model nám navyše umožńı
interpretáciu výsledkov a ul’ahč́ı nám aj komunikáciu medzi dátami a biomedićınskou praxou.

Koncepcia modelu rozdelenia pravdepodobnosti a štatistického modelu predstavuje jeden zo zák-
ladných piliérov bioštatistiky. Tieto modely sú charakterizované ich parametrami v pŕıpade para-
metrického modelu, ktorým sa budeme podrobneǰsie zaoberat’. Jeho parametre slúžia na jednoduchú
charakterizáciu dát a zjednodušujú interpretáciu výsledkov. Modely rozlǐsujeme podl’a toho, či sú to
modely na diskrétne alebo spojité dáta. Model rozdelenia pravdepodobnosti je charakterizo-
vaný funkciou hustoty a distribučnou funkciou na základe presne špecifikovaných parametrov, ktoré
je potrebné odhadnút’ z dát pomocou funkcie vierohodnosti – ide teda o

”
model na dáta“3. Dáta

sú realizáciami nahodnej premennej, o ktorej predpokladáme, že má asymptoticky (pre vel’ké n) ne-
jaké rozdelenie, napr. normálne, binomické, multinomické, súčinové multinomické alebo Poissonove.
Tento asymptotický predpoklad je fundamentálnym základom štatistickej inferencie, ktorá je proce-
som vyvodenia záverov (na základe dát a z nich vypoč́ıtaných odhadov parametrov) prostredńıctvom
postupu testovania hypotéz, ktorý použ́ıva tzv. štatistiky, testovacie štatistiky a ich asymptotické roz-
delenia pravdepodobnosti (pozri kap. Testovanie hypotéz). Hypotézy testujeme aj v štatistických
modeloch, ktoré často predstavujú modely kauzálnej závislosti zavislých premenných na predikto-
roch. V týchto modeloch pomocou funkcie vierohodnosti odhadujeme parametre, ktoré zjednodušujú
interpretácie výsledkov, či už štatisticky nesignifikantných alebo signifikantných, ale aj biologicky (me-
dićınsky) nevýznamných alebo významných.

Všetky vyššie uvedené postupy sú súčast’ou širšieho pojmu (bio)štatistická analýza. Bez správ-
nej formulácie a aplikácie modelu rozdelenia pravdepodobnosti a štatistického modelu na dáta by
štatistická analýza nebola možná a závery z nej by boli problematické.

Základom každej empirickej štúdie, či už experimentálnej alebo observačnej, je zabezpečit’ dáta
(dátový súbor, realizácie), ktoré označ́ıme x, procesom, ktorý nazývame experiment (pokus)
alebo meranie. V najjednoduchšej podobe x = (x1, x2, . . . , xn)T (vektor pozorovańı, vektor výbe-
rových hodnôt, vektor realizácíı), kde n je rozsah (náhodného) výberu a xi sú realizácie vždy
označované malými ṕısmenami (všeobecne ozn. x). (Jednorozmerná) náhodná premenná X je funk-
cia z výberového priestoru Y (označovaná aj ako priestor elementárnych udalost́ı alebo množina

1Dedukcia – na základe všeobecne platných záverov hl’adáme riešenia nejakého konkrétneho pŕıpadu.
2Indukcia – na základe konkrétnych pŕıpadov vyvodzujeme všeobecneǰsie platné závery.
3Model rozdelenia pravdepodobnosti je možné použit’ aj v súvislosti so štatistikou – tu ide o

”
model pre štatistiku“ a s testovacou

štatistikou – tu ide o
”
model pre testovaciu štatistiku“, ale aj v súvislosti s chybami štatistického modelu – tu ide o

”
model pre chyby

(reziduály)“.

33



2.0 KAPITOLA 2. MODEL ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI A ŠTATISTICKÝ MODEL

výsledkov náhodného pokusu) do množiny reálnych č́ısel R. Pozorovanie x je realizáciou náhodnej pre-
mennej X. Analogicky môžeme definovat’ k-rozmerný náhodný vektor (X1,X2, . . . ,Xk)T . Pŕıkladom
takéhoto vektora je dvojrozmerný náhodný vektor (X1i,X2i)T , i = 1, 2, . . . , n, s realizáciami (x1i, x2i)T

usporiadanými po riadkoch do matice n × 2, ktorá je v tomto pŕıpade dátovým súborom4.

Pŕıklad 46 (pŕıklady náhodných premenných) (1) Chirurg vykoná 100 transplantácíı srdca, kde
náhodná premenná X je napr. počet úspešne vykonaných transplantácíı. (2) 50 bežcov bež́ı maratón, kde
náhodná premenná X je napr. čas odbehnutia maratónu v hodinách. (3) Hod́ıme 30-krát kockou, kde
náhodná premenná X je napr. počet hodených šestiek. (4) Na 75 det’och vo veku 10 rokov zmeriame
výšku (v metroch) a hmotnost’ (v kilogramoch), kde náhodná premenná X je napr. Rohrerov index
(RI=hmotnost’ v kg

(výška v m)3
).

Pŕıklad 47 (porovnanie dvoch typov modelov) Model rozdelenia pravdepodobnosti je modelom
náhodnej premennej X, napr. model rozdelenia pravdepodobnosti náhodnej premennej X š́ırka dol-
nej čel’uste alebo (2) model rozdelenia pravdepodobnosti náhodnej premennej X hrúbka kožných rias
u dospelých zdravých žien. Štatistický model je modelom náhodnej premennej Y |X (Y kauzálne zaviśı
na X), napr. (1) model závislosti náhodnej premennej Y š́ırka dolnej čel’uste na premennej X pohlavie
alebo (2) model závislosti náhodnej premennej Y hrúbka kožných rias u dospelých zdravých žien na pre-
mennej X BMI. Všimnime si, že náhodné premenné označujeme X alebo Y podl’a toho, aký model ich
charakterizuje.

Základný predpoklad je, že nejaké pozorovanie (výberová hodnota, realizácia) x je hodnota (re-
alizácia) náhodnej premennej X a naš́ım ciel’om je použit’ x na vyvodenie záverov o neznámom
modeli (rozdelenia pravdepodobnosti alebo štatistickom) F∗(∙) premennej X. Naše závery o F∗(∙) sú
zat’ažené neistotou kvôli náhodnosti X, z ktorej pochádzajú x. Ciel’om je zabezpečit’,

1. aby stupeň neistoty bol čo možno najmenš́ı, berúc do úvahy náhodnost’ X,

2. a aby bol tento stupeň neistoty vyjadrený v našich záveroch.

Ekvivalentne (x1, x2, . . . , xk)T je realizácia náhodného vektora (X1,X2, . . . ,Xk)T a naš́ım ciel’om je
použit’ túto realizáciu na vyvodenie záverov o neznámom k-rozmernom modeli F

(k)
∗ (∙) náhodného

vektora (X1,X2, . . . ,Xk)T .

Defińıcia 14 (štatistická inferencia) Štatistická inferencia (zriedkavo nazývaná aj štatistická
indukcia) je proces vyvodenia záverov na základe dát prostredńıctvom testovania hypotéz, modelu
rozdelenia pravdepodobnosti alebo štatistického modelu (Cox, 2006). Tento proces je ovplyvnený
náhodnými chybami, náhodným výberom, vol’bou testovacieho kritéria, štatistického modelu alebo mo-
delu rozdelenia pravdepodobnosti. Výsledkom tohto procesu sú zmysluplné závery aplikované na dobre
definované dostatočne všeobecné situácie.

Podstata vytvárania realizácíı x limituje možnosti vol’by modelu F∗. Inferencia bude o to presneǰsia,
o čo lepšie bude vybraná čo najmenšia množina F tak, aby F∗ ∈ F , kde F nazývame množinou mo-
delov (štatistických modelov a modelov rozdelenia pravdepodobnosti). V mnohých pŕıpadoch predpo-
kladáme, že Xi, i = 1, 2, . . . , n, sú rovnako rozdelené náhodné premenné (ozn. iid; independently
identically distributed ). V tomto pŕıpade hovoŕıme o jednoduchom náhodnom výbere (srs; simpleangl

random sample) s rozsahom n, kde X je charakterizované rozdeleńım F∗(∙).

Pŕıklad 48 (jednoduchý náhodný výber) V jednoduchom náhodnom výbere s rozsahom n z po-
pulácie s konečným rozsahom N má každý prvok rovnakú pravdepodobnost’ vybratia. Ak vyberáme bez
vrátenia, hovoŕıme o jednoduchom náhodnom výbere bez vrátenia (Dalgaard, 2008). Ak vyberáme
s vráteńım, hovoŕıme o jednoduchom náhodnom výbere s vráteńım. Majme množinu M s N = 10

4Pre dvojrozmerný náhodný vektor sa často použ́ıva ozn. (X, Y )T a pre jeho realizáciu ozn. (x, y)T .
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prvkami a chceme z nej vybrat’ n = 3 prvkov (a) bez vrátenia a (b) s vráteńım. Kol’ko máme možnost́ı?
Ako vyzerá jedna takáto možnost’, ak ide o množinu M = {1, 2, . . . , 10}. Zopakujte to isté pre N = 100,
n = 30 a množinu M = {1, 2, . . . , 100}.

Riešenie aj v 5

(a) Spolu máme
(
N
n

)
možných náhodných výberov (kombinácie bez opakovania n-tej triedy z N prvkov

množiny M). Ak N = 10 a n = 3, potom kombinačné č́ıslo
(
N
n

)
= N !

(N−n)!n! =
(
10
3

)
= 120 možnost́ı. Ak

N = 100 a n = 30, potom
(
N
n

)
=

(
100
30

)
= 2.937234 × 1025 možnost́ı.

1 choose (10 ,3 ) # pocet v s e t k y ch moznych vybe rov bez v r a t e n i a
2 choose (100 ,30)
3 l i b r a r y ( u t i l s )
4 combn (10 ,3 ) # pocet v s e t k y ch moznych vybe rov bez v r a t e n i a
5 combn (100 ,30)
6 sample ( x=1:10 , s i z e =3, r e p l a c e=FALSE) # jednoduchy nahodny vybe r bez v r a t e n i a
7 sample ( x=1:100 , s i z e =30, r e p l a c e=FALSE)

(b) Spolu máme
(
N+n−1

n

)
možných náhodných výberov (kombinácie s opakovańım n-tej triedy z N

prvkov množiny M). Ak N = 10 a n = 3, potom
(
N+n−1

n

)
= (N+n−1)!

(N−1)!n! =
(
10+3−1

3

)
= 220 možnost́ı.

Ak N = 100 a n = 30, potom
(
N+n−1

n

)
=

(
100+30−1

30

)
= 2.009491 × 1029 možnost́ı.

8 choose (10+3−1,3) # pocet v s e t k y ch moznych vybe rov s v ra t en im
9 choose (100+30−1 ,30)

10 l i b r a r y ( u t i l s )
11 combn(10+3−1,3) # pocet v s e t k y ch moznych vybe rov s v ra t en im
12 combn(100+30−1 ,30)
13 sample ( x=1:10 , s i z e =3, r e p l a c e=TRUE) # jednoduchy nahodny vybe r s v ra t en im
14 sample ( x=1:100 , s i z e =30, r e p l a c e=TRUE)

Pŕıklad 49 (jednoduchý náhodný výber) Nech je skupina l’ud́ı označená identifikačnými č́ıslami
(ID) od 1 do 30. Vyberte (a) náhodne 5 l’ud́ı z 30 bez návratu, (b) náhodne 5 l’ud́ı z 30 s návratom
a nakoniec (c) náhodne 5 l’ud́ı z 30 bez návratu, kde l’udia s ID od 28 do 30 majú pravdepodobnost’
vybratia 4× väčšiu ako l’udia s ID od 1 do 27.

Riešenie v

15 sample ( x=1:30 , s i z e =5, r e p l a c e=FALSE)
16 sample ( x=1:30 , s i z e =5, r e p l a c e=TRUE)
17 sample ( x=1:30 , s i z e =5, prob=c ( rep (1/ 39 ,27) , rep (4/ 39 ,3) ) , r e p l a c e=FALSE)

Distribučná funkcia F náhodnej premennej X je definovaná ako FX (x) = Pr (X < x), kde zápis
znamená pravdepodobnost’, že náhodná premenná X nadobúda hodnoty menšie alebo rovné ako nejaké
č́ıslo x, ktoré nazývame kvantil. Dolný index v FX sa spravidla vynecháva a ṕı̌seme F .

Náhodná premenná X sa nazýva diskrétna, ak jej distribučná fukcia F je schodovitá funkcia.
V tomto pŕıpade hovoŕıme, že ide o diskrétne rozdelenie a množina Y, z ktorej pochádzajú X je
konečná alebo nanajvýš spoč́ıtatel’ná (má spoč́ıtatel’ne vel’a prvkov).

Distribučná funkcia diskrétnej náhodnej premennej X je definovaná ako (Azzalini, 1996)

FX (x) = Pr (X ≤ x) =
∑

i:xi≤x

Pr (X = xi) ,

kde
∑k(∞)

i=1 pi = 1, Pr (X = xi) = pi = fX(xi) = f(xi),∀xi, sa nazýva pravdepodobnostná funkcia.

Často zapisujeme {xi, pi}
k(∞)
i=1 , kde xi sú realizácie, pi sú pravdepodobnosti výskytu xi, k ∈ N+, kde

N+ znamená množinu kladných prirodzených č́ısel6.

5Detaily o jazyku pozri napr. v Chambers (2008), Becker a kol. (1988) alebo Matloff (2011).
6Ṕısmeno N sa v angličtine nazýva blackboard bold N (double-struck capital N).
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Pŕıklad 50 (diskrétna premenná) (1) počet úspešne vykonaných transplantácíı v SR, (2) počet
hodených šestiek, (3) štyri vekové kategórie, do ktorých zarad́ıme subjekty, (4) pohlavie, (5) počet
starš́ıch súrodencov (o.sib.N; dve kategórie; dáta: two-samples-means-birth.txt), (6) vzdelanie matky
(edu.M, štyri kategórie; dáta: anova-newborns.txt).

Náhodná premenná X sa nazýva spojitá, ak jej distribučná fukcia F je absolútne spojitá funkcia. V
tomto pŕıpade hovoŕıme, že ide o spojité rozdelenie a množina Y je nekonečná (má nekonečne vel’a
prvkov).

Distribučná funkcia spojitej náhodnej premennej X je definovaná ako

FX (x) =
∫ x

−∞
f (t) dt, f (x) ≥ 0,

kde
∫ ∞
−∞ f (x) dx = 1, fX(x) = f(x) = ∂

∂xFX(x) sa nazýva hustota.

Pŕıklad 51 (spojitá premenná) (1) čas odbehnutia maratónu v hodinách; (2) hmotnost’ v kilogra-
moch; (3) výška v centimetroch; (4) Rohrerov index; (5) dĺ̌zkoš́ırkový index lebky vypoč́ıtaný ako po-
diel náhodných premenných najväčšia š́ırka mozgovne a najväčšia dĺ̌zka mozgovne (skull.B a skull.L;
v mm; dáta: one-sample-mean-skull-mf.txt); (6) stranový rozdiel vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela
kl’́učnej kosti na pravej a l’avej strane tela (length.R a length.L; v mm; dáta: paired-means-clavicle2.txt);
(7) najväčšia výška mozgovne a morfologická výška tváre (skull.pH a face.H; v mm; dáta: one-sample-
correlation-skull-mf.txt).

Rozmery na živom objekte nemožno merat’ s absolútnou presnost’ou a počet desatinných miest záviśı
na presnosti merania; ako posledné desatinné miesto by sa malo uvádzat’ to, na ktorom sa pri opako-
vanom merańı rovnakého objektu na viac desatinných miest zhodujú všetky merania.

Pŕıklad 52 (normálne rozdelenie) Majme náhodnú premennú X (môže to byt’ napr. výška postavy
10-ročných dievčat) a predpokladáme, že má normálne rozdelenie s parametrami μ (stredná hodnota)
a σ2 (rozptyl), čo zapisujeme ako X ∼ N(μ, σ2), μ = 140.83, σ2 = 33.79. Normálne rozdelenie pred-
stavuje model rozdelenia pravdepodobnosti pre túto náhodnú premennú. Vypoč́ıtajte pravdepodobnost’
Pr (a ≤ X < b) = Pr (X < b)−Pr (X < a) = FX (b)−FX (a), kde a = μ− kσ, b = μ + kσ, k = 1, 2, 3.

Riešenie (aj v ); (pozri obrázok 2.1)
a = μ − σ = 135.0171, b = μ + σ = 146.6429,
Pr (|X − μ| > σ) = 0.3173,Pr (|X − μ| < σ) = 1 − 0.3173 = 0.6827,
a = μ − 2σ = 129.2042, b = μ + 2σ = 152.4558,
Pr (|X − μ| > 2σ) = 0.0455,Pr (|X − μ| < 2σ) = 1 − 0.0455 = 0.9545,
a = μ − 3σ = 123.3913, b = μ + 3σ = 158.2687,
Pr (|X − μ| > 3σ) = 0.0027,Pr (|X − μ| < 3σ) = 1 − 0.0027 = 0.9973.
Pozn.: Pravdepodobnost’ Pr (a < X < b) = Pr (a ≤ X ≤ b), pretože pravdepobnost’ v bode (tu a a b)
je rovná nule pre spojité premenné, t.j. Pr(a) = Pr(b) = 0. Pre diskrétne premenné to neplat́ı.

Alternat́ıvny výpočet cez štandardizované normálne rozdelenie (syn. normálne normované rozdelenie)
je nasledovný:

18 mu <− 0
19 s i g <− 1
20 b in <− seq (mu−3∗ s i g ,mu+3∗ s i g , by=s i g )
21 pnorm ( b i n [ 7 ] )−pnorm ( b i n [ 1 ] ) # 0.9973002
22 pnorm ( b i n [ 6 ] )−pnorm ( b i n [ 2 ] ) # 0.9544997
23 pnorm ( b i n [ 5 ] )−pnorm ( b i n [ 3 ] ) # 0.6826895

Dostaneme pravidlo 68.27 − 95.45 − 99.73 (tzv.
”
miery normálneho rozdelenia“).
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Obr. 2.1: Miery normálneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbeným obsahom pod touto krivkou medzi pŕıslušnými
kvantilmi na osi x; obsah je rovný pravdepodobnosti výskytu subjektov s danou výškou v rozpät́ı týchto
kvantilov

Pŕıklad 53 (normálne rozdelenie) Majme X ∼ N(μ, σ2), kde μ = 150, σ2 = 6.25. Vypoč́ıtajte
a = μ−x1−α/2σ a b = μ+x1−α/2σ tak, aby Pr (a ≤ X ≤ b) = 1−α, bola rovná 0.90, 0.95 a 0.99. Čı́slo
x1−α je kvantil normálneho normovaného rozdelenia, t.j. Pr(Z = X−μ

σ < x1−α) = 1 − α,Z ∼ N(0, 1).

Riešenie (aj v ); (pozri obrázok 2.2)
Pr

(
μ − x1−α/2σ < X < μ + x1−α/2σ

)
= Pr (X < μ + x1−ασ)−Pr (X < μ − x1−ασ) = 1−α = 0.9. Z-

transformáciou7 na normálne normované rozdelenie dostaneme Pr(−x1−α/2 < Z < x1−α/2) = 0.9, kde
μ−x1−α/2σ−μ

σ = −x1−α/2,
μ+x1−α/2σ−μ

σ = x1−α/2, x1−α = x0.95 = 1.64, t.j. 90.00 % dát lež́ı v intervale
μ ± 1.64σ.
Pr (a < X < b) = 0.95. Potom x0.975 = 1.96, t.j. 95.00 % dát lež́ı v intervale μ ± 1.96σ.
Pr (a < X < b) = 0.99. Potom x0.995 = 2.58, t.j. 99.00 % dát lež́ı v intervale μ ± 2.58σ.

24 Q95 <− qnorm ( 0 . 9 5 , 0 , 1 ) # 1.644854
25 Q05 <− qnorm ( 0 . 0 5 , 0 , 1 ) # −1.644854
26 Q975 <− qnorm ( 0 . 9 75 , 0 , 1 ) # 1.959964
27 Q025 <− qnorm ( 0 . 0 25 , 0 , 1 ) # −1.959964
28 Q995 <− qnorm ( 0 . 9 95 , 0 , 1 ) # 2.575829
29 Q005 <− qnorm ( 0 . 0 05 , 0 , 1 ) # −2.575829

Dostaneme pravidlo 90 − 95− 99 (tzv.
”
upravené miery normálneho rozdelenia“). Použili sme

nerovnost’ Pr
(
xα/2 < Z < x1−α/2

)
= Φ

(
x1−α/2

)
− Φ

(
xα/2

)
= 1 − α, kde Φ je distribučná funkcia

normálneho normovaného rozdelenia a všeobecne α ∈ (0, 1/2); v pŕıklade α = 0.1, 0.05 a 0.01.

Pŕıklad 54 (normálne rozdelenie) Predpokladajme model normálneho rozdelenia N
(
132, 132

)

pre systolický krvný tlak. Aká čast’ populácie (v %) bude mat’ hodnoty väčšie ako 160 mm Hg?

Riešenie (aj v )
Pomocou Z-transformácie dostaneme
Pr (X > 160) = Pr

(
X−132

13 > 160−132
13

)
= Pr

(
X−132

13 > 2.154
)

= 0.016.

30 (1−pnorm (160 ,mean=132 , sd=13) )∗100 # 1.562612 %
31 z . t r a n s f <− (160−132)/13
32 (1−pnorm ( z . t r a n s f ) )∗100 # 1.562612 %

Teda asi 1.6 % populácie z N
(
132, 132

)
bude mat’ systolický krvný tlak väčš́ı ako 160 mm Hg.

7Z-transformácia je spôsob transformácie náhodnej premennej X ∼ N(μ, σ2) pomocou centrovania strednou hodnotou μ a normovania

smerodajnou odchýlkou σ, kde Z = X−μ
σ

; Z ∼ N(0, 1).
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Obr. 2.2: Upravené miery normálneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbeným obsahom pod touto krivkou medzi
pŕıslušnými kvantilmi na osi x; obsah je rovný pravdepodobnosti výskytu subjektov s danou normovanou
výškou v rozpät́ı týchto kvantilov

Pŕıklad 55 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, že počet l’ud́ı uprednostňujúcich liečbu A pred
liečbou B sa správa podl’a modelu binomického rozdelenia s parametrami p (pravdepodobnost’ výskytu
udalosti) a N (rozsah náhodného výberu), ozn. Bin (N, p), kde N = 20, p = 0.5, t.j. l’udia preferujú oba
typy liečby rovnako. (a) Aká je pravdepodobnost’, že bude 16 a viac pacientov uprednostňovat’ liečbu
A pred liečbou B? (b) Aká je pravdepodonost’, že bude 16 a viac a zároveň 4 alebo menej pacientov
uprednostňovat’ liečbu A pred liečbou B?

Riešenie (aj v )
(a) Pr(X ≥ 16) = 1−

∑
i:xi≤15 Pr (X = xi) = 1−

∑
i:xi≤15

(
N
xi

)
pxi(1−p)N−xi = 1−

∑
i:xi≤15

(
20
xi

)
0.5xi(1−

0.5)20−xi = 0.006.

33 pbinom (16 , s i z e =20, prob =0.5) # 0.9987116
34 1−pbinom (16 , s i z e =20, prob =0.5) # 0.001288414

Z vyššie uvedeného -kódu vyplýva, že ide o pravdepodobnost’ Pr(X ≤ 16) a Pr(X > 16), ale my
potrebujeme Pr(X ≥ 16). Preto -kód uprav́ıme nasledovne

35 1−pbinom (15 , s i z e =20, prob =0.5) # 0.005908966
36 sum ( choose ( 20 , 16 : 20 )∗0 . 5 ˆ ( 1 6 : 2 0 )∗0.5ˆ(20 −16:20) ) # 0.005908966

(b) Pr(X ≤ 4,X ≥ 16) = 1−
∑

i:xi≤15 Pr (X = xi)+
∑

i:xi≤4 Pr (X = xi) = 0.012. Táto pravdepodob-
nost’ je dvojnásobkom predchádzajúcej pravdepodobnost’i, lebo Bin(N, 0.5) je symetrické okolo 0.5,
t.j.
37 1−pbinom (15 , s i z e =20, prob =0.5)+pbinom (4 , s i z e =20, prob =0.5) # 0.01181793

Pŕıklad 56 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, že pohlavie novorodencov (mužské alebo žen-
ské) sa správa podl’a modelu binomického rozdelenia s parametrami p (pravdepodobnost’ výskytu chlap-
cov) a N (rozsah náhodného výberu), ozn. Bin(N, p), kde N = 1113, p = 0.52, t.j. rod́ı sa o niečo viac
chlapcov než dievčat (dáta: two-samples-probabilities-sexratio.txt). Aká je pravdepodobnost’, že sa narod́ı
700 a viac dievčat?

Pŕıklad 57 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, že Pr(v́ır) = 0.533 = p1 je pravdepodobnost’
výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır na palci pravej ruky mužov českej populácie a Pr(ostatné) =
0.467 = p2 je pravdepodobnost’ výskytu ostatných vzorov na palci pravej ruky mužov českej populácie,
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pričom X je počet v́ırov a Y je počet ostatných vzorov, kde X ∼ Bin(N, p1) a Y ∼ Bin(N, p2).
Vypoč́ıtajte (1) Pr(X ≤ 120), ked’ N = 300 a (2) Pr(Y ≤ 120), ked’ N = 300.

F môže byt’ nejaká množina distribučných funkcíı identifikovatel’ných pomocou parametra θ z pa-
rametrického priestoru Θ ∈ Rk (R znamená množinu reálnych č́ısel8), čo môžeme formálne zaṕısat’ ako
(Azzalini, 1996)

F =
{
F (∙;θ) : θ ∈ Θ ⊆ Rk

}
,

kde pre každé fixné θ je F (∙;θ) distribučnou funkciou, ktorej nosič je Yθ ⊆ Rn. Nosič Yθ je najmenšia
množina, na ktorej je hustota definovaná. Výberový priestor je množina Y všetkých možných hodnôt
x, ktoré charakterizujeme modelom. Formálne Y = ∪θ∈ΘYθ. Často však Yθ je rovnaký pre všetky θ,
a preto koinciduje s Y.

Pŕıklad 58 (parametre) Pŕıklady parametrov θ – stredná hodnota μ, rozptyl σ2, korelačný koeficient
ρ, pravdepodobnost’ p výskytu nejakej udalosti, rozdiel dvoch stredných hodnôt μ1−μ2, podiel dvoch roz-
ptylov σ2

1/σ2
2, rozdiel dvoch korelačných koeficientov ρ1 − ρ2, rozdiel dvoch pravdepodobnost́ı p1 − p2

a pod.

Pŕıklad 59 (parametre) Pŕıkladmi parametrov môžu byt’: (1) stredná hodnota μ a (2) rozptyl σ2

dĺ̌zky lebky (skull-L, v mm) egyptskej stredovekej mužskej populácie; (3) rozdiel medzi strednými hod-
notami μ1 − μ2 dĺ̌zky lebky mužskej a ženskej; (4) podiel rozptylov σ2

1/σ2
2 hodnôt dĺ̌zky lebky u mužov

a u žien (dáta: two-samples-means-skull.txt); (5) korelačný koeficient ρ medzi dĺ̌zkou dolnej končatiny
(lowex.L, v mm) a dĺ̌zkou trupu (tru.L, v mm); (6) rozdiel korelačných koeficientov ρ1−ρ2 medzi dĺ̌zkou
dolnej končatiny a dĺ̌zkou trupu u mužov a u žien (dáta: two-samples-correlations-trunk.txt); (7) pravde-
podobnost’ p výskytu mužov (sex; m − muž, f − žena); (8) pravdepodobnost’ výskytu popôrodných zmien p
na ženských panvových kostiach u Afričaniek, ako aj rozdiel pravdepodobnost́ı p1−p2 výskytu výrazných
popôrodných zmien na panvových kostiach Afričaniek a Inuitiek (dáta: more-samples-probabilities-
pubis.txt); (9) rozdiel pravdepodobnost́ı p1 − p2 sexuálnej orientácie na opačné pohlavie (sexor −
sexuálna orientácia; op − výlučne na opačné pohlavie, sa − minimálne/občas na rovnaké pohlavie)
u mužov a žien (dáta: anova-head.txt).

Č́ıtanie označeńı. Pojem
”
model rozdelenia pravdepodobnosti“ sa často skracuje na

”
rozdelenie“.

Potom hovoŕıme, že
”
X má rozdelenie FX(x)“,

”
X je charakterizované rozdeleńım FX(x)“ alebo

”
X

pochádza z rozdelenia FX(x)“, čo označujeme ako X ∼ FX(x), kde symbol
”
∼“ č́ıtame ako

”
je roz-

delená ako“ alebo
”
pochádza z rozdelenia“ (často sa uvádza aj pojem

”
asymptoticky“, čo znamená

”
pre vel’ké n“). Mohli by sme ṕısat’ aj X ∼ fX(x), to sa však použ́ıva len zriedkavo. Ak porovnávame

rozdelenia dvoch náhodných premenných X a Y , hovoŕıme
”
X a Y majú rovnaké rozdelenie“ alebo

”
X a Y sú rovnako rozdelené“, ozn. X ∼ Y alebo FX(x) ∼ FY (y). Pojem

”
štatistický model“ sa

často skracuje na
”
model“.

Tri typy priestorov. Výberový priestor Y súviśı s náhodnou premennou a jej realizáciou, nosič Yθ
súviśı s hodnotami, na ktorých je definovaná hustota rozdelenia pravdepodobnosti a parametrický
priestor Θ súviśı s parametrom θ.

Pŕıklad 60 (binomické rozdelenie) Ak X ∼ Bin(N, θ), θ = p ∈ �0, 1� , potom Yθ je rovnaký
pre všetky θ a koinciduje s výberovým priestorom Y = {0, 1, . . . , N}.

8Rk znamená k-rozmernú množinu reálnych č́ısel (k je d́lžka vektora parametrov θ ∈ Θ), kde ak k = 1, potom θ ∈ Θ je č́ıslo (skalár). Rn

znamená n-rozmernú množinu reálnych č́ısel (n je rozsah náhodného výberu). R+ znamená množinu kladných reálnych č́ısel.
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Aproximácia binomického rozdelenia normálnym. Ak X ∼ Bin(N, p), Np > 5 a Nq > 5, kde
q = 1 − p, potom rozdelenie náhodnej premennej X môžeme aproximovat’ normálnym rozdeleńım,
kde X ∼ N(Np,Npq); pŕıklady pozri v tabul’ke 2.1.

Tabul’ka 2.1: Pŕıklady minimálnych N pre fixované p potrebných na aproximáciu

p 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
q 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5
N 51 26 17 13 11

Pŕıklad 61 (aproximácia binomického rozdelenia normálnym) Nech Pr(muž) = 0.515 zna-
mená pravdepodobnost’ výskytu mužov v populácii a Pr(žena) = 0.485 pravdepodobnost’ výskytu žien.
Nech X je počet mužov a Y počet žien. Za predpokladu modelu Bin(N, p) vypoč́ıtajte (a) Pr(X ≤ 3),
ak N = 5, (b) Pr(X ≤ 5), ak N = 10 a (c) Pr(X ≤ 25), ak N = 50. Porovnajte vypoč́ıtané pravdepo-
dobnosti s pravdepodobnost’ami aproximovanými normálnym rozdeleńım N(Np,Npq).

Riešenie (aj v ) (pozri obrázok 2.3 a 2.4)
Aproximácia znamená

”
približné vyjadrenie“, t.j. bud’ nejaké rozdelenie aproximujeme iným (majúcim

isté výhody oproti tomu, ktoré aproximujeme), alebo aproximujeme dáta nejakým rozdeleńım (ktoré
popisuje dáta pomocou l’ahko interpretovatel’ných parametrov).
(a) E[X] = Np = 5 × 0.515 = 2.575, E[Y ] = 5 × 0.485 = 2.425,

Pr(X ≤ 3) =
∑

k≤3

(
5
k

)
0.515k0.4855−k = 0.793,

Pr(X ≤ 3) = 0.648, N(5 × 0.515, 5 × 0.515 × 0.485).
(b) E[X] = 10 × 0.515 = 5.15, E[Y ] = 10 × 0.485 = 4.85,

Pr(X ≤ 5) =
∑

k≤5

(
10
k

)
0.515k0.48510−k = 0.586,

Pr(X ≤ 5) = 0.462, N(10 × 0.515, 10 × 0.515 × 0.485).
(c) E[X] = 50 × 0.515 = 25.75, E[Y ] = 50 × 0.485 = 24.25,

Pr(X ≤ 25) =
∑

k≤25

(
50
k

)
0.515k0.48550−k = 0.471,

Pr(X ≤ 25) = 0.416, N(50 × 0.515, 50 × 0.515 × 0.485).

38 pbinom (3 , s i z e =5, prob =0.515) # 0.7931878
39 pnorm (3 ,mean=5∗0 .515 , sd=s q r t (5∗0 .515∗0 .485 ) ) # 0.6481396
40 pbinom (5 , s i z e =10, prob =0.515) # 0.5856244
41 pnorm (5 ,mean=10∗0 .515 , sd=s q r t (10∗0 .515∗0 .485 ) ) # 0.4621927
42 pbinom (25 , s i z e =50, prob =0.515) # 0.4712842
43 pnorm (25 ,mean=50∗0 .515 , sd=s q r t (50∗0 .515∗0 .485 ) ) # 0.4159648

Z pŕıkladu 61 vyplýva, že pre pravdepodobnost’ p = 0.515 a N = 50 aproximácia stále nie je
postačujúca (ani na jedno desatinné miesto) a pre N = 10 a N = 5 ju nie je možné použit’. Pre pravde-
podobnosti p bĺıžiace sa jednotke alebo nule sú potrebné väčšie početnosti ako pre pravdepodobnosti
p bĺızke hodnote 0.5.

Distribučné funkcie patriace do množiny F sú distribučnými funkciami diskrétnych alebo spojitých
náhodných premenných. Potom F môže byt’ definovaná ako množina pravdepodobnostných funkcíı
alebo funkcíı hustoty a model môžeme formálne zaṕısat’ ako (Casella a Berger, 2002)

F =
{
f(∙;θ) : θ ∈ Θ ⊆ Rk

}

pre nejakú funkciu hustoty f . Vektor θ sa nazýva parameter, množina Θ parametrický priestor
a F parametrický model. Ked’že prvky F sú asociované s prvkami Θ, existuje θ∗ ∈ Θ asociovaná
s F∗ a nazýva sa skutočná hodnota parametra. A štatistická inferencia je práve o θ∗. Paramertický
štatistický model môže byt’ charakterizovaný aj pomocou k-rozmerného vektora parametrov θ, preto
sa v označeńı použ́ıva Rk, kde pre skalár θ bude k = 1.

Ak však
F = {množina všetkých hustôt funkcíı jednej premennej} ,

ide o neparametrický model (Wasserman, 2006).
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Obr. 2.3: Aproximácia binomického rozdelenia normálnym pre p = 0.515 a N = 5, 10 a 50; spojnicový graf superponovaný
hustotou (prvý riadok) a distribučnou funkciou (druhý riadok)

Normálne rozdelenie. Model pre náhodný výber X1,X2, . . . ,Xn je N(μ, σ2) a hovoŕıme,
že X1,X2, . . . ,Xn pochádza z normálneho rozdelenia, t.j. X ∼ N(μ, σ2). Parameter modelu

N(μ, σ2) je vektor θ = (μ, σ2)T . Hustota tohto rozdelenia má tvar f (x) = 1√
2πσ2

e−
(x−μ)2

2σ2 , x ∈ R.

Pŕıklad 62 (normálne rozdelenie) Predpokladajme, že náhodná premenná X má asymptoticky
(pre vel’ké n) normálne rozdelenie so strednou hodnotou E[X] = μ a rozptylom V ar[X] = σ2, čo
zapisujeme ako X ∼ N(μ, σ2). Pŕıkladmi takýchto náhodných premenných sú: (1) dĺ̌zka pravej kl’́učnej
kosti u mužov (length.R; dáta: paired-means-clavicle2.txt); (2) š́ırka lebky u žien (skull.B; dáta: one-
sample-mean-skull-mf.txt).

Štandardizované normálne rozdelenie. Model pre náhodný výber X1,X2, . . . ,Xn je N(0, 1)
a hovoŕıme, že X1,X2, . . . ,Xn pochádza zo štandardizovaného normálneho rozdelenia, t.j. X ∼
N(μ, σ2), kde μ = 0 a σ2 = 1. Parameter modelu N(μ, σ2) je vektor θ = (0, 1)T . Hustota tohto

rozdelenia má tvar φ (x) = f (x) = 1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R.

Pŕıklad 63 (štandardizované normálne rozdelenie) Predpokladáme, že náhodná premenná X
š́ırka lebky u mužov (skull.B; dáta: one-sample-mean-skull-mf.txt) má asymptoticky normálne rozde-
lenie so strednou hodnotou μ a rozptylom σ2, čo zapisujeme ako X ∼ N(μ, σ2). Ked’ od X odpoč́ıtame
jej strednú hodnotu μ a tento rozdiel vydeĺıme odmocninou z rozptylu σ =

√
σ2, dostaneme náhodnú
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Obr. 2.4: Aproximácia binomického rozdelenia normálnym pre p = 0.1 a N = 5, 10 a 50; spojnicový graf superponovaný
hustotou (prvý riadok) a distribučnou funkciou (druhý riadok)

premennú Z, ktorá má asymptoticky normálne rozdelenie so strednou hodnotou μ = 0 a rozptylom
σ2 = 1, čo zapisujeme ako Z ∼ N(0, 1).

Dvojrozmerné normálne rozdelenie. Náhodný vektor (X,Y )T má dvojrozmerné normálne roz-
delenie

N2 (μ,Σ) , kde μ = (μ1, μ2)
T a Σ =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)

,

s hustotou (Casella a Berger, 2002)

f (x, y) =
1

2π
√

σ2
1σ2

2 (1 − ρ2)
exp

{

−
1

2 (1 − ρ2)

{
(x−μ1)

2

σ2
1

− 2ρ (x−μ1)(y−μ2)
σ1σ2

+ (y−μ2)
2

σ2
2

}}

,

kde (x, y)T ∈ R2, μi ∈ R1, σ2
i > 0, i = 1, 2, ρ ∈ �−1, 1� sú parametre, potom θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ2

2 , ρ)T .
Výraz v exponente môžeme ṕısat’ ako

−
1
2

(
x − μ1

y − μ2

)T (
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)−1 (
x − μ1

y − μ2

)

,

marginálne rozdelenia sú X ∼ N
(
μ1, σ

2
1

)
a Y ∼ N

(
μ2, σ

2
2

)
, ρ je koeficient korelácie (detaily ma-

ticovej algebry pozri v Gentle (2007). Margináne rozdelenie je rozdelenie marginálnej náhodnej
premennej, tu X nezávisle na Y a naopak Y nezávisle na X.

Z vyššie uvedeného textu je zrejmé, že na dostatočný popis dvojrozmerného normálneho rozdelenia
potrebujeme pät’ parametrov, t.j. strednú hodnotu a rozptyl pre marginálne rozdelenie náhodných
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premenných X a Y a korelačný koeficient ρ = ρ(X,Y ) popisujúci silu lineárneho vzt’ahu X a Y .

Pŕıklad 64 (dvojrozmerné normálne rozdelenie) (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného normál-
neho rozdelenia N2 (μ,Σ) pomocou funkcie image() a superponujte ho s kontúrovým grafom hustoty toho
istého rozdelenia pomocou funkcie contour(). (2) Nakreslite hustotu dvojrozmerného normálneho roz-
delenia N2 (μ,Σ) pomocou funkcie persp(). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v týchto
intervaloch budú zodpovedat’ farbám terrain.colors(12). Použite nasledovné parametre
(a) μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0;
(b) μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0.5;
(c) μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1.2, ρ = 0.5.
Vzorové riešenie pozri na obrázku 2.5.
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Obr. 2.5: Hustoty dvojrozmerného normálneho rozdelenia pri rôznych parametroch (prvý riadok – kontúrový graf, druhý
riadok – perspekt́ıvny trojrozmerný graf v podobe plochy); č́ım je ρ odlǐsneǰsie od nuly, tým viac sa kontúry
ĺı̌sia od kruhov (menia sa na elipsy); so zväčšujúcim sa rozdielom medzi σ1 a σ2 sa zväčšuje rozdiel rozptýlenia
koncetrických kruhov v smere jednotlivých ośı (hovoŕıme, že rozdiel variability premenných X1 a X2 sa zväč-
šuje)

Pŕıklad 65 (dvojrozmerné normálne rozdelenie) Nech náhodnou premennou X je najväčšia
výška mozgovne u mužov (skull.pH; v mm) a náhodnou premennou Y je morfologická výška tváre
u mužov (face.H; v mm); dáta: one-sample-correlation-skull-mf.txt. Nech E[X] = μ1 je stredná hodnota
najväčšej výšky mozgovne a V ar[X] = σ2

1 je rozptyl najväčšej výšky mozgovne, E[Y ] = μ2 je stredná
hodnota morfologickej výšky tváre a V ar[Y ] = σ2

2 je rozptyl morfologickej výšky tváre. Predpokladajme,
že najväčšia výška mozgovne X má normálne rozdelenie N(μ1, σ

2
1) a morfologická výška tváre Y má

normálne rozdelenie N(μ2, σ
2
2). Potom (X,Y )T má dvojrozmerné normálne rozdelenie N2 (μ,Σ) s pa-

rametrami μ = (μ1, μ2)T , čo je vektor stredných hodnôt a σ2
1, σ2

2 a ρ, čo sú parametre kovariančnej
matice Σ, kde sila lineárneho vzt’ahu týchto dvoch premenných je daná vel’kost’ou a znamienkom ρ. Po-
tom θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ2

2 , ρ)T . (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného normálneho rozdelenia N2 (μ,Σ)
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pomocou funkcie image() a superponujte ho s kontúrovým grafom hustoty toho istého rozdelenia pomocou
funkcie contour(). (2) Nakreslite dvojrozmerný jadrový odhad hustoty pomocou funkcíı kde2d() a image()
a superponujte ho s kontúrovým grafom hustoty dvojrozmerného normálneho rozdelenia N2 (μ,Σ) po-
mocou funkcie contour(). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v týchto intervaloch budú
zodpovedat’ farbám terrain.colors(12). Namiesto θ použite vektor θ̂ = (x1, x2, s

2
1, s

2
2, r)

T odhadnutý z dát,
kde r je Pearsonov korelačný koeficient. Riešenie pozri na obrázku 2.6.
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Obr. 2.6: Hustota dvojrozmerného normálneho rozdelenia s parametrom θ̂, ktorý je odhadnutý z dát (vl’avo) a super-

impoźıcia kontúr hustoty dvojrozmerného normálneho rozdelenia s parametrom θ̂, ktorý je odhadnutý z dát
a dvojrozmerného jadrového odhadu hustoty (vpravo)

Štandardizované dvojrozmerné normálne rozdelenie. Náhodný vektor (X,Y )T má dvojroz-
merné normálne rozdelenie

N2 (0,Σ) , kde 0 = (0, 0)T a Σ =

(
1 ρ
ρ 1

)

,

s hustotou (Bickel a Doksum, 2006)

φ (x, y) = f (x, y) =
1

2π
√

1 − ρ2
exp

{

−
x2 − 2ρxy + y2

2 (1 − ρ2)

}

,

kde (x, y)T ∈ R2, ρ ∈ �−1, 1� sú parametre, potom θ = (0, 0, 1, 1, ρ)T . Výraz v exponente môžeme
ṕısat’ ako

−
1
2

(
x
y

)T (
1 ρ
ρ 1

)−1 (
x
y

)

,

marginálne rozdelenia sú obe N (0, 1) a ρ je koeficient korelácie.

Pŕıklad 66 (štandardizované dvojrozmerné normálne rozdelenie) Nech náhodnou premennou
X ∼ N(μ1, σ

2
1) je najväčšia výška mozgovne u mužov (skull.pH; v mm) a náhodnou premennou Y ∼

N(μ2, σ
2
2) je morfologická výška tváre u mužov (face.H; v mm). Nech X a Y majú dvojrozmerné

normálne rozdelenie s parametrami (μ1, μ2)T a σ2
1, σ2

2 a ρ sú parametre kovariančnej matice Σ. Ked’
od X odpoč́ıtame jej strednú hodnotu μ1 a tento rozdiel vydeĺıme odmocninou z rozptylu σ1, dostaneme
náhodnú premennú ZX , ktorá má asymptoticky normálne rozdelenie so strednou hodnotou μ1 = 0
a rozptylom σ2

1 = 1, čo zapisujeme ako ZX ∼ N(0, 1). Ked’ od Y odpoč́ıtame jej strednú hodnotu
μ2 a tento rozdiel vydeĺıme odmocninou z rozptylu σ2, dostaneme náhodnú premennú ZY , ktorá má
asymptoticky normálne rozdelenie so strednou hodnotou μ2 = 0 a rozptylom σ2

2 = 1, čo zapisujeme ako
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ZY ∼ N(0, 1). Potom (ZX , ZY )T má štandardizované dvojrozmerné normálne rozdelenie N2 (μ,Σ) s
parametrami μ = (0, 0)T a σ2

1 = 1, σ2
2 = 1 a ρ sú parametre kovariančnej matice Σ (dáta: one-sample-

correlation-skull-mf.txt).

Pŕıklad 67 (dvojrozmerné normálne rozdelenie) Simuláciu pseudonáhodných č́ısel z N2 (μ,Σ)
môžeme v urobit’ použit́ım nasledovných alternat́ıvnych funkcíı:
1) knǐznice library(MASS) a funkcie mvrnorm();
2) knǐznice library(mvtnorm) a funkcie rmvnorm();
3) funkcie rnorm() a nasledovného algoritmu – nech X1 ∼ N(0, 1) a X2 ∼ N(0, 1); potom (Y1, Y2) ∼
N2 (μ,Σ), kde μ = (μ1, μ2)T , čo je vektor stredných hodnôt a σ2

1, σ2
2 a ρ, čo sú parametre kovariančnej

matice Σ, kde sila lineárneho vzt’ahu Y1 a Y2 je daná vel’kost’ou a znamienkom ρ; Y1 = σ1X1 + μ1

a Y2 = σ2(ρX1 +
√

1 − ρ2X2)+ μ2. Nasimulujte pseudonáhodné č́ısla Y1 a Y2 z N2 (μ,Σ). Vypoč́ıtajte
dvojrozmerný jadrový odhad hustoty (Y1, Y2)T pomocou funkcie kde2d(). Nakreslite ho pomocou funk-
cie image() a superponujte ho s kontúrovým grafom hustoty dvojrozmerného normálneho rozdelenia
N2 (μ,Σ) pomocou funkcie contour(). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v týchto inter-
valoch budú zodpovedat’ farbám terrain.colors(12). Pri simulácii použite nasledovné parametre
(a) μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0; (1) n = 50 a (2) n = 1000;
(b) μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0.5; (1) n = 50 a (2) n = 1000;
(c) μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1.2, ρ = 0.5; (1) n = 50 a (2) n = 1000.
Vzorové riešenie pozri na obrázku 2.7.
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Obr. 2.7: Hustoty dvojrozmerného normálneho rozdelenia (prvý riadok n = 50; druhý riadok n = 1000)

Pŕıklad 68 (zmes dvoch dvojrozmerných normálnych rozdeleńı) Simuláciu pseudonáhodných
č́ısel zo zmesi dvoch normálnych rozdeleńı pN2 (μ1,Σ1) + (1 − p)N2 (μ2,Σ2) môžeme v urobit’
použit́ım jedného z alternat́ınych postupov z pŕıkladu 67. Nasimulujte pseudonáhodné č́ısla X a Y (1)
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zo zmesi pN2 (μ1,Σ1) + (1− p)N2 (μ2,Σ2), kde θ = (μ11, μ12, σ
2
11, σ

2
12, ρ1, μ21, μ22, σ

2
21, σ

2
22, ρ2)T a (2)

z dvojrozmerného rozdelenia N2 (μ,Σ), kde parametre predstavujú spoločný vektor stredných hodnôt
a spoločnú kovariančnú maticu. t.j. θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ2

2 , ρ)T . Pre (1) vypoč́ıtajte dvojrozmerný jadrový
odhad hustoty (X,Y )T pomocou funkcie kde2d().
(a) Nakreslite teoretickú hustotu (2) pomocou funkcie image() a superponujte ju s kontúrovým gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour(). Teoretickým rozdeleńım v tomto pŕıpade bude

N2

(
μ̂, Σ̂

)
.

(b) Nakreslite teoretickú hustotu (1) pomocou funkcie image() a superponujte ju s kontúrovým grafom
teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().
(c) Nakreslite dvojrozmerný jadrový odhad hustoty realizáćı (1) pomocou funkcie image() a superpo-
nujte ju s kontúrovým grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().
Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v týchto intervaloch budú zodpovedat’ farbám terra-
in.colors(12). Pri simulácii použite θ = (−1.2,−1.2, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0)T ,
(1) θ̂ = (x11, x12, s

2
11, s

2
12, r1, x21, x22, s

2
21, s

2
22, r2)T , n1 = n2 = 50 a p = 0.5 (odhady pochádzajú z na-

simulovaných dát).
(2) θ̂ = (x1, x2, s

2
1, s

2
2, r)

T a n1 = n2 = 50 (odhady pochádzajú zo spoločného výberu nasimulovaných
dát).
Vzorové riešenie pozri na obrázku 2.8.
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Obr. 2.8: Spoločná hustota dvojrozmerného normálneho rozdelenia (vl’avo), hustota zmesi dvoch dvojrozmerných nor-
málnych rozdeleńı (uprostred) a dvojrozmerný jadrový odhad superponovaný hustotou zmesi dvoch dvojroz-
merných normálnych rozdeleńı (vpravo) – simulačná štúdia

Pŕıklad 69 (zmes dvoch dvojrozmerných normálnych rozdeleńı) Nech (X1, Y1)T pochádza
z rozdelenia N2 (μ1,Σ1), kde X1 je priemerná dĺ̌zka dolnej končatiny lowex.L v milimetroch a Y1

dĺ̌zka trupu tru.L v milimetroch (u mužov). Nech (X2, Y2)T pochádza z rozdelenia N2 (μ2,Σ2), kde
X2 je priemerná dĺ̌zka dolnej končatiny lowex.L v milimetroch a Y2 dĺ̌zka trupu tru.L v milimetroch
(u žien). Predpokladajme, že X je priemerná dĺ̌zka dolnej končatiny a Y dĺ̌zka trupu pochádzajú (1)
zo zmesi pN2 (μ1,Σ1) + (1− p)N2 (μ2,Σ2), kde θ = (μ11, μ12, σ

2
11, σ

2
12, ρ1, μ21, μ22, σ

2
21, σ

2
22, ρ2)T a (2)

z dvojrozmerného rozdelenia N2 (μ,Σ), kde parametre predstavujú spoločný vektor stredných hodnôt
a spoločnú kovariančnú maticu. t.j. θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ2

2 , ρ)T . Pre (1) vypoč́ıtajte dvojrozmerný jadrový
odhad hustoty (X,Y )T pomocou funkcie kde2d().
(a) Nakreslite teoretickú hustotu (2) pomocou funkcie image() a superponujte ju s kontúrovým grafom
teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour().
(b) Nakreslite teoretickú hustotu (1) pomocou funkcie image() a superponujte ju s kontúrovým grafom
teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().
(c) Nakreslite dvojrozmerný jadrový odhad hustoty realizáćı (1) pomocou funkcie image() a superpo-
nujte ho kontúrovým grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().
Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v týchto intervaloch budú zodpovedat’ farbám terra-
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in.colors(12).
(1) θ̂ = (μ̂11, μ̂12, σ̂

2
11, σ̂

2
12, ρ̂1, μ̂21, μ̂22, σ̂

2
21, σ̂

2
22, ρ̂2)T a p = n1/(n1 +n2); parametre sú odhadnuté z dát.

(2) θ̂ = (μ̂1, μ̂2, σ̂
2
1 , σ̂2

2 , ρ̂)T ; parametre sú odhadnuté zo spoločného výberu.
Vzorové riešenie pozri na obrázku 2.9 (dáta two-samples-correlations-trunk.txt).
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Obr. 2.9: Spoločná hustota dvojrozmerného normálneho rozdelenia (vl’avo), hustota zmesi dvoch dvojrozmerných
normálnych rozdeleńı (uprostred) a dvojrozmerný jadrový odhad superponovaný hustotou zmesi dvoch dvoj-
rozmerných normálnych rozdeleńı (vpravo) – reálne dáta

Odlǐsnosti od teoretického rozdelenia. Odlǐsnosti empirického rozdelenia (rozdelenia realizácíı)
od teoretického (napr. normálneho) rozdelenia, môžeme charakterizovat’ napr. ako pravostranne alebo
l’avostranne zošikmené rozdelenie (obrázok 2.10, prvý riadok vl’avo a vpravo), ploché alebo špicaté
rozdelenie (obrázok 2.10, prvý riadok uprostred). Pri viacrozmerných rozdeleniach je situácia kom-
plikovaneǰsia. Pri dvojrozmernom normálnom rozdeleńı može byt’ napr. zošikmená jedna alebo obe
premenné (pŕıklad zošikmenia oboch premenných zl’ava pozri na obrázku 2.10, dolný riadok).

Binomické rozdelenie. Majme nezávislé identické Bernoulliho pokusy s odpoved’ami Xi = 1
(udalost’ nastala) alebo Xi = 0 (udalost’ nenastala) pre i = 1, 2, ..., N , kde N je počet nezávislých
pokusov. Pravdepodobnost’ nastatia udalosti pre každý pokus Pr(Xi = 1) = p, pravdepodobnost’

neúspechu pre každý pokus Pr(Xi = 0) = 1−p. Počet nastat́ı udalosti X =
∑N

i=1 Xi, pravdepodob-
nost’ nastatia udalosti je p. Náhodná premenná X má binomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j.
X ∼ Bin (N, p), kde θ = p. Pravdepodobnost’, že X je rovné nejakému č́ıslu x = n (x je realizácia
X) zapisujeme ako Pr(X = x) =

(
N
x

)
px (1 − p)N−x

, pre x = 0, 1, 2, . . . , N (Christensen, 1997).

Stredná hodnota náhodnej premennej X je definovaná ako E[X] =
∑N

x=0 x
(
N
x

)
px (1 − p)N−x = Np

a rozptyl V ar[X] =
∑N

x=0 (x − Np)2
(
N
x

)
px (1 − p)N−x = Np (1 − p).

Strieška v označeńı p̂ sa všeobecne použ́ıva na označenie odhadov parametrov rozdeleńı pravdepodob-
nosti. Tieto odhady sa poč́ıtajú z dát. Pre spojité náhodné premenné označujeme rozsah náhodného
výberu n, ale pri binomickom (a iných diskrétnych) rozdeleniach máme početnosti dve – počet úspechov
a rozsah náhodného výberu – preto pre počet úspechov rezervujeme ozn. n a rozsah náhodného výberu
N . Počet úspechov ozn. aj x = n, ak ide o realizáciu náhodnej premennej X.

Ekvivalentne môžeme rozdelenie náhodnej premennej pochádzajúcej z binomického rozdelenia zaṕısat’
ako X ∼ Bin (N, p, 1 − p), kde X = (X1,X2)

T , θ = (p, 1 − p)T , X1 je počet úspechov, X2 = N − X1

je počet neúspechov, X1 ∼ Bin (N, p), X2 ∼ Bin (N, 1 − p). Potom E[X1] = Np, E[X2] = N (1 − p),
V ar[X2] = Np (1 − p) = V ar[X1] nezávisle na p, Cov [X1,X2] = −Np (1 − p) a Cor [X1,X2] = −1.
(Vysvetlenia označeńı pozri v poznámke pod čiarou9). Realizácie náhodných premenných X1 a X2 bu-
deme označovat’ ako n1 a n2. Tento typ označenia je vhodneǰśı z dôvodu zovšeobecnenia binomického

9E[X] je označenie pre strednú hodnotu náhodnej premennej X, V ar[X] pre rozptyl, Cov[X, Y ] pre kovarianciu dvoch premenných X a
Y a Cor[X, Y ] pre korelačný koeficient.
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Obr. 2.10: Hustoty normálneho rozdelenia a zošikmeného normálneho rozdelenia pri rôznych parametroch (prvý ria-
dok); hustoty dvojrozmerného zošikmeného normálneho rozdelenia (druhý riadok vl’avo a uprostred) a dvoj-
rozmerného normálneho rozdelenia (druhý riadok vpravo) pri rôznych parametroch

rozdelenia na viacrozmerné rozdelenia, kde n = (n1, n2)
T a p = (p1, p2)

T , p1 = p a p2 = 1 − p (pre
porovnanie pozri ozn. v práci Verzani, 2005). Potom θ = p.

Pŕıklad 70 (binomické rozdelenie, binomický experiment) Experiment pozostávajúci z fixného
počtu Bernouliho experimentov (ozn. N) sa nazýva binomický experiment. Pravdepodobnost’ úspechu
ozn. p, pravdepodobnost’ neúspechu q = 1 − p. Náhodná premenná X je počet pozorovaných úspechov
počas experimentu. Pravdepodobnost’ X = x za podmienky, že X pochádza z binomického rozdelenia
Bin(N, p) ṕı̌seme ako Pr(X = x) =

(
N
x

)
px(1 − p)N−x, x = 0, 1, . . . , N (Ugarte a kol., 2008). Stredná

hodnota E[X] = Np a rozptyl V ar[X] = Np(1− p). Naprogramujte a zobrazte v pravdepodobnostnú
funkciu a (kumulat́ıvnu) distribučnú funkciu pre Bin(5,0.5).

Riešenie v (pozri obrázok 2.11)

44 par (mfrow=c ( 1 , 2 ) ,mar=c ( 6 , 5 , 1 , 1 ) , pty=” s ” )
45 p l o t ( 0 : 5 , dbinom ( 0 : 5 , 5 , 0 . 5 ) , type=”h” , x l a b=”x” , y l a b=”Pr (X=x ) ” ,
46 x l im=c (−1 ,6) )
47 t i t l e ( sub=” hus to ta pre X˜Bin ( 5 , 0 . 5 ) ” )
48 p l o t ( 0 : 5 , pbinom ( 0 : 5 , 5 , 0 . 5 ) , type=”n” , x l a b=”x” , y l a b=”F( x ) ” ,
49 x l im=c (−1 ,6) , y l im=c ( 0 , 1 ) )
50 segments (−1 ,0 ,0 ,0)
51 segments ( 0 : 5 , pbinom ( 0 : 5 , 5 , . 5 ) , 1 : 6 , pbinom ( 0 : 5 , 5 , . 5 ) )
52 l i n e s ( 0 : 5 , pbinom ( 0 : 5 , 5 , . 5 ) , type=”p” , pch=16)
53 segments (−1 ,1 ,9 ,1 , l t y =2)
54 t i t l e ( sub=” d i s t r i b u c n a f u n k c i a p re X˜Bin ( 5 , 0 . 5 ) ” )
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Obr. 2.11: Pravdepodobnostná funkcia a distribučná funkcia Bin(5, 0.5)

Multinomické rozdelenie. Nech N je počet nezávislých identických pokusov a v každom z nich
môže nastat’ J ≥ 2 navzájom disjunktných udalost́ı s možnými odpoved’ami Xij = 1 (uda-
lost’ nastala) alebo Xij = 0 (udalost’ nenastala), kde i = 1, 2, . . . , N a j = 1, 2, . . . , J . Potom
Xj =

∑N
i=1 Xij . Pravdepodobnost’ nastatia j-tej udalosti v i-tom pokuse Pr(Xij = 1) = pj ,∑J

j=1 pj = 1. Náhodná premenná X = (X1,X2, . . . ,XJ)T má (J-rozmerné) multinomické rozdelenie

s parametrami N a p, t.j. X ∼ MultJ (N,p), kde θ = p a p = (p1, p2, . . . , pJ)T . Pravdepodobnost’,
že Xj je rovné nejakému č́ıslu nj zapisujeme ako (Casella a Berger, 2002)

Pr(X1 = x1,X2 = x2, . . . ,XJ = xJ) =
N !

x1!x2! . . . xJ !
px1
1 px2

2 . . . pxJ

J =
N !

∏
j xj !

J∏

j=1

p
xj

j ,

kde N =
∑J

j=1 Xj , Xj ≥ 0 a xj = nj sú realizácie Xj . Potom n = (n1, n2, . . . , nJ)T .
Pre marginálne rozdelenie ṕı̌seme Xj ∼ Bin (N, pj), kde stredná hodnota E[Xj ] = Npj , rozptyl
V ar[Xj ] = Npj (1 − pj), kovariancia Cov [Xi,Xj ] = −Npipj , korelačný koeficient Cor [Xi,Xj ] =
(−pipj) /

√
pi (1 − pi) pj (1 − pj). Stredná hodnota E[X] = Np a kovariančná matica V ar [X] =

N
(
Dp − ppT

)
, kde Dp = diag (p) a

(
Dp − ppT

)
ij

=

{
pi (1 − pi) ak i = j
−pipj ak i �= j

.

Disjunktnost’ znamená, že v i-tom pokuse mohla udalost’ nastat’ len raz, t.j. výsledkom takéhoto pokusu
môže byt’ vektor napr. (1, 0, . . . , 0)T alebo (0, 1, . . . , 0)T , kde okrem jednej jednotky na j-tom mieste
máme vždy J−1 núl na ostatných miestach. Kedže sumácia p nám dáva jednotku, V ar [X] je singulárna
matica. Matica diag(p) má diagonálu v podobe p a mimodiagonálne prvky rovné 0. Ak J = 2, potom
Bin (N, p) ≈ Mult2 (N,p), t.j. multinomické rozdelenie je zovšeobecneńım binomickeho rozdelenia .

Pŕıklad 71 (multinomické rozdelenie; pŕıklady) Pŕıklady premenných, o ktorých predpokladá-
me, že majú multinomické rozdelenie:
(1) farba dúhovky – hodnotená podl’a škály R. Martina (Martin, 1914/1928) a kategorizovaná do štyroch
kategóríı: hnedá, hnedozelená, meĺırovaná a modrá (dáta: multinom-iris-color.txt);
(2) zakončenie troch hlavných dlaňových ĺıníı – kategorizované do troch kategóríı: vysoké, stredné
a ńızke (dáta: multinom-palmar-lines.txt);
(3) pril’ahlost’ ušného laloka – podl’a pril’ahlosti k hlave kategorizovaná do troch kategóríı: pril’ahlý,
stredne pril’ahlý, odstávajúci (dáta: multinom-earlobe.txt);
(4) krvná skupina – kategorizovaná v AB0 systéme do štyroch kategóríı: skupina 0, A, B a AB (dáta:
multinom-blood-groups.txt).
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Pŕıklad 72 (multinomické rozdelenie) Majme náhodné premenné (1) socioekonomický status (vy-
soký – H, ńızky – Lo), (2) politická prislušnost’ (demokrat – D, republikán – R) a (3) politická filozofia
(liberál – Li, konzervat́ıvec – C). Označme ich interakcie nasledovne X1 (H-D-Li), X2 (H-D-C), X3

(H-R-Li), X4 (H-R-C), X5 (Lo-D-Li), X6 (Lo-D-C), X7 (Lo-R-Li) a X8 (Lo-R-C). Predpokladajme,
že máme náhodný výber s rozsahom N = 50. Pravdepodobnosti pj pozri v tabul’ke 2.2. Vypoč́ıtajte
V ar[X1], V ar[X3], Cov [X1,X3], Cor [X1,X3] a očakávané početnosti Npj , j = 1, 2, . . . , 8.

Tabul’ka 2.2: Kontingenčná tabul’ka 2×3 pravdepodobnost́ı pj pre dva socioekonomické statusy, dve politické pŕıslušnosti
a dve politické filozofie (multinomické rozdelenie)

D-Li D-C R-Li R-C spolu

H 0.12 0.12 0.04 0.12 0.4
Lo 0.18 0.18 0.06 0.18 0.6

spolu 0.30 0.30 0.10 0.30 1.0

Riešenie
X = (X1,X2, . . . ,X8) ∼ MultJ(N,p), kde N = 50, p = (p1, p2, . . . , p8)T , vieme, že Xj ∼ Bin(N, pj),
pj sú v tabul’ke 2.2 a j = 1, 2, . . . , 8. Potom
V ar[X1] = 50 × 0.12 × (1 − 0.12) = 5.28,
V ar[X3] = 50 × 0.04 × (1 − 0.04) = 1.92.
Vybraná kovariancia a korelácia (medzi počtami prislušných skuṕın) je rovná
Cov [X1,X3] = −50 × 0.12 × 0.04 = −0.24, Cor [X1,X3] = −0.24/

√
5.28 × 1.92 = −0.075.

Očakávané početnosti pre každú bunku tabul’ky sú (všeobecne nemusia byt’) celé č́ısla, pozri tabul’ku 2.3.

Tabul’ka 2.3: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 očakávaných početnost́ı Npj pre dva socioekonomické statusy, dve politické
pŕıslušnosti a dve politické filozofie (multinomické rozdelenie)

D-Li D-C R-Li R-C
H 6 6 2 6
Lo 9 9 3 9

Súčinové multinomické rozdelenie. Nech Nk je počet nezávislých identických pokusov
a v každom z nich môže nastat’ J ≥ 2 navzájom disjunktných udalost́ı s možnými odpoved’ami
Xkji = 1 (udalost’ nastala) alebo Xkji = 0 (udalost’ nenastala), kde i = 1, 2, . . . , Nk, k = 1, 2, . . . ,K

a j = 1, 2, . . . , J . Nech Xkj =
∑Nk

i=1 Xkji a
∑K

k=1 Nk = N . Pravdepodobnost’ nastatia (kj)-
tej udalosti v i-tom pokuse Pr(Xkji = 1) = pkj ,

∑K
k=1

∑J
j=1 pkj = 1. Náhodná premenná

Xk = (Xk1,Xk2, . . . ,XkJ )T má (J-rozmerné) multinomické rozdelenie s parametrami Nk a pk,
t.j. MultJ (Nk,pk), kde θk = pk a pk = (pk1, pk2, . . . , pkJ )T . Realizácie náhodnej premennej Xk

označujeme ako xk. Potom xkj = nkj a naviac nk = (nk1, nk2, . . . , nkJ )T . Nech Xk sú nezávislé,
potom plat́ı (Christensen, 1997)

Pr(Xkj = xkj ,∀k, j; j = 1, 2, . . . , J ; k = 1, 2, . . . ,K) =
K∏

k=1

Pr(Xkj = xkj ,∀j; j = 1, 2, . . . , J)

a
∑J

j=1 Xkj = Nk pre ∀k. Ďalej plat́ı

Pr(Xkj = xkj ,∀j) =



Nk!/
J∏

j=1

xkj !




J∏

j=1

p
xkj

kj .

Z toho vyplýva, že

Pr(Xkj = xkj ,∀k, j; j = 1, 2, . . . , J ; k = 1, 2, . . . ,K) =
K∏

k=1







Nk!/
J∏

j=1

xkj !




J∏

j=1

p
xkj

kj



 .
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Očakávané hodnoty Nkpkj , rozptyly V ar[Xkj ] a kovariancie Cov[Xkj ] a korelácie Cor[Xkj ] vnútri
nejakého Xk vieme vypoč́ıtat’. Kovariancie medzi rôznymi Xk, napr. Cov[X1,X2], sú nuly kvôli
nezávislosti jednotlivých Xk. Potom X = (X1,X2, . . . ,XK)T má súčinové multinomické rozdelenie
s parametrami θk = pk, k = 1, 2, . . . ,K .

Pŕıklad 73 (súčinové multinomické rozdelenie; pŕıklady) Pŕıklady premenných, o ktorých
predpokladáme, že majú súčinové multinomické rozdelenie:
(1) farba dúhovky – hodnotená podl’a škály R. Martina (Martin, 1914/1928) a kategorizovaná do štyroch
kategóríı (hnedá, hnedozelená, meĺırovaná a modrá) zist’ovaná súčasne s výskytom (pŕıtomnost’,
nepŕıtomnost’) radiálnych útvarov v štruktúre dúhovky (dáta: multinom-iris-color.txt);
(2) zakončenie hlavných dlaňových ĺıníı – kategorizované do troch kategóríı (vysoké, stredné a ńızke)
zist’ované súčasne s odtieňmi farby vlasov (svetlá, stredná a tmavá) na základe štandardnej Fischer-
Sallerovej stupnice odtieňov (dáta: multinom-palmar-lines.txt);
(3) pril’ahlost’ ušného laloka – podl’a pril’ahlosti k hlave kategorizovaná do troch kategóríı (pril’ahlý,
stredne pril’ahlý, odstávajúci) zist’ovaná u mužov a u žien (dáta: multinom-earlobe.txt);
(4) krvná skupina – kategorizovaná v AB0 systéme do štyroch kategóríı (0, A, B a AB) zist’ovaná
v Košiciach a v Prahe (dáta: multinom-blood-groups.txt).

Pŕıklad 74 (súčinové multinomické rozdelenie) Majme dáta z pŕıkladu 72 a náhodný výber s roz-
sahom N1 = 30 zo skupiny H, d’aľśı náhodný výber s rozsahom N2 = 20 zo skupiny Lo. Označme
interakcie premenných nasledovne X11 = X1|1 (H-D-Li), X12 = X2|1 (H-D-C), X13 = X3|1 (H-R-
Li), X14 = X4|1 (H-R-C), X21 = X1|2 (Lo-D-Li), X22 = X2|2 (Lo-D-C), X23 = X3|2 (Lo-R-Li)
a X24 = X4|2 (Lo-R-C), kde X1 = (X11,X12,X13,X14)T a X2 = (X21,X22,X23,X24)T . Potom
X = (X1,X2) má súčinové multinomické rozdelenie s K = 2, N1 = 30, J1 = 4, N2 = 20, J2 = 4. Zápis
s Xj|k, kde j = 1, 2, 3, 4 a k = 1, 2 zvýrazňuje fakt, že rozdelenie je podmienené socioekonomickým

statusom (vysoký – H, ńızky – Lo), t.j. rozdelenie v stĺpcoch tabul’ky je podmienené jej riadkom. Rea-
lizácie Xj|k označujeme ako nj|k = nkj, pravdepodobnosti ekvivalentné Xj|k = Xkj ako pj|k = pkj.
Vypoč́ıtajte podmienené pravdepodobnosti pj|k, očakávané početnosti Nkpkj, V ar[X13], Cov [X21,X23]
a Cor [X11,X23].

Riešenie
Pravdepodobnosti štyroch kategóríı asociovaných s H statusom sú podmienené pravdepodobnosti dané
H statusom. Napr. Pr(X3|1) = 0.04/0.4 = 0.1. Pr(X1|1) = 0.12/0.4 = 0.3, Pr(X3|2) = 0.06/0.6 = 0.1.
Muśıme ale tabul’ku 2.2 preṕısat’ na súčinovo-multinomický model, teda podmienené pravdepodobnosti
pj|i budú dané socioekonomickým statusom i (pozri tabul’ku 2.4).

Tabul’ka 2.4: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 pravdepodobnost́ı pj|i pre dva socioekonomické statusy, dve politické

pŕıslušnosti a dve politické filozofie (súčinové multinomické rozdelenie)

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 0.3 0.3 0.1 0.3 1.0
Lo 0.3 0.3 0.1 0.3 1.0

Pre N1 = 30 a N2 = 20 pozri očakávané početnosti v tabul’ke 2.5.

Tabul’ka 2.5: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 očakáných početnost́ı Nipj|i pre dva socioekonomické statusy, dve politické

pŕıslušnosti a dve politické filozofie (súčinové multinomické rozdelenie)

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 9 9 3 9 30
Lo 6 6 2 6 20

V ar(X3|1) = 30 × 0.1 × (1 − 0.1) = 2.7.
Vybrané kovariancie (medzi počtami prislušných skuṕın) sú rovné
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Cov
[
X1|2, X3|2

]
= −20 × 0.3 × 0.1 = −0.6 ,

Cov
[
X1|1,X3|2

]
= 0, lebo X1 a X2 sú nezávislé.

Pŕıklad 75 (farba oč́ı a vlasov) Majme premenné farba vlasov (blond BlH, hnedá BrH, ryšavá RH)
a farba oč́ı (modrá BlE, hnedá BrE, zelená GE). Ich interakcie sú usporiadané v tabul’ke ako X1

(BlH-BlE), X2 (BlH-BrE), X3 (BlH-GE), X4 (BrH-BlE), X5 (BrH-BrE), X6 (BrH-GE), X7 (RH-
BlE), X8 (RH-BrE), X9 (RH-GE). Nim zodpovedajúce pravdepodobnosti pj , j = 1, 2, . . . , 9, pozri v ta-
bul’ke 2.6. X = (X1,X2, . . . ,X9)T ∼ Mult9(N,p). Transformujte multinomický model na súčinový
multinomický model nasledovne – vypoč́ıtajte (a) riadkové marginálne pravdepodobnosti p1∙ =

∑3
j=1 pj,

p2∙ =
∑6

j=4 pj, p3∙ =
∑9

j=7 pj, (b) st́lpcové marginálne pravdepodobnosti p∙1 = p1 + p4 + p7,
p∙2 = p2 + p5 + p8, p∙3 = p3 + p6 + p9, (c) podmienené pravdepodobnosti pj|k = pkj; (d) podmie-

nené pravdepodobnosti pk|j = pjk; (d) akému č́ıslu sú rovné sumy
∑3

j=1 pj|k pre každé k a
∑3

k=1 pk|j

pre každé j?

Tabul’ka 2.6: Kontingenčná tabul’ka 3×3 pravdepodobnost́ı pj pre tri farby vlasov a tri farby oč́ı (multinomické rozdelenie)

farba vlasov/farba oč́ı modrá (BlE) hnedá (BrE) zelená (GE)
blond (BlH) 0.12 0.15 0.03
hnedá (BrH) 0.22 0.34 0.04
ryšavá (RH) 0.06 0.01 0.03

Riešenie (čiastkové)
Marginálne pravdepodobnosti sú
Pr (BlH) = 0.3, Pr (BrH) = 0.6, Pr (RH) = 0.1,
Pr (BlE) = 0.4, Pr (BrE) = 0.5, Pr (GE) = 0.1.
Podmienené pravdepodobnosti pk|j sú
Pr (BlH |BlE) = Pr (BlH ∩ BlE) / Pr (BlE) = 0.12/0.4 = 0.3,
Pr (BlH |BlE) = Pr (BlH),
Pr (BrH |BlE) = 0.22/0.4 = 0.55,
Pr (BrH) = 0.6.
Ak vieme, že niekto má modré oči, potom bude menej pravdepodobné, že má hnedé vlasy v porovnańı
s tým, ked’ nevieme, akej farby má oči. Teda
Pr (BlE|BlH) = 0.12/0.3 = 0.4,
Pr (BlE|BlH) = Pr (BlE),
Pr (BrE|BlH) = Pr (BrE),
Pr (GE|BlH) = Pr (GE).
Informácia, že má niekto blond vlasy, nám nedáva d’aľsiu informáciu o farbe jeho oč́ı.

Binomické, multinomické a súčinové multinomické rozdelenie sú vhodné v pŕıpadoch, ked’ máme počet
pokusov N nie pŕılǐs vel’ké a pravdepodobnosti výskytu udalost́ı p nie pŕılǐs malé. V opačnom pŕıpade
je vhodné Poissonovo rozdelenie (Agresti, 2002).

Poissonovo rozdelenie. Poissonovo rozdelenie je limitným pripadom Binomického rozdelenie
Bin(N, p), kde N → ∞, p → 0, teda Np → λ. Ak je X náhodná premenná s Poissonovým rozde-
leńım a parametrom θ = λ, X ∼ Poiss(λ), potom (Casella a Berger, 2002)

Pr(X = x) =
λxe−λ

x!
, x = 0, 1, . . . .

Realizáciu náhodnej premennej X označujeme ako x = n. E[X] = λ a V ar[X] = λ. Tomu
korešponduje

(
N

x

)

px (1 − p)N−x =
[
(Np)x (1 − p)N

/x!
]
(1 − p)−x N !

(N − x)!Nx
,

ak N → ∞, p → 0 a Np → λ ⇒ (Np)x → λx, (1 − p)N → e−λ, (1 − p)−x → 1, N !
(N−x)!Nx → 1.
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Znak
”
→“ č́ıtame ako

”
konverguje“ (do nekonečna, k nule, k λ a pod.). V pŕıpade, že za

”
→“ je

znak nekonečna, napr. N → ∞, potom č́ıtame celý výraz ako
”
pre (dostatočne) vel’ké N“ alebo

”
N

konverguje do nekonečna“.

Pŕıklad 76 (Poissonovo rozdelenie; počet haváríı za týždeň) Ak každý z 50 miliónov l’ud́ı šo-
féruje auto v Taliansku budúci týžden nezávisle, potom pravdepodobnost’ smrti pri autonehode bude
0.000002, kde počet úmrt́ı má binomické rozdelenie Bin(50mil, 0.000002) alebo limitne Poissonovo
rozdelenie s parametrom 50mil × 0.000002 = 100.

Pŕıklad 77 (Poissonovo rozdelenie; pŕıklady) Pŕıklady premenných, o ktorých predpokladáme,
že majú Poissonove rozdelenie:
(1) početnost’ absencie palmárneho trirádia d (Okajima a Iwayanagi, 1986);
(2) incidencia os japonicum (os zygomaticum bipartitum/tripartitum), variety ĺıcnej kosti, kedy bežne
celistvá kost’ je aj v dospelosti rozdelená švami na dve až tri časti, pozri Hauser, De Stefano a kol.
(1989, s. 222) a Dodo (1974);
(3) celková perioperačná mortalita, t.j. mortalita v súvislosti s výkonom chirurgických operačných zá-
krokov (Bainbridge a kol., 2012);
(4) výskyt d’aľsieho infarktu myokardu do 30 dńı po operácii u pacientov, ktoŕı boli liečeńı na ocho-
renie koronárnych tepien chirurgickým zásahom pomocou by-passu, kde operácia prebehla klasickým
spôsobom so zastaveńım srdca a umelou cirkuláciou (Cheng a kol., 2005);
(5) výskyt d’aľsieho infarktu myokardu do 30 dńı po operácii u pacientov, ktoŕı boli liečeńı na ocho-
renie koronárnych tepien chirurgickým zásahom pomocou by-passu, kde operácia prebehla moderným
postupom na tlčúcom srdci (off-pump coronary artery bypass; Cheng a kol. (2005);
(6) výskyt bilaterálnej agenézy horných laterálnych rezákov 12 a 22 (Alt a kol., 2013).

Pŕıklad 78 (Poissonovo rozdelenie; pruské armádne jednotky) Nech početnosti Pruských ar-
mádnych jednotiek, v ktorých nastalo n úmrt́ı zapŕıčinených kopnut́ım koňom za rok (von Bortkiewicz,
1898), má Poissonovo rozdelenie s parametrom λ, t.j. X ∼ Poiss(λ). Pravdepodobnost’, že niekto bude
smrtel’ne zranený v danom dni je extrémne malá. Majme 10 vojenských jednotiek za 20-ročnú periódu
s rozsahom M = 200 (200 = 10×20), kde popri početnostiach úmrt́ı n = 1, 2, 3, 4, 5+, v danej jednotke
a v danom roku, zaznamenávame aj početnosti vojenských jednotiek mn pri danom n, kde M =

∑
mn

(pozri tabul’ku 2.7). Vypoč́ıtajte očakávané početnosti, za predpokladu X ∼ Poiss(λ), kde λ =
∑

n nmn∑
n mn

.

Tabul’ka 2.7: Pozorované a očakávané početnosti mn (zaokrúhlené na nula desatinných miest) Pruských armádnych
jednotiek, v ktorých nastalo n úmrt́ı zapŕıčinených kopnut́ım koňom

n 0 1 2 3 4 5+
pozorované mn 109 65 22 3 1 0
očakávané mn 109 66 20 4 1 0

Pŕıklad 79 (Poissonove rozdelenie; tri typy haváríı) Nech n1 je počet l’ud́ı, ktoŕı zahynú pri au-
tomobilovej nehode, n2 je počet l’ud́ı, ktoŕı zahynú pri havárii lietadla, n3 je počet l’ud́ı, ktoŕı zahynú
pri havárii vlaku v Taliansku budúci týždeň. Potom Poissonov model pre X1, X2 a X3 pre nezávislé
poissonovské náhodné premenné s parametrami λ1, λ2 a λ3 je definovaný ako X1 + X2 + X3 ∼
Poiss(λ1 + λ2 + λ3).

Zovšeobecneńım pŕıkladu 79 dostaneme

X1 + X2 + . . . + XJ ∼ Poiss (λ1 + λ2 + . . . + λJ)
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Poissonovo vs. multinomické rozdelenie. Dá sa ukázat’, že

(X1 + X2 + . . . + XJ) |N ∼ MultJ (N, p1, p2, . . . , pJ) ,

kde N =
∑

j Xj a pj = λj/
∑

j λj , j = 1, 2, . . . , J . Ak Xj , j = 1, 2, . . . , J sú nezávislé, Xj ∼
Poiss (λj), kde E(Xj) = λj , potom podmienená pravdepodobnost’, že všetky Xj = xj za podmienky
N =

∑
j Xj sa rovná

Pr



(X1 = x1,X2 = x2, . . . ,XJ = xJ)|
∑

j

Xj = N



 =
Pr(X1 = x1,X2 = x2, . . . ,XJ = xJ)

Pr(
∑

j Xj = N)

=

∏
j λ

xj

j e−λj /xj !

λNe−λ/N !
=

N !e−λ
∏

j λ
xj

j∏
j λxe−λxj !

=
N !

∏
j xj !

∏

j

(
λj

λ

)xj

, kde pj =
λj

λ
.

Toto podmienené rozdelenie sa často použ́ıva pri log-lineárnych modeloch. Ak máme početnosti
Xj pochádzajúce z Poissonovho rozdelenia, potrebujeme ich celkovú sumu N (grand total). Teda
potrebujeme podmiené rozdelenie pri danom N , čo je v podstate multinomické rozdelenie.

Overdispersion a underdispersion. V praxi často variabilita presahuje variabilitu danú binomickým
či Poissonovým modelom alebo je variabilita menšia ako variabilita daná binomickým či Poissonovým
modelom. Prepokladáme, že každý človek má rovnakú pravdepodobnost’ úmrtia pri dopravnej ne-
hode budúci týždeň. Realistickeǰsie však tieto pravdepodobnosti vaŕırujú napr. podl’a času stráveného
šoférovańım, závisia od toho, či osoba má zapnuté pásy, závisia od geografickej polohy a pod.

V pŕıpade overdispersion, teda v pŕıpade, ked’ rozptyl presahuje strednú hodnotu, je realistickeǰsie
nahradit’ Poissonovo rozdelenie negat́ıvne binomickým rozdeleńım (Agresti, 2002). Ak máme bi-
nomické (prip. multinomické) rozdelenie, tiež môže nastat’ pŕıpad overdispersion, pretože skutočné
rozdelenie je zmes rôznych binomických rozdeleńı s parametrami vaŕırujúcimi kvôli nenameraným
(mätúcim) premenným.

Negat́ıvne binomické rozdelenie. Majme nezávislé identické Bernoulliho pokusy s odpoved’a-
mi Xi = 1 (udalost’ nastala) alebo Xi = 0 (udalost’ nenastala) pre i = 1, 2, . . .. Pravdepodobnost’
nastatia udalosti pre každý pokus Pr(Xi = 1) = p, pravdepodobnost’ neúspechu pre každý pokus
Pr(Xi = 0) = 1 − p. Nech X je počet úspechov pred k-tym neúspechom. Potom Pr(X = x) =(
x+k−1

x

)
px(1 − p)k má negat́ıvne binomické rozdelenie s E[X] = k p

1−p a V ar[X] = k p
(1−p)2 , ozn.

X ∼ Negbin(k, p). Poissonovo rozdelenie je limitným pŕıpadom negat́ıvne binomického rozdelenia,
kde k → ∞, p → 0 a fixovaným kp = λ.

Pŕıklad 80 (podiel chlapcov a dievčat v rodinách) Nech X predstavuje početnost’ chlapcov me-
dzi det’mi v rodinách. Tu môžeme predpokladat’, že X � Bin(N, p), t.j. rodina môže mat’ vychýlený
pomer pohlav́ı det́ı v smere ku chlapcom alebo dievčatám. V realite teda môžeme mat’ pŕılǐs vel’a rod́ın
len s chlapcami alebo len s dievčatami a nemáme dostatok rod́ın s pomerom pohlav́ı bĺızkym 51 : 49
(pomer chlapcov ku dievčatám). Z toho nám vyplýva, že rozptyl početnosti chlapcov bude v skutočnosti
väčš́ı ako rozptyl predpokladaný binomickým modelom Bin(N, p).

Overdispersion v binomickom modeli. Nech Xi ∼ Bin(N, pi) a nech X = XI je náhodne zvolené
z Xi, kde náhodný index I = i má pravdepodobnost’ 1/m. Budeme teda mat’ zmes binomických
rozdeleńı s marginálnou pravdepodobnost’ou

Pr(X = x) = E[Pr(XI = x|I)] =
1
m

m∑

i=1

Pr(Xi = x) =
1
m

m∑

i=1

(
N

x

)

px
i (1 − pi)

x,
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E[X] = E[E[XI |I]] =
1
m

m∑

i=1

E[Xi] =
N

m

m∑

i=1

pi = Nπ,

kde π =
∑m

i=1 pi/m a

V ar[X] = E[V ar[XI |I]] + V ar[E[XI |I]] =
1
m

m∑

i=1

V ar[Xi] +
1
m

m∑

i=1

E2[Xi] −

(
m∑

i=1

E[Xi]/m

)2

=
1
m

m∑

i=1

Npi(1 − pi) +
1
m

m∑

i=1

(Npi)
2 − (Nπ)2 = Nπ(1 − π) + N(N − 1)σ2

p,

kde σ2
p je definovaná ako pri underdispersion. Z toho vyplýva, že pri náhodnej vol’be z rôznych indi-

viduálnych pravdepodobnost́ı pi je rozptyl väčš́ı ako rozptyl za platnosti binomického modelu.

Pŕıklad 81 (overdispersion v binomickom modeli) V klasickej štúdii pomeru pohlav́ı u l’ud́ı
z roku 1889 na základe záznamov z nemocńıc v Sasku (blǐzšie pozri Lindsey a Altham, 1998; Geissler,
1889) zaznamenal rozdelenie počtu chlapcov v rodinách. Medzi M = 6115 rodinami s N = 12 det’mi
pozoroval početnosti chlapcov (pozri tabul’ku 2.8). Vypoč́ıtajte mn za predpokladu, že početnosti chlap-

cov X v rodinách majú binomické rozdelenie s parametrami π =
∑N

n=0 nmn

NM = 0.5192 a N = 12, ozn.
X ∼ Bin(N,π).

Tabul’ka 2.8: Pozorované početnosti rod́ın mn s n chlapcami

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pozorované mn 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7

Riešenie

Tabul’ka 2.9: Očakávané početnosti rod́ın mn (zaokrúhlené na nula desatinných miest) s n chlapcami (binomické
rozdelenie)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
očakávané mn 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2

Ked’ porovnáme pozorované mn (pozri tabul’ku 2.8) a vypoč́ıtané (teoretické) mn (pozri tabul’ku 2.9)
zist́ıme, že pozorované poukazujú na overdispersion, t.j. máme väčšie početnosti rod́ın s malým a vel’kým
množstvom chlapcov v porovnańı s teroretickými početnost’ami.

Underdispersion v binomickom modeli. Nech X1,X2, . . . ,XN sú nezávislé binomické pokusy
s pravdepodobnost’ami p1, p2, . . . , pN . Nech X =

∑N
i=1 Xi, potom E[X] =

∑N
i=1 pi = Nπ, kde π =

1
N

∑N
i=1 pi, ale

V ar[X] =
N∑

i=1

V ar[Xi] =
N∑

i=1

pi(1 − pi) =
N∑

i=1

pi −
N∑

i=1

p2
i

=
N∑

i=1

pi −

(∑N
i=1 pi

)2

N
−






N∑

i=1

p2
i −

(∑N
i=1 pi

)2

N






= Nπ − Nπ2 − Nσ2
p = Nπ(1 − π) − Nσ2

p,

kde σ2
p = 1

N

(
∑N

i=1 p2
i −

(
∑N

i=1 pi)2

N

)

je rozptyl medzi pi. Z toho vyplýva, že pri rôznych individuálnych

pravdepodobnostiach pi je rozptyl menš́ı ako rozptyl za platnosti binomického modelu.
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Overdispersion v Poissonovom modeli. Predpokladajme, že náhodná premenná X má rozptyl
V ar[X] podmienený strednou hodnotou E[X] = μ, kde μ je náhodná premenná so strednou hodnotou
E[μ] a rozptylom V ar[μ] = σ2

μ. Teda pre jednotlivé subjekty μ, charakterizujúca napr. nehodu, vaŕıruje.
Hoci počet nehôd na subjekt má rozdelenie Poiss(μ), marginálne rozdelenie bude charakterizované
overdispersion, a teda

E[Xμ] = E[E[Xμ|μ]] = E[μ] a V ar[Xμ] = E[V ar[Xμ|μ]] + V ar[E[Xμ|μ]] = E[μ] + σ2
μ,

čo poukazuje na väčšiu variabilitu v porovnańı s Poissonovým modelom. Za predpokladu, že μ má gama
rozdelenie, môžeme l’ahko spoč́ıtat’ marginálne pravdepodobnosti, t.j. ak Xμ má Poissonovo rozdelenie
so strednou hodnotou μ, μ má hustotu f(μ) = 1

Γ(α)μ
α−1λαe−λμ. Náhodná premenná X predstavujúca

zmes Xμ má strednú hodnotu E[X] = E[μ] = α
λ a rozptyl V ar[X] = E[μ] + V ar[μ] = α

λ + α
λ2 .

Marginálna pravdepodobnost’ pre x = 0, 1, . . . , je potom rovná

Pr(X = x) = E[Pr(Xμ = x|μ)] = E[e−μ μx

x!
] =

λα

Γ(α)x!

∫
e−μμxμα−1e−λμdμ

=
λαΓ(x + α)

(λ + 1)x+αΓ(α)x!
=

(
x + α − 1

α − 1

)(
λ

λ + 1

)α (

1 −
λ

λ + 1

)x

,

kde (x + α − 1)! = Γ(x + α). Ide teda o negat́ıvne binomické rozdelenie, kde X je počet neúspechov
(úrazov, zlyhańı) zaznamenaných po α úspechoch, pravdepodobnost’ úspechu π = λ

λ+1 a pomer zlyhańı
μ = 1−π

π α.

Pŕıklad 82 (overdispersion v Poissonovom modeli) Majme početnosti robotńıkov mn s n úrazmi
v továrni (pozri v tabul’ku 2.10; Greenwood a Yule (1920)). Vypoč́ıtajte očakávané početnosti robotńıkov
za predpokladu, že početnosti úrazov na robotńıka X majú Poissonove rozdelenie s parametrom λ =∑

n nmn∑
n mn

= 0.47, ozn. X ∼ Poiss(λ).

Tabul’ka 2.10: Pozorované početnosti robotńıkov mn s n úrazmi v továrni

n 0 1 2 3 4 ≥ 5
pozorované mn 447 132 42 21 3 2

Riešenie
Ked’ porovnáme pozorované mn (pozri tabul’ku 2.10) a vypoč́ıtané (teoretické, očakávané) mn (pozri
tabul’ku 2.11) zist́ıme, že pozorované poukazujú na overdispersion, t.j. máme viac robotńıkov bez úrazu
ako aj viac robotńıkov s väčš́ım množstvom úrazov v porovnańı s teoretickými početnost’ami.

Tabul’ka 2.11: Očakávané početnosti robotńıkov mn (zaokrúhlené na nula desatinných miest) s n úrazmi v továrni (Po-
issonovo rozdelenie)

n 0 1 2 3 ≥ 4
očakávané mn 406 189 44 7 1

2.1 *Simulačný experiment ako nástroj štúdia teoretických vlastnost́ı modelov

Monte Carlo (MC) experiment. Pojem MC metóda je známy od 40. rokov dvadsiateho storočia
a zaviedli ho fyzici pracujúci na projekte o jadrových zbraniach v Los Alamos National Laboratory,
menovite Stanislav Ulam, Enrico Fermi, John von Neuman a Nicholas Metropolis. MC je odvodené
od kaśına v Monaku, kde Ulamov strýko hrával hazardné hry. Použitie tzv. náhodnosti a opako-
vatel’nosti MC procesu je analogické aktivitám v kaśıne. Prvýkrát metódu použil Enrico Fermi
v roku 1930 na výpočet vlastnost́ı novoobjaveného neutrónu. MC experiment bol použitý tiež v 50. ro-
koch 20. storočia počas vývoja vod́ıkovej bomby. U.S. Air Force bola v tom čase hlavnou organizáciou
zodpovednou za financovanie a rozš́ırenie informácie o MC metódach, ktoré si začali hl’adat’ cestu
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k mnohým d’aľśım aplikáciám, najprv vo fyzike, neskôr v chémii a nakoniec aj v matematike a štatistike.
V štatistike sa MC metódy použ́ıvajú na študovanie asymptotických vlastnost́ı odhadov a testovaćıch
štatist́ık (pŕıp. štatistických modelov) a zist’ovanie ich správania sa za kontrolovaných podmienok (po-
zri napr. Rizzo, 2007; Gentle, 2009). Jediný predpoklad dobrej simulácie pseudonáhodných č́ısel
použ́ıvaný v MC metódach je dostatočná náhodnost’ v širšom slova zmysle (Suess a Trumbo,
2010).

Simulačný experiment (mnohonásobne opakované náhodné výbery) muśı sṕlňat’ nasledovné
tri kritériá (Robert a Casella, 2010)

1. relevantnost’ – vygenerované (simulované) dáta musia byt’ generované na základe relevantných
pravidiel, napr. kombinácia minulých skúsenost́ı a súčasných dát, hypotetického pravdepodobnost-
ného alebo štatistického modelu, ktorý chceme študovat’ a pod.;

2. stabilita – centrálna limitná veta (CLV; použitel’ná aj pre n menšie ako 100) a dva zákony
vel’kých č́ısel (použitel’né pre n väčšie ako 100 alebo 1000) garantujú, že ak je plán simulačnej
štúdie správny a simulácia má dostatočne vel’a opakovańı, dostaneme stabilný výsledok namiesto
náhodného šumu;

3. diagnostika – pomocou rôznych numerických a grafických metód môžeme rozĺı̌sit’ signál od šumu,
napr. porovnanie numerického a analytického riešenia, porovnanie viacerých podobných modelov,
použitie dostatočného množstva opakovańı a pod.

Veta 1 (CLV) Nech Xi, i = 1, 2, . . . , n, sú iid náhodné premenné s rovnakou strednou hodnotou
E[Xi] = μ ∈ R a konečným rozptylom V ar[Xi] = σ2 < ∞. Potom 1

σ
√

n
(
∑n

i=1 Xi − nμ) má li-

mitne (pre dostatočne vel’ké n) štandardizované normálne rozdelenie (t.j. konverguje v distribúcii
k štandardizovanému normálnemu rozdeleniu N(0, 1); Wasserman (2006).

Veta 2 (Slabý zákon vel’kých č́ısel) Nech Xi, i = 1, 2, . . . , n, sú iid náhodné premenné s rov-
nakou strednou hodnotou E[Xi] = μ ∈ R a konečným rozptylom V ar[Xi] = σ2 < ∞. Nech
Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi. Potom pre každé � > 0 plat́ı limn→∞ Pr(|Xn − μ| < �) = 1, t.j. pre dostatočne

vel’ké n plat́ı, že Xn konverguje v pravdepodobnosti k μ (Lehmann, 1999).

Veta 3 (Silný zákon vel’kých č́ısel) Nech Xi, i = 1, 2, . . . , n, sú iid náhodné premenné s rov-
nakou strednou hodnotou E[Xi] = μ ∈ R a konečným rozptylom V ar[Xi] = σ2 < ∞. Nech
Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi. Potom pre každé � > 0 plat́ı Pr(limn→∞ |Xn − μ| < �) = 1, t.j. pre dostatočne

vel’ké n plat́ı, že Xn konverguje skoro iste k μ (Lehmann, 1999).

CLV a zákony vel’kých č́ısel nám v praxi zabezpečia použitie nejakého modelu rozdelenia pravdepodob-
nosti na reálne dáta za predpokladu, že máme dostatočne vel’ký rozsah náhodného výberu (DasGupta,
2008). Dôsledky použitia modelu rozdelenia pravdepodobnosti na reálne dáta s malým rozsahom sia-
hajú od nesprávneho použitia štatistického modelu po nesprávne použitie štatistického testu, čoho
dôsledkom je nedôveryhodná interpretácia výsledkov štatistickej analýzy.

Pŕıklad 83 (binomický rozdelenie, simulačná štúdia) Vygenerujte pseudonáhodné č́ısla X (po-
četnosti úspechov) opakovane M -krát (M = 1000) z Bin(N, p), kde N = 5 a p = 0.5. Vytvorte tabul’ku
vygenerovaných (simulovaných) ako aj teoretických relat́ıvnych početnost́ı (pre n = 0, 1, . . . , 5). Super-
ponujte histogram vygenerovaných pseudonáhodných č́ısel s teoretickou pravdepodobnostnou funkciou.

Riešenie (pozri tabul’ku 2.12 a obrázok 2.12)

Tabul’ka 2.12: Simulované a teoretické relat́ıvne početnosti úspechov

relat́ıvne početnosti/n 0 1 2 3 4 5
simulované 0.025 0.151 0.310 0.322 0.168 0.024
teoretické 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031
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Obr. 2.12: Histogram vygenerovaných pseudonáhodných č́ısel superponovaný spojnicovým grafom teoretickej pravdepo-
dobnostnej funkcie X

Pŕıklad 84 (binomické vs. normálne rozdelenie) Nech XN ∼ Bin(N, p), potom môžeme aproxi-
movat’ binomické rozdelenie normálnym nasledovne – XN ∼ N(Np,Np(1 − p)), kde tiež plat́ı ZN =

XN−Np√
Np(1−p)

∼ N(0, 1). Ukážte, že CLV plat́ı pre N = 100 a p = 1/2 na tri desatinné miesta.

Riešenie (aj v )
Pŕıklad hovoŕı o tom, ako dobre normálne rozdelenie aproximuje binomické pri rozsahu N = 100, čo
je dôležité pri testovańı hypotéz.
E[XN ] = Np = 50,

√
V ar[XN ] =

√
Np(1 − p) = 5.

Ak YN = XN/N , potom Pr(|YN − 1/2| < �) = 0.236, kde � = 0.02. Pr(0.48 < Y100 < 0.52) = Pr(48 <
X100 < 52) = Pr(48.5 < X100 < 51.5) = Pr( 48.5−50

5 < Z100 < 51.5−50
5 ), kde X100 ∼ N(50, 5) s použit́ım

úpravy na spojitost’.
55 pbinom ( 51 , 100 , . 5 )−pbinom ( 48 , 100 , . 5 ) # 0.2356466
56 pnorm ( 51 . 5 , 5 0 , 5 )−pnorm ( 48 . 5 , 5 0 , 5 ) # 0.2358228

Výsledky sa zhodujú na tri desatinné miesta. Všeobecne plat́ı XM ∼ N(M/2,M/4) a YM = XM/M ∼
N(1/2, 1/(4M)).

Pŕıklad 85 (normálne rozdelenie, simulačná štúdia) Na základe simulačnej štúdie preverte, že
ak X ∼ N(150, 6.25), potom Xn ∼ N(150, 6.25/n). Použite (1) n = 5, (2) n = 30 a (3) n = 100.
Pre každú simuláciu X vypoč́ıtajte aritmetické priemery xm, m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 1000. Super-
ponujte ich histogram v relat́ıvnej škále s teoretickou krivkou hustoty pre Xn. Vypoč́ıtajte Pr(Xn > 151)
pre n = 30 zo simulovaných dát a porovnajte tento výsledok s teoretickou (očakávanou) pravdepodob-
nost’ou.

Riešenie (aj v ) (pozri obrázok 2.13)
Pŕıklad hovoŕı o tom, že ak má náhodná premenná Xn normálne rozdelenie, bude mat’ normálne
rozdelenie aj aritmetický priemer Xn, čo je dôležité pri testovańı hypotéz.
Pr(Xn > 151) = Pr( Xn−150√

6.25/
√

n
> 151−150√

6.25/
√

n
) ≈ Φ(2.190890) = 0.01422987, kde n = 30.

57 M <− 1000 ; n30 <− 30
58 X30 <− matr ix (0 ,M, n30 )
59 f o r ( i i n 1 :M) X30 [ i , ] <− rnorm ( n30 , 150 , s q r t ( 6 . 2 5 ) )
60 x . bar30 <− rowMeans (X30 )
61 # pravdepodobno s t i
62 mean ( x . bar30 >151) # 0.014238
63 1−pnorm ((151−150)/ sq r t ( 6 . 25 /n30 ) ) # 0.01422987
64 # obrazok pre n=30
65 windows (5 , 5 )
66 par (mar=c ( 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
67 h i s t ( x . bar30 , p r o b a b i l i t y=TRUE, co l=” gray ” , main=”” , y l a b=” hus to ta ” , x l a b=” p r i eme ry ” , sub=”n=30” , cex . l a b =1.2 ,
68 cex . sub =1.2)
69 xmin <− 150−3∗ s q r t ( 6 . 25 /n30 )
70 xmax <− 150+3∗ s q r t ( 6 . 25 /n30 )
71 curve (dnorm ( x , 150 , s q r t ( 6 . 25 /n30 ) ) , from=xmin , to=xmax , lwd=2, add=TRUE)
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Pri dostatočne vel’kom počte opakovańı vid́ıme zhodu medzi teoretickým a simulovaným rozdeleńım
Xn na tri desatiné miesta (pri výpočte zadanej pravdepodobnosti).
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Obr. 2.13: Histogram vygenerovaných priemerov superponovaný teoretickou krivkou hustoty Xn

Pŕıklad 86 (normálne rozdelenie, simulačná štúdia) Nech (a) X ∼ N(μ, σ2), μ = 0, σ2 = 1,
(b) X ∼ Exp(λ), λ = 1/3, (c) X ∼ Unif(min,max),min = 0,max = 1, (d) X ∼ [pN(0, 1) + (1 −
p)N(0, 10)], kde p = 0.9. Použite na simuláciu pseudonáhodných č́ısel z daných rozdeleńı – rozsahy
náhodných výberov n = 2, 5, 20, 50, 100 a 500. Pre každú simuláciu X vypoč́ıtajte aritmetické priemery
xm, m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 1000. Zobrazte ich do histogramu v relat́ıvnej škále a superponujte ho
s teoretickou krivkou hustoty N(μ, σ2/n) prislúchajúcej danej simulácii.

Pŕıklad 86 slúži na zistenie vlastnost́ı rozdelenia výberového priemeru pri rôznych situáciách. Exp(λ)
je exponenciálne rozdelenie s parametrom λ, Unif(min,max) je rovnomerné rozdelenie s parametrami
min a max. Zmes dvoch normálnych rozdeleńı predstavuje 10% pŕımes normálneho rozdelenia s väčš́ım
rozptylom rovným σ2 = 10 v normálnom rozdeleńı s menš́ım rozptylom rovným σ2 = 1, č́ım sme
docielili výskyt 10 % odl’ahlých pozorovańı.

Pŕıklad 87 (normálne rozdelenie, simulačná štúdia) Nech X ∼ N(μ1, σ
2
1) a Y ∼ N(μ2, σ

2
2).

Potom Xn1−Y n2 ∼ N(μ1−μ2,
σ2
1

n1
+ σ2

2
n2

). Generujte pseudonáhodné č́ısla X a Y rozdeleńı N(μj , σ
2
j ), j =

1, 2, kde μ1 = 100, σ1 = 10, μ2 = 50, σ2 = 9 pri (a) n1 = 4, n2 = 5, (b) n1 = 100, n2 = 81. Pre každú
simuláciu X a Y vypoč́ıtajte rozdiel xm − ym,m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 1000. Superponujte histogram
týchto rozdielov v relat́ıvnej škále s teoretickou krivkou hustoty rozdielu Xn1−Y n2 . Pre pŕıpad (a) aj (b)
vypoč́ıtajte Pr(Xn1 − Y n2) < 52 na základe empirického (vygenerovaného) a teoretického rozdelenia
Xn1 − Y n2 .

Pŕıklad 87 slúži na zistenie vlastnost́ı rozdelenia rozdielu dvoch výberových priemerov pri rôznych
situáciách. Pri dostatočne vel’kom počte opakovańı vid́ıme zhodu medzi teoretickým a simulovaným
rozdeleńım Xn1 − Y n2 na dve desatiné miesta (pri výpočte zadanej pravdepodobnosti; pozri obrázok
2.14).

2.2 *Štatistika

Defińıcia 15 (štatistika) L’ubovol’ná funkcia T (∙): Y → Rr, pre nejaké r ∈ N+ náhodného
výberu (X1,X2, . . . ,Xn)T , kde funkcia T = T (X1,X2, . . . ,Xn) nezávislá na θ sa nazýva štatistika
a hodnota t = T (x1, x2, . . . , xn) korešpondujúca realizáciám x1, x2, . . . , xn sa nazýva realizácia
štatistiky (pozorovaná hodnota štatistiky).

Pŕıklad 88 (štatistika) Majme náhodný výber (X1,X2, . . . ,Xn)T , kde Xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, potom
pŕıkladmi štatist́ık sú: T1 =

∑n
i=1 Xi ∈ R, T2 =

∑n
i=1 X2

i ∈ R+ ∪{0}, T3 = (
∑n

i=1 Xi,
∑n

i=1 X2
i ) ∈ R2.

Štatistiky teda môžu byt’ náhodné premenné alebo náhodné vektory, ktoré sumarizujú informáciu
o dátach, zjednodušujú pohl’ad na ne a umožňujú na ich základe dáta jednoduchšie poṕısat’ a l’ahšie
interpretovat’.
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Obr. 2.14: Histogram vygenerovaných rozdielov priemerov superponovaný teoretickou krivkou hustoty rozdelenia rozdielu
výberových aritmetických priemerov

Pŕıklad 89 (štatistika; pŕıklady) (a) Vypoč́ıtajte štatistiku T1 =
∑n

i=1 Xi pre realizácie náhodnej
premennej X najväčšia dĺ̌zka mozgovne (skull.L; mm; dáta: one-sample-mean-skull-mf.txt). V tomto
pŕıpade ide o čitatel’ aritmetického priemeru x. (b) vypoč́ıtajte štatistiku T2 =

∑n
i=1 X2

i pre realizácie
náhodnej premennej X = X1 − X2, kde X predstavuje stranový rozdiel vertikálneho priemeru v strede
dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na pravej aj l’avej strane tela (length.R a length.L; v mm; dáta: paired-means-
clavicle2.txt). V tomto pŕıpade ide o sumu štvorcov stranových rozdielov.

Defińıcia 16 (postačujúca štatistika) Pre štatistický model F je štatistika T (x) postačujúca
pre parameter θ, ak má rovnakú hodnotu pre dva body rôzne x1 a x2 z výberového priestoru Y iba
ak tieto body majú ekvivalentné funkcie vierohodnosti (Azzalini, 1996), t.j. pre

∀x1, x2 ∈ Y : T (x1) = T (x2) ⇒ L(θ, x1) ≈ L(θ, x2) pre všetky θ ∈ Θ.

Detaily o funkcii vierohodnosti pozri v kapitole 2.3 *Funkcia vierohodnosti. Aj napriek tomu, že nebi-
jekt́ıvna transformácia obsahuje

”
všetku informáciu o dátach“, treba mat’ na zreteli, že to súviśı s vol’bou

modelu, t.j. ak sa zmeńı model, štatistika už nemuśı byt’ postačujúca (Bickel a Doksum, 2006). Preto
je vo l’ba modelu vel’mi dôležitá. Anděl (2011) uvádza inú defińıciu postačujúcej štatistiky.

Defińıcia 17 (postačujúca štatistika) Štatistika T (X) sa nazýva postačujúca štatistika
pre parameter θ, ak podmienené rozdelenie vektora X = (X1,X2, . . . ,Xn)T pri danom T (X) nezáviśı
na θ.

Predchádzajúca defińıcia hovoŕı o tom, že ak T (X) je postačujúca štatistika pre θ, potom každá infe-
rencia o θ záviśı na X len cez hodnotu T (X), t.j. ak x a y sú dve realizácie a T (x) = T (y), potom
inferencia o θ bude rovnaká nezávisle na tom, či sme pozorovali X = x alebo Y = y.

Veta 4 (postačujúca štatistika) Ak f1(x|θ) je združená hustota X a f2(t|θ) je hustota T (X),
potom T (X) je postačujúca štatistika pre θ, ak pre všetky x je podiel f1(x|θ)/f2(t|θ) konštanta
nezávislá na θ (Casella a Berger, 2002).

Pŕıklad 90 (postačujúca štatistika binomického rozdelenia) Nech Xi, i = 1, 2, . . . , N , sú iid
Bernoulliho pokusy a X =

∑N
i=1 Xi. Potom X ∼ Bin(N, p). Ukážte, že T (X) =

∑N
i=1 Xi je postačujúca

štatistika pre p.

Riešenie
f1(x|p)/f2(t|p) =

∏N
i=1 pxi(1 − p)1−xi/(

(
N
t

)
pt(1 − p)N−t) = 1/

(
N∑
xi

)
. Tento podiel je nezávislý na p,

t.j. súčet jednotiek obsahuje všetku informáciu o p, ktorá je v dátach.
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Pŕıklad 91 (postačujúca štatistika normálneho rozdelenia) Nech Xi ∼ N(μ, σ2), kde i = 1, 2,

. . . , n, sú iid premenné a σ2 poznáme. Ukážte, že T (X) =
∑N

i=1 Xi/n = X je postačujúca štatistika
pre μ.

Riešenie
f1(x|μ)/f2(t|μ) =

∏N
i=1 f(xi, μ)/f2(t|μ), kde f(xi, μ) je hustota normálneho rozdelenia af2(t|μ) =

(2πσ2/n)−1/2 exp(−n(x − μ)2/(2σ2)). Po viacerých algebraických úpravách dostaneme

f1(x|μ)/f2(t|μ) = n−1/2(2πσ2)−(n−1)/2 exp(−
n∑

i=1

(xi − x)2/(2σ2)).

Tento podiel je nezávislý na μ, t.j. X obsahuje všetku informáciu o μ, ktorá je v dátach.

Dá sa ukázat’, že ak Xi ∼ N(μ, σ2), kde i = 1, 2, . . . , n, sú iid premenné, potom T1(X) = (X,
∑n

i=1 X2
i )T

a T2(X) = (X,
∑n

i=1(Xi − X)2)T sú postačujúce štatistiky θ = (μ, σ2)T .

Špeciálnym pŕıpadom štatistiky je testovacia štatistika, ktorá má kl’́učovú úlohu pri testovańı hy-
potéz.

Pŕıklad 92 (testovacia štatistika, simulačná štúdia) Na základe simulačnej štúdie preverte, že ak
náhodná premenná X má asymptoticky binomické rozdelenie Bin(N, p), potom testovacia štatistika
ZW = X/N−p√

(p(1−p)/N
, má asymptoticky normálne rozdelenie N(0, 1). Použite p = 0.1, 0.5, 0.9, a N =

5, 10, 30, 50 a 100. Okomentujte výsledky v spojitosti s Haldovou podmienkou Np(1− p) > 9. Pre každú
simuláciu X vypoč́ıtajte zW,m, m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 1000. Superponujte histogram vygenero-
vaných testovaćıch štatist́ık v relat́ıvnej škále s teoretickou krivkou hustoty ZW.

Pŕıklad 92 hovoŕı o použit́ı jednovýberovej testovacej štatistiky pre parameter binomického rozdelenia
(pravdepodobnost’) pre rôzne pravdepodobnosti a rôzne početnosti. Ak Haldova podmienka nie je
splnená, nie je možné testovaciu štatistiku použit’.

Pŕıklad 93 (testovacia štatistika, simulačná štúdia) Na základe simulačnej štúdie preverte, že ak
(a) X ∼ N(μ, σ2), kde μ = 0, σ2 = 1 a (b) X ∼ [(1 − p)N(μ, σ2) + pN(μ, σ2

1)], kde p = 0.05

a σ2
1 = 2, potom testovacia štatistika F = (n−1)S2

σ2 má asymptoticky χ2
n−1 rozdelenie s n − 1 stupňami

vol’nosti. Použite rozsahy náhodných výberov n = 15 a n = 100. Pre každú simuláciu X vypoč́ıtajte
Fobs,m, m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 1000. Superponujte histogram vygenerovaných testovaćıch štatist́ık
v relat́ıvnej škále s teoretickou krivkou hustoty F .

Riešenie
Pŕıklad hovoŕı o použit́ı jednovýberovej testovacej štatistiky pre parameter normálneho rozdelenia
(rozptyl) pre rôzne teoretické rozdelenia a rôzne rozsahy náhodných výberov. Ak sú výchylky od nor-
mality pŕılǐs vel’ké, nie je možné testovaciu štatistiku použit’. Vieme, že E[S2] = σ2 = 1 a V ar[S2] =
2σ4/(n − 1) = 2/(n − 1), E[F ] = n − 1 a V ar[F ] = 2(n − 1), t.j. chceme, aby sa výsledky simulačnej
štúdie pribĺıžili týmto teoretickým hodnotám (pozri tabul’ku 2.13).

Tabul’ka 2.13: Teoretické hodnoty stredných hodnôt a rozptylov S2 a F a ich odhady zo simulačnej štúdie pri n = 15 a
n = 100

odhady poč́ıtané pri simulácii E[S2] V ar[S2] E[F ] V ar[F ]

teoretické hodnoty, n = 15 1.0000 0.1429 14.0000 28.0000
N(μ, σ2), n = 15 1.0003 0.1458 14.0039 28.5763

X ∼ [(1 − p)N(μ, σ2) + pN(μ, σ2
1)], n = 15 1.2015 0.2943 16.8213 57.6880

teoretické hodnoty, n = 15 1.0000 0.0202 99.0000 198.0000
N(μ, σ2), n = 100 0.9985 0.0198 98.8552 193.7022

X ∼ [(1 − p)N(μ, σ2) + pN(μ, σ2
1)], n = 100 1.1596 0.0342 114.8005 335.5359

Pri dostatočne vel’kom počte opakovańı vid́ıme zhodu medzi teoretickým a simulovaným rozdeleńım
F , len ak ide o dáta z normálneho rozdelenia (pozri obrázok 2.15).
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Obr. 2.15: Histogramy vygenerovaných testovaćıch štatist́ık v relat́ıvnej škále superponované s teoretickými krivkami
hustoty F ; X ∼ N(0, 1) (l’avý st́lpec) a X ∼ [(1 − p)N(μ, σ2) + pN(μ, σ2

1)] (pravý st́lpec); n = 15 (horný
riadok), n = 100 (dolný riadok)

2.3 *Funkcia vierohodnosti

Funkcia vierohodnosti je najpouž́ıvaneǰsou funkciou v štatistike. Sumarizuje informácie dostupné z dát
v podobe logaritmu, prvej a druhej derivácie. Použ́ıva sa nielen pri odhadovańı parametrov rozdeleńı
pravdepodobnosti, ale aj pri testovańı hypotéz a štatistickom modelovańı.

Majme štatistický model F =
{
f(∙;θ) : θ ∈ Θ ⊆ Rk

}
. Nech k = 1. Ak už bolo x pozorované, hodnota

funkcie hustoty f(θ,x) záviśı len od θ. Táto funkcia nám dáva pravdepodobnost’ (hustotu) pozorovańı,
a priori vo vzt’ahu k experimentu, ktoré sme predtým pozorovali. Ak chceme porovnat’ alebo zoradit’
θ1, θ2 ∈ Θ podl’a dôležitosti, použijeme podiel f(x, θ1)/f(x, θ2), ak existuje. Tento podiel sa nezmeńı, ak
čitatel’ a menovatel’ vynásob́ıme nejakou konštantou c nezávislou na θ. Dá sa preto povedat’, že f(θ,x)
je vhodná na porovnanie prvkov množiny Θ až na multiplikat́ıvnu konštantu c (Pawitan, 2001).

Defińıcia 18 (funkcia vierohodnosti) Pre štatistický model F , na základe ktorého predpo-
kladáme, že x ∈ R boli pozorované, použijeme pojem vierohodnost’ (vierohodnostná funkcia)
pre funkciu Θ → R+ ∪ {0} definovanú ako (Cox, 2006)

L(θ,x) = c(x)f(x, θ),

kde c ∈ R je nezávislá na θ a f(x, θ) =
∏n

i=1 f(xi, θ).

Zápis L(θ,x) neindikuje závislost’ na x, a preto sa často použ́ıva zápis L(θ|x); podobné plat́ı aj pre hus-
totu, t.j. často sa použ́ıva f(xi|θ). Tiež je jedno, či ṕı̌seme c alebo c(x), ked’že vierohodnost’ je fun-
kciou θ. V skutočnosti L(θ|x) definuje triedu funkcíı, ktorej prvky sa odlǐsujú vd’aka multiplikat́ıvnej
konštante c. Z vyššie uvedenej defińıcie vyplýva, že dva body asociované s proporcionálnymi husto-
tami determinujú rovnakú vierohodnost’, t.j. ich vierohodnosti sú ekvivalentné. Vierohodnost’ ale nie
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je pravdepodobnost’ou. Vierohodnost’ je nezáporná a vo väčšine pŕıpadov pozit́ıvna pre všetky θ, preto
môžeme definovat’ prirodzený logarimus funkcie vierohodnosti ako (Brazzale a kol., 2007)

ln(L(θ|x)) = l(θ|x) = ln c + ln(f(x|θ)),

kde l(θ|x) = −∞ ak L(θ|x) = 0. V zmysle c ide teda o triedu funkcíı.

Defińıcia 19 (slabý prinćıp vierohodnosti) Pre štatistický model F = {f(∙; θ) : θ ∈ Θ} dva
body x1, x2 ∈ R, kde plat́ı L(θ, x1) ≈ L(θ, x2), musia viest’ k rovnakému záveru (inferenčnému
záveru).

Z defińıcie 19 vyplýva, že všetka informácia o θ je obsiahnutá vo funkcii vierohodnosti pre realizácie
x (z nejakého experimentu). Dve funkcie vierohodnosti parametra θ obsahujú rovnakú informáciu o θ,
ak sú proporcionálne pre nejaké x (z rovnakých alebo rozdielnych experimentov).

Defińıcia 20 (silný prinćıp vierohodnosti) Majme x1 z modelu F1 = {f1(∙; θ) : θ ∈ Θ} a x2

z modelu F2 = {f2(∙; θ) : θ ∈ Θ}, kde L1(θ, x1) ≈ L2(θ, x2). Potom body x1, x2 ∈ R musia viest’
k rovnakému záveru (inferenčnému záveru).

Pŕıklad 94 (prinćıpy vierohodnosti) Majme binomické rozdelenie (N je fixované a náhodná pre-
menná je počet úspechov) a negat́ıvne binomického rozdelenia (počet úspechov je fixovaný vopred
a náhodná premenná je počet zlyhańı pozorovaný pred zastaveńım sekvencie pokusov). Ak x1 je počet
úspechov a x2 počet neúspechov a θ pravdepodobnost’ úspechu, potom (Azzalini, 1996)

L1(θ|x1, x2) =

(
N

x1

)

θx1(1 − θ)x2 , x1 = 1, 2, . . . , N ;x2 = N − x1,

a

L2(θ|x1, x2) =

(
x1 + x2 − 1

x1

)

θx1(1 − θ)x2 ;x1 = 1, 2, . . . ;x2 = 1, 2, . . . ,

kde jadro funkcie vierohodnosti pre oba pŕıpady bude rovné L1(θ|x1, x2) = L2(θ|x1, x2) = θx1(1− θ)x2 .

Čast’ funkcie vierohodnoti zahŕňajúca parameter sa nazýva jadro (kernel). Kedže maximalizácia funk-
cie je vo vzt’ahu k parametru, zvyšok (nejaká konštanta) nezavislý na parametri je pri maximalizácii
nepotrebný. Jadro funkcie vierohodnosti je často značené rovnako ako samotná funkcia vierohodnosti
(ku ktorej je proporcionálne).

Štatistická teória je kompromis rôznych logicky korektných požiadaviek použitých v kombinácii
smerujúci k praktickým potrebám. V praxi slabý prinćıp vierohodnosti plat́ı takmer vždy, ale silný
prinćıp vierohodnosti iba niekedy (Cox a Donnelly, 2011).

Defińıcia 21 (maximálne vierohodný odhad) Maximálne vierohodný odhad parametra θ, ozn.
θ̂ML = θ̂ (ozn. ML často neuvádzame a nahrádzame ho slovným spojeńım

”
MLE θ je rovné θ̂“ alebo

skrátene
”
MLE θ̂“) je taká hodnota parametra θ, ktorá maximalizuje funkciu vierohodnosti L(θ|x);

pozri Cox (2006); Lehmann a Casella (1998).

Ak X ∼ N(μ, σ2), potom maximálne vierohodnými odhadmi parametrov μ a σ2 sú μ̂ = x a σ̂2 =
(n−1)

n s2. Ak X ∼ Bin(N, p), potom maximálne vierohodný odhad p je p̂ = x/N .

Defińıcia 22 (funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia a jej jadro) Nech X je ná-
hodná premenná, ktorá má binomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j. X ∼ Bin(N, p). Re-
alizácia X je x = n. Potom jadro funkcie vierohodnosti má tvar L(p|x) = px (1 − p)N−x a jeho
logaritmus je rovný l(p|x) = x ln p + (N − x) ln (1 − p); pozri Bickel a Doksum (2006). Binomický
koeficient, kombinačné čislo

(
N
x

)
, neṕı̌seme, lebo ho pri maximalizácii nepotrebujeme.
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Defińıcia 23 (funkcia vierohodnosti multinomického rozdelenia a jej jadro) Nech X je
náhodná premenná, ktorá má (J-rozmerné) multinomické rozdelenie s parametrami N a p, t.j.
X ∼ MultJ (N,p), kde X = (X1,X2, . . . ,XJ)T . Realizácia Xj je xj = nj. Funkcia vierohodnosti je
proporcionálna ku jadru vierohodnosti L (p|x) =

∏J
j=1 p

xj

j a jej logaritmus l (p|x) =
∑J

j=1 xj ln pj

(Casella a Berger, 2002). Konštantu N !/
∏

j xj ! neṕı̌seme, lebo ju pri maximalizácii nepotrebujeme.

Defińıcia 24 (funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia a jej jadro) Nech X je
náhodná premenná, ktorá má Poissonovo rozdelenie s parametrom λ, t.j. X ∼ Poiss(λ). Potom
jadro vierohodnoti (Casella a Berger, 2002)

L (λ|x) = λ
∑N

i=1 xie−Nλ,

a jeho logaritmus l (λ|x) =
∑N

i=1 xi ln λ − Nλ. Menovatel’ funkcie vierohodnosti x1!x2! . . . xN !
neṕı̌seme, lebo ho pri maximalizácii nepotrebujeme.

Pŕıklad 95 (maximálne vierohodné odhady; Poissonovo rozdelenie) Každý rok za posledných
pät’ rokov boli v nejakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, že počet
zemetraseńı za rok X má Poissonovo rozdelenie s parametrom λ, t.j. X ∼ Poiss(λ), odhadnite λ (λ
predstavuje očakávanú početnost’ zemetraseńı za rok).

Riešenie
Logaritmus funkcie vierohodnosti l (λ|x) =

∑N
i=1 xi ln λ−Nλ, potom ∂l(λ|x)

∂λ = Nx
λ −N , z čoho vyplýva,

že λ̂ = x. Teda ak N = 5, vieme vypoč́ıtat’ λ̂ =
∑

xi

N = x, ktorý je rovný 2.8.

Vo všeobecnosti ṕı̌seme funkciu vierohodnosti pre Poissonove rozdelenie s parametrom λ a pozoro-
vanými početnost’ami mn ako L(λ|x) =

∏
n pmn

n , kde pn = Pr(X = n) = e−λλn/n! a logaritmus
jadra funkcie vierohodnosti ako l(λ|x) = −λ

∑
n mn +

∑
n nmn ln λ. Maximálne vierohodný odhad

λ̂ =
∑

n nmn∑
n mn

.

Maximálne vierohodný odhad zjednodušuje pohl’ad na funkciu vierohodnosti, pretože č́ıslo predsta-
vujúce odhad je jednoduchšie ako funkcia. Všeobecne však jedno č́ıslo (odhad parametra) nie je po-
stačujúce na to, aby reprezentovalo funkciu vierohodnosti. Ak je funkcia vierohodnosti dobre aproxi-
movaná nejakou kvadratickou funkciou, potom potrebujeme na jej opis najmenej dve charakte-
ristiky – polohu maxima a zakrivenie v maxime. Presneǰsie potrebujeme aproximáciu logaritmu
funkcie vierodnosti okolo maximálne vierohodného odhadu θ polohy maxima nejakou kvad-
ratickou funkciou. V tomto pŕıpade nazývame funkciu vierohodnosti regulárnou. Prvú deriváciu loga-
ritmu funkcie vierohodnosti nazývame skóre funkcia a označujeme ju ako S(θ) = ∂

∂θ l(θ|x). Z tejto

rovnosti je zrejmé, že maximálne vierohodný odhad θ̂ je riešeńım vierohodnostných (skóre) rovńıc
S(θ) = 0. V maxime je druhá derivácie logaritmu funkcie vierohodnosti záporná a zakrivenie v bode
θ̂ bude rovné Fisherovej miere informácie I(θ̂), kde I(θ̂) = − ∂2

∂θ2 l(θ|x)|θ=θ̂. Vel’ké zakrivenie zod-

povedá strmému a úzkemu vrcholu, čo indikuje menšiu neistotu o θ. I(θ̂) nazývame pozorovaná
Fisherova miera informácie. Maximálne vierohodný odhad rozptylu odhadu parametra θ po-

tom môžeme definovat’ ako V̂ ar[θ̂] = 1/I(θ̂). Očakávaná Fisherova miera informácie je definovaná
ako I(θ) = E[S2(θ)] = V ar[S(θ)] = −E[ ∂

∂θ S(θ)]. Ked’že Xi, i = 1, 2, . . . , n, sú nezávislé, potom plat́ı
I(θ) = ni(θ), kde i(θ) je Fisherova miera informácie jedného pozorovania.

Pŕıklad 96 (I(p̂) a rozptyl pre p; X ∼ Bin(N, p)) Z funkcie vierohodnosti odvod’te pozorovanú Fi-

sherovu mieru informácie I(p̂) a rozptyl V̂ ar[p̂].

Riešenie
l(p|x) = x ln p + (N − x) ln (1 − p) = Np̂ ln p + N (1 − p̂) ln (1 − p), potom
∂2

∂p2 l(p|x) = − (Np̂) /p2 − N (1 − p̂) / (1 − p)2.
Ak dosad́ıme p = p̂, dostaneme
∂2

∂p2 l(p|x)|p=p̂ = − (Np̂) /p̂2 − N (1 − p̂) / (1 − p̂)2 = [−N (1 − p̂) − Np̂] / [p̂ (1 − p̂)]
= −N/ [p̂ (1 − p̂)], z čoho vyplýva, že
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1
I(p̂)

= V̂ ar[p̂]=
p̂ (1 − p̂)

N
.

Pŕıklad 97 (I(λ̂) a rozptyl pre λ; X ∼ Poiss(λ)) Každý rok za posledných pät’ rokov boli v neja-
kom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, že počet zemetraseńı za rok
X ∼ Poiss(λ), odhadnite rozptyl parametra λ a vypoč́ıtajte hodnotu tohoto odhadu rozptylu pre počet
zemetraseńı.

Riešenie
∂2

∂λ2 l (λ|x) = −Nx
λ2 , z čoho po dosadeńı λ = λ̂ dostaneme 1

I(λ̂)
= V̂ ar[λ̂] = x

N , ktorý je rovný 0.56.

Ako vhodný spôsob aproximácie logaritmu funkcie vierohodnosti l(θ|x) a l(θ|x) a nejakej funkcie g(θ)
a g(θ), sa jav́ı jednorozmerný a mnohorozmerný Taylorov rozvoj r-tého rádu. Táto aproximácia
je dostatočne dobrá z hl’adiska konvergencie ku funkcii, ktorú aproximujeme.

Defińıcia 25 (Taylorov rozvoj r-tého rádu) Ak existujú r-té derivácie funkcie g(x), ozn.
g(r)(x) = ∂r

∂xr g(x), potom definujeme Taylorov rozvoj r-tého rádu pre nejakú konštantu a nasle-
dovne (Casella a Berger, 2002)

Tr(x) =
r∑

j=0

g(j)(a)
j!

(x − a)j .

Pri praktických aplikáciách budeme predpokladat’, že zvyšok g(x) − Tr(x) bude rýchlo konvergovat’
k nule (pozri nasledujúcu vetu). Explicitná forma zvyšku nebude dôležitá a budeme ho zanedbávat’,
pretože nás bude zauj́ımat’ iba samotná aproximácia. Jedna z možných podôb zvyšku je nasledovná

g(x) − Tr(x) =
∫ x

a

g(r+1)(t)
r!

(x − t)rdt.

Veta 5 (Taylorova veta) Ak derivácia g(r)(a) = ∂r
∂xr g(x)|x=a existuje, potom (Casella a Berger,

2002)

lim
x→a

g(x) − Tr(x)
(x − a)r

= 0.

V štatistických aplikáciách Taylorovej vety budeme použ́ıvat’ Taylorov rozvoj prvého alebo druhého
rádu. Rovnako budeme použ́ıvat’ aj mnohorozmerné rozš́ırenie Taylorovej vety.

Majme kvadratickú aproximáciu logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja
druhého rádu okolo θ̂ definovanú ako

l(θ|x) ≈ l(θ̂|x) + S(θ̂)(θ − θ̂) −
1
2
I(θ̂)(θ − θ̂)2,

z ktorej dostaneme aproximáciu logaritmu relat́ıvnej (štandardizovanej) funkcie vierohod-
nosti

lnL(θ|x) = ln
L(θ|x)

L(θ̂|x)
= l(θ|x) − l(θ̂|x) ≈ −

1
2
I(θ̂)(θ − θ̂)2.

Posledná rovnost’ predstavuje kvadratickú aproximáciu normalizovaného logaritmu funkcie vierohod-
nosti okolo θ̂. Na porovnanie skutočnej funkcie vierohodnosti a jej kvadratickej aproximácie tieto dve
funkcie nakresĺıme do jedného obrázka. Pri zobrazovańı fixujeme maximum logaritmu funkcie viero-
hodnosti do nuly a rozsah stanov́ıme od −4 do 0.

Praktické pravidlo – dostatočne regulárna funkcia vierohodnosti indikuje normalitu X. Alternat́ıvne
môžeme zobrat’ deriváciu kvadratickej aproximácie, kde dostaneme S(θ) ≈ −I(θ̂)(θ−θ̂) alebo −I−1/2(θ̂)
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S(θ) ≈ I1/2(θ̂)(θ − θ̂). Posledná rovnost’ nie je závislá na mierke θ. Potom kvadratickú aproximáciu
môžeme preverit’ graficky zobrazeńım −I−1/2(θ̂)S(θ) oproti I1/2(θ̂)(θ − θ̂). Za platnosti kvadratickej
aproximácie je grafom priamka s jednotkovým sklonom. Pre normálne rozdelené dáta to muśı pla-
tit’ presne. Ked’že každá funkcia je lokálne lineárna, je potrebné preverit’, na akom intervale linearitu
očakávame. V ideálnom pŕıpade I1/2(θ̂)(θ − θ̂) ∼ N(0, 1), preto kontrolu urob́ıme aspoň na intervale
�−2, 2�.

Pŕıklad 98 (kvadratická aproximácia funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite škálovaný logarit-
mus funkcie vierohodnosti binomického rozdelenia. Na osi x bude p a na osi y lnL(p|x) = l(p|x) −
max(l(p|x)). Porovnajte lnL(p|x) s kvadratickou aproximáciou vypoč́ıtanou pomocou Taylorovho roz-
voja lnL(p|x) = ln(L(p|x)

L(p̂|x) ) ≈ − 1
2I(p̂)(p − p̂)2. (2) Nech skóre funkcia S(p) = ∂

∂p ln L(p|x). Ked’

zoberieme deriváciu kvadratickej aproximácie uvedenej vyššie, dostaneme S(p) ≈ −I(p̂)(p − p̂) alebo
−I−1/2(p̂)S(p) ≈ I1/2(p̂)(p−p̂). Potom zobrazeńım pravej strany na osi x a l’avej strany na osi y dosta-
neme asymptoticky lineárnu funkciu s jednotkovým sklonom. Asymptoticky tiež plat́ı I1/2(X/N)(p −

X/N)
D
∼ N(0, 1). Je postačujúce mat’ rozsah osi x rovný �−2, 2�, pretože funkcia je asymptoticky

(lokálne) lineárna na tomto intervale. Rozumne škálujte os y. Zobrazte pre (a) n = 8, N = 10, (b)
n = 80, N = 100 a (c) n = 800, N = 1000 (p ∈ (0.5, 0.99)). Okomentujte rozdiely medzi (a), (b) a (c).
Grafické riešenie je na obrázku 2.16.
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Obr. 2.16: Porovnanie škálovaného logaritmu funkcie vierohodnosti (plná čiara) s jeho kvadratickou aproximáciou
(čiarkovaná čiara) v prvom riadku a porovnanie škálovanej skóre funkcie a priamky s nulovým interceptom
a jednotkovým sklonom v druhom riadku

Ak je funkcia vierohodnosti viacrozmerná, je problém ju zobrazit’. Ak je θ dvojrozmerný vektor,
potom môžeme L(θ|x) zobrazit’ ako kontúrový graf alebo perspekt́ıvny trojrozmerný graf v podobe
plochy. Nech θ = (θ1, θ2, . . . , θk)T . Za predpokladu diferencovatel’nosti L(θ|x) je skóre funkcia defi-
novaná ako vektor S(θ), ktorého jednotlivé členy S(θ) = ∂

∂θi
l(θ|x), i = 1, 2, . . . , k, a maximálne viero-

hodný odhad θi je riešeńım vierohodnostných rovńıc S(θ) = 0. Pozorovaná Fisherova informačná
matica druhých derivácíı l(θ|x) má tvar Iij(θ̂) je rovný − ∂2

∂θi∂θj
l(θ|x)|

θ=
̂θ
. Maximálne vierohodný
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odhad kovariančnej matice �
V ar[θ̂] = I−1(θ̂), t.j. odhad kovariančnej matice �

V ar[θ̂] je rovný inver-
zii pozorovanej Fisherovej informačnej matice I(θ̂). Očakávaná Fisherova informačná matica je
definovaná ako I(θ) = E[S(θ)(S(θ))T ] = V ar[S(θ)] = −E[ ∂

∂θ
S(θ)]. Ked’že Xi, i = 1, 2, . . . . , n, sú

nezávislé, potom plat́ı I(θ) = ni(θ), kde i(θ) je Fisherova miera informácie jedného pozorovania.
Kvadratická aproximácia logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja dru-

hého rádu okolo θ̂ je definovaná ako

l(θ|x) ≈ l(θ̂|x) + S(θ̂)(θ − θ̂) −
1
2
(θ − θ̂)TI(θ̂)(θ − θ̂).

Pre normálne rozdelené X plat́ı

lnL(θ|x) = ln
L(θ|x)

L(θ̂|x)
= l(θ|x) − l(θ̂|x) ≈ −

1
2
(θ − θ̂)TI(θ̂)(θ − θ̂),

t.j. funkcia vierohodnosti a jej kvadratická aproximácia sú identické.

Defińıcia 26 (funkcia vierohodnosti normálneho rozdelenia) Nech X1,X2, . . . ,Xn sú nezá-
vislé rovnako rozdelené premenné, Xi ∼ N(μ, σ2), kde i = 1, 2, . . . , n, θ = (μ, σ2)T ∈ Θ = R× R+.
Vd’aka nezávislosti Xi dostaneme

L(θ|x) =
n∏

i=1

1
√

2πσ
exp

(

−
1
2

(
xi − μ

σ

)2
)

=
1

(2πσ2)n/2
exp

(

−
1

2σ2

(
n∑

i=1

x2
i − 2μ

n∑

i=1

xi + nμ2

))

a korešpondujúci logaritmus

l(θ|x) = −
n

2
ln(2π) −

n

2
ln σ2 −

1
2σ2

(
n∑

i=1

x2
i − 2μ

n∑

i=1

xi + nμ2

)

.

Pŕıklad 99 (I(θ̂) pre vektor θ = (μ, σ2)T ; Xi ∼ N(μ, σ2)) Nech Xi ∼ N(μ, σ2), kde i = 1, 2, . . . , n.
Čomu je rovná pozorovaná Fisherova informačná matica I(θ̂), kde θ̂ = (μ̂, σ̂2)T ?

Riešenie
Logaritmus funkcie vierohodnosti má tvar

l(θ|x) = −
n

2
ln σ2 −

1
2σ2

n∑

i=1

(xi − μ)2.

Derivácie funkcie vierohodnosti v μ a σ2 budú nasledovné

S1(θ) =
∂

∂μ
l(θ|x) =

1
σ2

n∑

i=1

(xi − μ),

S2(θ) =
∂

∂σ2
l(θ|x) = −

n

2σ2
+

1
2σ4

n∑

i=1

(xi − μ)2.

Potom

I(θ̂) =

(
n
σ̂2 0
0 n

2σ̂4

)

.

Pŕıklad 100 (I(p̂) a rozptyl pre p; X ∼ MultJ(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvod’te pozorovanú

Fisherovu informačnú maticu I(p̂) a kovariančnú maticu �V ar[p̂].
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Riešenie
Označme pJ = 1 −

∑J−1
j=1 pj a predefinujme J-rozmerný vektor p na (J − 1)-rozmerný vektor p =

(p1, p2, . . . , pJ−1)T . Potom l(p|x) =
∑J−1

j=1 nj ln pj + nJ ln(1 −
∑J−1

j=1 pj) a ∂
∂pj

l(p|x) = nj

pj
− nJ

pJ
, ktoré

tvoria S(p). Fisherovu informačnú maticu dostaneme nasledovne

I(p) = −
∂

∂p
S(p) = diag

(
n1

p2
1

,
n2

p2
2

, . . . ,
nJ−1

p2
J−1

)

+
nJ

p2
J

11T ,

kde 1 je (J − 1)-rozmerný vektor jednotiek. Potom pozorovaná Fisherova informačná matica bude
rovná

I(p̂) = N

(

diag

(
1
p̂1

,
1
p̂2

, . . . ,
1

p̂J−1

)

+
11T

p̂J

)

= N








1
p̂1

+ 1
p̂J

1
p̂J

1
p̂J

. . . 1
p̂J

1
p̂J

1
p̂2

+ 1
p̂J

1
p̂J

. . . 1
p̂J

...
...

...
...

...
1

p̂J

1
p̂J

. . . 1
p̂J

1
p̂J−1

+ 1
p̂J








a

V̂ ar[p̂] = I−1(p̂) =
1
N

(
diag (p̂) − p̂p̂T

)
=

1
N







p̂1(1 − p̂1) −p̂1p̂2 . . . −p̂1p̂J−1

−p̂2p̂1 p̂2(1 − p̂2) . . . −p̂2p̂J−1

...
...

...
...

−p̂J−1p̂1 −p̂J−1p̂2 . . . p̂J−1(1 − p̂J−1)





 .

Ak do V̂ ar[p̂] pridáme jeden riadok a jeden st́lpec zodpovedajúce p̂J , dostaneme singulárnu kovariančnú
maticu J-rozmerného vektora p̂.

Profilová vierohodnost’. Aj napriek tomu, že funkcia vierohodnosti je často viacrozmerná, je jedno-
duchšie ju zobrazovat’ pre každý parameter θi zvlášt’ alebo pre nejakú podmnožinu parametrov vektora
θ. Napr. pri modeli normálneho rozdelenia nás zauj́ıma len stredná hodnota μ, pričom rozptyl σ2 je
tzv. rušivý parameter (potrebný kvôli adaptácii modelu na variabilitu v dátach). Potrebujeme teda
metódu, ktorá koncentruje vierohodnost’ len na parameter záujmu eliminovańım rušivého parametra.
Vierohodnostný pŕıstup na elimináciu rušivého parametra pozostáva zo substitúcie jeho maximálne
vierohodným odhadom v každej fixovanej hodnote parametra záujmu. Výsledkom je profilová viero-
hodnostná funkcia.

Zakrivenie profilovej vierohodnosti. Zakrivenie profilovej funkcie vierohodnosti súviśı s Fisherovou
informačnou maticou. Ak napr. parametrom záujmu je θ1 z vektora θ = (θ1, θ2)T , potrebujeme I(θ̂)
a jej inverziu I−1(θ̂) v nasledovnom tvare

I(θ̂) =

(
I11 I12

I21 I22

)

, I−1(θ̂) =

(
I11 I12

I21 I22

)

.

Potom zakrivenie profilovej funkcie vierohodnosti v θ̂1 nie je I11 ale (I11)−1, kde (I11)−1 je vo všeobec-
nosti menšie ako I11. Interpretácia je nasledovná – informačné č́ıslo I11 je zakriveńım profilovej funkcie
vierohodnosti v θ̂1, kde o θ2 sa predpokladá, že je známe v pozorovanom odhade θ̂2; avšak (I11)−1

je zakriveńım profilovej funkcie vierohodnosti v θ̂1, ktoré berie do úvahy, že θ2 je neznáme. Z toho
je potom zrejmé, že (I11)−1 je menšie ako I11. Na základe vyššie uvedeného môžeme kvadraticky
aproximovat’ logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti použit́ım θ̂i a (Iii)−1, kde

L(θi|x) = ln
L(θi|x)

L(θ̂i|x)
= l(θi|x) − l(θ̂i|x) ≈ −

1
2
(Iii)−1(θi − θ̂i)

2.

Podobným spôsobom je možné kvadraticky aproximovat’ aj plochu vierohodnosti.
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Invariantnost’ maximálne vierohodného odhadu. Invariantnost’ maximálne vierohodného odhadu
znamená, že ak θ̂ je maximálne vierohodný odhad θ (t.j. θ̂ = θ̂ML) a g(θ) je funkciou θ, potom g(θ̂)
je tiež maximálne vierohodný odhad g(θ). Maximálne vierohodný odhad rozptylu g(θ) potom môžeme

definovat’ ako ̂
V ar[g(θ̂)] = [ ∂

∂θ g(θ)|θ=θ̂]
2/I(θ̂). V pŕıpade vektora θ je ̂

V ar[g(θ̂)] = ΔTI−1(θ̂)Δ, kde
Δ = ∂

∂θ
g(θ)|

θ=θ̂
. Tento vzorec vychádza z delta metódy, ktorá je postavená na Taylorovom rozvoji

prvého rádu (t.j. jeho lineárnej zložky) okolo bodu θ̂ = θ, kde

g(θ̂) ≈ g(θ) +
k∑

i=1

(
∂

∂θi
g(θ)|

θ=θ̂

)

(θ̂i − θi) = g(θ) + ΔT (θ̂ − θ),

potom

̂
V ar[g(θ̂)] ≈

k∑

i=1

(
∂

∂θi
g(θ)|

θ=θ̂

)2

σ̂2
i + 2

k−1∑

i=1

k∑

j=i+1

(
∂

∂θi
g(θ)|

θ=θ̂

)(
∂

∂θj
g(θ)|

θ=θ̂

)

σ̂ij = ΔT Σ̂Δ,

kde Σ̂ = V̂ ar[θ̂], σ̂2
i = V̂ ar[θ̂i], σ̂ij = ̂

Cov[θ̂i, θ̂j ] a i �= j; i, j = 1, 2, . . . , k. Δ je matica k × k1, kde

derivovanie prebieha po zložkách, t.j. (i, j)-ty element Δ je rovný ∂gj(θ)
∂θi

|
θ=θ̂

, g(θ) = (g1(θ), g2(θ),

. . . , gk1(θ))T , i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , k1 ≤ k. V praxi sa často vyskytuje situácia k �= 1 a k1 = 1,
napr. θ = (p1, p2)T a g(θ) = p1

p2
. Ak k = k1 = 1, potom

̂
V ar[g1(θ̂1)] = ̂

V ar[g(θ̂)] =

(
∂

∂θ
g(θ)|θ=θ̂

)2

σ̂2,

kde σ̂2 = V̂ ar[θ̂].

Pŕıklad 101 (profilová vierohodnost’; normálne rozdelenie) Profilová funkcia vierohodnosti
pre μ je rovná L(μ|x) = c exp

(
−nσ̂2

μ/(2σ̂2)
)
, kde c je nejaká konštanta a σ̂2

μ = 1
n

∑n
i=1(xi − μ)2, t.j.

ide o rez L((μ, σ2)T |x) v bode σ2 = σ̂2. Profilová funkcia vierohodnosti pre σ2 je rovná L(σ2|x) =

c
(
σ2

)−n/2
exp

(
−nσ̂2/(2σ2)

)
, kde c je nejaká konštanta a σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(xi − x)2.

Pŕıklad 102 (kvadratická aproximácia profilovej funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite šká-
lovaný logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti normálneho rozdelenia pre μ. Na osi x bude μ a na
osi y lnL(μ|x) = l(μ|x)−max(l(μ|x)). Porovnajte lnL(μ|x) s kvadratickou aproximáciou vypoč́ıtanou
pomocou Taylorovho rozvoja lnL(μ|x) = ln(L(μ|x)

L(μ̂|x) ) ≈ − 1
2I(μ̂)(μ− μ̂)2. (2) Nech skóre funkcia S(μ) =

∂
∂μ ln L(μ|x). Ked’ zoberieme deriváciu kvadratickej aproximácie uvedenej vyššie, dostaneme S(μ) ≈

−I(μ̂)(μ − μ̂) alebo −I−1/2(μ̂)S(μ) ≈ I1/2(μ̂)(μ − μ̂). Potom zobrazeńım pravej strany na osi x a
l’avej strany na osi y dostaneme asymptoticky lineárnu funkciu s jednotkovým sklonom. Asymptoticky

tiež plat́ı I1/2(X)(μ−X)
D
∼ N(0, 1). Je postačujúce mat’ rozsah osi x rovný �−2, 2�, pretože funkcia je

asymptoticky (lokálne) lineárna na tomto intervale. Rozumne škálujte os y. Zobrazte pre (a) n = 10,
(b) n = 100 a (c) n = 1000. Použite (1) X ∼ N(0, 1) a (2) X ∼ (1−p)N(0, 1)+pN(0, 2), kde p = 0.05.
Okomentujte rozdiely medzi (a), (b) a (c), ako aj rozdiely medzi (1) a (2).

2.4 *Maximalizácia funkcie vierohodnosti

Maximálne vierohodný odhad θ̂ je možné vypoč́ıtat’ pomocou metód numerickej optimalizácie (pozri
napr. Horová a Zelinka, 2008) aplikovaných na funkciu vierohodnosti L(θ|x) alebo jej logaritmus l(θ|x).

Newtonova (Newton-Raphsonova) metóda (metóda dotyčńıc) je pomenovaná po Isaacovi Ne-
wtonovi (1643−1727) a Josephovi Raphsonovi (1648−1715). Majme kvadratickú aproximáciu logaritmu
funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja druhého rádu okolo nejakého bodu θ0 definovanú
ako

l(θ|x) ≈ l(θ0|x) + S(θ0)(θ − θ0) −
1
2
I(θ0)(θ − θ0)

2
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alebo lineárnu aproximácu skóre funkcie pomocou Taylorovho rozvoja prvého rádu

S(θ) ≈ S(θ0) − I(θ0)(θ − θ0).

Z tejto aproximácie môžeme odvodit’ nasledovnú iteračnú funkciu

θ0 +
S(θ0)
I(θ0)

.

Postup je nasledovný:

1. inicializácia metódy použ́ıt́ım vhodne zvoleného štartovacieho parametra θ(0), pre ktorý plat́ı
I(θ(0)) �= 0,

2. iterácia rovnosti

θ(i) = θ(i−1) +
S(θ(i−1))
I(θ(i−1))

,

kde I(θ(i−1)) �= 0, pre i = 1, 2, . . ., pokial’ nebude |l(θ(i)|x) − l(θ(i−1)|x)| < �, kde � je vhodne
zvolené malé č́ıslo (prahová hodnota).

Newton-Raphsonova má jednoduchú geometrickú interpretáciu – bod θ(i) je priesečńık dotyčnice
ku grafu skóre funkcie S(∙) v bode [θ(i−1), S(θ(i−1))] s osou x. Táto metóda konverguje kvadraticky, t.j.
počet správnych cifier odhadu sa v každom iteračnom kroku zdvojnásob́ı (rád metódy je rovný dvom).
Konvergencia k lokálnemu extrému však nie je zaručená – metóda môže konvergovat’ k lokálnemu mi-
nimu alebo divergovat’, ak začneme iterácie v θ(0) z konvexnej časti l(θ|x). Aj ked’ je funkcia konkávna,
konvergencia k lokálnemu maximu nie je zaručená (metóda nerozlǐsuje lokálne maximum a minimum,
pretože rieši rovnost’ S(θ) = 0). Ak je funkcia záujmu multimodálna, nemôžeme očakávat’, že metóda
bude konvergovat’ ku globálnemu extrému. Ak je S(θ) dvakrát diferencovatel’ná, prvá a druhá de-
rivácia nemenia znamienko na intervale �θD, θH�, funkcia S(θ) má jednoduchý koreň (S�(θ) �= 0 pre
každé θ ∈ �θD, θH�) a štartovaćı bod θ(0) je ten z krajných bodov θD, θH , v ktorom je znamienko S(∙)
rovnaké ako znamienko jej druhej derivácie na intervale �θD, θH�, potom metóda konverguje.

Newton-Raphsonova metóda je implementovaná v vo funkcii optimize(f,interval,maximum= FALSE,
tol,...), kde vstupným argumentom je bud’ funkcia vierohodnosti alebo jej logaritmus (f), štartovaćı
interval (interval) a zvolená prahová hodnota (tol). Vo všeobecnosti nie je potrebné do funkcie pridávat’
argument obsahujúci prvú deriváciu funkcie záujmu, pretože je vypoč́ıtaná numericky. V pŕıpade za-
dania argumentu hessian=TRUE, vo výsledkoch sa objav́ı aj −I(θ̂).

Alternat́ıvnymi, avšak pomaľśımi, metódami sú metóda zlatého rezu a metóda sukceśıvnej pa-
rabolickej interpolácie. V prvej z nich, kde derivácia funkcie záujmu nie je potrebná, sa interval〈
θ
(i−1)
D , θ

(i−1)
H

〉
, v ktorom lež́ı maximum l(θ|x), v každom kroku deĺı v pomere zlatého rezu. Interval

sa teda zužuje o (3 −
√

5)/2
.
= 0.382 (t.j. komplement zlatého rezu) jeho dĺžky, pričom deliaci bod

intervalu je θ
(i−1)
zr . Metóda zlatého rezu konverguje lineárne (rád metódy je rovný jednej), t.j. chyba sa

zmenšuje v každom iteračnom kroku (1− (3−
√

5)/2)-krát. Druhou metódou sa dopĺňa vo funkcii opti-

mize() prvá v čase, ked’ je interval
〈
θ
(i−1)
D , θ

(i−1)
H

〉
pŕıliž úzky. Bodmi θ

(i−1)
D , θ

(i−1)
zr , θ

(i−1)
H je preložená

parabola (kvadratický interpolačný polynóm) a jej maximum bude novým bodom θ(i). Prednastavené
je hl’adanie minima (maximum=FALSE) v štartovacom intervale (interval), čo môže byt’ zmenené na
maximum (maximum=TRUE). Vo výstupoch funkcie optimize() bude θ̂ (minimum alebo maximum) a
l(θ̂|x) (objective).

Majme kvadratickú aproximáciu logaritmu funkcie vierohodnosti pomocou Taylorovho rozvoja dru-
hého rádu okolo nejakého bodu θ0 definovanú ako

l(θ|x) ≈ l(θ0|x) + S(θ0)(θ − θ0) −
1
2
(θ − θ0)

TI(θ0)(θ − θ0)

alebo lineárnu aproximáciu skóre funkcie pomocou Taylorovho rozvoja prvého rádu

S(θ) ≈ S(θ0) − I(θ0)(θ − θ0).
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Z tejto aproximácie môžeme odvodit’ nasledovnú iteračnú funkciu

θ0 + (I(θ0))
−1S(θ0).

Postup je nasledovný:

1. inicializácia metódy použ́ıt́ım vhodne zvoleného štartovacieho parametra θ(0), pre ktorý plat́ı
I(θ(0)) �= 0,

2. iterácia rovnosti
θ(i) = θ(i−1) + (I(θ(i−1)))−1S(θ(i−1)),

I(θ(i−1)) �= 0, pre i = 1, 2, . . ., pokial’ nebude |l(θ(i)|x) − l(θ(i−1|x)| < �, kde � je vhodne zvolené
malé č́ıslo (prahová hodnota). Vo všeobecnosti sa −I(θ(i−1)) = l

��
(θ(i−1)|x) nazýva hesián.

Namiesto (I(θ(i−1)))−1 je lepšie použit’ riešenie systému rovńıc (I(θ(i−1)))zi−1 = S(θ(i−1)) pre nejaké
z a potom θ(i) = θ(i−1) + zi−1. V niektorých štatistických modeloch (napr. v logistickom regresnom
modeli) sa namiesto I(θ(i−1)) použ́ıva I(θ(i−1)), ktorá má často jednoduchš́ı tvar. Potom hovoŕıme
o Fisherovej skóringovej metóde. Ak namiesto I(θ(i−1)) použijeme jej pozit́ıvne definitnú apro-
ximáciu poč́ıtanú pomocou sukceśıvne poč́ıtaných gradientov, hovoŕıme o quasi Newtonovej metóde
(v angličtine nazývanej aj variable metric method ). Fisherova skóringová metóda je potom vlastne quasi
Newtonova metóda. Gradient nemuśı byt’ špecifikovaný ako funkcia, ale môže byt’ poč́ıtaný numericky,
napr. centrálnou rozdielovou aproximáciou, ako

∂

∂θi
l(θ|x) ≈

l(θ + �ei|x) − l(θ − �ei|x)
2�

, kde i = 1, 2, . . . , k,

i-ty komponent bazálneho vektora ei obsahuje jednotku a na ostatných miestach sú nuly a � je
malé č́ıslo. Derivácia v i-tom smere je potom pre � → 0 nahradená jej konečnou aproximáciou.
Quasi Newtonova metóda je implementovaná v vo funkcii optim(par,fn,gr,method,control,hessian
=FALSE,...), kde gradient môže byt’ špecifikovaný volitel’ným argumentom gr (prednastavená je metóda
spomenutá vyššie10). Populárnou metódou aproximácie hesiánu je Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shannova (BFGS) métoda, kde

l��(θ(i)|x) ≈ l��(θ(i−1)|x) +
y(i−1)(y(i−1))T

(y(i−1))T s(i−1)
−

l��(θ(i−1)|x)s(i−1)(l��(θ(i−1)|x)s(i−1))T

(s(i−1))T l��(θ(i−1)|x)s(i−1)
,

kde y(i−1) = S(θ(i)) − S(θ(i−1)) a s(i−1) = θ(i) − θ(i−1) = (I(θ(i−1)))−1S(θ(i−1)). BFGS metóda
je implementovaná vo funkcii optim() pri nastaveńı argumentu method=”BFGS”. Strata kvadratickej
konvergencie oproti Newtonovej metóde je spôsobená aproximáciou hesiánu. BFGS metóda patŕı do tzv.
Broydenovej triedy, kde je hodnota l��(θ(i)|x) modifikovaná štvrtým členom, ktorý je pri BFGS nulový
(pozri Givens a Hoeting, 2005).

Vo funkcii optim() je prednastavená Nelder-Meadova metóda (nazývaná aj metóda simplexov;
argument method=”Nelder-Mead”), ktorá nepouž́ıva gradient. Je robustná na nespojité funkcie, ale
konverguje pomaly. Je vytvorená na základe myšlienky

”
preskokov“ cez trojuholńıky. V každom kroku

majme trojuholńık definovaný troma bodmi θ
(i−1)
1 , θ

(i−1)
2 , θ

(i−1)
3 , kde plat́ı l(θ(i−1)

1 |x) < l(θ(i−1)
2 |x) <

l(θ(i−1)
3 |x) a snaž́ıme sa θ

(i−1)
1 nahradit’

”
lepš́ım“ bodom θ

(i)
1 , pre ktorý plat́ı l(θ(i)

1 |x) > l(θ(i−1)
1 |x).

Ak je tak možné urobit’, nový bod definujeme pomocou stredovej súmernosti a extrapolácie ako

θ
(i)
1 = θ

(i−1)
23 + 2

(
θ

(i−1)
23 − θ

(i−1)
1

)
,

kde θ
(i−1)
23 = θ(i−1)

2 +θ(i−1)
3

2 . Z vyššie uvedeného vyplýva, že bod θ
(i−1)
1 zobrazujeme cez stred úsečky

s krajnými bodmi θ
(i−1)
2 a θ

(i−1)
3 do bodu θ

(i−1)
23 +

(
θ

(i−1)
23 − θ

(i−1)
1

)
a potom postupujeme po tejto

polpriamke ešte d’alej do bodu θ
(i)
1 . Ak l(θ(i)

1 |x) > l(θ(i−1)
1 |x), potom trojuholńık nahrad́ıme novým

trojuholńıkom definovaným bodmi θ
(i)
1 , θ

(i−1)
2 , θ

(i−1)
3 .

10Centrálna rozdielová aproximácia hrá kl’́učovú úlohu pri aproximácii hesiánu, ktorý sa použ́ıva v maximálnej vierohodnosti na odhad
rozptylu.
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Pri maximalizácii logaritmu funkcie vierohodnosti je vo vstupe funkcie optim() potrebné nastavit’
hessian=TRUE a argument control=list(fnscale=-1), ktorý rob́ı maximalizáciu namiesto prednastavenej
minimalizácie (v argumente control je možné nastavit’ aj maximálne množstvo iterácíı pomocou maxit).
Argument par predstavuje štartovaciu hodnotu parametra. Vo výstupoch funkcie optim() bude θ̂ (par),
l(θ̂|x) (value) a l��(θ̂|x) (hessian). Ak je vo výstupe convergence rovné nule, potom maximalizácia
skonvergovala (k lokálnemu maximu, ktoré nemuśı byt’ globálne).

Pŕıklad 103 (maximálne vierohodný odhad μ a σ2) Vygenerujte pseudonáhodné č́ısla z X ∼
N(4, 1), n = 1000. (a) Naṕı̌ste logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pre μ a σ2 a preverte,
či sú maximálne vierohodné odhady μ a σ2 dostatočne bĺızko k ich skutočným hodnotám. Nakreslite
grafy l(μ|x) a l(σ2|x), kde zvýrazńıte polohu max́ım týchto funkcíı. (b) Naṕı̌ste logaritmus funkcie vie-
rohodnosti pre θ = (μ, σ2)T a preverte, či je maximálne vierohodný odhad θ̂ dostatočne bĺızko k jeho
skutočnej hodnote. (c) Nakreslite graf l(θ|x) použit́ım funkcie image() a superponujte ho s kontúrovým
grafom použit́ım funkcie contour(). Zvýraznite polohu maxima.

Riešenie (pozri obrázok 2.17)
Logaritmus funkcie vierohodnosti pre jednotlivé parametre má tvar
l(μ|x) = −n

2 ln(2π) − n
2 ln σ2

1 − 1
2σ2

1

(∑n
i=1 x2

i − 2μ
∑n

i=1 xi + nμ2
)
, kde μ ∈ (2, 6), σ1 = 1;

l(σ2|x) = −n
2 ln(2π) − n

2 ln σ2 −
∑n

i=1(xi−μ1)
2

2σ2 , kde μ1 = 4, σ ∈ (0.5, 1.5);

l(θ|x) = −n
2 ln(2π) − n

2 ln σ2 −
∑n

i=1(xi−μ)2

2σ2 , kde μ ∈ (2, 6) a σ ∈ (0.5, 1.5).
Výsledky simulácie: μ̂ = 4.019708 a σ̂2 = 1.000038.
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Obr. 2.17: Profilová funkcia vierohodnosti pre μ (vl’avo), σ2 (uprostred) a funkcia vierohodnosti pre oba parametre
(vpravo); X ∼ N(4, 1)); maximálne vierohodné odhady strednej hodnoty a rozptylu sú označené zvislou
čiarkovanou čiarou (vl’avo a uprotred) a maximálne vierohodný odhad vektora parametrov je označený •
(vpravo)

Ak náhodná premenná X nebude mat’ normálne rozdelenie, funkcia vierohodnosti pre strednú hod-
notu nemuśı mat’ symetrický parabolický tvar okolo strednej hodnoty. Odhad strednej hodnoty môže
byt’ potom vychýlený.

Pŕıklad 104 (maximálne vierohodné odhady) Za predpokladu normality rozdelenia náhodnej pre-
mennej X vypoč́ıtajte maximálne vierohodné odhady strednej hodnoty μ (ozn. μ̂) a rozptylu σ2 (ozn. σ̂2)
pomocou logaritmov funkcíı vierohodnosti l(μ|x), resp. l(σ2|x). Porovnajte tieto odhady s aritmetickým
priemerom x a rozptylom s2. Muśı platit’ μ̂ = x a σ̂2 = (n−1)

n s2. Realizáciami náhodnej premennej X

sú hodnoty xi, i = 1, 2, . . . , n, premenných: (a) dĺ̌zka pravej kl’́učnej kosti (length.R; dáta: paired-means-
clavicle2.txt); (b) morfologická výška tváre (face.H; dáta: one-sample-correlation-skull-mf.txt); (c) š́ırka
lebky (skull.B; dáta: one-sample-mean-skull-mf.txt).

Pŕıklad 105 (binomické rozdelenie, maximálne vierohodný odhad p) Nech X ∼ Bin(N, p)
a realizácie X sú x = n. Predpokladajme, že sme pozorovali (a) x = 2, (b) x = 10 a (c) x = 18
úspechov v N = 20 pokusoch. Pomocou vypoč́ıtajte maximálne vierohodný odhad p. Výsledok zo-
brazte do grafu spolu s funkciou vierohodnosti.
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Riešenie (pozri obrázok 2.18)
Logaritmus funkcie vierohodnosti pre p má tvar l((p|x) = x log(p) + (N − x) log(1− p), kde p ∈ (0, 1).
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Obr. 2.18: Funkcia vierohodnosti pre X ∼ Bin(N, p) (p = 0.1, 0.5, 0.9 a N = 20); odhady p̂ sú označené zvislou
čiarkovanou čiarou

Ďalej derivujeme
∂l (p|x) |∂p = x/p−(N − x) / (1 − p) = [x (1 − p) − (N − x) p] / [p (1 − p)] = (x − Np) / [p (1 − p)] = 0,
potom p̂ = x/N .
(a) p̂ = x/N = 2/20 = 0.1,
(b) p̂ = x/N = 10/20 = 0.5,
(c) p̂ = x/N = 18/20 = 0.9.

Z grafov na obrázku 2.18 je zretel’né, že funkcia vierohodnosti pre p je symetrická len pre p = 0.5,
pre ostatné p je asymetrická. Naviac pre p a 1 − p dostaneme grafy, ktoré možno transformovat’ jeden
na druhý pomocou osi zrkadlenia definovanej ako vertikálna priamka v p = 0.5.

Pŕıklad 106 (maximálne vierohodné odhady; binomické rozdelenie) Za predpokladu, že ná-
hodná premenná X má binomické rozdelenie, vypoč́ıtajte maximálne vierohodný odhad p̂ pomocou
logaritmu funkcie vierohodnosti l(p|x). Porovnajte tento odhad s výrazom

∑N
i=1 xi/N . Realizáciami

náhodnej premennej X sú nasledujúce binárne premenné: (a) pohlavie (sex; dáta: one-sample-pro-
bability-sexratio.txt), kde ozn. pohlavia dievča

”
f“ preznač́ıme na 1 a ozn. pohlavia chlapec

”
m“ pre-

znač́ıme na 0; (b) pohlavie (sex; dáta: two-samples-probabilities-sexratio.txt), kde ozn. pohlavia muž
”
m“

preznač́ıme na 1 a ozn. pohlavia žena
”
f“ preznač́ıme na 0. V pŕıpade (a) poč́ıtame pravdepodobnost’

výskytu dievčat a v pŕıpade (b) pravdepodobnost’ výskytu chlapcov.

Pŕıklad 107 (maximálne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Nech náhodná pre-
menná X má multinomické rozdelenie. Potom vypoč́ıtajte maximálne vierohodné odhady p̂1 a p̂2 po-
mocou logaritmu funkcie vierohodnosti l(p|x). Porovnajte odhad p1 s odhadom p z pŕıkladu 106, kde
pravdepodobnost’ p̂1 bola označená ako p̂. Realizáciami X sú binárne premenné: (a) pohlavie (sex;
dáta: one-sample-probability-sexratio.txt), kde ozn. pohlavia dievča

”
f“ preznač́ıme na 1 a ozn. pohlavia

chlapec
”
m“ preznač́ıme na 0; (b) pohlavie (sex; dáta: two-samples-probabilities-sexratio.txt), kde ozn.

pohlavia muž
”
m“ preznač́ıme na 1 a ozn. pohlavia žena

”
f“ preznač́ıme na 0. Pravdepodobnost’ p̂1 je

(a) pravdepodobnost’ výskytu dievčat a (b) pravdepodobnost’ výskytu chlapcov.

Pŕıklad 107 hovoŕı o tom, že parameter p1 dvojrozmerného multinomického rozdelenia je parametrom
p binomického rozdelenia.

Pŕıklad 108 (maximálne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Majme dáta
more-samples-probabilities-pubis.txt. Nakreslite logaritmus štandardizovanej L(θ|x), kde θ = (p1, p2)T ,
Európskej populácie (n1 = 30, n2 = 20 a n3 = 10) pomocou funkcie contour(). Dokreslite do obrázku
jej maximum v bode θ̂ = (p̂1, p̂2)T .

Riešenie (pozri obrázok 2.19)
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Obr. 2.19: Logaritmus štandardizovanej funkcie vierohodnosti multinomického rozdelenia v parametroch p1 a p2

(Európska populácia) s maximom označeným •

Pŕıklad 109 (overdispersion v Poissonovom modeli, pokrač.) Majme početnosti úrazov n me-
dzi mn robotńıkmi v továrni, pozri tabul’ku 2.10 (Greenwood a Yule, 1920). Vypoč́ıtajte očakávané mn

za predpokladu, že početnosti úrazov na robotńıka X majú negat́ıvne binomické rozdelenie s paramet-
rami α a π.

Riešenie (pozri tabul’ku 2.14)
Aby sme mohli fitovat’ negat́ıvne binomické rozdelenie, potrebujeme funkciu vierohodnosti

L(α, π|x) =
4∏

n=0

(Pr(X = n))mn

(

1 −
4∑

n=0

Pr(X = n)

)m≥5

.

a jej logaritmus

l(α, π|x) =
4∑

n=0

mn lnPr(X = n) + m≥5 ln

(

1 −
4∑

n=0

Pr(X = n)

)

.

Numerickou optimalizáciou dostaneme α̂ = 0.84 a π̂ = 0.64. Pomer zlyhańı μ̂ = 1−π̂
π̂ α̂ = 0.47. Ked’

porovnáme pozorované mn a vypoč́ıtané (teoretické) mn zist́ıme, že početnosti sú vel’mi podobné (pozri
tabul’ku 2.14).

Tabul’ka 2.14: Očakávané početnosti robotńıkov mn (zaokrúhlené na nula desatinných miest) s n úrazmi v továrni (ne-
gat́ıvne binomické rozdelenie)

n 0 1 2 3 4 ≥ 5
očakávané mn 446 134 44 15 5 3

2.5 Kritériá klasifikácie štatistických modelov

Kritérá delenia štatistických modelov (ako aj k nim prislúchajúcich testov) sú nasledovné:

• množstvo výberov – jeden, dva alebo viac ako dva výbery [jedno-, dvoj- a viacvýberový test/
model];

• závislost’ výberov – nezávislé a závislé výbery (opakované merania na subjekte v čase, merania
na párových orgánoch) [test/model dvoch a viacerých nezávislých výberov, párový test];

• množstvo premenných – jedna, dve alebo viac premenných [jedno-, dvoj- a viac-premenný
test/model];
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• typ premenných – kvalitat́ıvne alebo kvantitat́ıvne premenné [binomický, Poissonov, multino-
mický, súčinový multinomický model, model normálneho rozdelenia, rôzne modely kauzality];

• rozmer endpointov/závislých premenných – jedna, dve alebo viac premenných [jedno-, dvoj-
a viac-rozmerný test/model – lineárny regresný model (LRM) vs. mnohorozmerný LRM (MLRM),
analýza rozptylu ANOVA vs. mnohorozmerná ANOVA (MANOVA), analýza kovariancie AN-
COVA vs. mnohorozmerná ANCOVA (MANCOVA)];

• typ náhodnosti efektov – fixné, náhodné alebo zmiešané [(M)ANOVA, (M)ANCOVA model
a test/testy v nich];

• typ kauzálneho vzt’ahu – lineárny (priamka) alebo nelineárny (polynóm l’ubovol’ného stupňa –
kvadratický, kubický a iný, alebo l’ubovol’ná funkcia);

• typ vzt’ahu parametrov modelu – lineárny [LRM – priamka, polynóm l’ubovol’ného stupňa
a pod.] a nelineárny [nelineárny regresný model (NLRM)]; toto kritérium sa často zamieňa s pred-
chádzajúcim, ale tieto dve kritéria nie sú totožné;

• pŕıtomnost’ odl’ahlých pozorovańı;

• typ hypotézy – jednostranná, obojstranná, stochasticky usporiadaná.

2.6 Praktické dôsledky odchýlok od normality

Základným predpokladom mnohých modelov je normalita rozdelenie spojitých premenných, čo však
nemuśı byt’ v praxi splnené. Napr. hodnoty často použ́ıvanej telesnej hmotnosti nemajú v západnej
civilizácii normálne rozdelenie, ale negat́ıvne zošikmené (pozri kapitolu 3.2 Charakteristiky variability).
Odchýlky od normality môžu mat’ mnoho pŕıčin, od neošetrených metodických nezrovnalost́ı až
ku skutočným biologickým procesom v populácii, z ktorých (náhodný) výber (vzorka) pochádza.
Predpoklad normality by nikdy nemal byt’ samozrejmý (ani u premenných, ktoré obvykle normálne
rozdelenie majú), dáta by mali byt’ pred štatistickými analýzami vhodne zobrazené (pozri kapitolu
3.6 Štatistická grafika) a ich normalita by mala byt’ v každej vzorke testovaná (pozri kapitolu 5.2
Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody). Normalita rozdelenia by mala byt’ starostlivo posudzovaná
a v pŕıpade zachytenia odchýlkok od normality v nejakom znaku v mnohých nezávislých výberoch
by pŕıčiny odchýlky mali byt’ bližšie skúmané. Malo by sa zistit’, či ide o metodickú chybu (odl’ahlé
hodnoty žiadajúce odstránenie, nenáhodný výber, atd’.) alebo skutočný trend, ktorý má svoje biolo-
gické pŕıčiny (rozdielna regulácia hornej a dolnej medze intenzity nejakého metabolického procesu alebo
smerová/direkcionálna selekcia u zošikmeného rozdelenia, sledovaným znakom obmedzené vzorkovanie
(nenáhodný výber) alebo stabilizačná selekcia u leptokurtického rozdelenia (pozri kapitolu 3.2 Charak-
teristiky variability), atd’.). Zošikmené rozdelenie majú často inkrementálne (pŕırastkové) dáta merané
v priebehu ontogenézy, ked’že je ich dolná hranica prirodzene obmedzená (nulový pŕırastok), zatial’ čo
horná môže u každého jedinca dosiahnút’ rôzne vel’ké hodnoty (Garn a Rohmann, 1963). Treba mat’
na pamäti, že našim hlavným a najdôležiteǰśım ciel’om je zistenie podstaty procesov, ktoré prebiehajú
v populácii, z ktorej pochádza naša vzorka a ktorej je obrazom.

V bežnej praxi je však časté, že sú použ́ıvané relat́ıvne malé vzorky, v ktorých sa odchýlky od nor-
mality l’ahko prejavia. Môžu však nastat’ aj kontroverzné situácie, že rozdelenie dát (pri relat́ıvne
malej vzorke) sa nepodobá na normálne, ale test dobrej zhody s normálnym rozdeleńım hypotézu
o zhode zamietne. Rovnako sa často stáva, že meranie alebo experiment nie sú dopredu naplánované
z hl’adiska náhodného výberu, použitia nejakého modelu, z hl’adiska minimalizácie variability a odhadu
minimálneho rozsahu súboru. Dôležitost’ takéhoto postupu je bežne aplikovanými výskumńıkmi igno-
rovaná, čo môže viest’ až do situácie nemožnosti použitia dát samotných alebo nemožnosti použitia
akejkol’vek štatistickej metódy.

Súčasne sa utvrdzuje predstava o ideálnej podstate normality v pŕırode a tiež všeobecnej normalite
rozdelenia často testovaných znakov, takže akékol’vek d’aľsie, novoźıskané odchýlky od normality sa
považujú za chybu. Skutočnost’ ale často ukazuje, že so zvyšujúcim sa počtom pŕıpadov vo vzorke
(virtuálne až k celkovej vel’kosti populácie) celý rad (empirických) velič́ın v skutočnosti nesmeruje
ku stále dokonaleǰsej Gausovej krivke, ale má rozdelenie od normálneho viac či menej sa vzd’al’ujúce
alebo nejakým spôsobom vychýlené. V týchto pŕıpadoch sa odporúča
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1. použitie nejakej transformácie dát (v pŕıpade zošikmenia; logaritmická, odmocninová, Box-
Coxova a pod.), ktorá záviśı na samotných dátach a nedá sa použit’ univerzálne;

2. použitie urezávania alebo winsorizácie dát na jednom alebo oboch koncoch rozdelenia (v pŕı-
pade pŕıtomnosti odl’ahlých pozorovańı alebo zošikmenia; pozri kapitolu 3.1 Charakteristiky po-
lohy, 3.2 Charakteristiky variability a 3.3 Detekcia odl’ahlých pozorovańı);

3. nahradenie asymptotického rozdelenia testovacej štatistiky bootstrapovým alebo per-
mutačným (v pŕıpade nedostatočného alebo relat́ıvne malého rozsahu vzorky alebo pochybnost́ı
o asymptotickom rozdeleńı testovacej štatistiky aj pri väčš́ıch rozsahoch).

Po aplikovańı prvých dvoch metód je možné použit’ asymptotické testy v nezmenenej podobe a v tret’om
pŕıpade sa použijú len samotné testovacie štatistiky.
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3 Charakteristiky polohy a variability a štatistická grafika

Každé rozdelenie pravdepodobnosti býva charakterizované parametrami, ktoré sa odhadujú z realizácíı
(dát). Tieto parametre označujeme ako č́ıselné charakteristiky rozdelenia (̌statistiky). Patria me-
dzi ne charakteristiky polohy a variability ako napr. stredná hodnota, medián a ostatné kvantily,
rozptyl, rozpätie a pod.

Stredná (očakávaná) hodnota (prvý začiatočný moment) rozdelenia náhodnej veličiny X, ozn.
E[X], vypoč́ıtame ako (Casella a Berger, 2002)

E[X] =

{ ∑n
i=1 xi Pr(X = xi), ak X je diskrétna náhodná premenná s realizáciami x1, x2, . . . , xn,∫ ∞

−∞ xfX(x)dx, ak X je spojitá náhodná premenná s hustotou fX(x).

Rozptyl (druhý centrálny moment) V ar[X] = E[(X − E[X])2], ktorého kladnú odmocninu SD[X],
vyjadrujúcu

”
rozptýlenie“ X okolo E[X], nazývame smerodajná odchýlka.

Pŕıklad 110 (charakteristiky normálneho rozdelenia) Nech Xi sú iid z normálneho rozdelenia
N(μ, σ2), t.j. Xi ∼ N(μ, σ2). Potom X = 1

n

∑n
i=1 Xi nazývame výberová stredná hodnota a S2 =

1
n−1

∑n
i=1(Xi − X)2 výberový rozptyl

Kedže X je náhodná premenná, X nie je aritmetický priemer, ale tzv. výberový priemer; aritmetický
priemer x je realizácia výberového priemeru. Podobne S2 je tzv. výberový rozptyl; σ̂2 = s2 je jeho
realizácia. Tiež SD[X] = S je výberová smerodajná odchýlka a nie smerodajná odchýlka; smerodajná
odchýlka σ̂ = s. Podiel Vk = S2/X nazývame výberový koeficient variácie.

Pŕıklad 111 (charakteristiky binomického rozdelenia) Ak X pochádza z binomického rozdele-
nia, ozn. Bin(N, p), potom E[X] = Np je stredná hodnota a V ar[X] = Np(1− p) rozptyl náhodnej
veličiny X.

Nech X1,X2, . . . ,Xn je náhodný výber z nejakého rozdelenia a X(1),X(2), . . . ,X(n) usporiadaný
náhodný výber (vo vzrastajúcom porad́ı) s rozsahom n, kde X(i) nazývame poriadkové štatistiky.
Sú to náhodné premenné, pre ktoré plat́ı X(1) < X(2) < . . . < X(n). Potom (Casella a Berger, 2002)

X(1) = min
1≤i≤n

Xi,

X(2) = druhé najmenšie Xi (Xi v porad́ı druhé)

...

X(n−1) = Xi v porad́ı (n − 1)-vé,

X(n) = max
1≤i≤n

Xi.

Výberový medián je charakterizovaný č́ıslom Q2 = X̃, ktoré rozdel’uje náhodný výber tak, že pri-
bližne polovica Xi je menšia ako táto hodnota a polovica je väčšia ako táto hodnota. Definujeme ho
ako1

X̃ =

{
X(n+1

2 ) ak n je nepárne,

1
2

(
X(n

2 ) + X(n
2 +1)

)
ak n je párne.

1Ak n je nepárne, potom medián je prostredná hodnota, t.j. hodnota nachádzajúca sa v porad́ı ako prostredná alebo na mieste X,
ktoré zodpovedá poradiu (n + 1)/2. Ak n je nepárne, potom medián je uprostred zoradených hodnôt, t.j. hodnota na mieste X, ktoré
zodpovedá priemeru X s poradiami n/2 a n/2 + 1.
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Majme č́ıslo p ∈ (0, 1). Potom výberovým 100p-tym percentilom náhodného výberu X({np})

bude také Xi, kde približne np hodnôt Xi bude menš́ıch ako X({np}) a n(1 − p) väčš́ıch ako X({np}).
Ak p = 0.5, ide o 50. percentil alebo medián. Označenie {x} v indexe znamená najblǐzšie celé č́ıslo,
kde i − 0.5 ≤ x < i + 0.5, kde {x} = i. Potom

X̃p = X({np}) =

{
X({np}), ak 1

2n < p ≤ 0.5,
X(n+1−{n(1−p)}), ak 0.5 < p < 1 − 1

2n .

Pŕıklad 112 (výberový 100p-ty percentil) Ak n = 12, potom výberovým 65. percentilom je X(9),
pretože n(1 − p) = 12 × (1 − 0.65) = 4.2 a n + 1 − {n(1 − p)} = 12 + 1 − 4 = 9.

Často použ́ıvanými percentilmi2 sú výberový dolný kvartil (25. percentil) Q1 = X̃0.25 a výberový
horný kvartil (75. percentil) Q3 = X̃0.75.

Na výpočet rozptylu nejakého percentilu muśıme poznat’ pravdepodobnostnú funkciu poriadkovej
štatistiky, jej hustotu a distribučnú funkciu. Výpočet môžeme výhodne zjednodušit’, ked’ vieme, aké je
asymptotické rozdelenie poriadkovej štatistiky.

Defińıcia 27 (pravdepodobnostná funkcia poriadkovej štatistiky) Majme náhodný výber
X1, X2, . . ., Xn z nejakého diskrétneho rozdelenia s pravdepodobnostnou funkciou fX(xi) = pi,
kde x1 < x2 < . . . < xn. Nech P0 = 0, P1 = p1, P2 = p1 + p2, . . ., Pi = p1 + p2 + . . . + pi. Nech
X(1),X(2), . . . ,X(n) sú poriadkové štatistiky. Potom (Bickel a Doksum, 2006)

Pr(X(j) ≤ xi) = Pr(Y ≥ j) =
n∑

k=j

(
n

k

)

P k
i (1 − Pi)

n−k

a

Pr(X(j) = xi) = Pr(X(j) ≤ xi)−Pr(X(j) ≤ xi−1) =
n∑

k=j

(
n

k

)
[
P k

i (1 − Pi)
n−k − P k

i−1(1 − Pi−1)
n−k

]
,

kde Y je náhodná premenná počtu hodnôt z X1,X2, . . . ,Xn, ktoré sú menšie alebo rovné ako xi.
Nech {Xj ≤ xi} je priaznivá udalost’ a {Xj > xi} je nepriaznivá udalost’. Ak i = 1, potom Pr(Xj =
xi) = Pr(Xj ≤ xi), pretože Pr0 = 0. Teda Y je počet priaznivých udalost́ı v n pokusoch, t.j.
Y=card {Xj ≤ xi}. Pravdepodobnost’ úspechu je potom Pr(Xj ≤ xi) pre každý pokus, pretože pokusy
sú rovnako rozdelené. Priaznivá a nepriaznivá udalost’ j-teho pokusu je nezávislá od výsledku iného
pokusu, pretože Xj sú nezávislé od ostatných Xi. Teda Y ∼ Bin(n, Pi).

Ozn. card{∙} znamená vel’kost’ (kardinalitu) množiny.
Ak X1,X2, . . . ,Xn je náhodný výber zo spojitého rozdelenia, zhody neprichádzajú do úvahy a prav-

depodobnost’, že nejaké dve alebo viaceré Xj sú rovnaké, je nula. Teda Pr(X(1) < X(2) < ... < X(n)) = 1
a výberový priestor pre X(1),X(2), . . . ,X(n) je X = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 < x2 < . . . < xn}.

Defińıcia 28 (hustota a distribučná funkcia poriadkovej štatistiky) Nech
X(1),X(2), . . . ,X(n) sú poriadkové štatistiky náhodného výberu X1,X2, . . . ,Xn s distribučnou
funkciou FX(x) a hustotou fX(x). Potom hustota poriadkovej štatistiky X(j) je rovná (Bickel
a Doksum, 2006)

fX(j)
(x) =

n!
(j − 1)!(n − j)!

fX(x) [FX(x)]j−1 [1 − FX(x)]n−j

a distribučná funkcia

FX(j)
(x) = Pr(X(j) ≤ x) = Pr(Y ≥ j) =

n∑

k=j

(
n

k

)

[FX(x)]k [1 − FX(x)]n−k
.

2Všeobecne definujeme kvantil ako hodnotu skúmanej veličiny, ktorá deĺı náhodný výber na dve časti pod a nad kvantilom; č́ıslo v dolnom
indexe hovoŕı o časti náhodného výberu pod kvantilom. Podl’a toho rozlǐsujeme aj jeho typ, napr. kvartil, decil, percentil a pod.
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Defińıcia 29 (asymptotické rozdelenie poriadkovej štatistiky) Nech X(1),X(2), . . . ,X(n) sú
poriadkové štatistiky náhodného výberu X1,X2, . . . ,Xn. Majme pravdepodobnost’ α, kde F (tα) = α.
Asymptoticky plat́ı, že

√
n( j

n − α) konverguje k 0. Potom je poriadková štatistika X(j) normálne

rozdelená so strednou hodnotou E[X(j)] = tα a rozptylom σ2
X(j)

= α(1−α)
f2(tα)n . Ak X ∼ N(μ, σ2), potom

σ2
X(j)

= σ2 π2

24 ln n (Casella a Berger, 2002).

Pŕıklad 113 (rozptyl poriadkovej štatistiky) Pomocou delta metódy odvod’te rozptyl poriadkovej
štatistiky v defińıcii 29.

Pŕıklad 114 (rozptyl poriadkovej štatistiky, X ∼ N(μ, σ2)) Pomocou defińıcie 29 odvod’te roz-
ptyl poriadkovej štatistiky, ak X ∼ N(μ, σ2).

Defińıcia 30 (stredná hodnota a rozptyl mediánu) Stredná hodnota mediánu X( n+1
2 ) je rov-

ná E[X( n+1
2 )] = μ̃ a rozptyl mediánu σ2

X
( n+1

2 )
= 1

4f2(μ̃)n , kde n je nepárne. Ak X ∼ N(μ, σ2), potom

σ2
X

( n+1
2 )

= σ2 π
2n (Casella a Berger, 2002).

Pŕıklad 115 (rozptyl mediánu) Pomocou delta metódy odvod’te rozptyl poriadkovej štatistiky v de-
fińıcii 30.

Pŕıklad 116 (rozptyl mediánu, X ∼ N(μ, σ2)) Pomocou defińıcie 30 odvod’te rozptyl poriadkovej
štatistiky, ak X ∼ N(μ, σ2).

Ak má náhodná premenná X normálne rozdelenie, výpočet rozptylu mediánu sa zjednoduš́ı, t.j. stač́ı
poznat’ σ a n. Znalost’ rozptylu mediánu je potrebná na výpočet 100× (1−α)% intervalu spol’ahlivosti
pre medián (pozri kapitolu 4 Testovanie hypotéz). Popis rozdelenia mediánu, ak n je párne, je nad
rámec tejto knihy.

Rozpätie náhodného výberu je vzdialenost’ medzi najmenšou a najväčšou poriadkovou štatisti-
kou, t.j. R = X(n) − X(1).

Defińıcia 31 (hodnoty distribučnej funkcie v kvantiloch) Empirická distribučná funkcia
Fn(x) je definovaná nasledovne

Fn(x) =






0, ak x < X(1),
i
n , ak X(i) ≤ x < X(i+1),

1, ak x ≥ X(n).

Majme transformáciu T(1) = Fn(X(1)), T(2) = Fn(X(2)), . . . , T(n) = Fn(X(n)). Potom T(1), T(2),
. . . , T(n) sú poriadkové štatistiky. Potom plat́ı

lim
n→∞

Pr( sup
∀x∈Y

[Fn(x) − F (x)]n1/2 ≤ λ) = Φ(λ),

kde F (X) je teoretická distribučná funkcia a Φ(λ) =
∑∞

k=−∞(−1)ke−2k2λ2
. Potom 100 × (1 − α)%

pás spol’ahlivosti pre F (x) definujeme ako Fn(x)±λα1/n1/2, kde Φ(λα) = 1−α a V ar[Fn(x)] = 1/n
(Kolmogorov, 1933; Smirnov, 1933; Wilks, 1948). Potom môžeme tvrdit’, že F (X) patŕı do 100 ×
(1 − α)% pásu spol’ahlivosti a zároveň je medzi nulou a jednotkou s pravdepodobnost’ou 1 − α.

Pŕıklad 117 (graf distribučnej funkcie a jej IS) Nakreslite graf distribučnej funkcie N(μ, σ2), kde
μ = 0 a σ2 = 1. Do grafu dokreslite 95% pás spol’ahlivosti pre F (x). Jeho hranice vypoč́ıtajte pomo-
cou simulácie pseudonáhodných č́ısel z N(0, 1) pri n = 50, kde Fn(x) je odhadnutá z dát. Teoretická
distribučnú funkciu Φ(λ) naprogramujte v použit́ım defińıcie 31 alebo knǐznice kolmim a funkciu
pkolm().
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3.1 KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A ŠTATISTICKÁ GRAFIKA

3.1 Charakteristiky polohy

Realizácie budeme označovat’ ako x1, x2, . . . , xn, usporiadané realizácie budú x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤
x(n). Potom môžeme definovat’ nasledovné odhady charakterist́ık polohy (výberové charakteristiky
polohy) spolu s ich anglickými ekvivalentami:

• výberové minimum Xmin, ktorého realizácia xmin = x(1);

• výberové maximum Xmax, ktorého realizácia xmax = x(n);

• výberový aritmetický priemer X, ktorého realizácia x = 1
n

∑n
i=1 xi = 1

n

∑nj

j=1 xjfj , nj � n,
kde fj sú frekvencie (počty) prislúchajúcich xj a n =

∑
j fj ;

• výberový modus Xmod, ktorého realizácia xmod je najčasteǰsie sa vyskytujúca hodnota (pri dis-
krétnej premennej ide o hodnotu x, v ktorej má pravdepodobnmostná funkcia svoje maximum;
pri spojitej premennej ide o hodnotu x, v ktorej má hustota svoje maximum);

• výberový medián X̃(robustný odhad polohy), ktorého realizácia

x̃ =

{
x(n+1

2 ) ak n je nepárne,

1
2

(
x(n

2 ) + x(n
2 +1)

)
ak n je párne;

rozdelenie je symetrické , ak x = x̃ = xmod, rozdelenie je pozit́ıvne zošikmené (pravostranne),
ak x > x̃ > xmod a rozdelenie je negat́ıvne zošikmené (l’avostranne), ak x < x̃ < xmod;

• výberové kvartily poznáme tri

– výberový prvý (dolný) kvartil Q1, ktorého realizácia x̃0.25 predstavuje hodnotu, od ktorej
je 1/4 dát menšia a 3/4 dát sú väčšie,

Pr [xmin, x̃0.25] = Pr [X ≤ x̃0.25] =
1
4
,Pr [x̃0.25, xmax] = Pr [X ≥ x̃0.25] =

3
4
;

– výberový druhý kvartil (medián) Q2, ktorého realizácia x̃0.5 =x̃ je hodnota, od ktorej je
1/2 dát menšia a 1/2 dát je väčšia,

Pr [xmin, x̃0.5] = Pr [X ≤ x̃0.5] =
1
2
,Pr [x̃0.5, xmax] = Pr [X ≥ x̃0.5] =

1
2
;

– výberový tret́ı (horný) kvartil Q3, ktorého realizácia x̃0.75 predstavuje hodnotu, od ktorej
je 1/4 dát väčšia a 3/4 dát sú menšie,

Pr [xmin, x̃0.75] = Pr [X ≤ x̃0.75] =
3
4
,Pr [x̃0.75, xmax] = Pr [X ≥ x̃0.75] =

1
4
;

• výberové decily X̃k, ktorých realizácie x̃k delia súbor na desatiny, t.j. k/10 dát je pod decilom
a (10 − k)/10 nad decilom, kde k ∈ {0, 1, . . . , 10};

• výberové percentily X̃p (č́ıtame ako 100p-percentil3), ktorých realizácie x̃p definujeme ako

x̃p =

{
x(k+1) pre k �= np,

1
2

(
x(k) + x(k+1)

)
pre k = np,

kde k = �np�, čo je celá čast’ č́ısla np (niekedy sa použ́ıva defińıcia cez {x} v indexe, čo znamená
najbližšie celé č́ıslo);

• výberový pät’č́ıselný súhrn (Xmin, Q1, Q2, Q3,Xmax)T , ktorého realizáciu označujeme (xmin,
x̃0.25, x̃0.50, x̃0.75, xmax)T .

3Výraz
”
100p-percentil“ č́ıtame ako

”
stokrát p-ty percentil“. Ak p = 0.75, potom 100 × 0.75 = 75, čo č́ıtame ako

”
75. percentil“.
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KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A ŠTATISTICKÁ GRAFIKA 3.1

Pŕıklad 118 (výšky 10-ročných dievčat) Majme výšky n = 12 náhodne vybraných 10-ročných
dievčat v cm usporiadaných podl’a vel’kosti (poradia ozn. ako ri pre x(i); pri rovnakých pozorovaniach
hovoŕıme o strednoporadiach; strednoporadie sa vypoč́ıta ako priemer porad́ı realizácíı s rovnakou
hodnotou).

Riešenie (pozri tabul’ku 3.1)

Tabul’ka 3.1: Zoradné realizácie xi a ich poradia ri pre výšky 10-ročných dievčat

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x(i) 131 132 135 141 141 141 141 142 143 146 146 151

ri 1 2 3 5.5 5.5 5.5 5.5 8 9 10.5 10.5 12

x
∙
= 140.83, x̃ = 1

2

(
x(6) + x(7)

)
= 141, x̃0.25 = 1

2

(
x(3) + x(4)

)
= 138, kde k = �12 × 0.25� = 3,

Q3 = x̃0.75 = 1
2

(
x(9) + x(10)

)
= 144.5, kde k = �12 × 0.75� = 9.

Čo sa stane so spomı́nanými charakteristikami polohy, ked’ zmeńıme mierku (škálu), napr. gramy
na kilogramy alebo namiesto hmotnosti použijeme logaritmus hmotnosti?

Nech a, b ∈ R sú nejaké dané konštanty, a je posunutie a b škála. Potom yi = a + bxi a pre priemer4

y =
1
n

n∑

i=1

(a + bxi) =
1
n

(

na + b

n∑

i=1

xi

)

= a + bx = a + bx.

Pokial’ b ∈ R+, usporiadanie hodnôt xi sa pri transformácii na yi = a + bxi nezmeńı, teda

a + bx(1) ≤ a + bx(2) ≤ ... ≤ a + bx(n).

Pre medián v tomto pŕıpade plat́ı5

ỹ = a + bx̃ = �a + bx.

L’ahko sa dá nahliadnut’, že usporiadanie zachová každá rastúca funkcia g (x), teda plat́ı

g
(
x(1)

)
≤ g

(
x(2)

)
≤ ... ≤ g

(
x(n)

)

a pre medián bude platit’ g (x̃)
∙
= g̃ (x). Pre nepárne n plat́ı predchádzajúci vzt’ah presne, označenie

”
približnosti“ potrebujeme pre párne n, kde x(n

2 ) < x(n
2 +1). V tomto pŕıpade je však 1/2 hodnôt g (xi)

menšia ako g̃ (x). Teda špeciálne môžeme medián logaritmu (napr. hmotnosti) spoč́ıtat’ ako logaritmus
mediánu (napr. hmotnosti). Pokial’ dôjde v pozorovaniach k posunutiu, dôjde k rovnakému posunutiu
aj v charakteristike polohy. Ak zmeńıme mierku, potom stač́ı urobit’ rovnakú úpravu aj u charakteris-
tiky polohy.

Robustnou charakteristikou strednej hodnoty (odolneǰsou na odl’ahlé pozorovania) je (Tukey, 1962)

• výberový γ-urezaný aritmetický priemer Xg, ktorého realizáciou je xg a vypoč́ıta sa ako

xg =
1

n − 2g

(
x(g+1) + x(g+2) + . . . + x(n−g)

)
,

kde g = {γn} , g = �γn� , γ = 0.1, 0.2. Viac ako γ100 % pozorovańı6 muśı byt’ nahradených, aby
sa tento priemer zmenil na malý alebo vel’ký v porovnańı s pôvodným [7breakdown point xg je
teda γ],

4Rovnost’ znamená, že priemer posunutej a preškálovanej veličiny y je rovný posunutému a preškálovanému priemeru pôvodnej veličiny
x.

5Rovnost’ znamená, že medián posunutej a preškálovanej veličiny y je rovný posunutému a preškálovanému mediánu pôvodnej veličiny x.
6Výraz

”
γ100 % pozorovańı“ č́ıtame ako

”
gama krát stopercent pozorovańı“.

7Breakdown point hovoŕı o počte pozorovańı, ktoré potrebujeme na to, aby sme výrazne zmenili hodnotu charakteristiky polohy. Pre γ-
urezaný a γ-winsorizovaný aritmetický priemer ide o γn pozorovańı, pre medián ide o n/2 pozorovańı a pre aritmetický priemer stač́ı
iba jedno pozorovanie (preto hovoŕıme, že aritmetický priemer je vel’mi citlivý na odl’ahlé pozorovania).
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3.2 KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A ŠTATISTICKÁ GRAFIKA

• výberový γ-winsorizovaný priemer Xw, ktorého realizácia xw je definovaná ako

xw =
1
n

(
(g + 1)x(g+1) + x(g+2) + . . . + (g + 1)x(n−g)

)
.

Viac ako γ100 % pozorovańı muśı byt’ nahradených, aby sa tento priemer zmenil na malý alebo
vel’ký v porovnańı s pôvodným [breakdown point xw je teda γ].

3.2 Charakteristiky variability

Definujeme nasledovné základné odhady charakterist́ık variability (výberové charakteristiky variabili-
ty) spolu s ich anglickými ekvivalentami:

• výberový rozptyl S2, ktorého realizáciou je

s2 = s2
n−1 = s2

x =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2 ;

pri lineárnej transformácii sa rozptyl meńı nasledovne8

s2
y = s2

a+bx = b2s2
x,

t.j.

s2
y = s2

a+bx =
1

n − 1

n∑

i=1

(
a + bxi − a + bx

)2

=
1

n − 1

n∑

i=1

(a + bxi − (a + bx))2

=
1

n − 1

n∑

i=1

(b (xi − x))2 = b2s2
x;

výpočtová podoba rozptylu

s2
x =

1
n − 1

(
n∑

i=1

x2
i − nx2

)

=
1

n − 1




nj∑

j=1

x2
jfj − nx2



 , nj ≤ n,

kde fj sú frekvencie (počty) prislúchajúcich xj a n =
∑

j fj ;

• výberová smerodajná odchýlka S, ktorej realizáciou je

s = sn−1 = sx =
√

s2
x;

pri lineárnej transformácii sa smerodajná odchýlka meńı nasledovne9

sy = sa+bx = |b| sx,

teda, ak pripoč́ıtame ku všetkým pozorovaniam rovnakú konštantu, miera variability sa nezmeńı;
zmena mierky (u pomerovej mierky zmena jednotiek) má za následok rovnakú úpravu jednotlivých
pozorovańı i miery variability v podobe smerodajnej odchýlky;

• výberový koeficient variácie Vk, ktorého realizácia vk predstavuje normalizovanú podobu
výberového rozptylu (inverzia signal-to-noise ratio ; podiel variability na priemere)

vk =
sx

x
;

8Rovnost’ znamená, že rozptyl posunutej a preškálovanej veličiny y je rovný násobku druhej mocniny škály a rozptylu pôvodnej veličiny
x.

9Rovnost’ znamená, že smerodajná odchýlka posunutej a preškálovanej veličiny y je rovná násobku absolútnej hodnoty škály a smerodajnej
odchýlky pôvodnej veličiny x.
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KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A ŠTATISTICKÁ GRAFIKA 3.2

bezrozmerná veličina, zvyčajne vyjadrovaná v percentách, t.j. 100 × (sx/x) % a môže sa použ́ıvat’
len pre realizácie, ktorých rozsah nadobúda kladné hodnoty; použ́ıva sa pri porovnávańı variabi-
lity súborov s nerovnakými priemermi (napr. pri porovnańı variability výšky det́ı určitého veku
s výškou dospelých určitého veku alebo pri porovnańı variability premenných meraných v rôznych
jednotkách);

• výberový rozptyl aritmetického priemeru S2
X

, ktorého realizáciou je

s2
x =

s2
x

n
;

• výberová stredná chyba priemeru (̌standardná chyba) SX , ktorej realizáciou je

sx =
sx√
n

;

• výberový koeficient šikmosti B1, ktorého realizáciou je

b1 =
n−1

∑n
i=1 (xi − x)3

[
n−1

∑n
i=1 (xi − x)2

]3/2
=

√
n

∑n
i=1 (xi − x)3

[∑n
i=1 (xi − x)2

]3/2
,

kde rozdelenie je symetrické, ak b1 = 0, pozit́ıvne zošikmené (hustota na l’avej strane stúpa strmšie
ako na pravej), ak b1 > 0 a negat́ıvne zošikmené (hustota na pravej strane stúpa strmšie ako
na l’avej), ak b1 < 0;

• výberový koeficient špicatosti B2, ktorého realizáciou je

b2 =
n−1

∑n
i=1 (xi − x)4

[
n−1

∑n
i=1 (xi − x)2

]2 − 3 =
n

∑n
i=1 (xi − x)4

[∑n
i=1 (xi − x)2

]2 − 3,

kde rozdelenie je normálne (mezokurtické), ak b2 = 0, špicaté (leptokurtické), ak b2 > 0 a ploché
(platykurtické), ak b2 < 0;

• výberová suma štvorcov SS =
∑n

i=1

(
Xi − X

)2
, ktorej realizácia je

SSobs =
n∑

i=1

(xi − x)2 ,

kde sa tento čitatel’ rozptylu použ́ıva napr. v lineárnom regresnom modeli, v modeli ANOVA
a pod.;

• výberová suma absolútnych odchýlok SAD =
∑n

i=1 |Xi − X̃0.5|, ktorej realizácia je

SADobs =
n∑

i=1

|xi − x̃0.5| ;

• výberový priemer absolútnych odchýlok MAD = 1
n

∑n
i=1 |Xi − X̃0.5|, ktorého realizácia je

MADobs = SADobs/n;

• výberové rozpätie D = Xmax − Xmin, ktorého realizáciou je

dobs = xmax − xmin;

• výberové medzikvartilové rozpätie DQ = Q3 − Q1, ktorého realizáciou je

dQ = x̃0.75 − x̃0.25;
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kde rozdelenie je (medzi kvartilmi) symetrické, ak x̃0.75−x̃0.50 = x̃0.50−x̃0.25, pozit́ıvne zošikmené,
ak x̃0.75 − x̃0.50 > x̃0.50 − x̃0.25 a negat́ıvne zošikmené, ak x̃0.75 − x̃0.50 < x̃0.50 − x̃0.25;

• výberové decilové rozpätie DD = X̃0.9 − X̃0.1, ktorého realizáciou je

dD = x̃0.9 − x̃0.1;

• výberové percentilové rozpätie DP = X̃0.99 − X̃0.01, ktorého realizáciou je

dP = x̃0.99 − x̃0.01.

Robustnými charakteristikami variability sú (Tukey, 1962)

• výberový γ-urezaný rozptyl S2
g , ktorého realizácia s2

g sa vypoč́ıta ako

s2
g =

1
n − 2g − 1

n−g∑

i=g+1

x(i);

viac ako γ100 % pozorovańı muśı byt’ nahradených, aby sa tento rozptyl zmenil na vel’ký v po-
rovnańı s pôvodným s2 [breakdown point s2

g je γ]; plat́ı s2
g < s2 pretože urezanie odstráni odl’ahlé

hodnoty;

• výberový γ-winsorizovaný rozptyl S2
w, ktorého realizáciu označujeme ako s2

w; viac ako γ100 %
pozorovańı muśı byt’ nahradených, aby sa tento rozptyl zmenil na vel’ký v porovnańı s pôvodným
s2 [breakdown point s2

w je γ]; plat́ı s2
w < s2 pretože winsorizovanie prit’ahuje extrémne hodnoty

bližšie k priemeru;

• výberový kvartilový koeficient variácie Vk,Q = (Q3 − Q1)/Q2, ktorého realizáciu vk,Q

vypoč́ıtame ako

vk,Q =
x̃0.75 − x̃0.25

x̃
.

Ďaľsie robustné charakteristiky variability (výberové rozpätie) charakterizované pomocou upravených
hrańıc sú

• výberové robustné minimum a maximum (
”
vnútorné hradby“) X∗

min = BD = Q1 − 1.5DQ

a X∗
max = BH = Q1 + 1.5DQ, ktorých realizácie sú definované ako

x∗
min = bD = x̃0.25 − 1.5 (x̃0.75 − x̃0.25) ,

x∗
max = bH = x̃0.75 + 1.5 (x̃0.75 − x̃0.25) ,

kde prvky vybočujúce z hradieb sa považujú za podozrivé, potencionálne odl’ahlé pozorovania ;

• výberové robustné minimum a maximum (
”
vonkaǰsie hradby“) definované ako B∗

H = Q1 −
3(Q3 − Q1), B∗

H = Q3 + 3(Q3 − Q1), ktorých realizácie sú b∗D = x̃0.25 − 3dQ, b∗H = x̃0.75 + 3dQ;

– pokial’ sú nejaké xi < b∗D ∨ xi > b∗H , hovoŕıme, že ide o vzdialené body10,

– ak xi ∈ �b∗D, bD) ∨ (bH , b∗H�, ide o body vonkaǰsie,

– ak xi ∈ �bD, bH�, ide o body vnútorné alebo body pril’ahlé mediánu ;

– pre normálne rozdelenie plat́ı BH − BD = Q3 + 1.5DQ − Q1 + 1.5DQ = 4DQ
∙
= 4.2; pravde-

podobnost’, že xi /∈ �BD, BH� je potom 0.04;

• výberové robustné miery šikmosti B1Q a B1O a ich rozptyly za podmienky asymptotickej
normality B1∙, kde ∙ = Q alebo O, ktorých realizácie sú definované nasledovne

– kvartilový koeficient šikmosti

b1Q =
(x̃0.75 − x̃0.50) − (x̃0.50 − x̃0.25)

x̃0.75 − x̃0.25
, V aras(b1Q) = 1.84,

10Ozn. ∨ znamená
”
alebo“ a ozn. ∧ znamená

”
a súčasne“.
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– oktilový koeficient šikmosti

b1O =
(x̃0.875 − x̃0.50) − (x̃0.50 − x̃0.125)

x̃0.875 − x̃0.125
, V aras(b1O) = 1.15.

3.3 Detekcia odl’ahlých pozorovańı

Homogénny náhodný výber je taký výber, v ktorom všetky xi, i = 1, 2, . . . , n, sú realizácie
rovnakého rozdelenia pravdepodobnosti s konštantným rozptylom σ2. K nehomogenitám výberu
dochádza všade tam, kde sa vyskytujú výrazné nerovnomernosti v realizáciách, náhle sa menia pod-
mienky experimentu a pod. Nehomogenita môže byt’ spôsobená aj nevhodne zvoleným výberom sub-
jektov.

Špeciálnym pŕıpadom ovplyvňujúcim homogenitu výberu sú odl’ahlé pozorovania (outliers). Takéto
pozorovania skresl’ujú odhady polohy (špeciálne aritmetického priemeru) a variability (hlavne roz-
ptylu), takže môžu znehodnotit’ d’aľsiu štatistickú analýzu. Pri ich overovańı sa použ́ıva mnoho ide-
alizovaných predpokladov. Muśıme poznat’ ich predpokladaný počet, ich rozdelenie a tiež rozdelenie
ostatných prvkov náhodného výberu. Navyše je nutné zostrojit’ štatistický alebo pravdepodobnostný
model, podl’a ktorého sa odl’ahlé pozorovania chovajú. Testovanie odl’ahlých pozorovańı bez dopln-
kových informácíı je teda málo spol’ahlivé.

Jednoduchou technikou, kedy sa predpokladá, že dáta majú normálne rozdelenie, je modifikácia
vnútorných hradieb bD a bH na

bmod
D = x̃0.25 − kdQ, bmod

H = x̃0.75 + kdQ,

kde sa parameter k voĺı tak, aby pravdepodobnost’ Pr (n, k) bola dostatočne vysoká, napr. 0.95. Pr (n, k)
je pravdepodobnost’, že žiaden prvok z náhodného výberu z normálneho rozdelenia s rozsahom n
nebude mimo intervalu I =

〈
bmod
D , bmod

H

〉
. Ak Pr (n, k) = 0.95 a n ∈ �8, 100� použijeme aproximáciu

k ≈ 2.25 − 3.6/n. Teda prvky mimo I sa považujú za odl’ahlé. Postup spomenutý vyššie je dostatočne
robustný.

Definujme mieru rozptylu ako kvantilovú odchýlku dQ∗ = 2dQ. Ak urob́ıme štandardizáciu, dosta-
neme dQ∗

st
= 1 a štandardizovaný medián bude x̃st = 0 a štandardizovaná kvantilová funkcia

indikujúca tvar bude (Meloun a Militký, 2004)

qst (p) =
x̃p − x̃0.5

dQ∗
.

Hodnoty kvantilov, pre ktoré plat́ı |qst (p)| ≥ 1, sú považované za vybočujúce (pre normálne rozdelenie)
a hovoŕıme potom o identifikátoroch dlhých ”chvostov“ (koncov). Hodnoty qst (p) môžeme použit’
na

– identifikáciu miery šikmosti SQobs = qst (0.25) + qst (0.75), kedy je rozdelenie pravdepodobnosti
symetrické medzi kvartilmi, ak SQobs je rovné nule,

– identifikáciu d́lžky koncov, kedy

• qst (0.95) < 0.5 hovoŕı o krátkych koncoch,

• qst (0.95) > 1 hovoŕı o dlhých koncoch a

• pre stredne dlhé konce bude platit’ qst (0.95) ∈ �0.5, 1.0�.

Okrem vonkaǰśıch a vnútorných hradieb, môžeme odl’ahlé pozorovania jednoducho detegovat’ aj nasle-
dovne (Rousseeuw a van Zomeren, 1990)

• |x − x| > 2s,

• σ̂ = MADobs/0.6745, |x − x̃0.5| > k MADobs
0.6745 (ako k sa najčasteǰsie použ́ıva 2 alebo 2.24).
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Pŕıklad 119 (odl’ahlé pozorovania; d́lžka kl’́učnej kosti) Nech náhodná premennná X najväčšia
dĺ̌zka kosti klúčnej z pravej strany (cla.L; dáta: more-samples-variances-clavicle.txt) má asympto-
ticky normálne rozdelenie, t.j. X ∼ N(μ, σ2). Potom identifikujte odl’ahlé pozorovania pomocou (a)
vnútorných hradieb bD a bH , (b) modifikovaných vnútorných hradieb bmod

D a bmod
H , (c) identifikujte dlhé

”
chvosty“ rozdelenia tejto premennej na základe štandardizovanej kvantilovej funkcie.

3.4 Z-skóre

V antropológii nás vel’mi často zauj́ımajú normované realizácie, nazývané tiež normované veličiny, a to
z-skóre, ktoré definujeme ako

zi =
xi − x

sx
.

Dostaneme ich ako špeciálny pŕıpad lineárnej transformácie y = a + bx, kde vol’bou b = 1/sx a a =
−x/sx. Potom aritmetický priemer z-skóre

z = −
x

sx
+

1
sx

x = 0

a rozptyl z-skóre

s2
z =

(
1
sx

)2

s2
x = 1,

Pomocou z-skóre môžeme vyjadrit’ aj koeficient šikmosti a špicatosti, kde

b1 =
1
n

n∑

i=1

(
xi − x

sx

)3

=
1
n

n∑

i=1

z3
i ,

a za podmienky asymptotickej normality

E [b1] = 0, V ar [b1] =
n − 2

(n + 1) (n + 3)
;

b2 =
1
n

n∑

i=1

(
xi − x

sx

)4

=
1
n

n∑

i=1

z4
i

a za podmienky asymptotickej normality

E [b2] = 3 −
6

n + 1
, V ar [b2] =

24n (n − 2) (n − 3)

(n + 1)2 (n + 3) (n + 5)
.

Pokial’ dáta pochádzajú z normálneho rozdelenia, budú mat’ oba koeficienty hodnoty približne nulové
(pri b2 po odč́ıtańı konštanty 3).

Muśıme si uvedomit’, že pŕıtomnost’ odl’ahlých pozorovańı v realizáciách ovplyvňuje výpočet priemeru
a rozptylu, ktoré sú potrebné na výpočet z-skóre, a následne tak ovplyvňuje tiež hodnotu vlastného
z-skóre. Ak je rozdelenie dát zošikmenené alebo je normalita porušená inak, nebude z-skóre odrážat’
situáciu vierohodne a jeho d’aľsie použitie je problematické. Ak predpokladáme, že je rozdelenie znaku
v populácii normálne, obmedzuje sa použie z-skóre napr. na zistenie, či nejaké pozorovanie (pacient)
patŕı svojimi charakteristikami do zdravej populácie.

Pŕıklad 120 (z-skóre; š́ırka lebky) Majme náhodnú premennú X š́ırka lebky (skull.B; mm; dáta:
one-sample-mean-skull-mf.txt) u mužov. Za predpokladu asymptotickej normality X, t.j. X ∼ N(μ, σ2),
vypoč́ıtajte z-skóre tejto premennej pomocou funkcie mean() a sd(). Výsledok skontrolujte pomocou
funkcie scale().
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3.5 Pŕıklady na charakteristiky polohy a variability

Pŕıklad 121 (argument minima) Vygenerujte pseudonáhodné č́ısla X ∼ N(μ, σ2), kde μ = 0, σ2 =
1 a n = 1000. Vygenerované č́ısla ozn. xi, i = 1, 2, . . . , 1000. Nájdite numericky také c, ktoré mini-
malizuje (a) sumu štvorcov odchýlok

∑1000
i=1 (xi − c)2, t.j. c1 = arg min∀c

∑1000
i=1 (xi − c)2 a (b) sumu

absolútnych odchýlok
∑100

i=1 |xi − c|, t.j. c2 = arg min∀c

∑1000
i=1 |xi − c|. Za c dosadzujte postupne (1)

všetky x(j) (x(j) sú usporiadané xi podl’a vel’kosti od najmenšieho po najväčšie) a vybrané charakteris-
tiky polohy ako (2) aritmetický priemer, (3) nejaké kvantily x̃p, kde p ∈ �0, 1� a pod. Nakreslite obrázok
závislosti (a) sumy štvorcov odchýlok na x(j), t.j. body [xj , yj ], kde yj =

∑1000
i=1 (xi − x(j))2 a (b) sumy

absolútnych odchýlok na x(j), t.j. body [x(j), yj ], kde yj =
∑1000

i=1 |xi −x(j)|. Podobné obrázky nakreslite
aj pre x̃p namiesto x(j).

Pŕıklad 122 (výšky 10-ročných dievčat, pokrač.) Vypoč́ıtajte základné charakteristiky polohy
a variability.

Riešenie v (pozri tabul’ku 3.2 a 3.3)
Dáta:
72 x <− c (131 , 132 , 135 , 141 , 141 , 141 , 141 , 142 , 143 , 146 , 146 , 151)

Minimum, maximum, medián, aritmetický priemer, prvý kvartil, druhý kvartil, tret́ı kvartil, kvartily
(pomocou jednej funkcie), pät’č́ıselný súhrn, rozptyl a smerodajná odchýlka:

73 min ( x ) # 131
74 max( x ) # 151
75 median ( x ) # 141
76 mean ( x ) # 140.8333
77 p r i eme r <− sum ( x )/ l ength ( x ) # 140.8333
78 q1 <− quan t i l e ( x , 0 . 2 5 , type=2) # 138
79 q2 <− quan t i l e ( x , 0 . 5 0 , type=2) # 141
80 q3 <− quan t i l e ( x , 0 . 7 5 , type=2) # 144.5
81 quan t i l e ( x , c ( 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 ) , type=2) # 138.0 141 .0 144 .5
82 quan t i l e ( x , c ( 0 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 1 ) , type=2) # 131.0 138 .0 141 .0 144 .5 151 .0
83 var ( x ) # 33.78788
84 sd ( x ) # 5.812734

Funkcie na výpočet rozptylu, smerodajnej odchýlky, štandardnej chyby, šikmosti a špicatosti:
85 ” r o z p t y l ” <− f u n c t i o n ( x ) sum ( ( x−mean ( x ) ) ˆ2)/ ( l eng th ( x )−1)
86 ” smerodch” <− f u n c t i o n ( x ) s q r t ( var ( x ) )
87 ”SE” <− f u n c t i o n ( x ) s q r t ( var ( x ) / l ength ( x ) )
88 SE( x ) # 1.677992
89 ” s i kmos t ” <− f u n c t i o n ( x ) {(1/ l ength ( x ) )∗sum ( ( ( x−mean ( x ) )/ ( s q r t ( var ( x ) ) ) ) ˆ3)}
90 s i kmos t ( x ) # −0.2121993
91 ” s p i c a t o s t ” <− f u n c t i o n ( x ) {(1/ l ength ( x ) )∗sum ( ( ( x−mean ( x ) )/
92 ( s q r t ( var ( x ) ) ) ) ˆ4) − 3}
93 s p i c a t o s t ( x ) # −0.9029347

Suma štvorcov, priemerná absolútna odchýlka (priemer absolútnych odchýlok), suma absolútnych
odchýlok, rozpätie, medzikvartilové rozpätie, zist’ovanie symetrie, robustný výpočet minima a maxima
(
”
vnútorné hradby“), robustné rozpätie:

94 var ( x )∗( l eng th ( x )−1) # 371.6667
95 mad( x ) # 5.1891
96 mad( x )∗ l eng th ( x ) # 62.2692
97 c (min ( x ) ,max( x ) ) # 131 151
98 range ( x ) # 131 151
99 Dq <− quan t i l e ( x , 0 . 7 5 , type=2)−quan t i l e ( x , 0 . 2 5 , type=2) # 6 .5

100 c ( q3 − q2 , q2 − q1 ) # 3 .5 3 .0
101 Bd <− q1−1.5∗Dq ; Bh <− q3+1.5∗Dq
102 c (Bd , Bh) # 128.25 154.25

Funkcia na výpočet kvartilovej šikmosti:
103 ” kva r t . s i kmos t ” <− f u n c t i o n ( x ) {
104 q1 <− quan t i l e ( x , 0 . 2 5 , type=2)
105 q2 <− quan t i l e ( x , 0 . 5 , type=2)
106 q3 <− quan t i l e ( x , 0 . 7 5 , type=2)
107 ( ( q3 − q2 ) − ( q2 − q1 ) )/ ( q3 − q1 )
108 }
109 k va r t . s i kmos t ( x ) # 0.07692308
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Funkcia na výpočet oktilovej šikmosti:
110 ” o k t i l . s i kmos t ” <− f u n c t i o n ( x ) {
111 q125 <− quan t i l e ( x , 0 . 1 2 5 , type=2)
112 q2 <− quan t i l e ( x , 0 . 5 , type=2)
113 q875 <− quan t i l e ( x , 0 . 8 7 5 , type=2)
114 ( ( q875 − q2 ) − ( q2 − q125 ) )/ ( q875 − q125 )
115 }
116 o k t i l . s i kmos t ( x ) # −0.2857143

Funkcia na výpočet výberového γ-urezaného aritmetického priemeru a rozptylu (vytvorenie dátového
vektora na ich výpočet):

117 ” u r e z a n i e ” <− f u n c t i o n ( x , gama = 0 . 1 ){
118 x <− na . omit ( x ) # od s t r a n e n i e NA, ak sa v datach nachadza ju
119 n <− l eng th ( x )
120 g . min <− f l o o r ( gama∗n ) # n a j v a c s i e c e l e c i s l o mens ie ako gama∗n
121 g .max <− f l o o r ((1−gama)∗n ) # n a j v a c s i e c e l e c i s l o mens ie ako (1−gama)∗n
122 x . s o r t <− s o r t ( x ) # zo r a d en i e pod la v e l k o s t i
123 x . min <− x . s o r t [ g . min ] # v y b r a t i e d o l n e j h r a n i c e
124 x .max <− x . s o r t [ g .max ] # v y b r a t i e h o r n e j h r a n i c e
125 xg <− x [ x > x . min & x < x .max ]
126 r e t u rn ( xg )
127 }

Funkcia na výpočet výberového aritmetického priemeru a rozptylu winsorizovaného pomocou
”
vnútor-

ných hradieb“ (vytvorenie dátového vektora na ich výpočet):

128 ” w i n s o r i z a c i a ” <− f u n c t i o n ( x ){
129 x <− na . omit ( x ) # od s t r a n e n i e NA
130 q1 <− quan t i l e ( x , 0 . 2 5 )
131 q3 <− quan t i l e ( x , 0 . 7 5 )
132 Dq <− q3 − q1
133 min . x <− q1 − 1 .5∗Dq
134 max . x <− q3 + 1 .5∗Dq
135 xw <− x
136 f o r ( i i n 1 : l eng th ( x ) ) i f ( x [ i ] >= max . x ) xw [ i ] <− max . x
137 f o r ( i i n 1 : l eng th ( x ) ) i f ( x [ i ] <= min . x ) xw [ i ] <− min . x
138 r e t u rn (xw)
139 }

Porovnanie troch typov aritmetických priemerov a rozptylov:
140 xg <− u r e z a n i e ( x )
141 xw <− w i n s o r i z a c i a ( x )
142 TAB <− r b i nd ( c ( l eng th ( x ) , mean ( x ) , sd ( x ) ) , c ( l eng th ( xg ) , mean ( xg ) , sd ( xg ) ) , c ( l eng th (xw) , mean (xw) , sd (xw) ) )
143 dimnames (TAB) [ [ 1 ] ] <− c ( ” su rove data ” , ” u rezane data ” , ” w i n s o r i z o v an e data ” )
144 dimnames (TAB) [ [ 2 ] ] <− c ( ” ro z sah ” , ” p r i eme r ” , ” sd ” )
145 TAB <− round (TAB, 2 )

Tabul’ka 3.2: Rozsah, aritmetický priemer a smerodajná odchýlka pre surové, urezané a winsorizované dáta (výšky 10-
ročných dievčat)

rozsah aritmetický priemer smerodajná odchýlka
surové dáta n = 12 x = 140.83 s2 = 5.81

urezané dáta ng = 8 xg = 139.50 s2
g = 3.85

winsorizované dáta nw = 12 xw = 141.03 s2
w = 5.21

Funkcia na výpočet niektorých základných charakterist́ık:
146 ” z a k l . cha r ” <− f u n c t i o n ( x , type = 7){
147 # od s t r a n e n i e c h yba j u c i c h pozo rovan i
148 x <− x [ ! i s . na ( x ) ]
149 n <− l eng th ( x ) # roz sah
150 # k v a n t i l y p = 0 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 a 1
151 k v a n t i l y <− quan t i l e ( x , c ( 0 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 1 ) , type=type )
152 p r i eme r <− mean ( x ) # pr i eme r
153 SD <− sd ( x ) # smeroda jna odchy l ka
154 StEr <− SE( x ) # standa rdna chyba
155 s ikm <− s i kmos t ( x ) # s i kmos t
156 s p i c <− s p i c a t o s t ( x ) # s p i c a t o s t
157 # vse t k y v y s l e d k y spo l u
158 v y s l e d k y <− c (n , p r i emer , k v a n t i l y , sikm , sp i c , SD, StEr )
159 # p r i r a d e n i e nazvov vys ledkom
160 names ( v y s l e d k y ) <− c ( ”n” , ” pr iem” , names ( k v a n t i l y ) , ” s i k ” , ” s p i c ” , ” sd ” , ” se ” )
161 # zao k r u h l e n i e na dve d e s a t i n n e mie s ta
162 v y s l e d k y <− round ( vy s l edky , 2 )
163 r e t u rn ( v y s l e d k y )
164 }
165 z a k l . char ( x , type = 2)
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Tabul’ka 3.3: Vybrané charakteristiky polohy a variability pre surové dáta (výšky 10-ročných dievčat)

charakteristika n x x̃min x̃0.25 x̃0.50 x̃0.75 x̃max b1 b2 sx sx

hodnota 12 140.8 131.0 138.0 141.0 144.5 151.0 −0.21 −0.90 5.81 1.68

Pŕıklad 123 (základné charakteristiky polohy a variability) Vypoč́ıtajte základné charateris-
tiky polohy a variability pre premennú najväčšia dĺ̌zka lebky (skull.L) a najväčšia š́ırka lebky (skull.B)
u mužov; dáta: one-sample-mean-skull-mf.txt. Výsledok uložte pomocou funkcie write.table().

Riešenie v (pozri tabul’ku 3.4)
166 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−mean−s k u l l−mf . t x t ” , heade r=TRUE)
167 names (DATA) ## ” i d ” ”pop” ” sex ” ” s k u l l . L” ” s k u l l .B”
168 attach (DATA)
169 ZCH1 <− z a k l . char ( s k u l l . L [ s ex==”m” ] )
170 ZCH2 <− z a k l . char ( s k u l l .B [ s ex==”m” ] )
171 ZCH <− r b i nd (ZCH1 ,ZCH2)
172 dimnames (ZCH) [ [ 1 ] ] <− c ( ” s k u l l . L” , ” s k u l l .B” )
173 ZCH
174 wr i t e . t a b l e (ZCH, ” s k u l l−tab −01. t x t ” )

Tabul’ka 3.4: Vybrané charakteristiky polohy a variability pre najväčšiu d́lžku lebky

n x x̃min x̃0.25 x̃0.50 x̃0.75 x̃max b1 b2 sx sx

skull.L 217 182.04 164.00 177.00 182.00 187.00 199.00 -0.06 -0.48 6.37 0.43
skull.B 216 137.19 124.00 134.00 137.00 140.00 149.00 0.08 -0.30 4.82 0.33

Pŕıklad 124 (šikmost’ a špicatost’) Naprogramujte funkcie na výpočet rozptylu šikmosti a špicatos-
ti.

Pŕıklad 125 (základné charakteristiky polohy a variability) Vypoč́ıtajte základné charakteris-
tiky polohy a variability pre nasledujúce premenné:
(a) š́ırko-dĺ̌zkový index lebky vypoč́ıtaný ako podiel premenných š́ırka lebky (skull.B; v mm) a dĺ̌zka
lebky (skull.L; v mm; dáta: one-sample-mean-skull-mf.txt) u mužov;
(b) stranový rozdiel vertikálneho priemeru diafýzy kl’́učnej kosti (simd.R a simd.L; v mm) na pravej aj
l’avej strane tela (dáta: paired-means-clavicle2.txt);
(c) najväčšia výška mozgovne (skull.pH; mm) a morfologická výška tváre (face.H; mm; dáta: one-sample-
correlation-skull-mf.txt).

3.6 Štatistická grafika

Pokial’ chceme zobrazit’ základné a relevantné grafy (spolu s výpočtom základných charakterist́ık po-
lohy a variability), hovoŕıme o exploratórnej analýze dát (EDA); pozri Murrell (2011) a Kabacoff
(2011). Grafická interpretácia výberového súboru je možná pomocou stĺpcového diagramu, spojni-
cového grafu (polygónu početnosti, frekvenčnej krivky a polygónu kumulat́ıvnych početnost́ı), bo-
dového grafu, kruhového diagramu, histogramu, empirickej distribučnej funkcie, krabicového diagramu
a kvantilového diagramu.

3.6.1 St́lpcový diagram

St́lpcový diagram – vyjadruje č́ıselné hodnoty pomocou obdĺždnikových st́lpcov, obyčajne v zvislej,
no niekedy aj vo vodorovnej polohe; môže byt’ neškálovaný, t.j. v absolútnej škále, alebo škálovaný, t.j.
v relat́ıvnej škále (lepšie porovnanie v pŕıpade sledovania viacerých súborov); špeciálnymi variantmi
sú veková pyramı́da (strom života, znázorňuje vekové zloženie obyvatel’stva) a histogram. St́lpcový
diagram nakresĺıme pomocou funkcie barplot(x).

89



3.6 KAPITOLA 3. CHARAKTERISTIKY POLOHY A VARIABILITY A ŠTATISTICKÁ GRAFIKA

Kombinácii st́lpcových diagramov usporiadaných nad sebou pre škálované kategoriálne dáta, t.j.
dáta v podobe pravdepodobnost́ı, ktorých suma je rovná jednej, sa hovoŕı aj spinogram. Spinogram
nakresĺıme pomocou funkcíı

175 l i b r a r y ( vcd )
176 s p i n e ( x )

Pŕıklad 126 (st́lpcový diagram; oči vs. vlasy) Kontingenčná tabul’ka predstavuje pravdepodob-
nosti výskytu rôznych farieb vlasov a oč́ı v populácii. Ide o model multinomického rozdelenia, ozn.
Mult(p, N), pretože všetky pravdepodobnosti dávajú v sume jednotku. Vypoč́ıtajte početnosti všetkých
buniek tabul’ky, ak máme v populácii 1000 jedincov. Prepoč́ıtajte pravdepodobnosti na model súčinového
multinomického rozdelenia (pravdepodobnosti výskytu pre dve farby oč́ı a tri farby vlasov pozri v ta-
bul’ke 3.5). Použite základné funkcie (pozri Spector, 2008; Venables a kol., 2013; Verzani, 2005) a skon-
trolujte pomocou funkcíı margin.table(oci) a prop.table(oci). Nakreslite stĺpcové diagramy pre oba typy
súčinových multinomických rozdeleńı – pre početnosti, ako aj pre pravdepodobnosti. [Marginálne súčty
možno pridat’ pomocou funkcie addmargins(oci); keby sme mali surové dáta (hodnoty 0 a 1 pre každý
subjekt), kontingenčnú tabul’ku vytvoŕıme pomocou funkcie ftable(data).]

Tabul’ka 3.5: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 pravdepodobnost́ı výskytu pre dve farby oč́ı a tri farby vlasov

oči/vlasy blond hnedé ryšavé
modré 0.12 0.22 0.06
hnedé 0.15 0.34 0.11

Riešenie v (pozri tabul’ky 3.6 až 3.9 a obrázok 3.1)

177 modre . o c i <− c ( 0 . 1 2 , 0 . 2 2 , 0 . 0 6 ) # vek t o r p r avdepodobno s t i
178 hnede . o c i <− c ( 0 . 1 5 , 0 . 3 4 , 0 . 1 1 ) # vek t o r p r avdepodobno s t i
179 o c i <− r b i nd ( modre . oc i , hnede . o c i ) # dva v ek t o r y s po j e n e do mat ice
180 sum ( o c i ) # ce l k o va ( t o t a l n a ) suma = 1
181 # nazvy r i a d ko v a s t l p c o v
182 dimnames ( o c i ) [ [ 1 ] ] <− c ( ”modre” , ”hnede” )
183 dimnames ( o c i ) [ [ 2 ] ] <− c ( ” b lond ” , ”hnede” , ” r y s a v e ” )
184 round ( addmarg ins ( o c i ) , 2 ) # marg ina l ne p ravdepodobno s t i
185 o c i . pocty <− o c i∗1000 # f i k t i v n e p o c e t n o s t i
186 addmarg ins ( o c i . pocty ) # marg ina l ne p o c e t n o s t i
187 sumy <− app ly ( o c i . pocty , 2 , sum ) # sumy po s t l p c o c h
188 o c i . p rav <− o c i . pocty
189 o c i . p rav [ 1 , ] <− o c i . pocty [ 1 , ] /sumy
190 o c i . p rav [ 2 , ] <− o c i . pocty [ 2 , ] /sumy
191 app ly ( o c i . prav , 2 , sum ) # suma po s t l p c o c h = 1
192 round ( addmarg ins ( o c i . prav , 1 ) ,2 ) # marg ina l ne p o c e t n o s t i po r i a dko ch
193 sumy1 <− app ly ( o c i . pocty , 1 , sum ) # sumy po r i a dko ch
194 o c i . p rav1 <− o c i . pocty
195 o c i . p rav1 [ , 1 ] <− o c i . pocty [ , 1 ] /sumy1
196 o c i . p rav1 [ , 2 ] <− o c i . pocty [ , 2 ] /sumy1
197 o c i . p rav1 [ , 3 ] <− o c i . pocty [ , 3 ] /sumy1
198 app ly ( o c i . prav1 , 1 , sum ) # suma po r i a dko ch = 1
199 round ( addmarg ins ( o c i . prav1 , 2 ) ,4 ) # marg ina l ne p o c e t n o s t i po s t l p c o c h
200 par (mfrow=c ( 2 , 2 ) )
201 par (mar=c ( 4 , 2 , 1 , 1 ) )
202 ba r p l o t ( o c i . pocty , space =0, cex . names=1.5)
203 ba r p l o t ( t ( o c i . pocty ) , space =0, cex . names=1.5)
204 par (mar=c ( 4 , 2 , 0 , 0 ) )
205 ba r p l o t ( o c i . prav , space =0, cex . names=1.5)
206 ba r p l o t ( t ( o c i . p rav1 ) , space =0, cex . names=1.5)
207 # legend (” t o p r i g h t ” , c (” modre o c i ” ,” hnede o c i ”) , f i l l =c (” b l a ck ” ,” g r ey ”) ) # mozne p r i d a n i e l e g endy ( nezobrazena )

Tabul’ka 3.6: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 pravdepodobnost́ı výskytu pre dve farby oč́ı a tri farby vlasov spolu s mar-
ginálnymi pravdepodobnost’ami (multinomické rozdelenie)

oči/vlasy blond hnedé ryšavé suma

modré 0.12 0.22 0.06 0.40
hnedé 0.15 0.34 0.11 0.60
suma 0.27 0.56 0.17 1.00
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Tabul’ka 3.7: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 početnost́ı výskytu pre dve farby oč́ı a tri farby vlasov spolu s marginálnymi
početnost’ami (multinomické rozdelenie)

oči/vlasy blond hnedé ryšavé suma

modré 120 220 60 400
hnedé 150 340 110 600
suma 270 560 170 1000

Tabul’ka 3.8: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 pravdepodobnost́ı výskytu pre dve farby oč́ı a tri farby vlasov spolu s mar-
ginálnymi st́lpcovými početnost’ami (súčinové multinomické rozdelenie; po st́lpcoch)

oči/vlasy blond hnedé ryšavé

modré 0.4444 0.3929 0.3529
hnedé 0.5556 0.6071 0.6471
suma 1.0000 1.0000 1.0000

Tabul’ka 3.9: Kontingenčná tabul’ka 2 × 3 pravdepodobnost́ı výskytu pre dve farby oč́ı a tri farby vlasov spolu s mar-
ginálnymi riadkovými početnost’ami (súčinové multinomické rozdelenie; po riadkoch)

oči/vlasy blond hnedé ryšavé suma
modré 0.3000 0.5500 0.1500 1.0000
hnedé 0.2500 0.5667 0.1833 1.0000

3.6.2 Spojnicový graf, polygón početnosti a frekvenčná krivka

Spojnicový graf – znázorňuje priebeh časového radu a jeho špeciálnymi pŕıpadmi sú polygón
početnosti, frekvenčná krivka, polygón kumulat́ıvnych početnost́ı.

Polygón početnosti – spojnicový diagram, v ktorom nad stredmi triednych intervalov Ii vztýčime
kolmice, s výškou úmernou pŕıslušným triednym početnostiam a koncové body kolmı́c pospájame. Ich
súradnice sú [x∗

i , ni]. Ide o zobrazenie priebehu početnost́ı vnútri každého intervalu, ale plocha uzavretá
spojnicou polygónu nie je presne (len približne) úmerná počtu pozorovańı v intervale.

Frekvenčná krivka – vznikne, ked’ koncové body polygónu početnosti pospájame hladkou krivkou;
vystihuje celkom presne priebeh rozdelenia početnosti a plocha v každom mieste ohraničená krivkou
je priamo úmerná počtu pozorovańı.

3.6.3 Bodový graf

Bodový (rozptylový) graf – zobrazuje namerané hodnoty v pravouhlej súradnicovej sústave (dvoj-
dimenzionálnej, 2D; trojdimenzionálnej, 3D), pričom jednotlivé kategórie sa odlǐsujú pomocou rôznych
značiek, farieb a pod.; často sa použ́ıva na zobrazenie závislosti dvoch znakov. Dvojdimenzionálny
a trojdimenzionálny rozptylový graf nakresĺıme pomocou funkcíı
208 p l o t ( x , y ) # 2D
209 l i b r a r y ( s c a t t e r p l o t 3 d )
210 s c a t t e r p l o t 3 d ( x , y , z ) # 3D

Argumenty funkcie plot(x):

• type= argument kontrolujúci typ grafu

– type=”p” – body (prednastavená hodnota; default),

– type=”l” – čiary,

– type=”b” – body pospájané čiarami,

– type=”s” – schodovitá funkcia,

– type=”n” – prázdny obrázok;

• argumenty popisu ośı a grafu

– xlab=”retazec” – popis osi x,

– ylab=”retazec” – popis osi y,
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Obr. 3.1: St́lpcové diagramy – početnosti (prvý riadok) pre vlasy (vl’avo), pre oči (vpravo); pravdepodobnosti (druhý
riadok) pre vlasy (vl’avo), pre oči (vpravo)

– main=”retazec” – hlavný nadpis,

– sub=”retazec” – podnadpis pod osou x;

• farba col=”anglicky.nazov” alebo kódovanie v RGB-̌skále (rgb(cislo1,cislo2,cislo3) vytvoŕı RGB-
vektor z hodnôt intenzity); transformácia col2rgb(anglicky.nazov) vytvoŕı RGB-vektor z anglického
názvu farby, kde RGB-vektor je textový vektor so 7 alebo 9 elementmi, kde za ”#”nasleduje red,
blue a green farebný kanál a volitel’ne aj koeficient transparencie α v hexadecimálnej sústave (po
preškálovańı na hodnoty 0, . . . , 255; default je ”black”;

• vel’kost’ cex=k, k ∈ R, prednastavená hodnota je 1;

• typ bodov pch=k, č́ıslo k = 1, 2, . . . , 20, prednastavená hodnota je 1 (prázdny krúžok);

• typ čiar lty=k, č́ıslo k = 1, 2, . . . , 20, prednastavená hodnota je 1 (plná čiara).

Ďaľsie funkcie súvisiace s bodovým grafom:

• points(x,y) – pridávanie bodov do obrázka;

• lines(x,y) – pridávanie čiar do obrázka;

• text(x, y, labels) – pridanie textu v bodoch špecifikovaných súradnicami x a y, kde popis labels[i]
sa zobrazuje v bodoch (x[i],y[i]), prednastavené hodnoty sú 1:length(x);

plot(x,y, type=”n”); text(x, y, names);

• title(main,sub,xlab,ylab) – dodatočné pridanie nadpisov a popisov ośı;

• legend(x,y,legend) – dodatočné pridanie legendy, špecificky umiestnenej v súradniciach x a y, kde sú
prednastavené nasledovné polohy ”bottomright”, ”bottom”, ”bottomleft”, ”left”, ”topleft”, ”top”,
”topright”, ”right” a ”center”’ argumenty funkcie

– fill=”retazec” – farba výplne (ne)orámovanej legendy,

– col=”retazec” – farba nakreslených bodov alebo čiar,

– lty=k – typ čiar, k = 1, 2, . . . , 20,

– lwd=k – š́ırka čiar, k ∈ N, prednastavená hodnota je 1 (plná čiara),
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– pch=k – typ bodov, k = 1, 2, . . . , 20, prednastavená hodnota je 1 (prázdny krúžok);

• locator(n,type) – určenie polohy konkrétneho bodu v grafe (napr. odl’ahlé pozorovanie) pomocou
jedného bodového kliknutia myšou v jeho bĺızkosti, pričom funkcia bod nielen označ́ı, ale aj
vypoč́ıta jeho súradnice text(locator(1),”retazec”); použitie v legende
legend(locator(1),...);

• identify(x,y,labels) identifikácia bodov, ak poznáme ich súradnice.

Pŕıklad 127 (typy bodov a základné farby) Nakreslite obrázok (a) základných dvadsiatich typov
bodov a (b) ôsmich typov farieb a dvanástich odtieňov sivej.

Riešenie v (pozri obrázok 3.2)
211 windows ( 14 , 2 . 5 )
212 par (mar=c ( 3 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 ) )
213 p l o t ( 1 : 2 0 , rep ( 0 : 1 , 1 0 ) , type=”n” , sub=”” , x l a b=”” , y l a b=”” , bty=”n” , axe s=FALSE)
214 po i n t s ( 1 : 2 0 , rep ( 0 . 5 , 2 0 ) , pch =1:20 , cex=4)
215 a x i s (1 , a t =1:20 , l a b e l s =1:20 , cex . a x i s =1.5)
216 box ( )
217 windows ( 14 , 2 . 5 )
218 par (mar=c ( 3 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 ) )
219 p l o t ( 1 : 2 0 , rep ( 0 : 1 , 1 0 ) , type=”n” , sub=”” , x l a b=”” , y l a b=”” , bty=”n” , axe s=FALSE)
220 po i n t s ( 1 : 8 , rep ( 0 . 5 , 8 ) , pch=16, co l =1:8 , cex=4)
221 s i v a <− paste ( ” g ray ” , rev ( seq (25 ,80 , by=5) ) , sep=”” )
222 po i n t s ( 9 : 2 0 , rep ( 0 . 5 , 1 2 ) , pch=16, co l=s i v a , cex=4)
223 a x i s (1 , a t =1:20 , l a b e l s=c ( 1 : 8 , s i v a ) , cex . a x i s =1.5)
224 box ( )

1 2 3 4 5 6 7 8 gray80 gray70 gray60 gray50 gray40 gray30

●

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Obr. 3.2: Základné typy bodov (dolný riadok) a farieb (horný riadok)

Pŕıklad 128 (typy bodov a základné farby) Nakreslite obrázok zpiatich základných typov čiar,
ktoré (a) smerujú zvislo, (b) smerujú vodorovne, (c) zvierajú s osou x uhol 45◦.

Riešenie v (pozri obrázok 3.3)
225 windows (12 ,4 )
226 par ( mfco l=c ( 1 , 3 ) )
227 p l o t (1 , 1 , type=”n” , x l a b=”” , y l a b=”” , bty=”n” , axe s=FALSE , x l im=c (−3 ,3) , y l im=c (−3 ,3) )
228 a b l i n e ( v=−2:2, l t y =1:5)
229 p l o t (1 , 1 , type=”n” , x l a b=”” , y l a b=”” , bty=”n” , axe s=FALSE , x l im=c (−3 ,3) , y l im=c (−3 ,3) )
230 a b l i n e ( h=−2:2, l t y =1:5)
231 p l o t (1 , 1 , type=”n” , x l a b=”” , y l a b=”” , bty=”n” , axe s=FALSE , x l im=c (−3 ,3) , y l im=c (−3 ,3) )
232 a b l i n e ( a=−2,b=tan ( p i /4) , l t y =1)
233 a b l i n e ( a=−1,b=tan ( p i /4) , l t y =2)
234 a b l i n e ( a=0,b=tan ( p i /4) , l t y =3)
235 a b l i n e ( a=1,b=tan ( p i /4) , l t y =4)
236 a b l i n e ( a=2,b=tan ( p i /4) , l t y =5)

Pŕıklad 129 (základy grafiky; dáta iris) Nakreslite rozptylový graf dĺ̌zky a š́ırky kalǐsných ĺıstkov
pre všetky tri taxóny kosatcov pomocou (a) rôznych typov bodov a (b) rôznych farieb. Dokreslite
do obrázku (c) regresné priamky pre každý taxón použit́ım rôzneho typu čiary. Pozri help(iris) ohl’adom
popisu premenných a d’aľśıch detailov o dátach (Fisher, 1936/1971).
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Obr. 3.3: Základné typy čiar – zvislo, vodorovne a v uhle 45◦ (zl’ava doprava)

Riešenie v (riešenie (a) pozri na obrázku 3.4)
237 i r isDATA <− as . matr ix ( i r i s [ , 1 : 4 ] ) # zmena datoveho ramca na mat icu
238 dimnames ( ir isDATA ) [ [ 2 ] ]
239 # [ 1 ] ” Sepa l . Length ” ” Sepa l . Width”
240 # [ 3 ] ” Pe t a l . Length ” ” Pe t a l . Width”
241 i r i sLABELS <− i r i s [ , 5 ]
242 l e v e l s ( i r i sLABELS ) # ” s e t o s a ” ” v e r s i c o l o r ” ” v i r g i n i c a ”
243 p l o t ( ir isDATA [ , ” Sepa l . Length ” ] , i r isDATA [ , ” Sepa l . Width” ] ) # r o z p t y l o v y g r a f
244 x . r o z s <− range ( ir isDATA [ , ” Sepa l . Length ” ] ) # roz sah
245 y . r o z s <− range ( ir isDATA [ , ” Sepa l . Width” ] ) # roz sah
246 # typy bodov pod la skup in
247 windows (5 , 5 )
248 par (mar=c ( 5 , 5 , 1 , 1 ) )
249 p l o t ( ir isDATA [ , ” Sepa l . Length ” ] , i r isDATA [ , ” Sepa l . Width” ] , t ype=”n” , x l a b=”” , y l a b=”” , asp=1)
250 po i n t s ( ir isDATA [ i r i sLABELS==” s e t o s a ” , ” Sepa l . Length ” ] , i r isDATA [ i r i sLABELS==” s e t o s a ” , ” Sepa l . Width” ] , pch=16)
251 po i n t s ( ir isDATA [ i r i sLABELS==” v e r s i c o l o r ” , ” Sepa l . Length ” ] , i r isDATA [ i r i sLABELS==” v e r s i c o l o r ” , ” Sepa l . Width” ] ,
252 pch=1)
253 po i n t s ( ir isDATA [ i r i sLABELS==” v i r g i n i c a ” , ” Sepa l . Length ” ] , i r isDATA [ i r i sLABELS==” v i r g i n i c a ” , ” Sepa l . Width” ] , pch=4)
254 l egend ( ” t o p r i g h t ” , c ( ” s e t o s a ” , ” v e r s i c o l o r ” , ” v i r g i n i c a ” ) , t e x t . f o n t =3,pch=c (16 , 1 , 4 ) , cex =1.2)
255 t i t l e ( x l a b=” d l z ka (cm) ” , y l a b=” s i r k a (cm) ” , sub=” k a l i s n e l i s t k y ” , cex . l a b =1.5 , cex . sub =1.5)
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Obr. 3.4: Rozptylový graf pre dĺžku a š́ırku kalǐsných ĺıstkov

3.6.4 Kruhový diagram

Kruhový (výsekový, koláčový) diagram – zachytáva štruktúru dát takým spôsobom, že celá plo-
cha kruhu predstavuje celý súbor a kruhové výseky jej jednotlivé časti, pričom polomery zvierajúce
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uhol 3.6◦ vymedzujú plochu odpovedajúcu 1 % celého obsahu. Kruhový diagram nakresĺıme pomocou
funkcie pie(x).

Argumenty funkcie pie(x):

• x vektor relat́ıvnych hodnôt (pravdepodobnost́ı), ktoré v súčte dávajú 1, teda i-ta položka bude
x[i]/sum(x) kruhu (ale aj početnost́ı); graf zač́ına horizontálnou čiarou doprava a pokračuje proti
smeru hodinových ručičiek;

• names vektor mien prislúchajúcich jednotlivým položkám grafu;

• col vektor farieb, ktorými sú jednotlivé položky vyfarbené;

• labels=”retazec” – pomenovania kruhových výsekov.

Pŕıklad 130 (kruhový diagram) Vytvorte kruhový diagram znázorňujúci pravdepodobnosti výskytu
rôznych farieb vlasov so súčasným výskytom modrých oč́ı (dáta z pŕıkladu 126, tabul’ka 3.9). Vytvorte
rovnaký diagram v odtieňoch sivej farby (gray()).

Riešenie v (pozri obrázok 3.5)

256 windows (4 , 4 )
257 par (mar=c ( 0 , 0 , 0 , 0 ) )
258 p i e ( o c i . p rav1 [ 1 , ] ) # nezobrazene
259 p i e ( o c i . p rav1 [ 1 , ] , co l=gray ( seq ( 0 . 4 , 1 . 0 , l eng th =3) ) )

blond

hnede rysave

Obr. 3.5: Kruhový diagram (dáta oči vs. vlasy)

Pŕıklad 131 (kruhový diagram) Nakreslite tiež kruhový diagram 24 (1) odtieňov sivej
(gray(sekvencia), kde sekvencia sú č́ısla z intervalu 〈0, 1〉), (2) odtieňov farieb dúhy (rainbow(k)), (3)
teplých farieb (heat.colors(k)) a (4) topografických farieb (topo.colors(k) alebo terrain.colors(k)).

Riešenie v (pozri obrázok 3.6)

260 windows (4 , 4 )
261 par (mar=c ( 0 , 0 , 0 , 0 ) )
262 p i e ( rep (1 ,24 ) , co l=gray ( seq ( 0 . 4 , 1 . 0 , l eng th =24) ) , r a d i u s =0.9)
263 p i e ( rep (1 ,24 ) , co l=ra inbow (24) , r a d i u s =0.9) # nezobrazene
264 p i e ( rep (1 ,24 ) , co l=heat . c o l o r s (24) , r a d i u s =0.9) # nezobrazene
265 p i e ( rep (1 ,24 ) , co l=topo . c o l o r s (24) , r a d i u s =0.9) # nezobrazene
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Obr. 3.6: Kruhový diagram (odtiene sivej)

3.6.5 Histogram

Histogram – predstavuje st́lpcový diagram s k st́lpcami, ktorých základňa sa rovná š́ırke intervalu
Ii = (xi, xi+1� a výška i-teho st́lpca jeho početnosti (i = 1, 2, . . . , k). Zobrazuje početnosti pozorovańı
v jednotlivých intervaloch v absolútnej škále (na osi y sú zobrazené početnosti) a v relat́ıvnej škále (ob-
sah histogramu je rovný jednej). Histogram možno oṕısat’ pomocou frekvenčnej tabul’ky, ktorá obsahuje
početnosti a relat́ıvne početnosti. Množstvo intervalov voĺı pŕıslušný štatistický softvér alebo aj sám
už́ıvatel’. Potrebných je aspoň 12 triednych intervalov (ich počet nesmie klesnút’ pod 6). Š́ırka jedného
je minimálne hmin = 0.08(xmax−xmin). Muśı obsahovat’ minimálne 5 merańı. Počet tried histogramu je
rovný k = log2 n+1

∙
= 2+3.3 log10 n (Sturgesova formula; Becker a kol. (1988)), intervaly sú defino-

vané ako �x0, x1� , (x1, x2� , . . . , (xn−1, xn�. Š́ırka intervalov je teda h = dobs/ (log2 n + 1) pre realizácie
z normálneho rozdelenia. Teraz už vlastne nepracujeme s realizáciami xi, ale so stredmi intervalov
x∗

i = (xi + xi+1) /2. Počty hodnôt ni, ktoré sa v intervale Ii nachádzajú, sa nazývajú triedne početnosti.
Pokial’ realizácie nemajú normálne rozdelenie, treba použit’ robustné algoritmy. Taktiež odl’ahlé po-
zorovania môžu dramaticky nafúknut’ rozpätie, čo môže spôsobit’ nárast š́ırky intervalov. Preto sa
využ́ıvajú dva algoritmy ako kompromis medzi výchylkou (bias) a rozptylom realizácíı pochádzajúcich
z normálneho rozdelenia. Potom š́ırky triednych intervalov budú h1 = 3.49σ̂n−1/3, σ̂ = s (Scottova
formula; Becker a kol. (1988)), h2 = 2dQn−1/3 (robustneǰsia, Freedman-Diaconisova formula,
ktorá je nezavislá od odl’ahlých pozorovańı a vyberá menšie intervaly ako Scottova formula; Venables

a Ripley (2002)). Pre symetrické rozdelenia plat́ı h3 = �2
√

n� alebo h4 =
⌊
2.46 × (n − 1)0.4

⌋
. Pokial’ sa

neočakáva pŕılǐs zošikmené rozdelenie, je š́ırka triednych intervalov h konštantná. V pŕıpade kompliko-
vaneǰśıch tvarov výberových rozdeleńı treba zväčšit’ počet triednych intervalov alebo použit’ špeciálne
postupy na hl’adanie nekonštantne dlhých triednych intervalov (Meloun a Militký, 2004). Histogram
nakresĺıme pomocou funkcie hist(x).

Argumenty funkcie hist(x):

• prob=FALSE (prednastavená hodnota) – v absolútnej škále, kde na osi y sú početnosti;

• prob=TRUE – v relat́ıvnej škále – suma obsahov st́lpcov (obd́lždnikov) je rovná jednej;

• breaks=”Sturges” (Sturgesova formula, prednastavená hodnota), d’aľsie možnosti sú ”Scott”
(Scottova formula) a ”FD” alebo ”Freedman-Diaconis” (Freedman-Diaconisova formula);

• nclass=k, k ∈ N – počet triednych intervalov;

• plot=FALSE – ak chceme vyṕısat’ č́ıselné detaily, ale nechceme obrázok.
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Pŕıklad 132 (histogram a hustota normálneho rozdelenia) Nakreslite histogram najväčšej dĺ̌z-
ky lebky (v mm) skull.L u mužov (dáta one-sample-mean-skull-mf.txt) a superponujte ho s (a) krivkou
hustoty normálneho rozdelenia (plná čiara) a (b) krivkou hustoty vypoč́ıtanej z dát (empirická hustota;
čiarkovaná čiara). Pod bázu histogramu nakrelite tzv.

”
koberec“, ktorý charakterizuje polohu realizácíı.

Riešenie v (pozri obrázok 3.7)
266 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−mean−s k u l l−mf . t x t ” , heade r=TRUE)
267 attach (DATA)
268 x <− na . omit ( s k u l l . L [ s ex==”m” ] ) # od s t r a n e n i e chyba juceho pozo rovan i a NA
269 p r i eme r <− mean ( x )
270 SD <− sd ( x )
271 # 100 k v a n t i l o v od minima po maximum x a hodnoty hu s t o t y v n i ch
272 kvant <− seq (min ( x ) ,max( x ) , l eng th =100)
273 # dop l n e n i e hu s t o t y normalneho r o z d e l e n i a
274 hus t <− dnorm ( kvant , mean = pr iemer , sd=SD)
275 h i s t ( x , y l im=c (0 , range ( hus t ) [ 2 ] ) , prob=TRUE, main=”” , x l a b=”x” , y l a b=” hus to ta ” )
276 l i n e s ( kvant , hust , co l=” red ” , lwd=2)
277 # a l t e r n a t i v n e cez MC s imu l a c i u
278 x . seq <− rnorm (100000 ,mean=mean ( x ) , sd=sd ( x ) )
279 l i n e s ( den s i t y ( x . seq ) , lwd=2)
280 # kobe rec
281 rug ( x )
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Obr. 3.7: Histogram so superponovanou krivkou hustoty normálneho rozdelenia (plná čiara) a hustoty vypoč́ıtanej z dát
(empirická hustota; čiarkovaná čiara); pod histogramom je tzv.

”
koberec“

Pŕıklad 133 (dva histogramy) Nakreslite dva histogramy tak, aby sa svojimi bázami dotýkali. Apli-
kujte na dáta two-samples-means-birth.txt.

Riešenie v (pozri obrázok 3.8; obe krivky hustoty sa prekrývajú)
282 DATA <− read . t a b l e ( ”two−samples−means−b i r t h . t x t ” , heade r=TRUE)
283 names (DATA)
284 # [ 1 ] ”o . s i b .N” ” b i r t h .W”
285 attach (DATA) # zmena typu ob j e k tu na f a k t o r
286 o . s i b .N. f a k t o r <− as . f a c t o r ( o . s i b .N) # h l a d i n y f a k t o r a
287 # oznacen i e h l a d i n a i c h zmena
288 l e v e l s ( o . s i b .N. f a k t o r )
289 o . s i b .N. f a k t o r 1 <− f a c t o r ( o . s i b .N. f a k t o r , l a b e l s=c ( ” z i adny ” , ” j eden ” ) )
290 r o z s ah <− range ( b i r t h .W)
291 l i b r a r y ( Hmisc ) # n a c i t a n i e k n i z n i c e
292 windows (5 , 5 )
293 par (mar=c ( 4 . 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
294 xx <− h i s t b a ckba ck ( s p l i t ( b i r t h .W, o . s i b .N. f a k t o r 1 ) , p r o b a b i l i t y=TRUE, x l ab=”” , y l a b=”” , axe s=FALSE)
295 t i t l e ( y l a b=”porodna hmotnost ( g ) ” , cex . l a b =1.5)
296 a x i s (1 , cex . a x i s =0.9)
297 a x i s (2 , a t=seq (0 , 8 , l eng th =5) , l a b e l s=seq ( r o z s ah [ 1 ] , r o z s ah [ 2 ] , l eng th =5) , cex . a x i s =0.9 , l a s =1)
298 mtext ( ” z i adny ” , s i d e =1, l i n e =2, at=−mean ( xx$ l e f t ) , f o n t =1, cex =1.5)
299 mtext ( ” j eden ” , s i d e =1, l i n e =2, at=mean ( xx$ r i g h t ) , f o n t =1, cex =1.5)
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Obr. 3.8: Dva histogramy s priloženými bázami (základňami)

Pŕıklad 134 (MC simulácia hustoty normálneho rozdelenia) Superponujte hustotu najväčšej
dĺ̌zky lebky (v mm) skull.L (dáta one-sample-mean-skull-mf.txt) s hustotou normálneho rozdelenia
vypoč́ıtanou pomocou MC simulácie s 95% pásom spol’ahlivosti normálneho rozdelenia so strednou hod-
notou rovnou aritmetickému priemeru a rozptylom rovným výberovému rozptylu (Bowman a Azzalini,
1997).

Riešenie v (pozri obrázok 3.9)

300 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−mean−s k u l l−mf . t x t ” , heade r=TRUE)
301 attach (DATA)
302 l i b r a r y (sm)
303 x <− na . omit ( s k u l l . L [ s ex==”m” ] )
304 yy <− sm . den s i t y ( x , model=”Normal” )
305 windows (5 , 5 )
306 par (mar=c ( 4 . 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
307 sm . den s i t y ( x , model=”Normal” , y l im=c ( 0 , 0 . 0655 ) , x l a b=”” , y l a b=”” )
308 l i n e s ( yy$ eva l . po int s , yy$ e s t imate , lwd=2)
309 t i t l e ( x l a b=” n a j v a c s i a d l z k a mozgovne (mm)” , y l a b=” hus to ta ” , cex . l a b =1.5)
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Obr. 3.9: Hustota so superponovanou hustotou normálneho rozdelenia v podobe 95% pásu spol’ahlivosti
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3.6.6 Empirická distribučná funkcia

Histogram kumulat́ıvnych početnost́ı (súčtový histogram) – namiesto početnost́ı nj budeme
nad jednotlivými intervalmi Ii zakreslovat’ obd́lžniky s výškou rovnajúcou sa pŕıslušným kumulat́ıvnym
početnostiam Ni =

∑i
j=1 nj . Kumulat́ıvne relat́ıvne početnosti definujeme ako Ni/n, čomu zodpovedá

empirická distribučná funkcia, definovaná pre zvolené č́ıslo x ako relat́ıvna početnost’ v intervale
(−∞, x�, teda ako Ni-tina hodnôt xi menš́ıch alebo rovných ako x, t.j. (Wasserman, 2006)

F̂n (x) =
#xi ≤ x

n
=

n∑

i=1

I(xi ≤ x)/n,

kde I(∙) je indikačná funkcia. Obrázok empirickej distribučnej funkcie nakresĺıme pomocou funkcie
plot(ecdf(x),verticals = TRUE,do.points=FALSE).

Argumenty funkcie plot(ecdf(x)):

• verticals=FALSE je prednastavená hodnota; ak verticals=TRUE, je nakreslená schodovitá funkcia;

• do.points=TRUE je prednastavená hodnota; vkresĺı do obrázka aj body, v ktorých je funkcia
poč́ıtaná;

• col.01line=”gray70” (prednastavená hodnota) – farba horizontálnych priamok v bodoch 0 a 1.

Pŕıklad 135 (distribučná funkcia a hustota normálneho rozdelenia) Nakreslite empirickú
distribučnú funkciu najväčšej dĺ̌zky lebky (v mm) skull.L u mužov (dáta one-sample-mean-skull-mf.txt)
a superponujte ju s krivkou distribučnej funkcie normálneho rozdelenia červenou farbou.

Riešenie v (pozri obrázok 3.10)
310 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−mean−s k u l l−mf . t x t ” , heade r=TRUE)
311 attach (DATA)
312 x <− na . omit ( s k u l l . L [ s ex==”m” ] )
313 p r i eme r <− mean ( x )
314 SD <− sd ( x )
315 ROZP <− range ( x )
316 # zoradenych 200 hodnot ( e k v i d i s t a n t n e ) medzi min a max x
317 x1 <− seq (ROZP[ 1 ] ,ROZP[ 2 ] , l eng th =200)
318 # t e o r e t i c k a CDF ( normalne r o z d e l e n i e )
319 y <− dnorm ( x1 , mean=pr iemer , sd=SD)
320 y <− cumsum ( y )/sum ( y )
321 # zob r a z e n i e k r i v k y d i s t r i b u c n e j f u n k c i e
322 # t e o r e t i c k e h o normalneho r o z d e l e n i a
323 windows (5 , 5 )
324 par (mar=c ( 5 , 5 , 1 , 1 ) )
325 p l o t ( e cd f ( x ) , v e r t i c a l s=TRUE, do . po i n t s=FALSE , x l a b=” n a j v a c s i a d l z k a mozgovne (mm)” ,
326 y l ab=” emp i r i c k a d i s t r i b u c n a f u n k c i a ” , main=”” , cex . l a b =1.5)
327 l i n e s ( x1 , y , co l=” red ” , lwd=3)

3.6.7 Krabicový diagram

Krabicový diagram – predstavuje grafické znázornenie pät’č́ıselného súhrnu, t.j. zobrazuje v porad́ı
zdola nahor hodnoty x∗

min, x̃0.25, x̃0.50, x̃0.75, x
∗
max. Umožňuje tiež doplnenie hodnoty aritmetického prie-

meru a tak zvýraznit’ pŕıpadné odchýlky od normality, identifikovat’ symetriu rozdelenia medzi kvar-
tilmi, symetriu rozdelenia v koncoch rozdelenia, či odhalit’ odl’ahlé pozorovania. Ak x̃0.50 = x ide
o symetrické rozdelenie, ak x̃0.50 < x, ide o pravostranne zošikmené rozdelenie, ak x̃0.50 > x,
ide o l’avostranne zošikmené rozdelenie. Často sa použ́ıva na grafické porovnanie dvoch a viacerých
skuṕın. Š́ırka krabičiek je proporčná k odmocnine z rozsahu výberového súboru

√
n. Ak hovoŕıme o kra-

bicových diagramoch so zárezom, ide o zárez charakterizujúci 95% empirický interval spol’ahlivosti
(pozri kap. Testovanie hypotéz) mediánu μ̃, ozn. (d, h), kde

d = x̃ − 1.57
dQ√

n
, h = x̃ + 1.57

dQ√
n

.

Odhadom rozptylu mediánu je σ̂2
x̃ = dQ/1.349, kde vo všeobecnosti plat́ı (pre akékol’vek rozdelenie

pravdepodobnosti), že σ2
x̃ = 1

4nf2(x̃) , kde f je hustota rozdelenia pravdepodobnosti (Casella a Berger,
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Obr. 3.10: Emirická distribučná funkcia (schodovitá krivka) superponovaná krivkou distribučnej funkcie normálneho
rozdelenia (hladká krivka)

2002). Pre normálne rozdelenie bude platit’ σ2
x̃ = σ2

x
π
2n , kde X̃ ∼ N

(
μ̃, σ2

x̃

)
, pozri defińıciu 30. Obrázok

krabicového diagramu nakresĺıme pomocou funkcie boxplot(x).
Argumenty funkcie boxplot(x):

• varwidth je argument relat́ıvnej š́ırky jednotlivých krabičiek; prednastavená hodnota je FALSE
s rovnakou š́ırkou všetkých krabičiek; ak ju zmeńıme na TRUE, š́ırka krabičiek bude proporcionálna
druhej odmocnine z počtu pozorovańı;

• notch=TRUE znamená zobrazenie zárezov krabičiek, ktoré odpovedajú 95% intervalom spol’ahli-
vosti pre medián (prednastavená hodnota je FALSE);

• col určuje farbu vnútri krabičiek;

• border určuje farbu hrańıc krabičiek;

• names je vektor pomenovańı pre jednotlivé zobrazované skupiny, ak ho vynecháme, použijú sa
názvy z atribútu names z dátového rámca;

• pch typ bodu na zobrazenie odl’ahlých pozorovańı; prednastavená hodnota je 1;

• horizontal=FALSE je prednastavená hodnota;

• plot=FALSE – ak chceme iba vyṕısat’ č́ıselné charakteristiky (prednastavená hodnota je TRUE).

Najčasteǰsie použ́ıvanou kombináciou argumentov je boxplot(x,varwidth=TRUE,notch=TRUE,outpch=16).
Hodnoty aritmetického priemeru sa do krabicových diagramov dokresl’ujú pomocou pŕıkazu points(priemer,
pch=16, col=”red”).

Pŕıklad 136 (bodový graf a marginálne grafy) Naprogramujte bodový graf dvoch premenných
(1) s krabicovými diagramami a (2) histogramami pre marginálne dáta. Aplikujte na dáta two-samples-
correlations-trunk.txt.

Riešenie v (pozri obrázok 3.11)

328 DATA <− read . t a b l e ( ”two−samples−c o r r e l a t i o n s −t runk . t x t ” , heade r=TRUE)
329 names (DATA) # [ 1 ] ” sex ” ” lowex . L” ” t r u . L”
330 attach (DATA)
331 windows (5 , 5 )
332 par ( f i g=c ( 0 , 0 . 9 , 0 , 0 . 9 ) )
333 p l o t ( lowex . L , t r u . L , x l a b=” d l z ka d o l n e j k onca t i n y (mm)” , y l a b=” d l z ka t rupu (mm)” )
334 par ( f i g=c ( 0 , 0 . 9 , 0 . 5 5 , 1 ) ,new=TRUE)
335 boxp lo t ( lowex . L , h o r i z o n t a l=TRUE, axes=FALSE)
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336 par ( f i g=c ( 0 . 6 5 , 1 , 0 , 0 . 9 ) ,new=TRUE)
337 boxp lo t ( t r u . L , axe s=FALSE)
338
339 H <− h i s t ( t r u . L , p l o t=FALSE)
340 k1 <− 0
341 k2 <− 5
342 par ( f i g=c ( 0 , 0 . 9 , 0 , 0 . 9 ) )
343 p l o t ( lowex . L , t r u . L , x l a b=” d l z ka d o l n e j k onca t i n y (mm)” , y l a b=” d l z ka t rupu (mm)” )
344 par ( f i g=c ( 0 , 0 . 9 , 0 . 5 5 , 1 ) , new=TRUE)
345 p l o t (NULL , type=”n” , y l im=c (0 ,max(H$ count s )+k1 ) , x l im=c ( range (H$ b r eak s ) ) , x l a b=”” , y l a b=”” , main=”” , bty=”n” ,
346 axes=FALSE)
347 r e c t (H$ b r eak s [ 1 : ( l eng th (H$ b r eak s )−1)]+k1 ,0+k1 ,H$ b r eak s [ 2 : l eng th (H$ b r eak s ) ]+k1 ,H$ count s+k1 )
348 par ( f i g=c ( 0 . 6 5 , 1 , 0 , 0 . 9 ) ,new=TRUE)
349 p l o t (NULL , type=”n” , x l im=c (0 ,max(H$ count s )+k2 ) , y l im=c ( range (H$ b r eak s ) ) , x l a b=”” , y l a b=”” , main=”” , bty=”n” ,
350 axes=FALSE)
351 r e c t (0+k2 ,H$ b r eak s [ 1 : ( l eng th (H$ b r eak s )−1)]+k2 ,H$ count s+k2 ,H$ b r eak s [ 2 : l eng th (H$ b r eak s ) ]+k2 )
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Obr. 3.11: Bodový graf s marginálnymi krabicovými diagramami (vl’avo) a s histogramami (vpravo)

3.6.8 Kvantilový diagram

Kvantilový diagram (qq-diagram) – zobrazuje body so súradnicami
[
Φ−1 (i/ (n + 1)) , x(i)

]
, kde

Φ−1 (p) je kvantilová funkcia normovaného normálneho rozdelenia definovaná nasledovne

Pr
(
Z ≤ Φ−1 (p)

)
= p.

Šikmost’ b1 > 0 sa prejav́ı v podobe konvexného usporiadania hodnôt, b1 < 0 sa prejav́ı v po-
dobe konkávneho usporiadania hodnôt. Taktiež zviditel’̌nuje d́lžku ”chvostov“ (l’avého a pravého
konca krivky) rozdelenia, pričom esovitým usporiadańım bodov sa prejavujú krátke

”
chvosty“ a in-

verzne esovitým usporiadańım bodov dlhé
”
chvosty“. Zretel’ná je tiež pŕıpadná bimodalita roz-

delenia. Štatisticky možno testovat’ normalitu rozdelenia pomocou simulácíı z N (0, 1) a vytvoreńım
95% Atkinsonovej obálky spol’ahlivosti. Pre normálne rozdelenie bude platit’ σ2

x̃p
= σ2

x
π2

24 ln n , kde

X̃p ∼ N
(
μ̃p, σ

2
x̃p

)
, pozri defińıciu 29.

Kvantilový diagram vytvoŕıme pomocou funkcie qqnorm(x) a qqline(x). Druhá funkcia dokresĺı do grafu
priamku prechádzajúcu bodmi charakterizujúcimi prvý a tret́ı kvartil teoretických a empirických kvan-
tilov.

Pŕıklad 137 (Atkinsonova obálka qq-diagramu) Nakreslite 95% Atkinsonovu obálku spol’ahlivosti
(Atkinson, 1981; Flack a Flores, 1989). Aplikujte na dáta výšky 10-ročných dievčat.

Riešenie v (pozri obrázok 3.12)
353 l i b r a r y ( ca r )
354 qqPlot ( x , d i s t r i b u t i o n=”norm” , x l a b=” k v a n t i l y N(0 , 1 ) ” , y l a b=” k v a n t i l y dat ” ,
355 main=”” , enve l ope =.95 , co l . l i n e s=” red ” , lwd=2,pch=16, cex=1, g r i d=FALSE)
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Obr. 3.12: qq-diagram normovanej spojitej premennej výška 10-ročných dievčat (mm) so superponovanou obálkou
normálneho rozdelenia

3.7 Pŕıklady zo štatistickej grafiky

Pŕıklad 138 (všetky základné grafy pre jeden výber ako funkcia) Do jedného obrázka 2 × 2
naprogramujte v štvoricu nasledovných grafov (1) histogram v relat́ıvnej škále so superponovanou
krivkou hustoty normálneho rozdelenia, (2) krabicový diagram so zakresleným priemerom, (3) empirickú
(kumulat́ıvnu) distribučnú funkciu superponovanú s teoretickou distribučnou funkciou normálneho roz-
delenia a (4) qq-diagram so superponovanou qq-priamkou. Aplikujte na dáta výška 10-ročných dievčat.

Riešenie v (pozri obrázok 3.13)
356 ” g r a f y . j eden . vybe r ” <− f u n c t i o n ( x , name1=” vyska (mm)” , name2=”10− rocne d i e v c a t a ” ){
357 r e q u i r e ( ca r )
358 par ( mfco l=c ( 2 , 2 ) ,mar=c ( 5 , 5 , 3 , 1 ) ) # na s t a v e n i e typu okna a j eho ok r a j o v
359 p r i eme r <− mean ( x )
360 SD <− sd ( x )
361 kvant <− seq (min ( x ) ,max( x ) , l eng th =100)
362 hus t <− dnorm ( kvant , p r i emer ,SD)
363 ROZP <− range ( x )
364 y1 <− seq (ROZP[ 1 ] ,ROZP[ 2 ] , l eng th =200)
365 y <− dnorm ( y1 , mean=mean ( y1 ) , sd=sd ( y1 ) )
366 y <− cumsum ( y )/sum ( y )
367 # hi s tog ram a t e o r e t i c k a hus to ta
368 h i s t ( x , prob=TRUE, main=”” , x l a b=name1 , y l a b=” hus to ta ” , co l=” gray ” , cex . l a b =1.5)
369 l i n e s ( kvant , hust , co l=” red ” , lwd=4)
370 # krab i c o v y diagram
371 boxp lo t ( x , va rw id th=TRUE, notch=TRUE, outpch=16, x l a b=name2 , y l a b=name1 , co l=” gray ” , cex . l a b =1.5)
372 po i n t s ( pr i emer , pch=16, cex =1.2)
373 # emp i r i c k a a t e o r e t i c k a CDF
374 p l o t ( e cd f ( x ) , v e r t i c a l s=TRUE, do . po i n t s=FALSE , lwd=2,main=”” , x l a b=name1 , y l a b=” kumula t i vna d i s t r i b u c n a f u n k c i a ” ,

cex . l a b =1.5)
375 l i n e s ( y1 , y , co l=” red ” , lwd=4)
376 # kv a n t i l o v y diagram
377 qqPlot ( x , d i s t r i b u t i o n=”norm” , main=”” , x l a b=”” , y l a b=”” , enve l ope =.95 , co l . l i n e s=” red ” , lwd=2,pch=16, cex=1, g r i d=

FALSE)
378 t i t l e ( sub=name1 , x l a b=” t e o r e t i c k e k v a n t i l y ” , y l a b=” emp i r i c k e k v a n t i l y ” , cex . l a b =1.5 , cex . sub =1.5)
379 }
380 # g r a f
381 windows (7 , 7 )
382 par (mar=c ( 5 , 5 , 1 , 1 ) )
383 g r a f y . j eden . vybe r ( x )

Pŕıklad 139 (všetky základné grafy pre dva výbery ako funkcia) V naprogramujte do jed-
ného obrázka 1 × 3 trojicu nasledovných grafov (1) superponované krivky hustôt, (2) superponované
krivky empirických (kumulat́ıvnych) distribučných funkcíı, (3) krabicové diagramy so zakresleným prie-
merom. Aplikujte na dáta two-samples-means-birth.txt.
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Obr. 3.13: Základná štvorica grafov pre spojitú premennú výška 10-ročných dievčat (mm) – hustota (vl’avo hore), kumu-
lat́ıvna distribučná funkcia (vpravo hore), krabicový diagram (vl’avo dole), kvantilovy diagram s Atkinsonovou
obálkou (vpravo dole)

Riešenie v (pozri obrázok 3.14)

384 ” g r a f y . dva . vybe ry ” <− f u n c t i o n ( x1 , x2 , name1=” z i adny ” , name2=” j eden ” , name3=”porodna hmotnost ( g ) ” ){
385 hus t . 1 <− den s i t y ( x1 )$y
386 x1 . sekv <− den s i t y ( x1 )$x
387 CDF.1 <− cumsum ( hus t . 1 ) /sum ( hus t . 1 )
388 hus t . 2 <− den s i t y ( x2 )$y
389 x2 . sekv <− den s i t y ( x2 )$x
390 CDF.2 <− cumsum ( hus t . 2 ) /sum ( hus t . 2 )
391 obe . sekv <− c ( x1 . sekv , x2 . s ekv )
392 obe . hus t <− c ( hus t . 1 , hus t . 2 )
393 obe .CDF <− c (CDF. 1 ,CDF. 2 )
394 ## dve hu s to t y
395 par ( mfco l=c ( 1 , 3 ) ,mar=c ( 5 , 5 , 1 , 1 ) )
396 p l o t ( obe . sekv , obe . hust , type=”n” , x l a b=name3 , y l a b=” hus to ta ” , cex . l a b =1.5 , cex . a x i s =1.2)
397 l i n e s ( x1 . sekv , hus t . 1 , l t y =1, lwd=2)
398 l i n e s ( x2 . sekv , hus t . 2 , l t y =2, lwd=2)
399 l egend ( ” t o p r i g h t ” , c ( name1 , name2 ) , l t y=c ( 1 , 2 ) , lwd=2, cex =1.2)
400 ## dve CDF
401 p l o t ( obe . sekv , obe .CDF, type=”n” , x l a b=name3 , y l a b=” kumula t i vna d i s t r i b u c n a f u n k c i a ” , cex . l a b =1.5 , cex . a x i s =1.2)
402 l i n e s ( x1 . sekv ,CDF. 1 , l t y =1, lwd=2)
403 l i n e s ( x2 . sekv ,CDF. 1 , l t y =2, lwd=2)
404 l egend ( ” bo t tomr i gh t ” , c ( name1 , name2 ) , l t y=c ( 1 , 2 ) , lwd=2, cex =1.2)
405 x <− c ( x1 , x2 )
406 kod <− f a c t o r ( c ( rep ( name1 , l eng th ( x1 ) ) , rep ( name2 , l eng th ( x2 ) ) ) , l a b e l s=c ( name1 , name2 ) , l e v e l s=c ( name1 , name2 ) )
407 ## dva k r a b i c o v e diagramy
408 boxp lo t ( x˜kod , y l a b=name3 , va rw id th=TRUE, notch=TRUE, pch=16, cex =1.2 , cex . l a b =1.5 , cex . a x i s =1.5)
409 pr iem <− t app l y ( x , kod , mean )
410 po i n t s ( priem , pch=16, cex =1.2)
411 }
412 # gr a f y
413 DATA <− read . t a b l e ( ”two−samples−means−b i r t h . t x t ” , heade r=TRUE)
414 names (DATA) # [ 1 ] ”o . s i b .N” ” b i r t h .W”
415 attach (DATA)
416 o . s i b .N. f a k t o r <− as . f a c t o r ( o . s i b .N) # zamena typu ob j e k tu na f a k t o r
417 l e v e l s ( o . s i b .N. f a k t o r ) # kon t r o l a h l a d i n f a k t o r a
418 windows (12 ,4 )
419 g r a f y . dva . vybe ry ( b i r t h .W[ o . s i b .N. f a k t o r ==0], b i r t h .W[ o . s i b .N. f a k t o r ==1])
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Obr. 3.14: Základná trojica grafov pre pôrodnú hmotnost’ birth.W (dáta two-samples-means-birth.txt) – hustoty (vl’avo),
kumulat́ıvne distribučné funkcie (uprostred), krabicové diagramy (vpravo)

Pŕıklad 140 (st́lpcový diagram) (a) Vypoč́ıtajte podmienené pravdepodobnosti (pre každý riadok
kontingenčnej tabul’ky); t.j. za predpokladu súčinového multinomického rozdelenia. Premennú v riad-
koch budeme označovat X (prediktor) a premennú v stĺpcoch ako Y (závisle premenná).
(1) Y : farba dúhovky, X: radiálne útvary v štruktúre dúhovky (dáta: multinom-iris-color.txt),
(2) Y : zakončenie troch hlavných dlaňových ĺıníı, X: farba vlasov (dáta: multinom-palmar-lines.txt),
(3) Y : pril’ahlost’ ušného laloka, X: pohlavie (dáta: multinom-earlobe.txt),
(4) Y : krvná skupina, X: mesto (dáta: multinom-blood-groups.txt).
(b) Nakreslite stĺpcové diagramy podmienených pravdepodobnost́ı pre (1) až (4).

Pŕıklad 141 (štatistická grafika) Nakreslite (1) histogram v relat́ıvnej škále so superponovanou
krivkou hustoty normálneho rozdelenia, (2) krabicový diagram so zakresleným priemerom, (3) empi-
rickú (kumulat́ıvnu) distribučnú funkciu superponovanú s teoretickou distribučnou funkciou normálneho
rozdelenia a (4) qq-diagram so superponovanou qq-priamkou pre nasledujúce premenné: (a) stranový
rozdiel vertikálneho priemeru diafýzy kl’́učnej kosti (simd.R a simd.L; v mm) na pravej a l’avej strane
tela (dáta: paired-means-clavicle2.txt), (b) najväčšia výška mozgovne (skull.pH; v mm; dáta: one-sample-
correlation-skull-mf.txt), (c) morfologická výška tváre (face.H; v mm; dáta: one-sample-correlation-skull-
mf.txt).

Pŕıklad 142 (bodový graf a krabicové diagramy) Nakreslite bodový graf spolu s krabicovými dia-
gramami pre marginálne dáta pre premenné vertikálny priemer diafýzy kl’́učnej kosti na pravej a l’avej
strane tela (simd.R a simd.L; v mm; dáta: paired-means-clavicle2.txt).

Pŕıklad 143 (bodový graf a krabicové diagramy) Nakreslite bodový graf spolu s krabicovými dia-
gramami pre marginálne dáta pre (a) premenné najväčšia výška mozgovne (skull.pH; v mm) a morfo-
logická výška tváre (face.H; v mm) a (b) ich z-skóre (dáta: one-sample-correlation-skull-mf.txt).

Pŕıklad 144 (krabicové diagramy) Nakreslite krabicové diagramy pre obe pohlavia pre nasledovné
premenné: (a) dĺ̌zky lebky (skull.H; v mm; sex; dáta: two-samples-means-skull.txt), (b) dĺ̌zka dolnej
končatiny (lowex.L; v mm; sex; dáta two-samples-correlations-trunk.txt), (c) dĺ̌zka trupu (tru.L; v mm;
sex; dáta: two-samples-correlations-trunk.txt), (d) najväčsia dĺ̌zka kl’́učnej kosti pravej strany (cla.L; v
mm; population; dáta: more-samples-variances-clavicle.txt).
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4 Testovanie hypotéz

Aby sme mohli z dát vyvodit’ nejaké interpretovatel’né závery, muśıme najprv ciele (účely, biologicky
formulované hypotézy) výskumu preformulovat’ do matematicko-̌statistickej podoby. Takáto formulácia
je dôležitá pri výbere správneho modelu na dáta. V pŕıpade parametrického modelu máme jeho pa-
rametre θ, kde hypotézy sú o týchto parametroch. Jednou hypotézou je tzv. nulová hypotéza, čo je
tvrdenie o θ, ktoré testujeme prostredńıctvom nejakého štatistického testu. Ďaľsou je alternat́ıvna
hypotéza, ktorá je doplnkom nulovej hypotézy v priestore, z ktorého pochádza θ. Na základe výsledku
testu vyvod́ıme záver o θ. Proces testovania hypotéz nazývame aj štatistická inferencia, ktorej
základom je štatistická teória testovania hypotéz.

Defińıcia 32 (štatistický test) Ak parametrický priestor Θ, do ktorého patŕı parameter θ modelu
F , rozdeĺıme na dve podmnožiny Θ0 a Θ1, kde Θ = Θ0 ∪ Θ1, potom štatistický test T = T (X)
predstavuje funkciu X z výberového priestoru Y do priestoru Θ0 ∪ Θ1. Štatistický test je teda pra-
vidlo výberu jednej z dvoch možnost́ı, nulovej a alternat́ıvnej, na základe dát. Nulovú hypotézu
definujeme ako H0 : θ ∈ Θ0 a alternat́ıvnu hypotézu ako H1 : θ ∈ Θ1. Prvky množiny Y, pre
ktoré nezamietame H0, predstavujú tzv. oblast’ (obor) nezamietania nulovej hypotézy. Tieto
prvky označujeme Y0 = AT = A. V tomto pŕıpade H0 nezamietame. Prvky množiny Y, pre ktoré
zamietame H0, predstavujú tzv. oblast’ (obor) zamietania nulovej hypotézy alebo kritickú ob-
last’. Tieto prvky označujeme Y1 = WT = W. V tomto pŕıpade H0 zamietame. Rozdelenie priestoru
Θ na obor zamietania WT a nezamietania AT prebieha na základe testovacej štatistiky T (X).

Stretávame sa s nasledovnými štyrmi možnost’ami:

A) ak plat́ı H0, tak naše rozhodutie je nezamietnut’ H0 (správne);

B) ak plat́ı H0, tak naše rozhodutie je zamietnut’ H0 (nesprávne);

C) ak neplat́ı H0, tak naše rozhodutie je nezamietnut’ H0 (nesprávne);

D) ak neplat́ı H0, tak naše rozhodutie je zamietnut’ H0 (správne).

V pŕıpade B, C je naše rozhodnutie nesprávne, v pŕıpade A, D správne. V pŕıpade B sa dopúšt’ame
chyby prvého druhu (CHPD), kde Pr(CHPD) ≤ α a α sa nazýva hladina významnosti. Doplnok
ku α je pravdepodobnost’ 1 − α a nazýva sa koeficient spol’ahlivosti (pŕıpad A). V pŕıpade C
sa dopúšt’ame chyby druhého druhu (CHDD), kde Pr(CHDD) = β. Doplnok ku Pr(CHDD) je
pravdepodobnost’ 1 − β a nazýva sa sila testu (pri nejakej alternat́ıve; pŕıpad D). Sila testu záviśı
na zvolenej testovacej metóde a hlavne na tom, aké je skutočné rozdelenie náhodnej premennej X, aký
je typ použitej testovacej štatistiky alebo aké sú skutočné hodnoty parametrov θ.

Teda

rozhodnutie/skutočnost’ H0 plat́ı H0 neplat́ı
H0 nezamietnut’ správne rozhodnutie chyba II. druhu
H0 zamietnut’ chyba I. druhu správne rozhodnutie

Vyššie uvedené pravdepodobnosti môžeme zosumarizovat’ nasledovne:

A) 1 − α ≤ Pr(nezamietni H0|H0 plat́ı) = Pr(nezamietni H0|H1 neplat́ı);

B) α ≥ Pr(CHPD) = Pr(zamietni H0|H0 plat́ı) = Pr(zamietni H0|H1 neplat́ı);

C) β = Pr(CHDD) = Pr(nezamietni H0|H0 neplat́ı) = Pr(nezamietni H0|H1 plat́ı);

D) 1 − β = Pr(zamietni H0|H0 neplat́ı) = Pr(zamietni H0|H1 plat́ı).
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4.0 KAPITOLA 4. TESTOVANIE HYPOTÉZ

V pŕıpade (A) a (B) hovoŕıme o teste na hladine významnosti α (α-level test). Ak v (A) a (B)
nahrad́ıme znamienko nerovnosti rovnost’ou, hovoŕıme o teste úrovne α (size α test). Test T (x) cha-
rakterizujeme jeho silofunkciou β∗(θ) = 1−β (θ) = Pr(θ ∈ Θ : T (x) = Θ1). Táto je závislá na θ a nie-
kol’kých iných argumentoch (vždy sú špecifikované pri konkrétnych testoch) ako aj na type alternat́ıvnej
hypotézy. Hladinu významnosti α je možné definovat’ tiež pomocou β∗(θ), kde α = supθ∈Θ0

β∗(θ),
t.j. ide o najväčšiu možnú pravdepodobnost’ chyby I. druhu.

Hladina významnosti α je daná (určená štatistikom, experimentátorom) vopred, testovacia štatistika
T (x) sa vypoč́ıta na základe realizácíı (odpoved́ı) x náhodnej premennej X, kritická hodnota (alebo
kvantil) sa nájde v štatistických tabul’kách alebo ju vypoč́ıtame pomocou .

V praxi teda vol’ba W záviśı na požiadavke, aby pravdepodobnost’ chyby I. druhu bola menšia alebo
rovná zvolenému kladnému č́ıslu α, kde α ∈ (0, 1/2), najčasteǰsie α = 0.05, 0.01 alebo 0.001. Súčasne
voĺıme W tak, aby pravdepodobnost’ chyby I. druhu bola čo najmenšia. Optimálne by sme chceli mat’
β∗(θ) (pri nejakej hodnote θ) tak vel’ké č́ıslo (bĺıžiace sa jednotke) ako je možné, ked’ θ ∈ Θ1 a také
malé č́ıslo, ked’ θ ∈ Θ0. Tieto dve požiadavky sú v konflikte, t.j.

• zväčšovanie oboru nezamietania H0 zmenšuje pravdepodobnost’ chyby I. druhu, ale zväčšuje prav-
depodobnost’ chyby II. druhu;

• zmenšovanie oboru nezamietania H0 zväčšuje pravdepodobnost’ chyby I. druhu, ale zmenšuje
pravdepodobnost’ chyby II. druhu.

Extrémnymi pŕıpadmi sú dve situácie, kde T0(x) = Θ0 a T1(x) = Θ1, t.j. každý z týchto dvoch testov
je najlepš́ı možný, ked’ θ patŕı určitej podmnožine Θ, ale najhorš́ı možný v opačnom pŕıpade.

Klasickým pŕıstupom k tejto dileme je Neyman-Pearsonov pŕıstup, kde dopredu fixujeme α
a vyberieme taký test, ktorý má pri danej alternat́ıve najväčšiu silu 1−β pre θ ∈ Θ1 medzi všetkými
možnými na teoreticky stanovenej (danej, nominálnej) hladine významnosti α. Testy spomı́nané v
kapitolách 5 až 8 sú najsilneǰśımi testami pri daných alternat́ıvach za určitých predpokladov (bližšie
pozri kap. 5 až 8). V reálnych situáciách (alebo často aj za porušenie predpokladov testov) sa
nominálna hladina významnosti ĺı̌si od aktuálnej (skutočnej) hladiny významnosti (pozri defińıciu
42).

Defińıcia 33 (kvantil) Nech FX je distribučná funkcia náhodnej premennej X a α ∈ (0, 1), kde
FX (x1−α) = 1 − α. Potom č́ıslo x1−α = x(1 − α) = F−1

X (1 − α) sa nazýva α-kvantil pŕıslušného
rozdelenia. Pre vybrané rozdelenia plat́ı

• Pr (X < u1−α) = 1 − α, kde x1−α = u1−α pre X ∼ N (0, 1) (normálne rozdelenie s pa-
rametrami μ = 0 a σ2 = 1; hovoŕı sa mu aj normálne normované rozdelenie alebo
štandardizované normálne rozdelenie);

• Pr
(
X < χ2

df (1 − α)
)

= 1 − α, kde x1−α = χ2
df (1 − α) pre X ∼ χ2

df (chi-kvadrát rozdelenie

s df stupňami vol’nosti);

• Pr (X < tdf (1 − α)) = 1 − α, kde x1−α = tdf (1 − α) pre X ∼ tdf (Studentovo t-rozdelenie
s df stupňami vol’nosti);

• Pr (X < Fdf1,df2(1 − α)) = 1 − α, kde x1−α = Fdf1,df2(1 − α) pre X ∼ Fdf1,df2 (Fisherovo
F -rozdelenie s df1 a df2 stupňami vol’nosti).

Hustoty vyššie spomenutých rozdeleńı pozri na obrázku 4.1. Tiež plat́ı

• Pr
(
xα/2 < X < x1−α/2

)
= FX

(
x1−α/2

)
− FX

(
xα/2

)
= 1 − α, kde α ∈ (0, 1);

• Pr (X < Q1) = 1/4, kde Q1 = F−1
X (1/4) sa nazýva výberový prvý kvartil (dolný kvartil);

• Pr (X < Q2) = 1/2, kde Q2 = F−1
X (1/2) sa nazýva výberový druhý kvartil (medián);

• Pr (X < Q3) = 3/4, kde Q3 = F−1
X (3/4) sa nazýva výberový tret́ı kvartil (horný kvartil);

• Qd = F−1
X (k/10) sa nazýva výberový k-ty decil, Qp = F−1

X (k/100) sa nazýva výberový
k-ty percentil.
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−4 −2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x

hu
st

ot
a

N(0,1)
t(5)
t(100)

0 10 20 30 40 50
0.

00
0.

05
0.

10
0.

15
x

hu
st

ot
a

chi−sq(5)
chi−sq(10)
chi−sq(20)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

hu
st

ot
a

F(5,5)
F(10,10)
F(20,20)

Obr. 4.1: Grafické znázornenie hustôt normálneho rozdelenia, t-rozdelenia, χ2-rozdelenia a F -rozdelenia pri rôznych
stupňoch vol’nosti

Defińıcia 34 (kritická hodnota) Kritická hodnota pŕıslušného rozdelenia je hodnota x∗
α, ktorú

náhodná premenná X prekroč́ı s pravdepodobnost’ou α. Pre vybrané rozdelenia plat́ı

• Pr (X > uα) = α, kde x∗
α = uα pre X ∼ N (0, 1); u(α) sa často zapisuje ako uα;

• Pr
(
X > χ2

df (α)
)

= α, kde x∗
α = χ2

df (α) pre X ∼ χ2
df ;

• Pr (X > tdf (α)) = α, kde x∗
α = tdf (α) pre X ∼ tdf ;

• Pr (X > Fdf1,df2(α)) = α, kde x∗
α = Fdf1,df2(α) pre X ∼ Fdf1,df2 .

Z vyššie uvedeného je zretel’né, že α× 100% kritická hodnota je identická s (1 −α)× 100% kvantilom.
Pri kritickej hodnote poč́ıtame obsah pod krivkou hustoty pŕıslušného rozdelenia nad týmto bodom
a pri kvantile pod týmto bodom.

Stupne vol’nosti df predstavujú množstvo nezávislej informácie, ktoré potrebujeme na charak-
terizáciu rozdelenia pravdepodobnosti nejakej náhodnej premennej. Použ́ıvajú sa aj namiesto n ako
prevencia pred nadhodnoteńım odhadu nejakého parametra (napr. rozptylu). Ide najčasteǰsie o rozsah
náhodného výberu n zmenšený o jedna (napr. Studentovo t-rozdelenie, F -rozdelenie), kde jednotka
odpoč́ıtaná od n znamená jeden vol’ne viazaný parameter (napr. jedna stredná hodnota, jeden rozptyl
a pod.). Pri zložiteǰśıch modeloch s viacerými parametrami odpoč́ıvame od n počet vol’ne viazaných
parametrov (napr. počet stredných hodnôt) alebo df môže tiež predstavovat’ počet hlad́ın kategoriálnej
premennej zmenšený o počet vol’ne viazaných parametrov.

Pŕıklad 145 (štandardizované normálne rozdelenie) Vypoč́ıtajte kritické hodnoty u(α) rozdele-
nia N(0, 1), kde α = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riešenie v (pozri obrázok 4.2 a 4.3)

420 qnorm (1−0.1) # 1.281552
421 qnorm (1−0.05) # 1.644854
422 qnorm (1−0.01) # 2.326348
423 qnorm (1−0.025) # 1.959964
424 qnorm (1−0.005) # 2.575829

Na výpočet pravdepodobnosti pod kvantilom sa použ́ıva funkcia pnorm(Q). Na výpočet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa použ́ıva funkcia 1-pnorm(Q). Ked’že štandardizované normálne
rozdelenie je symetrické okolo nuly, u(α) = u(1 − α).
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Obr. 4.2: Grafické znázornenie významu pravdepodobnosti pod krivkou rozdelenia medzi dvoma kvantilmi (normálne
rozdelenie)

Pŕıklad 146 (Studentove t-rozdelenie) Vypoč́ıtajte kritické hodnoty Studentovho t-rozdelenia
so stupňami vol’nosti df = 10, t.j. tdf (α), kde α = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riešenie v (pozri obrázok 4.4)
425 qt (1−0.1 ,10) # 1.372184
426 qt (1−0.05 ,10) # 1.812461
427 qt (1−0.01 ,10) # 2.763769
428 qt (1−0.025 ,10) # 2.228139
429 qt (1−0.005 ,10) # 3.169273

Na výpočet pravdepodobnosti pod kvantilom sa použ́ıva funkcia pt(Q,df). Na výpočet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa použ́ıva funkcia 1-pt(Q,df). Ked’že Studentovo t-rozdelenie je
symetrické okolo nuly, tdf (α) = tdf (1 − α). Nejaký kvantil t-rozdelenia je približne rovný kvantilu
štandardizovaného normálneho rozdelenia až pre vel’mi vel’ké stupne vol’nosti (resp. pravdepodobnosti
nad kritickými hodnotami sú približne rovnaké). Napr. 1-pnorm(1.644854)≈1-pt(1.644869,100000)=
0.05. Avšak napr. 1-pt(1.644869,100)

.
= 0.052.

Pŕıklad 147 (χ2-rozdelenie) Vypoč́ıtajte kritické hodnoty χ2-rozdelenia so stupňami vol’nosti df =
10, t.j. χ2

df (α), kde α = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riešenie v (pozri obrázok 4.5)
430 qch i sq (1−0.1 ,10) # 15.98718
431 qch i sq (1−0.05 ,10) # 18.30704
432 qch i sq (1−0.01 ,10) # 23.20925
433 qch i sq (1−0.025 ,10) # 20.48318
434 qch i sq (1−0.005 ,10) # 25.18818

Na výpočet pravdepodobnosti pod kvantilom alebo nad kritickou hodnotou sa použ́ıva pchisq(Q,df).
Ked’že χ2-rozdelenie nie je symetrické, χ2

df (α) �= χ2
df (1 − α).

Pŕıklad 148 (F -rozdelenie) Vypoč́ıtajte kritické hodnoty F -rozdelenia so stupňami vol’nosti df1 =
20 a df2 = 20, t.j. Fdf1,df2(α), kde α = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riešenie v (pozri obrázok 4.6)
435 qf (1 −0.1 ,20 ,20) # 1.793843
436 qf (1 −0.05 ,20 ,20) # 2.124155
437 qf (1 −0.01 ,20 ,20) # 2.937735
438 qf (1 −0.025 ,20 ,20) # 2.464484
439 qf (1 −0.005 ,20 ,20) # 3.317786
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Obr. 4.3: Grafické znázornenie významu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou normálneho rozdelenia; obsah pod
(prvý riadok) a nad (druhý riadok) pŕıslušným kvantilom

Na výpočet pravdepodobnosti pod kvantilom sa použ́ıva funkcia pf(Q,df1,df2). Na výpočet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa použ́ıva funkcia 1-pf(Q,df1,df2). Ked’že F -rozdelenie nie je symet-
rické, Fdf1,df2(α) �= Fdf1,df2(1 − α).

4.1 *Asymptotické vlastnosti odhadov

Štatistická inferencia o θ∗ sa vykonáva na základe odhadu θ̂ = θ̂n, kde n v dolnom indexe zdôrazňuje
pri akom rozsahu náhodného výberu je odhad θ poč́ıtaný (index n sa často vynecháva). Podobne
štatistická inferencia o g(θ∗) sa vykonáva na základe odhadu g(θ̂n). Bodový odhad parametrickej
funkcie g(θ) je štatistika Tn = T (X1,X2, . . . ,Xn) nadobúdajúca hodnoty bĺızko g(θ). Nech Tn = g(θ̂n)
je nejaký odhad g(θ), podobne Tn = θ̂n je nejaký odhad θ. Potom môžeme definovat’ nasledovné typy
konvergencíı pre Tn (čo plat́ı aj pre g(θ) = θ):

1. Konvergencia skoro všade

Pr
(

lim
n→∞

Tn = g (θ)
)

= 1, pre ∀θ∈Θ,

2. Konvergencia v kvadratickom strede

Tn
n→∞
→ g (θ) ⇔ Eθ

[
(Tn − g (θ))2

]
n→∞
→ 0, pre ∀θ∈Θ,

3. Konvergencia podl’a pravdepodobnosti (ozn.
”
P
→“)

lim
n→∞

(Pr (|Tn − g (θ)| ≥ ε)) = 0, pre ε > 0, pre ∀θ∈Θ,
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Obr. 4.4: Grafické znázornenie významu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou t-rozdelenia s df = 10; obsah pod (prvý
riadok) a nad (druhý riadok) pŕıslušným kvantilom

4. Konvergencia v distribúcii (ozn.
”
D
∼“)

lim
n→∞

Fn (x) = FX (x)

vo všetkých bodoch x, kde Fn (x) je empirická distribučná funkcia a FX (x) je spojitá distribučná
funkcia.

Pozn.: Z konvergencie skoro všade vyplýva konvergencia v kvadratickom strede, z konvergencie
v kvadratickom strede vyplýva konvergencia podl’a pravdepodobnosti.

Nech X1,X2, . . . ,Xn je náhodný výber z rozdelenia F∗, g(θ) je parametrická funkcia a Tn, T1 a T2

sú štatistiky, E[Tn] je stredná hodnota a V ar[Tn] rozptyl štatistiky Tn. Potom

1. hovoŕıme, že štatistika Tn je nevychýlený odhad parametrickej funkcie g(θ), ak E[Tn] =
g(θ),∀θ ∈ Θ, t.j. odhad Tn nesmie paramatrickú funkciu systematicky nadhodnocovat’ alebo
podhodnocovat’ – ak táto podmienka nie je splnená, hovoŕıme o vychýlenom odhade;

2. ak T1, T2 sú dva nevychýlené odhady tej istej parametrickej funkcie g(θ), potom T1 je lepš́ı
odhad g(θ) ako T2, ak V ar[T1] < V ar[T2],∀θ ∈ Θ, t.j. ak existuje odhad s menš́ım rozptylom,
je potrebné ho v štatistickej inferencii použit’ namiesto odhadu s väčš́ım rozptylom (to môžeme
docielit’ optimalizáciou dizajnu experimentu vhodnou vol’bou bodov, v ktorých budeme merat’);

3. Tn sa nazýva asymptoticky nevychýlený odhad g(θ), ak plat́ı limn→∞ E[Tn] = g(θ), t.j.
s rastúcim rozsahom náhodného výberu n, klesá výchylka odhadu (to môžeme docielit’ optima-
lizáciou dizajnu experimentu vhodnou vol’bou n);

4. Tn sa nazýva konzistentný odhad g(θ), ak plat́ı limn→∞ Pr(|Tn − g(θ)| ≥ �) = 0, t.j.
s rastúcim rozsahom náhodného výberu n klesá pravdepodobnost’, že odhad sa bude reali-
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Obr. 4.5: Grafické znázornenie významu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou χ2-rozdelenia s df = 10; obsah pod
(prvý riadok) a nad (druhý riadok) pŕıslušným kvantilom

zovat’ d’aleko od g(θ) (to môžeme docielit’ optimalizáciou dizajnu experimentu vhodnou vol’bou
n);

5. Tn sa nazýva konzistentný a asymptoticky efekt́ıvny (eficientný, výdatný) odhad
g(θ), ak plat́ı

(Tn − g(θ))
D
∼ N(0, C(g(θ))), kde D znamená

”
v distribúcii“, C(g(θ)) je Raova-Cramerova

spodná hranica definovaná ako C(g(θ)) = − [g′(θ)]2

Eθ[ ∂2

∂θ2 ln L(θ|x)]
= [g′(θ)]2

ni(θ) , kde i(θ) je Fishe-

rova miera informácie jedného pozorovania, L(θ|x) je funkcia vierohodnosti (táto vlastnost’ sa
použ́ıva pri testovańı hypotéz ako predpoklad asymptotického rozdelenia testovacej štatistiky
za predpokladu normality rozdelenia X);

6. Tn sa nazýva asymptoticky normálny odhad g(θ), ak plat́ı Tn−g(θ)√
C(g(θ))

D
∼ N(0, 1) (táto vlast-

nost’ sa tiež použ́ıva pri testovańı hypotéz ako predpoklad asymptotického rozdelenia testovacej
štatistiky za predpokladu normality rozdelenia X).

Z nevychýlenosti odhadu vyplýva jeho asymptotická nevychýlenost’ a z asymptotickej nevychýlenosti

vyplýva konzistencia, ak limn→∞ V ar[Tn] = 0. Implikáciou bodu (6) je Tn
D
∼ N(g(θ), [g′(θ)]2

ni(g(θ)) ), kde

ni(g(θ)) = I(g(θ)). Ak g(θ) = θ, potom Tn
D
∼ N(θ, 1

ni(θ) ), kde ni(θ) = I(θ). Ak k > 1, potom je θ

vektor a môžeme ṕısat’
√

n
(
g(θ̂n) − g(θ)

)
D
∼ Nk

(
0,ΔT (i(θ))−1Δ

)
,
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Obr. 4.6: Grafické znázornenie významu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou F -rozdelenia s df1 = 20 a df2 = 20;
obsah pod (prvý riadok) a nad (druhý riadok) pŕıslušným kvantilom

kde Δ = ∂

∂θ
g(θ). Ak g(θ) = θ, potom

√
n

(
θ̂n − θ

)
D
∼ Nk

(
0, (i(θ))−1

)
.

Veta 6 (vlastnosti odhadu) Nech náhodná premenná X pochádza z normálneho rozdelenia s pa-
rametrami μ a σ2, X ∼ N(μ, σ2), kde E[X] = μ je stredná hodnota a V ar[X] = σ2 je rozptyl
náhodnej premennej X. Potom výberový aritmetický priemer Xn = X je nevychýleným odhadom
μ a výberový rozptyl S2

n−1 = S2 je nevychýleným odhadom σ2 (n − 1 v dolnom indexe S2
n−1 zna-

mená počet stupňov vol’nosti). Zároveň plat́ı, že X a S2 sú asymptoticky nevychýlené, konzistentné,
asymptoticky efekt́ıvne a asymptoticky normálne. Preto môžeme ṕısat’ nasledovné

√
n(Xn − μ)

D
∼ N(0, σ2), čo je ekvivalentné Xn

D
∼ N

(

μ,
σ2

n

)

.

a
√

n(S2
n − σ2)

D
∼ N(0, 2σ4), kde S2

n =
n − 1

n
S2

n−1.

Tiež môžeme ṕısat’

√
n(S2

n−1 − σ2)
D
∼

√
nσ2

(
χ2

n−1

n − 1
− 1

)

a
√

n(S2
n − σ2)

D
∼

√
nσ2

(
χ2

n−1

n
− 1

)

,

čo je ekvivalentné (n − 1)
S2

n−1

σ2

D
∼ χ2

n−1 a n
S2

n

σ2

D
∼ χ2

n−1. Potom môžeme ṕısat’ nasledovné

√
n(θ̂n − θ)

D
∼ N2(0,Σ),
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kde θ̂n = (Xn, S2
n)T , θ = (μ, σ2)T , 0 = (0, 0)T a Σ = diag(σ2, 2σ4). Na tomto mieste ale treba

zdôraznit’, že n použité pri odhadovańı muśı byt’ dostatočne vel’ké, zvyčajne sa uvádza n > 30.
Realizáciou X je x a realizáciou S2 je s2.

S2
n−1 je nevychýlený odhad σ2, S2

n (maximálne vierohodný odhad σ2) je vychýlený odhad σ2 a bude
v priemere σ2 podceňovat’. Avšak priemerná kvadratická chyba (MSE) je pre S2

n menšia ako pre S2
n−1.

MSE sa ale nemôže použ́ıvat’ ako kritérium pre parameter škály (čo je σ2), pretože MSE penalizuje
odhad rovnako pre podcenenie ako aj precenenie odhadu (pre parameter polohy, ako je μ, je MSE
vhodným kritériom).

Defińıcia 35 Nech dvojrozmerná náhodná premenná (X1,X2)T pochádza z dvojrozmerného
normálneho rozdelenia s parametrami μ a Σ, (X1,X2)T ∼ N2(μ,Σ), kde μ = (μ1, μ2)T , Σ =(

σ2
1 σ12

σ21 σ2
2

)

, σ12 = σ21 = ρσ1σ2, E[X1] = μ1 je stredná hodnota a V ar[X1] = σ2
1 je rozptyl

náhodnej premennej X; E[X2] = μ2 je stredná hodnota a V ar[X2] = σ2
2 je rozptyl náhodnej pre-

mennej Y . Potom aritmetické priemery Xj (j = 1, 2) sú nevychýlené odhady μj a výberové rozptyly
S2

j sú nevychýlenými odhadmi σ2
j . Zároveň plat́ı, že Xj a S2

j sú asymptoticky nevychýlené, konzis-
tentné, asymptoticky efekt́ıvne a asymptoticky normálne. Ďalej plat́ı, že výberová kovariancia S12

je nevychýleným odhadom σ12, ako aj, že je asymptoticky nevychýlený, konzistentný, asymptoticky
efekt́ıvny a asymptoticky normálny odhad. Na tomto mieste ale treba zdôraznit’, že n použité pri
odhadovańı muśı byt’ dostatočne vel’ké, zvyčajne sa uvádza n > 30. Avšak E[R12] sa rovná ρ len pri-
blǐzne (zhoda nastane až pre n > 30). Naviac ṕı̌seme, že R12 je nevychýleným odhadom ρ. Zároveň
plat́ı, že R12 je asymptoticky nevychýlený a konzistentný. Realizáciou S12 je s12 a realizáciou R12

je r.

Veta 7 (koeficient variácie) Nech náhodná premenná X pochádza z normálneho rozdelenia s pa-
rametrami μ a σ2, X ∼ N(μ, σ2), kde E[X] = μ je stredná hodnota a V ar[X] = σ2 je rozptyl
náhodnej premennej X. Nech g(θ) = σ/μ, kde θ = (μ, σ2)T , g(θ̂n) = Sn

Xn
a Δ = ∂

∂θ
g(θ) =

(
− σ

μ2 , 1
2σμ

)T

. Potom

√
n

(
Sn

Xn

−
σ

μ

)
D
∼ Nk

(
0,ΔT (i(θ))−1Δ

)
,

kde ΔT (i(θ))−1Δ =
(
− σ

μ2 , 1
2σμ

) (
σ2 0
0 2σ4

) (
− σ

μ2 , 1
2σμ

)T

= σ2

μ2

(
σ2

μ2 + 1
2

)
.

4.2 Interval spol’ahlivosti Waldovho typu

Intervalový odhad parametrickej funkcie g(θ) je interval (D,H), ktorého hranice sú štatistiky
D(X1,X2, . . . ,Xn) a H(X1,X2, . . . ,Xn). Tento intervalový odhad nazývame 100 × (1 − α)% in-
terval spol’ahlivosti (IS), kde č́ıslo 1−α je koeficient spol’ahlivosti. O tomto intervale môžeme
dost’ spol’ahlivo prehlásit’, že obsahuje skutočnú (neznámu) hodnotu parametra g(θ), čo tvrd́ıme
s primeraným stupňom dôvery (s dostatočne vel’kou pravdepodobnost’ou).

Rozlǐsujeme nasledovné IS: dvojstranné (DIS), kde pre DIS sú dolná hranica D a horná hranica
H vytvorené tak, aby platilo

Pr (D ≤ g(θ) ≤ H) = 1 − α, pre ∀θ ∈ Θ

a jednostranné (JIS), kde pre JIS voĺıme konkrétnu hranicu tak, aby mohlo dôjst’ iba k podceneniu
alebo preceneniu neznámeho parametra, tj. aby platilo

Pr (D∗ ≤ g(θ)) = 1 − α, pre ∀θ ∈ Θ,

Pr (g(θ) ≤ H∗) = 1 − α, pre ∀θ ∈ Θ.
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Empirický IS dostaneme použit́ım kritických hodnôt rozdelenia g(θ̂), parametra g(θ̂) a jeho štandardnej

chyby ̂
SE[g(θ̂)]. Postup pri jeho konštrukcii je nasledovný (postup je pre DIS, podobný je aj pre JIS;

pozri napr. Bud́ıková a kol. (2010)):

1. majme štatistiku Tn, ktorá je nevychýleným bodovým odhadom parametrickej funkcie g(θ);

2. vypoč́ıtame pivotovú štatistiku (pivot) Tpiv, ktorá je transformáciou štatistiky Tn, je monotón-
nou funkciou g(θ), poznáme jej rozdelenie, ktoré je nezávislé na g(θ); pomocou známeho rozdelenia
pivota Tpiv, nájdeme kritické hodnoty1 tα/2 a t1−α/2, potom Pr(t1−α/2 < Tpiv < tα/2) = 1 − α;

3. nerovnost’ t1−α/2 < Tpiv < tα/2 transformujeme ekvivalentnými úpravami na D < g(θ) < H ;

4. štatistiky D a H nahrad́ıme ich realizáciami d a h a źıskame tak 100 × (1 − α)% empirický IS,
o ktorom prehlásime, že pokrýva g(θ) s pravdepodobnost’ou aspoň 1 − α, t.j. ak mnohonásobne
nezávisle źıskame realizácie x1, x2, . . . , xn náhodného výberu X1,X2, . . . ,Xn z nejakého rozdelenia
F∗ a pomocou tejto realizácie zostroj́ıme 100 × (1 − α)% empirické IS pre g(θ), potom podiel
počtu týchto intervalov, ktoré pokrývajú g(θ) a počtu všetkých zostrojených intervalov (tých, čo
pokrývajú a aj tých, čo nepokrývajú g(θ)) bude približne 1 − α.

Pŕıklad 149 Nech náhodný výber X1,X2, . . . ,Xn pochádza z normálneho rozdelenia s parametrami μ

a σ2, t.j. X ∼ N(μ, σ2), potom štatistika Tn = X, Tpiv = X−μ
σ

√
n (kde σ je známe), kritické hodnoty

rozdelenia N(0, 1) pivota sú rovné tα/2 = uα/2, t1−α/2 = u1−α/2 = −uα/2, Potom 100 × (1 − α)%
empirický IS je (D,H), kde D = X − uα/2σ/

√
n a H = X + uα/2σ/

√
n. Ak dosad́ıme za X odhad x,

dostaneme 100 × (1 − α)% empirický IS, kde d = x − uα/2σ/
√

n a h = x + uα/2σ/
√

n.

Pŕıklad 150 (MC experiment pre IS) Nech (a) X ∼ N(0, 1) a (b) X ∼ [pN(0, 1)+(1−p)N(0, 4)],
kde p = 0.9, t.j. ide o zmes dvoch normálnych rozdeleńı X ∼ N(0, 1) a X ∼ N(0, 4) v pomere 9:1.
Vygenerujte M = 100 náhodných výberov s rozsahom n = 500 a vypoč́ıtajte Waldove 100(1 − α)%
empirický IS pre μ. Zistite, kol’ko IS obsahuje strednú hodnotu μ = 0. Toto č́ıslo podelené M predstavuje
simulovanú hladinu významnosti α.

Riešenie v (pozri obrázok 4.7)
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Obr. 4.7: MC experiment pre IS (IS, ktoré neobsahujú μ = 0, sú označené hrubou čiarou); vl’avo X ∼ N(0, 1) a vpravo
X ∼ [0.9N(0, 1) + (1 − 0.9)N(0, 4)]

440 M <− 100
441 n <− 500
442 var . mix <− p r i eme ry . mix <− p r i eme ry <− a r r a y (0 ,M)
443 DH. mix <− DH <− a r r a y (0 ,M)
444 HH. mix <− HH <− a r r a y (0 ,M)

1tα/2 nie sú kritické hodnoty Studentovho t-rozdelenia, ale kritické hodnoty rozdelenia Tpiv.
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445 prav <− 0 .1
446 i <− 0
447 wh i l e ( i < M) {
448 i <− i + 1
449 p r i eme ry [ i ] <− mean ( rnorm ( n ) )
450 s imu l . mix <− rnorm (n ,0 ,1+ rbinom (n , 1 , p rav ) )
451 p r i eme ry . mix [ i ] <− mean ( s imu l . mix )
452 var . mix [ i ] <− var ( s imu l . mix )
453 DH[ i ] <− p r i eme ry [ i ] + qnorm ( 0 . 0 25 )∗ s q r t (1/n )
454 HH[ i ] <− p r i eme ry [ i ] + qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t (1/n )
455 DH. mix [ i ] <− p r i eme ry . mix [ i ] + qnorm ( 0 . 0 25 )∗ s q r t ( var . mix [ i ] /n )
456 HH. mix [ i ] <− p r i eme ry . mix [ i ] + qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( var . mix [ i ] /n )
457 }
458 ” i n t e r v a l . p l o t ” <− f u n c t i o n ( y1 , y2 , x l a b ){
459 n <− l eng th ( y1 )
460 p l o t ( y1 , type=”n” , y l im=c ( − .3 , .3) , x l a b=xlab , y l a b=” i n t e r v a l y s p o l a h l i v o s t i ” )
461 podmienka <− ( y1 <=0 & y2 >=0)
462 segments ( ( 1 : n ) [ y1<0&y2 >0] , y1 [ y1<0&y2 >0] , (1 : n ) [ y1<0&y2 >0] , y2 [ y1<0&y2 >0])
463 segments ( ( 1 : n ) [ y1 >0] , y1 [ y1 >0] , (1 : n ) [ y1 >0] , y2 [ y1 >0] , lwd=4, co l=” b l a ck ” )
464 segments ( ( 1 : n ) [ y2 <0] , y1 [ y2 <0] , (1 : n ) [ y2 <0] , y2 [ y2 <0] , lwd=4, co l=” b l a ck ” )
465 SUM <− sum ( podmienka )
466 t i t l e ( sub=paste ( ” pocet IS ob s ahu j u c i c h 0 = ” ,SUM) )
467 a b l i n e ( h=0)
468 }
469 windows (8 , 4 )
470 par ( mfco l=c ( 1 , 2 ) )
471 i n t e r v a l . p l o t (DH,HH, x l ab=”N(0 ,1 ) ” )
472 i n t e r v a l . p l o t (DH. mix ,HH. mix , x l a b=” 0 .9 N(0 , 1 ) + (1−0.9)N(0 , 4 ) ” )

Všeobecne empirický IS pre θ zostroj́ıme na základe θ̂ a ŜE[θ̂], ak je V ar[θ̂] neznáme alebo SE[θ̂],
ak je V ar[θ̂] známe (v praxi je často neznáme). Š́ırka empirického IS pre θ (niekedy sa použ́ıva aj
pojem d́lžka empirického IS pre θ) je definovaná ako d(d, h), kde d(∙, ∙) je Euklidovská vzdialenost’.
Potom plat́ı

• ak sa spol’ahlivost’ 1−α zvyšuje (hladina významnosti α klesá), š́ırka IS rastie (ŜE[θ̂] resp. SE[θ̂]
a n sú fixované, konštatné);

• ak sa spol’ahlivost’ 1−α znižuje (hladina významnosti α rastie), š́ırka IS klesá (ŜE[θ̂] resp. SE[θ̂]
a n sú fixované, konštatné);

• ak rozsah n rastie, š́ırka IS klesá (ŜE[θ̂] resp. SE[θ̂] a α sú fixované);

• ak rozsah n klesá, š́ırka IS rastie (ŜE[θ̂] resp. SE[θ̂] a α sú fixované);

• ak ŜE[θ̂] resp. SE[θ̂] rastie, tak š́ırka IS rastie (α a n sú fixované);

• ak ŜE[θ̂] resp. SE[θ̂] klesá, tak š́ırka IS klesá (α a n sú fixované).

Ak sa š́ırka empirického IS zvyšuje, hovoŕıme, že neistota o parametri θ rastie. Ak sa š́ırka empirického
IS znižuje, hovoŕıme, že neistota o θ klesá.

Podobne môžeme uvažovat’ aj o parametrickej funkcii g(θ) a jej empirickom IS.

4.3 Testovanie H0 oproti H1

Defińıcia 36 (Obor nezamietania H0) Nech X je náhodná premenná z nejakého rozdelenia,
ktoré záviśı na parametri θ ∈ Θ, g (θ) je parametrická funkcia. Testujme nulovú hypotézu H01 :
g (θ) = g(θ0) oproti obojstrannej alternat́ıve H11 : g (θ) �= g(θ0). Nech (D,H) je intervalový odhad
parametrickej funkcie g (θ) so spol’ahlivost’ou 1 − α. Potom

AIS,1 = {D,H ; g(θ0) ∈ (D,H)}

je obor nezamietania testu H01 oproti H11 na hladine významnosti α. Ak máme testovat’
H02 : g (θ) ≤ g(θ0) oproti jednostrannej (pravostrannej) alternat́ıve H12 : g (θ) > g(θ0) a ak D∗ je
dolný odhad pre g (θ) so spol’ahlivost’ou 1 − α, potom

AIS,2 = {D∗;D∗ < g(θ0)}
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je obor nezamietania testu H02 oproti H12 na hladine významnosti α. Ak máme testovat’
H03 : g (θ) ≥ g(θ0) oproti jednostrannej (l’avostrannej) alternat́ıve H13 : g (θ) < g(θ0) a ak H∗ je
horný odhad pre g (θ) so spol’ahlivost’ou 1 − α, potom

AIS,3 = {H∗;H∗ > g(θ0)}

je obor nezamietania testu H03 oproti H13 na hladine významnosti α.

Defińıcia 37 (Obor zamietania H0 (kritický obor)) Nech X je náhodná premenná z nejakého
rozdelenia, ktoré záviśı na parametri θ ∈ Θ, g (θ) je parametrická funkcia. Testujme nulovú hypotézu
H01 : g (θ) = g(θ0) oproti obojstrannej alternat́ıve H11 : g (θ) �= g(θ0). Nech (D,H) je intervalový
odhad parametrickej funkcie g (θ) so spol’ahlivost’ou 1 − α. Potom

WIS,1 = {D,H ; g(θ0) /∈ (D,H)}

je kritický obor testu H01 oproti H11 na hladine významnosti α. Ak máme testovat’ H02 :
g (θ) ≤ g(θ0) oproti jednostrannej (pravostrannej) alternat́ıve H12 : g (θ) > g(θ0) a ak D∗ je dolný
odhad pre g (θ) so spol’ahlivost’ou 1 − α, potom

WIS,2 = {D∗;D∗ ≥ g(θ0)}

je kritický obor testu H02 oproti H12 na hladine významnosti α. Ak máme testovat’ H03 :
g (θ) ≥ g(θ0) oproti jednostrannej (l’avostrannej) alternat́ıve H13 : g (θ) < g(θ0) a ak H∗ je horný
odhad pre g (θ) so spol’ahlivost’ou 1 − α, potom

WIS,3 = {H∗;H∗ ≤ g(θ0)}

je kritický obor testu H03 oproti H13 na hladine významnosti α.

Defińıcia 38 (Testovacie kritérium) Testovaćım kritériom nazveme testovaciu štatistiku
T = T0 = T0(X1,X2, . . . ,Xn), ktorej asymptotické rozdelenie za platnosti H0 poznáme. Množina
hodnôt, ktoré môže T0 nadobúdat’ sa deĺı na dve podmnožiny, a to obor nezamietania H0 (ozn.
A) a obor zamietania H0 (kritický obor, ozn. W). Tieto dva obory sú oddelené kritickými hod-
notami tα/2 a t1−α/2, resp. tα a t1−α (podl’a typu H0 a H1) rozdelenia testovacej štatistiky T0

(za platnosti H0).

Testovanie H0 oproti H1 je rozhodovaćı postup založený na náhodnom výbere X1,X2, . . . ,Xn, po-
mocou ktorého zamietame alebo nezamietame H0. Všeobecne zauž́ıvaný postup je nasledovný:

1. stanov́ıme H0 a H1,

2. zvoĺıme hladinu významnosti α,

3. zvoĺıme vhodné testovacie kritérium T0,

4. zamietneme/nezamietneme H0 jedným z troch ekvivalentných spôsobov

• pomocou kritického oboru W = WT (a realizácie t0 = tobs),

• pomocou kritického oboru WIS, t.j. empirického intervalu spol’ahlivosti (a g(θ0)),

• pomocou p-hodnoty.

Defińıcia 39 (Testovanie pomocou kritického oboru W) Zamietanie H0. Ak realizácia t0
testovacej štatistiky T0 spadá do kritického oboru W (ekvivalentne nespadá do oboru nezamietania
A), zamietame H0 na hladine významnosti α a znamená to, že máme dostatok dôkazov na zamiet-
nutie H0. Nezamietanie H0. Ak realizácia t0 testovacej štatistiky T0 spadá do oboru nezamietania
A (ekvivalentne nespadá do kritického oboru W), nezamietame H0 na hladine významnosti α a zna-
mená to, že nemáme dostatok dôkazov na zamietnutie H0.

Stanovenie kritického oboru. Ak tmin je najmenšia hodnota testovacieho kritéria T0 a tmax je najväčšia
hodnota testovacieho kritéria T0, ktoré môže teoreticky nadobúdat’, potom
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1. obojstranná alternat́ıva – kritický obor W1 = (tmin, t1−α/2) ∪ (tα/2, tmax),

2. jednostranná (pravostranná) alternat́ıva – kritický obor W2 = (tα, tmax),

3. jednostranná (l’avostranná) alternat́ıva – kritický obor W3 = (tmin, t1−α).

Defińıcia 40 (Testovanie pomocou intervalu spol’ahlivosti) Zamietanie H0: Ak IS neob-
sahuje g(θ) = g(θ0) (za platnosti H0), zamietame H0 na hladine významnosti α a znamená to,
že máme dostatok dôkazov na zamietnutie H0. Nezamietanie H0: Ak IS obsahuje g(θ) = g(θ0)
(za platnosti H0), nezamietame H0 na hladine významnosti α a znamená to, že nemáme dostatok
dôkazov na zamietnutie H0.

Použitie 100(1 − α)% IS pre g(θ) je nasledovné

1. obojstranný IS, ak ide o obojstrannú hypotézu,

2. jednostranný (l’avostranný, dolný) IS, ak ide o jednostrannú (pravostrannú) alternat́ıvu,

3. jednostranný (pravostranný, horný) IS, ak ide o jednostrannú (l’avostrannú) alternat́ıvu.

Defińıcia 41 (Testovanie pomocou pozorovanej hladiny významnosti alebo p-hodnoty)
Minimálnu hladinu významnosti α (pre nejakú vypoč́ıtanú testovaciu štatistiku T0), na základe
ktorej bude H02 : g(θ) ≤ g(θ0) (testovaná oproti H12 : g(θ) > g(θ0)) zamietnutá, nazývame
pozorovaná hladina významnosti alebo p-hodnota, t.j.

p-hodnota = αobs = sup
θ∈Θ0

Pr (T (X1,X2, . . . ,Xn) ≥ T (x1, x2, . . . , xn); θ) ,

čo môžeme ṕısat’ aj nasledovne

p-hodnota = Pr(nejaká testovacia štatistika sa rovná pozorovanej alebo je väčšia|H0 plat́ı).

Podobne môžeme zadefinovat’ p-hodnotu aj pre zvyšné dve alternat́ıvy. Pomocou p-hodnoty sa rozho-
dujeme, či rozdiel hodnoty pozorovanej testovacej štatistiky od jej hodnoty za platnosti H0 je spôsobený
náhodou alebo výberovým rozptylom. Č́ım je αobs bližšia k nule, tým menšia je pravdepodobnost’, že
nejaká testovacia štatistika T (X1,X2, . . . ,Xn) má p-hodnotu (za platnosti H0) rovnú alebo menšiu
než pozorovaná. Pravdepodobnost’ tejto udalosti je väčšia za platnosti H1. V tomto zmysle chápeme p-
hodnotu ako indikátor hodnovernosti H0. Ak αobs < α = 0.05, máme dostatok dôkazov na zamietnutie
H0 a hovoŕıme, že výsledok testu je štatisticky signifikantný. Ak αobs > α = 0.1, nemáme dostatok
dôkazov na zamietnutie H0 a hovoŕıme, že výsledok testu je štatisticky nesignifikantný. Hodnoty
0.05 a 0.1 chápeme ako referenčné hodnoty v širšom slova zmysle. Ak sa αobs bĺıži k hraniciam inter-
valu �0.05, 0.1�, chápeme to ako približovanie sa k jednej z vyššie spomı́naných interpretácíı. Situácia,
ked’ αobs ∈ �0.05, 0.1) sú t’ažko interpretovatel’né a niekedy sa označujú ako hraničná štatistická
signifikancia. V aplikáciách vyjadrujeme zamietanie a nezamietanie H0 nasledovne:

rozsah pre p-hodnotu hviezdičky signifikancie zvyčajný slovný popis výsledku testu
�0, 0.001) *** extrémne vysoko štatisticky signifikantný

�0.001, 0.01) ** vysoko štatisticky signifikantný
�0.01, 0.05) * štatisticky signifikantný
�0.05, 0.1) ∙ hranične štatistický signifikantný
�0.1, 1� nesignifikantný

Pŕıklady frekventistických interpretácíı p-hodnôt

• p-hodnota < 0.001: odhadnutý efekt sa vyskytne v menej ako jednom pŕıpade z tiśıc (šanca
výskytu odhadnutého efektu je menej ako 1 : 999), ak efekt v populácii neexistuje (výskyt takéhoto
efektu je vysoko nepravdepodobný, ak efekt v populácii v skutočnosti neexistuje a naopak – výskyt
takéhoto efektu je vysoko pravdepodobný, ak efekt v populácii v skutočnosti existuje);
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• p-hodnota < 0.01: odhadnutý efekt sa vyskytne v menej ako jednom pŕıpade zo sto (šanca výskytu
odhadnutého efektu je menej ako 1 : 99), ak efekt v populácii neexistuje (výskyt takéhoto efektu je
vel’mi nepravdepodobný, ak efekt v populácii v skutočnosti neexistuje a naopak – výskyt takéhoto
efektu je vel’mi pravdepodobný, ak efekt v populácii v skutočnosti existuje);

• p-hodnota < 0.05: odhadnutý efekt sa vyskytne v menej ako piatich pŕıpadoch zo sto (šanca
výskytu odhadnutého efektu je menej ako 5 : 95 alebo 1 : 19), ak efekt v populácii neexistuje
(výskyt takéhoto efektu je dostatočne nepravdepodobný, ak efekt v populácii v skutočnosti ne-
existuje a naopak – výskyt takéhoto efektu je dostatočne pravdepodobný, ak efekt v populácii
v skutočnosti existuje);

• p-hodnota ≥ 0.05: odhadnutý efekt sa vyskytne v piatich alebo viacerých pŕıpadoch zo sto (v 5
alebo viac ako 5 % pŕıpadov);

• p-hodnota = k, k ∈ �0.05, 1�: odhadnutý efekt sa vyskytne v 100×k pŕıpadoch zo sto (v 100×k %
pŕıpadov).

Spôsob výpočtu p-hodnoty

1. obojstranná alternat́ıva – p-hodnota = 2min(Pr(T0 ≤ t0|H0),Pr(T0 ≥ t0|H0)), čo plat́ı napr.
pre normálne a Studentovo rozdelenie testovacej štatistiky (symetrické rozdelenia) a pre χ2

df roz-
delenie a Fdf1,df2 rozdelenie testovacej štatistiky (nesymetrické rozdelenia), pozri kap. 6 a 7; alebo
p-hodnota = min(Pr(T0 ≤ t0|H0),Pr(T0 ≥ t0|H0)), čo plat́ı napr. pre χ2

df rozdelenie a Fdf1,df2

rozdelenie testovacej štatistiky (nesymetrické rozdelenie), pozri kap. 5 a 8;

2. jednostranná (pravostranná) alternat́ıva – p-hodnota = Pr(T0 ≥ t0|H0), pozri kap. 6 a 7;

3. jednostranná (l’avostranná) alternat́ıva – p-hodnota = Pr(T0 ≤ t0|H0), pozri kap. 6 a 7.

Konzervat́ıvny a liberálny test a IS

Defińıcia 42 (Konzervat́ıvny a liberálny test) Test, ktorého aktuálna/skutočná hladina
významnosti je menšia ako nominálna hladina významnosti α, sa nazýva konzervat́ıvny
(test by mal teoreticky

”
rýchleǰsie“ zamietat’ H0, ale skutočnost’ je opačná, t.j. test zamieta

”
po-

maľsie“). Test, ktorého aktuálna hladina významnosti je väčšia ako nominálna hladina významnosti
α, sa nazýva liberálny (test by mal teoreticky

”
pomaľsie“ zamietat’ H0, ale skutočnost’ je opačná,

t.j. test zamieta
”
rýchleǰsie“).

Defińıcia 43 (Konzervat́ıvny a liberálny IS) IS, ktorého aktuálna/skutočná pravdepo-
dobnost’ pokrytia je väčšia ako nominálna pravdepodobnost’ pokrytia 1−α, sa nazýva kon-
zervat́ıvny (IS má väčšiu pravdepodobnost’, že obsahuje θ0, ako by sme teoreticky predpokladali).
IS, ktorého aktuálna pravdepodobnost’ pokrytia je menšia ako nominálna pravdepodobnost’ pokrytia
1 − α, sa nazýva liberálny (IS má menšiu pravdepodobnost’, že obsahuje θ0, ako by sme teoreticky
predpokladali).

Praktické rady

1. Nikdy nehovoŕıme
”
H0 prij́ımame“, ale

”
nemáme dostatočné dôkazy na zamietnutie H0“. Nikdy

nehovoŕıme
”
H1 prij́ımame/neprij́ımame“, ked’že testujeme H0 a nie H1.

2. Testovacia štatistika je vytvorená z charakterist́ık vierohodnostnej funkcie, ktorej tvar je ovplyv-
nený rozdeleńım F∗, z ktorého pochádza náhodná premenná X. Č́ım je rozdelenie F náhodnej
premennej X odlǐsneǰsie od skutočného (predpokladaného) rozdelenia F∗, tým viac sa ĺı̌sia závery
z testovania hypotéz od záverov, ktoré sú platné, ak X pochádza z F∗.

3. Vol’ba nulovej a alternat́ıvnej hypotézy nie je l’ubovol’ná, ale je ovplyvnená konkrétnou praktickou
situáciou.
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Pŕıklad 151 (neistota) Ak X nepochádza z predpokladaného rozdelenia N(μ, σ2), rozdelenie testo-
vacej štatistiky pre test o μ nie je normálne N(0, 1), a teda závery (zamietame/nezamietame H0)
vytvorené použit́ım asymptotickej normality testovacej štatistiky nebudú platné, resp. neistota záveru
sa zvyšuje so zväčšujúcim sa rozdielom rozdelenia X od N(μ, σ2).

Pŕıklad 152 (istota vs. neistota) Ak X pochádza z rozdelenia N(μ, σ2), môžeme testovat’ nulové
hypotézy o μ pomocou asympotického testu, ktorého testovacia štatistika má normálne rozdelenie. Ak
X nepochádza z rozdelenia N(μ, σ2), ale napr. zo zmesi (1−p)N(μ, σ2

1)+pN(μ, σ2
2), kde σ1 � σ2 (t.j.

ide o pŕıtomnost’ odl’ahlých pozorovańı s pravdepodobnost’ou p, kde p je nejaké malé č́ıslo), nemôžeme
testovat’ nulové hypotézy o μ pomocou asympotického testu, ktorého testovacia štatistika má normálne
rozdelenie.

Pŕıklad 153 Majme model normálneho rozdelenia s neznámou strednou hodnotou μ a známym roz-
ptylom σ2 = 22. Jednovýberovým Z-testom testujte H01 : μ = 1 oproti H11 : μ �= 1 na hladine
významnosti α = 0.05. Strednú hodnotu μ sme odhadli na základe náhodného výberu s rozsahom 30,
kde x = 1.3.

Riešenie (aj v )

1. Testovacia štatistika (testovacie kritérium) – T0 = ZW = X−μ0
σ

√
n a jej realizácia t0 =

zW = x−μ0
σ

√
n = 1.3−1

2

√
30

.
= 0.822.

473 a r i tm . pr iem <− 1 .3
474 s igma <− 2
475 n <− 30
476 a l f a <− 0 .05
477 t e s t . s t a t <− (1.3−1)/2∗ s q r t (30) # 0.8215838

2. Zamietacia oblast’ – kritická hodnota u1−α/2
.
= −1.96 a uα

.
= 1.96, potom kritický obor:

W1 = (tmin, t1−α/2) ∪ (tα/2, tmax) = (−∞,−1.96) ∪ (1.96,∞).

478 k r i t . hodn <− qnorm(1− a l f a /2) # 1.959964

3. 100× (1−α)% empirický DIS – ked’že α = 0.05, ide o 95% empirický DIS pre μ0, kde (d, h) =
(x − t1−α/2

σ√
n
, x + t1−α/2

σ√
n
)

.
= (1.3 − 1.96 2√

30
, 1.3 + 1.96 2√

30
)

.
= (0.584, 2.016).

479 IS <− a r i tm . pr iem + c (−1 ,1)∗ k r i t . hodn∗s igma/ sq r t (30) # 0.5843223 2.0156777

4. Štatistický záver – p-hodnota=2Pr(T0 ≥ |t0|) = 2Pr(T0 ≥ 0.822) = 0.411.

480 p . hodn <− 2∗(1−pnorm ( abs ( t e s t . s t a t ) ) ) # 0.4113138

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı do kritického
oboru, (2) μ0 = 1 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia alebo rovná ako 0.05.

Použitie triády rozdeleńı pravdepodobnosti (fundamentálne predpoklady testovania hypotéz;
pŕıklad testovacej štatistiky ZW ):

1. náhodná premenná X má normálne rozdelenie X ∼ N(μ, σ2);

2. náhodná premenná X má normálne rozdelenie X ∼ N(μ, σ2/n);

3. testovacia štatistika ZW má štandardizované normálne rozdelenie, t.j. ZW
D
∼ N(0, 1).

Pri iných testoch môže mat’ náhodná premenná X iné rozdelenie; iné testovacie štatistiky môžu mat’
mat’ tiež iné rozdelenie. Rozdelenie X bude špecifikované v kaptiolách 5 až 8 pri každom teste, rovnako
aj rozdelenie testovacie štatistiky.
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4.4 *Tri typy testovaćıch štatist́ık

Zmysluplným kritériom na zistenie odpovede na otázku, či θ dobre popisuje dáta x sa jav́ı tzv. re-
lat́ıvna (štandardizovaná) vierohodnost’ L(θ|x) = L(θ|x)/L(θ̂|x). Ignorujúc pŕıpad, ked’ je L(θ|x)
neohraničená, L(θ|x) ∈ �0, 1�. Nech θ0 je θ špecifikovaná v hypotéze H0. Potom L(θ0|x) predstavuje
kvantifikáciu zhody medzi dátami a touto hypotézou. Ak L(θ0|x) = 1, potom je zhoda maximálna
(za predpokladu, že štatistický model je vhodný). Ak L(θ0|x) = 0, potom sa hypotéza H0 ukazuje ako
úplne nevyhovujúca. V realite však L(θ0|x) lež́ı niekde medzi nulou a jednotkou. Jednou z možnost́ı
je stanovit’ kritickú hodnotu r. Potom ak L(θ0|x) ≤ r, zhoda medzi H0 a dátami je pŕıliž malá,
a teda θ0 nie je adekvátna a H0 zamietame. Ak L(θ0|x) > r, potom zhoda medzi H0 a dátami je
dostatočná, a teda θ0 je adekvátna a H0 nezamietame. Je dôležité si uvedomit’, že kl’́učovou je vol’ba
kritickej hodnoty a možná adaptácia vyššie spomenutého prinćıpu na zložiteǰsie situácie.

Testujme H0 : θ = θ0 oproti H1 : θ �= θ0. Potom zovšeobecneńım relat́ıvnej vierohodnosti za predpo-
kladu spojitosti L(θ|x) je jednoduchý pomer vierohodnosti rovný

λ(x) = λ =
L(θ0|x)

supθ∈Θ L(θ|x)
=

L(θ0|x)

L(θ̂|x)
,

kde λ(x) = L(θ0|x) je testovacou štatistikou a L(θ|x) je spojitá pre všetky x.
Testujme H0 : θ ∈ Θ0 oproti H1 : θ ∈ Θ1. Potom je zovšeobecnený pomer vierohodnosti rovný

λ(x) =
supθ∈Θ0

L(θ|x)

supθ∈Θ L(θ|x)
.

Monotónna transformácia λ(x) spolu s korešpondujúcou transformáciou kritických hodnôt nezmeńı de-
lenie Θ na Θ0 a Θ1, a teda nezmeńı samotný štatistický test. Preto ekvivalentnou testovacou štatistikou
bude

ULR = −2 ln λ(X),

ktorá sa nazýva testovacia štatistika pomerom vierohodnosti. Jej realizácia uLR = −2 ln λ(x).
Interpretácia oproti λ(x) bude obrátená z dôvodu vynásobenia 2 ln λ(x) č́ıslom −1. Je zrejmé, že
uLR ∈ (0,∞).

Použit́ım Taylorovho rozvoja l(θ0) okolo θ̂ dostaneme

ULR = −2(l(θ0|X) − l(θ̂|X)) ≈ −2

(

(θ0 − θ̂)S(θ̂) −
1
2
(θ0 − θ̂)2I(θ̂)

)

,

kde S(θ̂) = 0. Dá sa l’ahko ukázat’, že 1
nI(θ̂)

P
→ i(θ0); pozri Anděl (2011). Ked’že θ̂ je konzistentný

odhad θ0 za platnosti H0, potom je konzistentným odhadom θ0 aj θ̃, z čoho potom vyplýva nasledovné

ULR ≈ n(θ0 − θ̂)2
I(θ0)

n
≈ n(θ0 − θ̂)2i(θ0)

H0
≈ n(θ0 − θ̂)2i(θ̂) = UW,

kde UW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (aproximácia ULR) a jej realizáciu ozn. uW . Ked’že

√
n(θ̂ − θ0)

H0
≈ S(θ0)/(

√
n(i(θ0))),

potom

ULR ≈ n(θ0 − θ̂)2i(θ0)
H0
≈

(S(θ0))2

n i(θ0)
= US,

kde US sa nazýva skóre testovacia štatistika (aproximácia ULR) a jej realizáciu ozn. uS .
Každá z troch vyššie spomenutých testovaćıch štatist́ık zachytáva iný aspekt logaritmu funkcie vie-

rohodnosti:

1. ULR meria vhodne normalizovaný rozdiel funkčných hodnôt logaritmu funkcie vierohodnosti
v bodoch θ̂ a θ0 (t.j. v smere osi y);

2. UW meria vhodne normalizovaný rozdiel θ̂ a θ0 v absolútnej hodnote (v smere osi x);
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3. US meria vhodne normalizovaný sklon logaritmu funkcie vierohodnosti v bode θ0.

Pŕıklad 154 Predpokladajme, že X ∼ N(μ, σ2), kde σ2 je známa. Testujme H0 : θ = θ0 oproti
H1 : θ �= θ0, kde θ = μ. Potom

1. ULR = −2(l(θ0|X) − l(θ̂|X)) = −
∑n

i=1(Xi − X)2/σ2 +
∑n

i=1(Xi − μ0)2/σ2 = n (X−μ0)
2

σ2 ;

2. UW = (X − μ0)2I(x) = n (X−μ0)
2

σ2 ;

3. US = (S(μ0))
2

I(μ0)
= (n(X−μ0)/σ2)2

n/σ2 = n (X−μ0)
2

σ2 .

Všetky tri testovacie štatistiky sú rovnaké, t.j. ULR = UW = US.

Veta 8 (tri typy testovaćıch štatist́ık) Za podmienok regularity plat́ı:

1. ULR = −2(l(θ0|X) − l(θ̂|X))
D
∼ χ2

1;

2. UW = (θ̂ − θ0)2I(θ̂)
D
∼ χ2

1, tiež môžeme ṕısat’ U
1/2
W = ZW

D
∼ N(0, 1);

3. US = (S(θ0))
2

I(θ0)

D
∼ χ2

1, tiež môžeme ṕısat’ U
1/2
S = ZS

D
∼ N(0, 1).

Veta 9 (tri typy testovaćıch štatist́ık) Ak k > 1, potom je θ vektor a za podmienok regularity
plat́ı:

1. ULR = −2(l(θ0|X) − l(θ̂|X))
D
∼ χ2

k;

2. UW = (θ̂ − θ0)TI(θ̂)(θ̂ − θ0)
D
∼ χ2

k;

3. US = (S(θ0))T (I(θ0))−1S(θ0)
D
∼ χ2

k.

Defińıcia 44 (tri typy testovaćıch štatist́ık a IS) Jednotlivým typom testovaćıch štatist́ık
prislúchajú nasledovné IS:

1. Testovacej štatistike pomerom vierohodnosti ULR zodpovedá vierohodnostný IS CS1−a pre θ,
kde CS1−a =

{
θ : ULR(θ) < χ2

1(α)
}
, kde ULR(θ) = −2 ln L(θ|x)

L(θ̂|x)
.

2. Waldovej testovacej štatistike UW zodpovedá Waldov IS pre θ, kde pivot Tpiv = UW(θ).

3. Skóre testovacej štatistike US zodpovedá skóre IS pre θ kde pivot Tpiv = US(θ).

Defińıcia 45 (elipsy a elipsoidy spol’ahlivosti) CS1−a vo všeobecnosti označuje konfidenčnú
množinu, ktorá môže zahŕňat’ nielen IS pre θ, ale aj 100 × (1 − α)% elipsy spol’ahlivosti pre θ,
kde k = 2 a 100 × (1 − α)% elipsoidy spol’ahlivosti pre θ, kde k ≥ 3. Konfidenčná množina je
potom taká množina θ0, ktoré patria do CS1−a (podobne pre g(θ0), θ0, g(θ0)).

Ked’ má X normálne rozdelenie, funkcia vierohodnosti má potom parabolický tvar (polynóm druhého
stupňa). Pre malé rozsahy výberov n sa môže rozdelenie X vel’mi odlǐsovat’ od normality a funkcia
vierohodnosti je d’aleko od symetrickosti, t.j. symetrického parabolického tvaru. To sa môže stat’ aj pri
výberoch s vel’kým rozsahom, kde máme vel’a parametrov. V takýchto pŕıpadoch inferencia na základe
asymptotickej normality môže dávat’ neadekvátne výsledky.

Je praktickeǰsie vypoč́ıtat’ IS pre parametre θ ako testovat’ hypotézy (Agresti, 2002). Waldov IS
bol v minulosti najčasteǰsie použ́ıvaný v praxi, pretože je jednoduché ho vypoč́ıtat’. Časteǰsie by sa
mal však použ́ıvat’ vierohodnostný IS, pŕıp. skóre IS, ktorý je preferovaný napr. pre kategoriálne dáta
s malým rozsahom.
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Použit́ım ULR testujeme H0 : θ = θ0 oproti H1 : θ �= θ0, avšak UW a US umožňuju testovat’ aj
H0 oproti jednostrannej alternat́ıve. Ak n → ∞, sú všetky tri štatistiky asymptoticky ekvivalentné
(Cox a Hinkley, 1974). Pre výbery s malým rozsahom je test pomerom vierohodnosti viac vhodný ako
Waldov test.

Pŕıklad 155 Predpokladajme, že X ∼ N(μ, σ2), kde σ2 je známa. Nech θ = μ. Testujme tri typy
hypotéz

1. H01 : μ = μ0 oproti H11 : μ �= μ0;

2. H02 : μ ≤ μ0 oproti H12 : μ > μ0;

3. H03 : μ ≥ μ0 oproti H13 : μ < μ0;

(a) Vypoč́ıtajte pravdepodobnosti chýb druhého druhu Prμ(CHDD) pri danej alternat́ıve pre všetky tri
typy hypotéz, t.j. β11, β12 a β13.
(b) Vypoč́ıtajte silofunkcie pre všetky tri typy hypotéz, t.j. β∗

11(μ), β∗
12(μ) a β∗

13(μ).
(c) Vypoč́ıtajte minimálny rozsah náhodného výberu n pri danej α, β, μ − μ0 a σ2 pre všetky tri typy
hypotéz tak, aby μ − μ0 bolo štatisticky signifikantne odlǐsné od 0.
(d) Zaṕı̌ste kritické obory W1, W2 a W3.
(e) Ako vyzerajú 100(1 − α)% empirické IS pre všetky tri typy hypotéz?

Riešenie
Predpokladajme, že X ∼ N(μ, σ2), kde μ je neznáma stredná hodnota a σ2 ∈ (0,∞) je známa

konštanta. X−μ
σ

D
∼ N(0, 1) a naviac X

D
∼ N

(
μ, σ2/n

)
. Za platnosti nulovej hypotézy ZW = X−μ0

σ

√
n

D
∼

N (0, 1). ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika a test jednovýberový Z-test o strednej

hodnote μ. Ak je skutočná hodnota parametra rovná μ, má náhodná veličina X−μ
σ

√
n rozdelenie

N (0, 1). Distribučnú funkciu normálneho normovaného rozdelenia N(0, 1) budeme označovat’ Φ.

Majme H02 oproti H12. Kritický obor je W2, čo predstavuje najsilneǰśı test pre danú situáciu. Vyšetŕıme
Prμ (CHDD) ako funkcie μ, teda β12 (μ) = Prμ (X /∈ W2), μ ∈ R1. Plat́ı

β12 (μ) = Pr
μ

(
X − μ0

σ

√
n < uα

)

= Pr
μ

(
X − μ0 ± μ

σ

√
n < uα

)

= Pr
μ

(
X − μ

σ

√
n < uα +

μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

uα +
μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

uα −
μ − μ0

σ

√
n

)

= Φ

(

−u1−α −
μ − μ0

σ

√
n

)

= 1 − Φ

(

u1−α +
μ − μ0

σ

√
n

)

.

Silofunkcia bude rovná β∗
12 (μ) = 1−Φ

(
uα − μ−μ0

σ

√
n
)
. Z vlastnost́ı Φ vyplýva, že funkcia β12 (μ) , μ ∈

R1 je spojitá, klesajúca v μ s vlastnost’ami

β12 (μ)

{
≥ 1 − α, ak μ < μ0

= 1 − α, ak μ = μ0

≤ 1 − α, ak μ > μ0

,

kde limμ→∞ β12 (μ) = 0. Ak sa teraz pozrieme na pravdepodobnost’ β12 (μ) ako funkciu n a μ > μ0

fixované, tak je vidiet’, že je to funkcia klesajúca v n.
Pokial’ budeme uvažovat’ o vol’be rozsahu n, aby test mal hladinu významnosti α a Prμ (CHDD)

bola v pevne zvolenom bode μ (> μ0) menšia alebo rovná β ∈ (0, 1), teda β12 (μ) ≤ β (β je fixované),
dostaneme

Φ

(

uα +
μ0 − μ

σ

√
n

)

≤ β,

čo vedie ku
uα +

μ0 − μ

σ

√
n ≤ xβ = −x1−β = −uβ ,
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kde xβ je kvantil N (0, 1) a uα kritická hodnota (Φ (uα) = 1 − α), potom

n ≥

(
uα + uβ

μ − μ0

)2

σ2.

Č́ım väčš́ı rozdiel μ− μ0 je pre nás kritický (chceme mat’ s dostatočnou pravdepodobnost’ou zaručené,
že ho odhaĺıme, ak je skutočnost’ou), tým menej pozorovańı k tomu potrebujeme.

Majme H03 oproti H13. Vyšetŕıme Prμ (CHDD) ako funkcie μ, teda β13 (μ) = Prμ (X /∈ W3), μ ∈ R1.
Plat́ı

β13 (μ) = Pr
μ

(
X − μ0

σ

√
n ≥ −uα

)

= Pr
μ

(
X − μ0 ± μ

σ

√
n ≥ −uα

)

= Pr
μ

(
X − μ

σ

√
n ≥ −uα +

μ0 − μ

σ

√
n

)

= 1 − Φ

(

−uα +
μ0 − μ

σ

√
n

)

= 1 − Φ

(

u1−α +
μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

uα −
μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

uα +
μ − μ0

σ

√
n

)

.

Silofunkcia bude rovná β∗
13 (μ) = 1 − Φ

(
uα + μ−μ0

σ

√
n
)
.

Minimálny rozsah n je identický ako v situácii H12.

Majme H01 vs. H11. Nech β11 (μ) = β1 (μ) − β2 (μ). Plat́ı

β1 (μ) = Pr
μ

(
X − μ0

σ

√
n < uα/2

)

= Pr
μ

(
X − μ0 ± μ

σ

√
n < uα/2

)

= Pr
μ

(
X − μ

σ

√
n < uα/2 +

μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

uα/2 +
μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

uα/2 −
μ − μ0

σ

√
n

)

,

β2 (μ) = Pr
μ

(
X − μ0

σ

√
n < −uα/2

)

= Pr
μ

(
X − μ0 ± μ

σ

√
n < −uα/2

)

= Pr
μ

(
X − μ

σ

√
n < −uα/2 +

μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

−uα/2 +
μ0 − μ

σ

√
n

)

= Φ

(

u1−α/2 +
μ0 − μ

σ

√
n

)

= 1 − Φ

(

uα/2 −
μ0 − μ

σ

√
n

)

= 1 − Φ

(

uα/2 +
μ − μ0

σ

√
n

)

a nakoniec

β11 (μ) = β1 (μ) − β2 (μ)

= Φ

(

uα/2 −
μ − μ0

σ

√
n

)

+ Φ

(

uα/2 +
μ − μ0

σ

√
n

)

− 1.
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Silofunkcia bude rovná

β∗
11 (μ) = 1 − β11 (μ) = 2 − Φ

(

uα/2 −
μ − μ0

σ

√
n

)

− Φ

(

uα/2 +
μ − μ0

σ

√
n

)

= 2 −

(

1 − Φ

(

u1−α/2 +
μ − μ0

σ

√
n

)

+ 1 − Φ

(

u1−α/2 −
μ − μ0

σ

√
n

))

= Φ

(

u1−α/2 +
μ − μ0

σ

√
n

)

+ Φ

(

u1−α/2 −
μ − μ0

σ

√
n

)

.

Z uvedeného vyplýva, že pre každé δ = μ − μ0 je silofunkcia

β∗
11 (μ0 + δ) = β∗

11 (μ0 − δ)

a teda silofunkcia je symetrická okolo bodu μ = μ0. Pre každé α ∈ (0, 1) a c = |μ − μ0| /σ plat́ı

Pr
(
u1−α/2 < u < u1−α/2 + c

)
> Pr

(
u1−α/2 − c < u < u1−α/2

)

alebo
Φ

(
u1−α/2 + c

)
− Φ

(
u1−α/2

)
> Φ

(
u1−α/2

)
− Φ

(
u1−α/2 − c

)

a pre každé μ �= μ0

Φ
(
u1−α/2 + c

)
+ Φ

(
u1−α/2 − c

)
> 2Φ

(
u1−α/2

)
= α

Ak chceme vypoč́ıtat’ minimálne n pri daných α, β, σ a μ0 ako funkciu μ, dostaneme

1 − β = β∗ ≤ Φ

(

u1−α/2 +
μ − μ0

σ

√
n

)

+ Φ

(

u1−α/2 −
μ − μ0

σ

√
n

)

= Φ

(

u1−α/2 −
μ0 − μ

σ

√
n

)

+ Φ

(

u1−α/2 +
μ0 − μ

σ

√
n

)

Ak μ > μ0, potom pri rastúcom μ bude rást’ aj Φ
(
u1−α/2 −

μ0−μ
σ

√
n
)

a Φ
(
u1−α/2 + μ0−μ

σ

√
n
)

bude
klesat’ (vždy bude < α/2). Ak μ < μ0, potom pri rastúcom μ bude rást’ aj Φ

(
u1−α/2 + μ0−μ

σ

√
n
)

a Φ
(
u1−α/2 −

μ0−μ
σ

√
n
)

bude klesat’ (vždy bude < α/2). Potom môžeme naṕısat’ približnú silu β̃∗ ako

β∗ = Φ

(

u1−α/2 −
μ0 − μ

σ

√
n

)

+ Φ

(

u1−α/2 +
μ0 − μ

σ

√
n

)

< Φ

(

u1−α/2 +
|μ0 − μ|

σ

√
n

)

= 1 − Φ

(

uα/2 −
|μ0 − μ|

σ

√
n

)

= β̃∗.

Pozn:
β11 (μ) ≤ Φδ,1

(
uα/2

)
− Φδ,1

(
−uα/2

)
,

kde Φδ,1 (∙) je distribučná funkcia N (δ, 1), δ = |μ0−μ|
σ

√
n �= 0. Potom minimálny rozsah n pre rozdiel

|μ − μ0| (pri nejakom α a β) je daný nasledovne

n ≥

(
uα/2 + uβ

c

)2

=

(
uα/2 + uβ

μ−μ0
σ

)2

=

(
uα/2 + uβ

μ − μ0

)2

σ2.

Defińıcia 46 (Kritický obor a silofunkcia ZW testu o μ) Kritický obor a silofunkcia sú defi-
nované nasledovne (pozri obrázok 4.8):

H0 H1 W 1 − β (μ)

μ = μ0 μ �= μ0 W1 =
{
ZW ; |ZW | ≥ uα/2

}
1 − Φ

(
uα/2 −

|μ0−μ|
σ

√
n
)

μ ≤ μ0 μ > μ0 W2 = {ZW ;ZW ≥ uα} 1 − Φ
(
uα + μ0−μ

σ

√
n
)

μ ≥ μ0 μ < μ0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −uα} 1 − Φ
(
uα − μ0−μ

σ

√
n
)
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Obr. 4.8: Silofunkcie asymptotického testu o μ pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

Defińıcia 47 (p-hodnora ZW testu o μ) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika a zW je
jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame na-
sledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : μ �= μ0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : μ > μ0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : μ < μ0

.

Defińıcia 48 (Waldove 100(1 − α)% empirické IS pre μ) Waldove 100(1 − α)% empirické IS
pre μ pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

μ = μ0 μ �= μ0 CS1−α =
{

μ0 : μ0 ∈
(
x − uα/2

σ√
n
, x + uα/2

σ√
n

)}

μ ≤ μ0 μ > μ0 CS1−α =
{

μ0 : μ0 ∈
(
x − uα

σ√
n
,∞

)}

μ ≥ μ0 μ < μ0 CS1−α =
{

μ0 : μ0 ∈
(
−∞, x + uα

σ√
n

)}

Pŕıklad 156 (plánovanie experimentu pre μ) Majme náhodnú premennú X ∼ N(μ, σ2), kde μ je
neznáma stredná hodnota a σ2 = 22 je známy rozptyl. Chceme testovat’ H0 : μ = 1 oproti H1 : μ = 4.
Kritický obor WX je interval (2,∞), t.j. ak výberová hodnota μ je väčšia ako 2, H0 zamietame. Ak
výberová hodnota μ je menšia alebo rovná 2, H0 nezamietame. Nájdite pravdepodobnost’ chyby prvého
druhu α a silu pri vyššie spomenutej alternat́ıve pre tento experiment.

Riešenie (aj v )
α = Pr(X > 2|N(1, 2)) = 0.31
β = Pr(X ≤ 2|N(4, 2)) = 0.16

481 a l f a . j e den . vybe r <− 1−pnorm ( 2 , 1 , 2 ) # 0.3085375
482 beta . j e d en . vybe r <− pnorm ( 2 , 4 , 2 ) # 0.15865532

Pŕıklad 157 (plánovanie experimentu pre μ; test úspešnosti) Majme náhodnú premennú X ∼
N(μ, σ2), kde μ je neznáma stredná hodnota a σ2 = 62 je známy rozptyl, ktorá predstavuje skóre
úspešnosti pre istú vekovú skupinu. Testujme H0, že stredná hodnota skóre je rovná 40 oproti H1,
že stredná hodnota skóre nie je rovná 40.

1. Vypoč́ıtajte Pr(CHPD) pre n = 9, ak H0 zamietame, ked’ x < 36 alebo alebo x > 44.

2. Vypoč́ıtajte Pr(CHPD) pre n = 36, ak H0 zamietame, ked’ x < 38 alebo alebo x > 42.

3. Nakreslite silofunkciu pre n = 9 a n = 36 pre hodnoty μ medzi 30 a 50.
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Riešenie (aj v ; pozri obrázok 4.9)
(a) Pr(CHPD) = Pr(X < 36)|N(40, 62/9) + Pr(X > 44)|N(40, 62/9)
1 − Pr(CHDD) = Pr(X < 36)|N(μ, 62/9) + Pr(X > 44)|N(μ, 62/9)
(b) Pr(CHPD) = Pr(X < 38)|N(40, 62/36) + Pr(X > 42)|N(40, 62/36)
1 − Pr(CHDD) = Pr(X < 38)|N(μ, 62/36) + Pr(X > 42)|N(μ, 62/36)

483 a l f a . j e den . vybe r <− pnorm (36 ,40 ,6 / sq r t (9 ) )+1−pnorm (44 ,40 ,6 / sq r t (9 ) ) # 0.04550026
484 a l f a . j e den . vybe r <− pnorm (38 ,40 ,6 / sq r t (36) )+1−pnorm (42 ,40 ,6 / sq r t (36) ) # 0.0455003
485 mu <− seq ( 30 , 50 , . 0 1 )
486 s i l a 9 <− 1−pnorm (44 ,mu, 6 / sq r t (9 ) )+pnorm (36 ,mu, 6 / sq r t (9 ) )
487 s i l a 3 6 <− 1−pnorm (42 ,mu, 6 / sq r t (36) )+pnorm (38 ,mu, 6 / sq r t (36) )
488 p l o t (mu, s i l a 9 , type=” l ” , y l a b=e xp r e s s i o n ( s i l a (mu) ) , x l a b=e xp r e s s i o n (mu) , y l im=c ( 0 , 1 ) )
489 l i n e s (mu, s i l a 3 6 , type=” l ” )
490 arrows ( 3 2 , 0 . 6 , 3 4 . 2 , 0 . 7 8 , lwd=2, l eng th =0.05)
491 arrows ( 32 , 0 . 3 5 , 3 7 , 0 . 7 8 , lwd=2, l eng th =0.05)
492 arrows ( 4 0 , 0 . 4 , 4 0 , 0 . 0 6 , lwd=2, l eng th =0.05)
493 t e x t ( 32 , 0 . 58 , e xp r e s s i o n ( n==9))
494 t e x t ( 3 2 . 3 , 0 . 3 3 , e xp r e s s i o n ( n==36))
495 t e x t ( 40 , 0 . 45 , e xp r e s s i o n ( a lpha ==0.045) )
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Obr. 4.9: Schematický nákres silofunkcíı pre n = 9 a n = 36

Pŕıklad 158 (jednovýberový Z-test o strednej hodnote μ) Nakreslite presnú silofunkciu pre test
H0 : μ = μ0 (oproti H1 : μ �= μ0, ak σ2 je známe) do jedného obrázka pre n = 10, 30, 50, 100, μ0 = 0
a σ=1.

Pŕıklad 159 (jednovýberový Z-test o strednej hodnote μ) Porovnajte presnú a priblǐznú silo-
funkciu β̃∗(μ) pre test H0 : μ = μ0 (oproti H1 : μ �= μ0, ak σ2 je známe) nakresleńım oboch do jedného
obrázka pre n = 20, μ0 = 0 a σ = 1.

Pŕıklad 160 (jednovýberový Z-test o strednej hodnote μ) Odvod’te test pomerom vierohodnosti
a 100(1 − α)% interval spol’ahlivosti pre hypotézu H0 : μ = μ0 oproti H0 : μ �= μ0, ak σ2 je známe.

4.5 Vierohodnostné intervaly spol’ahlivosti

Defińıcia 49 (obojstranný Waldov 100 × (1 − α)% empirický IS pre θ) Obojstranný Wal-
dov 100 × (1 − α)% empirický IS pre θ má tvar

(d, h) =

(

θ̂ − tα/2ŜE[θ̂], θ̂ + tα/2ŜE[θ̂]

)

,
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kde kritická hodnota tα/2 záviśı na vol’be θ̂, pozri kapitole 6, 7 a 8. Defińıcia 49 nie je všeobecne platná.
Výnimky pozri napr. v kap. 6.2 a 7.2. Jednostranné intervaly spol’ahlivosti pre θ je možné zadefinovat’
podobne.

Transformácia g(θ) nás často zauj́ıma aj preto, že
”
vylepšuje“ funkciu vierohodnosti v zmysle regu-

larity. Za platnosti regularity je náš stupeň dôvery v maximálne vierohodné odhady g(θ̂) a V ar[g(θ̂)]
väčš́ı. Ked’že maximálne vierohodný odhad θ̂ je invariantný, môžeme pre I(g(θ̂)) ṕısat’

I(g(θ̂)) = I(θ̂)

[
∂

∂θ
g(θ)|θ=θ̂

]−2

a pre štandardnú chybu
̂

SE[g(θ̂)] = ŜE(θ̂)

∣
∣
∣
∣

∂

∂θ
g(θ)|θ=θ̂

∣
∣
∣
∣

Defińıcia 50 (obojstranný Waldov 100 × (1 − α)% empirický IS pre g(θ)) Obojstranný
Waldov 100 × (1 − α)% empirický IS pre g(θ) bude mat’ tvar

(dg, hg) =

(

g(θ̂) − tα/2
̂

SE[g(θ̂)], g(θ̂) + tα/2
̂

SE[g(θ̂)]

)

,

kde kritická hodnota tα/2 záviśı na vol’be g(θ̂), pozri napr. kapitole 6.3, 6.4, 7.3 a 7.4. Defińıcia 50 nie
je všeobecne platná. Jednostranné intervaly spol’ahlivosti pre g(θ) je možné zadefinovat’ podobne.

Defińıcia 51 (Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický IS pre θ) Vierohodnostný 100 ×
(1 − α)% empirický IS pre θ má tvar

CS1−α =

{

θ : −2 ln
L(θ|x)

L(θ̂|x)
< χ2

1(α)

}

.

Hranice vierohodnostného 100 × (1 − α)% empirického IS pre θ odvod́ıme nasledovne

Pr

(
L(θ|x)

L(θ̂|x)
> cα

)

= Pr

(

−2 ln
L(θ|x)

L(θ̂|x)
< −2 ln cα

)

= 1 − α,

kde cα = e−
1
2 χ2

1(α). Ak 1 − α = 0.95, potom cα = 0.1465001
.
= 0.15 (15% cut-off štandardizovanej

funkcie vierohodnosti L(θ|x) = L(θ|x)/L(θ̂|x)), ak 1−α = 0.90, potom cα = 0.2585227
.
= 0.26 (26%

cut-off) a ak 1 − α = 0.99, potom cα = 0.0362452
.
= 0.04 (4% cut-off).

Oba IS pre θ sú vytvorené na základe asymptotickej teórie, ale vierohodnostný interval má lepšie
asymptotické vlastnosti ako Waldov IS. Waldov IS je správny, ak plat́ı

θ̂ − θ

ŜE[θ̂]

D
∼ N(0, 1).

Na základe invariantnosti pomeru vierohodnosti je vierohodnostný IS správny, ak existuje trans-
formácia g(∙) (ktorá nemuśı byt’ známa), pre ktorú plat́ı

g(θ̂) − g(θ)
̂

SE[g(θ̂)]

D
∼ N(0, 1).

Nech (Dg,Hg) je 100(1−α)% IS pre g(θ), t.j. Dg < g(θ) < Hg. Na základe asymptotickej normality g(θ̂)
je IS (Dg,Hg) vierohodnostný IS pre g(θ) určený cα% cut-off štandardizovanej funkcie vierohodnosti
L(θ|x). Invariancia pomeru vierohodnosti implikuje tvrdenie, že vierohodnostný IS pre θ určený cα%
cut-off štandardizovanej funkcie vierohodnosti je rovný

(
(g(Dg))

−1, (g(Hg))
−1

)
, kde g(Dg))

−1 < θ < (g(Hg))
−1,
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ktorý má koeficient spol’ahlivosti rovný 100 × (1 − α)%. Toto tvrdenie plat́ı, aj ked’ g(∙) neexistuje
a navyše vierohodnostný IS je automaticky IS s najlepšou možnou (normalizujúcou) transformáciou.
Najväčš́ım problémom Waldovho IS je, že ak θ̂ nemá normálne rozdelenie a ak chceme θ transformo-
vat’ kvôli

”
vylepšeniu“ normality, muśıme túto transformáciu poznat’. Vierohodnostný IS automaticky

aplikuje túto najlepšiu transformáciu. Z toho vyplýva, že aplikovatel’nost’ vierohodnostného IS je ovel’a
širšia ako Waldovho IS. Okrem toho je použitie vierohodnostného IS bezpečneǰsie vo vzt’ahu k asymp-
totickej normalite. Tento fakt zdôrazňuje aj to, že Waldova testovacia štatistika nie je invariantná
na transformáciu g(∙), kde dôvodom tejto neinvariantnosti je zvyšok v Taylorovom rozvoji. Jeho efekt
môže byt’ o to väčš́ı, o čo nelineárneǰsie je g(∙) v okoĺı θ̂.

Pŕıklad 161 (vylepšená vierohodnost’ pomocou g(θ)) Nakreslite (a) logaritmus funkcie viero-
hodnosti parametra p binomického rozdelenia Bin(N, p), kde N = 10 a n = 8, superponovaný jeho
kvadratickou aproximáciou. Nakreslite (b) logaritmus funkcie vierohodnosti g(p) = logit(p) = ln p

1−p

(pri rovnakom zadańı N a n ako v (a)) superponovaný jeho kvadratickou aproximáciou. Je funkcia vie-
rohodnosti g(p) regulárneǰsia ako funkcia vierohodnosti pre p? (c) Vypoč́ıtajte Waldov a vierohodnostný
100× (1−α)% empirický IS pre p. (d) Vypoč́ıtajte Waldov 100× (1−α)% empirický IS pre g(p) z (a)
a (b) a transformujte ho spät’ do originálnej škály. (e) Ukážte, že vierohodnostný IS pre p v škále p je
identický s vierohodnostným IS v škále g(p) z (a) a (b) po jeho spätnej transformácii do originálnej
škály.

Riešenie (aj v , pozri obrázok 4.10)
Waldov 100 × (1 − α)% empirický IS pre p:

p̂ = 8
10 = 0.8; ŜE[p̂] =

√
p̂(1−p̂)

N = 0.13.

(d, h) =
(
p̂ − uα/2ŜE[p̂], p̂ + uα/2ŜE[p̂]

)
= (0.55, 1.05), kde je horná hranice väčšia ako jedna.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický IS pre p:

CS1−α =
{

p : −2 ln L(p|x)
L(p̂|x) ≤ 3.84

}
, kde (d, h) = (0.50, 0.96),

Waldov 100 × (1 − α)% empirický IS pre g(p):
g(p̂) = ln p̂

1−p̂ = log 0.8
0.2 = 1.39.

∂
∂pg(p) = 1

p + 1
1−p ; ̂SE[g(p̂)] = ŜE[p̂]

(
1
p̂ + 1

1−p̂

)
=

√
p̂(1−p̂)

N

(
1
p̂ + 1

1−p̂

)
=

√
1
n + 1

N−n = 0.79.

Potom (dg, hg) = (−0.16, 2.94), ktorý transformujeme spät’ do originálnej škály, kde
(d, h) = (0.46, 0.95).

496 x <− 8 ; N <− 10
497 pcka <− seq ( 0 . 4 , . 9 9 , l eng th =100)
498 l i k e <− dbinom (8 ,10 , pcka )
499 l i k e 1 <− l i k e /max( l i k e )
500 l l <− l og ( l i k e 1 )
501 v i e r . i s . p <− range ( pcka [ l i k e 1 > c u t o f f ] ) # 0.5013131 0.9602020
502
503 windows (8 , 4 )
504 par ( mfco l=c ( 1 , 2 ) ,mar=c ( 4 . 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
505 p . hat <− x/N
506 i . hat <− N/p . hat/(1−p . hat )
507 l a <− − i . hat/2∗( pcka−p . hat ) ˆ2
508 r a <− range ( l l )
509 wald . i s . p <− p . hat + c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t (1/ i . hat )
510 wald . i s . p # 0.552082 1.047918
511 c u t o f f <− exp(−1/2∗qch i sq ( 0 . 9 5 , 1 ) ) # 0.1465001
512
513 p l o t ( pcka , l l , t ype=”n” , x l a b=”p” , y l a b=” l o g a r i tmu s f u n k c i e v i e r o h o d n o s t i ” ,
514 lwd=2, cex . l a b =1.2)
515 l i n e s ( pcka , l l , lwd=1)
516 l i n e s ( pcka , l a , l t y =2, lwd=2)
517 a b l i n e ( h=l og ( c u t o f f ) , co l=” gray ” )
518
519 gpcka <− l og ( pcka ) − l og (1−pcka )
520 gp . hat <− l og ( p . hat ) − l og (1−p . hat )
521 i . hat <− x∗(N−x )/N
522 l g p <− − i . hat/2∗( gpcka−gp . hat ) ˆ2
523 x <− ( gp . hat + c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t (1/ i . hat ) ) # −0.1631932 2.9357819
524 wald . i s . gp <− exp ( x )/(1+exp ( x ) )
525 wald . i s . gp # 0.4593 0.9496
526
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527 p l o t ( gpcka , l l , t ype=”n” , x l a b=”g (p ) ” , y l a b=” l o g a r i tmu s f u n k c i e v i e r o h o d n o s t i ” ,
528 lwd=2, cex . l a b =1.2)
529 l i n e s ( gpcka , l l , lwd=1)
530 l i n e s ( gpcka , lgp , l t y =2, lwd=2)
531 a b l i n e ( h=l og ( c u t o f f ) , co l=” gray ” )
532
533 b <− range ( gpcka [ l i k e 1 > c u t o f f ] )
534 v i e r . i s . gp <− exp ( b )/(1+exp ( b ) ) # 0.5013131 0.9602020
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Obr. 4.10: Funkcia vierohodnosti (plnou čiarou) pre p (vl’avo) a g(p) vpravo spolu so superponovanými kvadratickými
aproximáciami (čiarkovanou čiarou); horizontálna priamka predstavuje hodnotu cut-off

*Výpočet hrańıc vierohodnostného intervalu spol’ahlivosti
V pŕıklade 161 sme hranice vierohodnostného empirického IS poč́ıtali pre θ patriace nejakému dopredu
špecifikovanému intervalu s hranicami θD a θH , dosadeńım sekvencie hodnôt θi ∈ �θD, θH� , i =
1, 2, ...,M (pre napr. M = 100 tak, aby boli vzdialenosti θi čo najmenšie), do funkcie −2 lnL(θi|x).
Hranice vierohodnostného 100×(1−α)% empirického IS pre θ budú potom predstavovat’ dolnú a hornú
hranicu intervalu definovaného pomocou nerovnosti −2 lnL(θ|x) < χ2

1(α), ktoré vypoč́ıtame pomocou
funkcie range(ll), kde ll je funkcia −2 lnL(θ|x). Alternat́ıvnou možnost’ou je použitie metódy bisekcie2

(Givens a Hoeting, 2005).
Nech pre nejaké θ01, θ02 ∈ �θD, θH� plat́ı f(θ01)f(θ02) < 0 (t.j. f(∙) má na intervale �θ01, θ02� aspoň

jeden koreň), kde f(θ) = −2 lnL(θ|x) − χ2
1(α) = 0. Ak má prvá derivácia f(∙) konštantné znamienko,

potom existuje práve jeden koreň θ∗ ∈ �θ01, θ02� funkcie f(θ). Metóda bisekcie hl’adá koreň nasledovným
iteračným algoritmom:

1. inicializácia metódy pomocou vhodne zvoleného štartovacieho parametra θ(0), pre ktorý plat́ı
θ(0) = (θ01 + θ02)/2 a i = 1,

2. substitúcia hrańıc θ01 a θ02 nasledovne

�θi1, θi2� =

{〈
θi−1,1, θ

(i−1)
〉
, ak f(θi−1,1)f(θ(i−1)) < 0〈

θ(i−1), θi−1,2

〉
, ak f(θi−1,1)f(θ(i−1)) > 0

,

ak f(θ(i−1)) = 0, potom algoritmus skonč́ı, ak nie, nasleduje

3. výpočet stredu intervalu θ(i) = (θi1 + θi2)/2,

4. iterácia (2) a (3) pomocou relat́ıvnej aproximačnej chyby (hovoŕıme o relat́ıvnom konvergenčnom
kritériu) pokial’ nebude platit’ ∣

∣θ(i) − θ(i−1)
∣
∣

∣
∣θ(i−1)

∣
∣ < �,

2Ak sú metóda bisekcie a jej modifikácie aplikované na skóre funkciu S(θ), kde f(θ) = l(θ|x), hl’́adame maximum logaritmu funkcie viero-
hodnosti, a preto sa značenie všade posunie o jednu deriváciu smerom doprava. Ak sa v metódach z kapitoly 2.4 *Maximalizácia funkcie
vierohodnosti posunie značenie o jednu deriváciu smerom dol’ava, je možné tieto metódy použit’ aj na hl’adanie hrańıc vierohodnostného
IS .
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4.5 KAPITOLA 4. TESTOVANIE HYPOTÉZ

kde � je vhodne zvolené malé č́ıslo (prahová hodnota), pomocou absolútnej aproximačnej chyby
(hovoŕıme o absolútnom konvergenčnom kritériu ) pokial’ nebude platit’

∣
∣
∣θ(i) − θ(i−1)

∣
∣
∣ < �,

alebo pomocou ∣
∣
∣f(θ(i))

∣
∣
∣ < �.

Metóda bisekcie konverguje lineárne (rád metódy je rovný jednej), t.j. chyba sa zmenšuje v každom
kroku dvakrát. V i-tom kroku bude menšia alebo rovná ako (θ02 − θ01)/2i+1. Pretože je konvergencia
bisekčnej metódy pomalá (vyžaduje vel’ké množstvo iterácíı na dosiahnutie stanovenej presnosti), bolo
vytvorených niekol’ko jej modifikácíı, ktoré sa dajú zahrnút’ pod anglický pojem bracketing methods,
t.j. metód ktoré ohraničujú koreň vnútri sekvencie vnorených intervalov zmenšujúcej sa d ĺžky. Z nich je
najčasteǰsie použ́ıvanou je Brentova metóda (Brent (1973); niekedy nazývaná aj Brent-Dekkerova
metóda) pomenovaná podl’a Richarda Peirce Brenta (1949−). Kombinuje metódu bisekcie s inverznou
lineárnou alebo kvadratickou interpoláciou. Ak je použitá inverzná lineárna interpolácia, potom ide
o metódu ekvivalentnú metóde sečńıc, ktorá modifikuje krok (3) nasledovne

θ(i) =

{
θ(i−1) − θ(i−1)−θ(i−2)

f(θ(i−1))−f(θ(i−2))
f(θ(i−1)), ak f(θ(i−1)) �= f(θ(i−2))

(θi1 + θi2)/2, inak
,

kde aproximácia prvej derivácie f �(θ(i−1)) ≈ f(θ(i−1))−f(θ(i−2))
θ(i−1)−θ(i−2) . Metóda sečńıc má jednoduchú geomet-

rickú interpretáciu – bod θ(i) je priesečńık sečnice vedenej bodmi [θ(i−1), f(θ(i−1))] a [θ(i−2), f(θ(i−2))]
s x-ovou osou. Ak je f(θ) dvakrát diferencovatel’ná, funkcia f(θ) má jednoduchý koreň (f �(θ) �= 0 pre
každé θ ∈ �θD, θH�), potom metóda konverguje, pokial’ zvoĺıme θ01, θ02 dostatočne bĺızko hl’adaným
hraniciam IS (rád metódy je rovný (1 +

√
5)/2

.
= 1.618).

Brentova metóda modifikuje metódu sečńıc na zrýchlenie konvergencie pridańım d’aľśıch podmienok
v kroku (3). Je implementovaná v vo funkcii uniroot(f, interval,tol,...), ktorá hl’adá korene funkcie f
v danom intervale špecifikovanom v argumente interval. Konvergencia metódy môže byt’ kontrolovaná
argumentom tol, čo je prahová hodnota �. Pri hl’adańı hrańıc vierohodnostného 100 × (1 − α)% IS je
potrebné funkciu uniroot() použit’ dvakrát nasledovne:

1. pre dolnú hranicu IS definujeme štartovaćı interval ako
〈
θD, θ̂

〉
,

2. pre hornú hranicu IS definujeme štartovaćı interval ako
〈
θ̂, θH

〉
.

Vo výstupoch funkcie uniroot() bude pre (1) odhad dolnej hranice IS θ̂D a pre (2) odhad hornej hranice
IS θ̂H (root), hodnota funkcie f v odhadnutých hraniciach, pre (1) f(θ̂D) a pre (2) f(θ̂H), ozn. froot
a odhadnutá výchylka od skutočného koreňa estim.perc. Ak má funkcia f(θ) viac ako jeden argument,
argument θ muśı byt’ ako prvý.

Pŕıklad 162 (vylepšená vierohodnost’ pomocou g(θ); pokrač.) Vypoč́ıtajte vierohodnostný 95%
empirický IS pre p pomocou Brentovej metódy pre dáta z pŕıkladu 161. Porovnajte tento IS s IS
vypoč́ıtaným v pŕıklade 161.

Riešenie (aj v )
Vierohodnostný 95% empirický IS pre p:

CS1−α =
{

p : −2 ln L(p|x)
L(p̂|x) ≤ 3.84

}
, kde (d, h) = (0.50, 0.96).

Hranice IS vypoč́ıtané oboma metódami sa zhodujú na dve desatinné miesta.
535 x <− 8 ; N <− 10
536 p . hat <− x/N
537 ” l l ” <− f u n c t i o n (p , p . hat ) {
538 −2∗ l og ( dbinom (8 ,10 , p ) /dbinom (8 ,10 , p . hat ) )−qch i sq ( 0 . 9 5 , 1 )
539 }
540 v i e r . i s . p . b r en t <− c ( un i r oo t ( l l , c (0 , p . hat ) , p . hat=x/N)$ root ,
541 un i r oo t ( l l , c ( p . hat , 1 ) , p . hat=x/N)$ r o o t )
542 v i e r . i s . p . b r en t # 0.5005669 0.9636336
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5 Testy dobrej zhody

V štatistickej inferencii často predpokladáme, že dáta pochádzajú z normálneho rozdelenia N(μ, σ2).
Na identifikáciu rozdelenia, z ktorého dáta pochádzajú, potrebujeme testy dobrej zhody, kde nu-
lovou hypotézou je tvrdenie o (kumulat́ıvnej) distribučnej funkcii. Ak sú pre nulovú hypotézu všetky
potrebné parametre rozdelenia špecifikované, hovoŕıme o jednoduchej nulovej hypotéze. Ak nulová
hypotéze presne nešpecifikuje všetky potrebné parametre rozdelenia, hovoŕıme o zloženej nulovej hy-
potéze. V nasledujúcich odstavcoch prezentujeme dva typy testov – χ2 test dobrej zhody (primárne
vytvorený pre diskrétne dáta) a Kolmogrov-Smirnovov test dobrej zhody (vytvorený pre spojité
dáta).

5.1 χ2 test dobrej zhody

Majme jednoduchý náhodný výber s rozsahom n s neznámou populačnou distribučnou funkciou F (x).
Nulovú hypotézu špecifikujeme ako

”
F (x) má nejaké známe rozdelenie F0(x) pre všetky x“ alebo

”
F (x)

je rovné nejakej známej distribučnej funkcii F0(x) pre všetky x“, t.j. H0 : F (x) = F0(x) pre všetky x.
Alternat́ıvnu hypotézu špecifikujeme ako

”
F (x) nie je rovné nejakej známej distribučnej funkcii F0(x)

pre nejaké x“, t.j. H1 : F (x) �= F0(x) pre nejaké x.
χ2 test dobrej zhody je založený na normalizovanej testovacej štatistike, ktorá hodnot́ı vertikálne roz-

diely medzi pozorovanými a očakávanými hodnotami (ak H0 plat́ı) v k disjunktných kategóriách. Dáta
je teda potrebné rozdelit’ do týchto kategóríı na základe vopred určenej schémy a vypoč́ıtat’ početnosti
v nich. Tieto nazývame pozorované početnosti. Ak H0 úplne špecifikuje populáciu, z ktorej pochádza
náhodný výber, môžeme vypoč́ıtat’ pravdepodobnost’, že náhodné pozorovanie padne do jednej z k ka-
tegóríı, čomu hovoŕıme očakávané pravdepodobnosti. Pokial’ tieto pravepodobnosti vynásob́ıme
rozsahom n, dostaneme očakávané početnosti pre každú kategóriu za platnosti H0.

Ak H0 plat́ı, rozdiel medzi pozorovanými a očakávanými početnost’ami bude malý. χ2 testovacia
štatistika na testovanie H0 oproti H1, ak je H0 úplne špecifikovaná, má tvar

χ2 =
k∑

j=1

(pozorovanéj − očakávanéj)2

očakávanéj
=

k∑

j=1

(Oj − Ej)2

Ej

D
∼ χ2

df ,

kde Oj sú pozorované početnosti, Ej očakávané početnosti v každej z k kategórii. Stupne vol’nosti
df = k − 1, ak je H0 jednoduchá. Test sa nazýva jednovýberový χ2-test dobrej zhody. Ak je
však H0 zložená, muśıme odpoč́ıtat’ jednotku za každý odhadovaný parameter, t.j. ak je počet
odhadovaných parametrov kp, potom df = k − kp − 1, kde kp < k − 1. Vel’ké hodnoty realizácie χ2,
ozn. χ2

obs, budú indikovat’ nekonzistenciu dát s H0 (nedostatok dôkazov na jej zamietnutie).

Pŕıklad 163 (χ2-test dobrej zhody) Majme dáta Grades z knǐznice PASWR, ktoré reprezentujú
SAT skóre (n = 200) náhodne vybranej vzorky študentov z jednej univerzity v USA. Otes-
tujte na hladine významnosti α = 0.05, či majú dáta normálne rozdelenie. Použite intervaly
�μ − 3σ, μ − 2σ�, (μ − 2σ, μ − σ�, (μ − σ, μ�, (μ, μ + σ�, (μ + σ, μ + 2σ� a (μ + 2σ, μ + 3σ�. Nakreslite
histogram použit́ım vyššie spomenutých intervalov a superponujte ho s očakávanými hodnotami SAT
skóre v každej kategórii, ked’ F0(x) ∼ N(μ, σ2).

Riešenie (aj v ; pozri tabul’ku 5.1)

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: SAT skóre majú normálne rozdelenie (ich distribučná
funkcia pochádza z normálneho rozdelenia) oproti H1: SAT skóre nemajú normálne rozdelenie
(ich distribučná funkcia nepochádza z normálneho rozdelenia).
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• matematická formulácia – testujeme H0 : F (x) = F0(x) ∼ N(μ, σ2) oproti H1 : F (x) �=
F0(x) pre nejaké x.

2. Testovacia štatistika – Stredná hodnota μ a rozptyl σ2 sú neznáme, a preto ich muśıme od-
hadnút’. Ich odhadmi sú aritmetický priemer x = 1134.65 a rozptyl s2 = 21201.89 (smerodajná
odchýlka s = 145.61).

543 l i b r a r y (PASWR) # n a c i t a n i e k n i z n i c e
544 attach ( Grades )
545 p r i eme r <− mean ( s a t ) # 1134.6500
546 smerodch <− sd ( s a t ) # 145.6087
547 n <− l eng th ( s a t ) # 200

Intervaly zo zadania sú �697.8240, 843.4326�, (843.4326, 989.0413�, (989.0413, 1134.6500�,
(1134.6500, 1280.2587�, (1280.2587, 1425.8674� a (1425.8674, 1571.4760�. Dáta budú rozdelené na ka-
tegórie nasledovne

548 b in <− seq ( pr i emer−3∗smerodch , p r i eme r+3∗smerodch , smerodch ) # k a t e g o r i e
549 t a b l e ( cut ( sat , b r eak s=b in ) )
550 poz . poc <− h i s t ( sat , b r eak s=bin , p l o t=F)$ count s # pozorovane p o c e t n o s t i
551 ocak . prav <− c (pnorm(−2) , pnorm (−1:2) − pnorm (−2:1) ,1−pnorm (2 ) )
552 ocak . poc <− n∗ocak . prav # ocakavane p o c e t n o s t i
553 VYSL <− cb ind ( ocak . prav , ocak . poc , poz . poc )

Tabul’ka 5.1: Očakávané pravdepodobnosti a početnosti a pozorované početnosti pre SAT skóre

interval f0(x) nf0(x) ni

�μ − 3σ, μ − 2σ� 0.02275 4.55003 4
(μ − 2σ, μ − σ� 0.13591 27.18102 27

(μ − σ, μ� 0.34135 68.26895 65
(μ, μ + σ� 0.34135 68.26895 80

(μ + σ, μ + 2σ� 0.13591 27.18102 21
(μ + 2σ, μ + 3σ� 0.02275 4.55003 3

Pozorovaná testovacia štatistika je potom rovná χ2
obs = 4.17.

554 c h i s q . obs <− sum ( ( poz . poc−ocak . poc ) ˆ2/ocak . poc ) # 4.173654

3. Zamietacia oblast’ – H0 bude zamietnutá, ak χ2
obs > χ2

α(df), kde df = k − 1 = 6− 1 = 5, ak by
sme neodhadovali žiaden parameter rozdelenia. My však odhadujeme dva, preto df = 6−2−1 = 3,
χ2

1−α(df) = χ2
0.05(3) je kritická hodnota.

4. Štatistický záver – p-hodnota=0.24.

555 p . hodn <− 1−pch i sq ( c h i s q . obs , 5 ) # 0.5246948 [ ak d f =5]
556 p . hodn <− 1−pch i sq ( c h i s q . obs , 3 ) # 0.2433129

Kedže p-hodnota nie je menšia ako hladina významnosti α = 0.05 (ekvivalentne χ2
obs nepatŕı

do zamietacej oblasti), H0 nezamietame na hladine významnosti α. Je možné použit’ aj funkciu
chisq.test(x=poz.poc,p=ocak.prav).

5. Slovný záver – Nemáme dostatok dôkazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, že skutočnou
distribučnou funkciou SAT skóre je distribučná funkcia normálneho rozdelenia.

Histogram superponovaný s očakávanými hodnotami SAT skóre v každej kategórii nakresĺıme nasle-
dovne (pozri obrázok 5.1)

557 windows (5 , 5 )
558 par (mar=c ( 4 . 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
559 h i s t ( sat , b r eak s=bin , co l=” gray ” , y l a b=” hus to ta ” , f r e q=TRUE, main=”” , cex . l a b =1.2)
560 x <− b in [2:7] − smerodch/2 # c e n t r o v a n i e do s t r e du i n t e r v a l o v
561 l i n e s ( x , ocak . poc , type=”h” , lwd=2)
562 po i n t s ( x , ocak . poc , pch=16)
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Obr. 5.1: Histogram superponovaný s očakávanými hodnotami SAT skóre

Pŕıklad 164 (χ2-test dobrej zhody; pokrač.) Zopakujte výpočet z predchádzajúceho pŕıkladu
na intervaloch definovaných pomocou hrańıc:
(a) kvartilové hranice – xmin, x̃0.25, x̃0.50, x̃0.75, xmax;
(b) decilové hranice – xmin, x̃0.1, x̃0.2, . . . , x̃0.8, x̃0.9, xmax.
Nakreslite histogram použit́ım vyššie spomenutých intervalov a superponujte ho s očakávanými hod-
notami SAT skóre v každej kategórii, ked’ F0(x) ∼ N(μ, σ2). Porovnajte výsledky s výsledkami
predchádzajúceho pŕıkladu.

Pŕıklad 164 vysvetl’uje efekt zmeny intervalov na výsledok testu dobrej zhody s normálnym rozdeleńım.

Pŕıklad 165 (χ2-test dobrej zhody) Johann Gregor Mendel vo svojich pokusoch s kŕı̌zeńım rastĺın
hrachu (Pisum sativum) študoval dedičnost’ siedmych rôznych znakov. V každom z pokusov, pri sle-
dovańı jedného znaku, źıskal po kŕı̌zeńı dvoch čistých ĺıníı (t.j. dominantného homozygota AA s re-
ceśıvnym homozygotom aa) generáciu, v ktorej mali všetky rastliny rovnaký fenotyp (t.j. heterozygoti
Aa). Po ich samooplodneńı (čo je prirodzený spôsob rozmnožovania hrachu) źıskal d’aľsiu generáciu,
v ktorej sa vyskytovali sledované znaky v dvoch formách, a to zakaždým v pomere vel’mi bĺızkom 3:1.
Jedným zo znakov, ktoré študoval, bola farba semien. Po kŕı̌zeńı 258 hybridov źıskal celkove 8023 se-
mien, z ktorých 6022 bolo žltých a 2001 zelených (Matalová, 2008). Otestujte platnost’ fenotypového
štiepneho pomeru 3 : 1 na hladine významnosti α = 0.05.

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – H0 : Fenotypový štiepny pomer je rovný 3 : 1 oproti H1 : fenotypový
štiepny pomer nie je rovný 3 : 1.

• matematická formulácia – H0 : p = p0, kde p = (p1, p2), p0 = (p01, p02), p01 = 0.75
a p02 = 0.25, oproti H1 : p �= p0.

2. Testovacia štatistika – N = 6022 + 2001 = 8023, očakávané početnosti 8023 × 0.75 = 6017.25
a 8023 × 0.25 = 2005.75.
563 poz . poc <− c (6022 ,2001)
564 N <− sum ( poz )
565 ocak . prav <− c ( 0 . 7 5 , 0 . 2 5 )
566 ocak . poc <− N∗ocak . prav

Pozorovaná testovacia štatistika je potom rovná χ2
obs

.
= 0.015.
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567 c h i s q . obs <− sum ( ( poz . poc−ocak . poc ) ˆ2/ocak . poc ) # 0.01499855

3. Zamietacia oblast’ – H0 bude zamietnutá, ak χ2
obs > χ2

df (α)
.
= 3.84, kde χ2

df (α) je kritická
hodnota χ2 rozdelenia s df = 2 − 1 = 1 a α = 0.05.
568 c h i s q . k r i t <− qch i sq (1−0.05 ,1) # 3.841459

4. Štatistický záver – p-hodnota = 0.9.
569 p . hodn <− 1−pch i sq ( c h i s q . obs , df=1) # 0.902528

Kedže p-hodnota nie je menšia ako hladina významnosti α = 0.05 (ekvivalentne χ2
obs nepatŕı

zamietacej oblasti), H0 nezamietame na hladine významnosti α. Je možné použit’ aj funkciu
chisq.test() nasledovne

570 VYSL <− c h i s q . t e s t ( x=c (6022 ,2001) , p=c ( 0 . 7 5 , 0 . 2 5 ) )
571 VYSL <− c (VYSL$ stat , VYSL$param ,VYSL$p . v a l )
572 names (VYSL) <− c ( ” t e s t−s t a t ” , ” d f ” , ”p−hodn” )
573 VYSL
574 #te s t−s t a t d f p−hodn
575 # 0.0150 1.0000 0.9025

5. Slovný záver – Nemáme dostatok dôkazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, že skutočný
fenotypový pomer je 3 : 1.

Testovat’ H0 oproti H1 môžeme aj MC testom, kde odhadneme p-hodnotu simulačne pomocou M =
100000 simulácíı z Bin(N, p), kde N = 8023, p = 0.75.

576 ” c h i s q . s t a t ” <− f u n c t i o n ( poz . poc , ocak . prav ) {
577 N <− sum ( poz . poc )
578 ocak <− N∗ocak . prav
579 s t a t <− sum ( ( poz . poc−ocak . poc ) ˆ2/ocak . poc )
580 r e t u rn ( s t a t )
581 }
582 M <− 100000
583 ocak . prav <− c ( 0 . 7 5 , 0 . 2 5 )
584 c h i s q . obs <− c h i s q . s t a t ( poz . poc , ocak . prav ) # 0.01499855
585 c h i s q . s im <− numeric (M)
586 f o r ( i i n 1 :M){
587 x1 <− rbinom (1 ,N, 0 . 7 5 )
588 x2 <− N − x1
589 c h i s q . s im [ i ] <− c h i s q . s t a t ( c ( x1 , x2 ) , ocak . prav )
590 }
591 p . hodn <− mean ( c h i s q . sim>c h i s q . obs ) # 0.89787

P-hodnota vypoč́ıtaná na základe MC simulácie je vel’mi podobná vypoč́ıtanej asymptoticky (na dve
desatinné miesta sú obe identické), ked’že máme vel’ký počet opakovańı, ako aj vel’ké početnosti.

Pŕıklad 166 (χ2-test dobrej zhody; početnosti úmrt́ı) Otestujte zhodu početnost́ı X Pruských
armádnych jednotiek, v ktorých nastalo n úmrt́ı zapŕıčinených kopnut́ım koňom za rok (pozri pŕıklad
78, tabul’ka 2.7) s Poissonovým rozdeleńım s parametrom λ, t.j. X ∼ Poiss(λ) na hladine významnosti
α = 0.05.

Pŕıklad 167 (χ2-test dobrej zhody; početnosti chlapcov) Otestujte zhodu početnost́ı rod́ın X
s n chlapcami (pozri pŕıklad 81, tabul’ku 2.8 a 2.9) s binomickým rozdeleńım s parametrami N a π, t.j.
X ∼ Bin(N,π) na hladine významnosti α = 0.05.

Pŕıklad 168 (χ2-test dobrej zhody; úrazy robotńıkov) Otestujte zhodu početnost́ı robotńıkov X
s n úrazmi v továrni (pozri pŕıklad 82, tabul’ka 2.10 a 2.11; pŕıklad 109, tabul’ka 2.14)
(a) s Poissonovým rozdeleńım s parametrom λ, t.j. X ∼ Poiss(λ) a
(b) s negat́ıvne binomickým rozdelńım s parametrami α a π, t.j. Negbinom(α, π) na hladine
významnosti α = 0.05.
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Pŕıklad 169 (χ2-test dobrej zhody; početnosti mužov) Nech Pr(muž) = 0.515 znamená prav-
depodobnost’ výskytu mužov v populácii (pozri pŕıklad 78). Nech sa početnosti mužov X v populácii
správajú podl’a modelu Bin(N, p), nazvime ich (v tomto pŕıklade) pozorované početnosti. Aproxi-
mujme X normálnym rozdeleńım N(Np,Npq) a prislúchajúce početnosti nazvime teoretické početnosti
(poč́ıtame ich v n = 0, 1, . . . , N). Otestujte zhodu pozorovaných a teoretických početnost́ı na hladine
významnosti α = 0.05. Nakreslite (1) hustotu normálneho rozdelenia superponovanú pravdepodobnost’ou
funkciou binomického rozdelenia a (2) distribučnú funkciu normálneho rozdelenia superponovanú dis-
tribučnou funkciou binomického rozdelenia. Rozsahy N voĺıme nasledovne (a) N = 20, (b) N = 50
a (c) N = 500.

Pŕıklad 170 (χ2-test dobrej zhody; fetálna aktivita) Nech X predstavuje početnosti pät’sekun-
dových intervalov (z 240) v posledných 2/3 t’archavosti zaznamenaných ultrazvukom, v ktorých sa plod
ovce n-krát pohol (pozri tabul’ku 5.2; Leroux a Puterman (1992)). Vypoč́ıtajte očakávané početnosti
za predpokladu, že X ∼ Poiss(λ). Otestujte zhodu pozorovaných a teoretických početnost́ı na hladine
významnosti α = 0.05.

Tabul’ka 5.2: Pozorované početnosti mn pät’sekundových intervalov v posledných 2/3 t’archavosti zaznamenaných ultra-
zvukom, v ktorých sa plod ovce n-krát pohol

n 0 1 2 3 4 5 6 7
pozorované mn 182 41 12 2 2 0 0 1

Riešenie (aj v ; pozri tabul’ku 5.3 a 5.4)

λ̂ =
∑

n nmn∑
n mn

= 86
240 = 0.358. Potom budú čakávané početnosti nasledovné Vzhl’adom ku ńızkym

Tabul’ka 5.3: Očakávané početnosti mn pät’sekundových intervalov v posledných 2/3 t’archavosti zaznamenaných ul-
trazvukom (zaokrúhlené na nula desatinných miest), v ktorých sa plod ovce n-krát pohol (Poissonovo
rozdelenie)

n 0 1 2 3 4 5 6 7
mn 182 41 12 2 2 0 0 1

očakávané mn 168 60 11 1 0 0 0 0

početnostiam pre n > 2, mn nim zodpovedajúce zahrnieme do jednej skupiny. Potom χ2
obs

.
= 16.57

a p-hodnota
.
= 0.0025 (df = k − kp − 1 = 2, kde k = 4 a kp = 1).

592 n <− 0 :7
593 m. n <− c (182 , 41 , 12 , 2 , 2 , 0 , 0 , 1 )
594 lambda . hat <− sum ( n∗m. n )/sum (m. n )
595 ocak . poc <− dpo i s (n , lambda . hat )∗sum (m. n )
596 m. n . new <− c (m. n [ 1 : 3 ] , sum (m. n [ 4 : 8 ] ) )
597 ocak . poc . new <− c ( ocak . poc [ 1 : 3 ] , sum ( ocak . poc [ 4 : 8 ] ) )
598 c h i . obs <− sum ( (m. n . new−ocak . poc . new ) ˆ2/ocak . poc . new ) # 16.56523
599 1−pch i sq ( c h i . obs , df=2) # 0.0002528748

Ak máme v pozorovaných početnostiach pŕıliž vel’a núl (ide o overdisersion, tak ako v pŕıklade 170),
vhodným alternat́ıvnym modelom bude ZIP model (z angličtiny zero-inflated Poisson model ; Lambert
1992), kde

Pr(X = x) = pI(x = 0) + (1 − p)f(x, λ) =

{
p + (1 − p)f(0, λ), x = 0
(1 − p)f(n, λ), x = 1, 2, . . .

,

kde p ∈ �0, 1� a x = n. Potom bude funkcia vierohodnosti pre ZIP model definovaná nasledovne

L((λ, p)T |x) = (p + (1 − p)f(0, λ))m0
∏

I(n>0)

(1 − p)mnf(n, λ).
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Logaritmus funkcie vierohodnosti pre ZIP model je rovný

l((λ, p)T |x) = m0 log (p + (1 − p)f(0, λ)) +
∑

I(n>0)

mn log((1 − p)f(x, λ)).

Pŕıklad 171 (χ2-test dobrej zhody; fetálna aktivita) Majme dáta z pŕıkladu 170. Vypoč́ıtajte
očakávané početnosti za predpokladu, že X ∼ ZIP (λ, n). Otestujte zhodu pozorovaných a teoretických
početnost́ı na hladine významnosti α = 0.05.

Riešenie (aj v )
λ̂ = 0.847 a p̂ = 0.577.

Tabul’ka 5.4: Očakávané početnosti mn pät’sekundových intervalov v posledných 2/3 t’archavosti zaznamenaných ultra-
zvukom (zaokrúhlené na nula desatinných miest), v ktorých sa plod ovce n-krát pohol (ZIP rozdelenie)

n 0 1 2 3 4 5 6 7
mn 182 41 12 2 2 0 0 1

očakávané mn 182.00 36.86 15.61 4.41 0.93 0.16 0.02 0.00

Vzhl’adom ku ńızkym početnostiam pre n > 2, nim zodpovedajúce mn zahrnieme do jednej skupiny.
Potom χ2

obs
.
= 1.35 a p-hodnota

.
= 0.245 (df = k − kp − 1 = 1, kde k = 4 a kp = 2).

600 ” l l . z i p ” <− f u n c t i o n ( t h e t a ){
601 n <− 0 :7
602 m. n <− c (182 , 41 , 12 , 2 , 2 , 0 , 0 , 1 )
603 m0 <− m. n [ 1 ]
604 i f ( ( t h e t a [2]+(1− t h e t a [ 2 ] ) )==1)
605 { l l <− m0∗ l og ( t h e t a [2]+(1− t h e t a [ 2 ] ) ∗dpo i s (0 , t h e t a [ 1 ] ) )+
606 sum (m. n [ 2 : 8 ] ∗ l og ((1− t h e t a [ 2 ] ) ∗dpo i s ( n [ 2 : 8 ] , t h e t a [ 1 ] ) ) )}
607 r e t u rn ( l l )
608 }
609 OPTtheta <− optim ( c ( 0 . 3 5 8 , 0 . 5 ) , l l . z ip , c on t r o l= l i s t ( f n s c a l e=−1))
610 t h e t a . hat <− OPTtheta$par # 0.8473558 0.5770943
611 lambda . hat <− t h e t a . hat [ 1 ]
612 p . hat <− t h e t a . hat [ 2 ]
613 ocak . poc <− c ( p . hat+(1−p . hat )∗dpo i s (0 , lambda . hat ) ,
614 (1−p . hat )∗dpo i s ( 1 : 7 , lambda . hat ) )∗sum (m. n )
615 round ( ocak . poc , 2 )
616 #[ 1 ] 182 .00 36 .86 15 .61 4 .41 0 .93 0 .16 0 .02 0 .00
617 m. n . new <− c (m. n [ 1 : 3 ] , sum (m. n [ 4 : 8 ] ) )
618 ocak . poc . new <− c ( ocak . poc [ 1 : 3 ] , sum ( ocak . poc [ 4 : 8 ] ) )
619 c h i . obs <− sum ( (m. n . new−ocak . poc . new ) ˆ2/ocak . poc . new ) # 1.353315
620 1−pch i sq ( c h i . obs , df=1) # 0.2446995

V pŕıkladoch 170 a 171 bola použitá λ̂ vypoč́ıtaná zo všetkých mn, ale v χ2 teste dobrej zhody boli
použité mn spojeńım viacerých n > 2. Chernoff a Lehmann (1954) ukázali, že asymptotické rozdelenie
χ2 štatistiky vytvorenej na základe λ̂ vypoč́ıtanej zo všetkých mn konverguje ku sume χ2 štatistiky
s df = k − kp − 1 a váženej sume kp štatist́ık χ2 s df = 1. Z toho vyplýva, že použitie χ2

k−kp−1

je liberálne, t.j. aktuálna (skutočná) hladina významnosti presiahne nominálnu hladinu významnosti.
Konzervat́ıvnym pŕıstupom je použitie χ2

k−1. Odhad λ̂ vypoč́ıtaný použit́ım zoskupených mn je ro-

bustneǰśı na odl’ahlé pozorovania ako odhad λ̂ vypoč́ıtaný použit́ım pozorovaných mn (Cressie a Read,
1984).

Pre dáta z pŕıkladu 170 potom konzervat́ıvny pŕıstup vedie k použitiu χ2
3, kde χ2

obs
.
= 16.57 a p-hod-

nota
.
= 0.00087 (porovnaj s liberálnou p-hodnotou

.
= 0.00025). Pre dáta z pŕıkladu 171 potom konzer-

vat́ıvny pŕıstup tiež vedie k použitiu χ2
3, kde χ2

obs
.
= 1.35 a p-hodnota

.
= 0.717 (porovnaj s liberálnou

p-hodnotou
.
= 0.245).

Správny pŕıstup predstavuje použitie λ̂ vypoč́ıtanej zo zoskupených mn a následné použitie χ2 testu
dobrej zhody tiež zo zoskupených mn. Pre pŕıklad 170 bude mat’ jadro funkcie vierohodnosti nasledovný
tvar

L(λ|x) =

(
λ0e−λ

0!

)182 (
λ1e−λ

1!

)41 (
λ2e−λ

2!

)12
(

∞∑

n=3

λne−λ

n!

)5

.
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Potom λ̂
.
= 0.335, χ2

obs
.
= 20.237 a p-hodnota

.
= 0.00004 (df = 2). Pre pŕıklad 171 bude mat’ jadro

funkcie vierohodnosti nasledovný tvar

L((λ, p)T |x) = (p + (1 − p)f(0, λ))182 (1 − p)41f(1, λ)(1 − p)12f(2, λ)(1 − p)5
∞∏

n=3

f(n, λ).

Potom λ̂
.
= 0.954, p̂

.
= 0.607, χ2

obs
.
= 2.415 a p-hodnota

.
= 0.1202 (df = 1).

5.2 Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody

Detaily Kolmogorov-Smirnovovho testu dobrej zhody sa odlǐsujú od χ2 testu dobrej zhody, avšak
prinćıp výpočtu vertikálnych vzdialenost́ı je zachovaný. Teraz ale použ́ıvame všetkých n pozorovańı
a poč́ıtame vertikálny rozdiel medzi (kumulat́ıvnou) distribučnou funkciou F0(x), kde máme všetky pa-
rametre rozdelenia špecifikované a empirickou (kumulat́ıvnou) distribučnou funkciou F̂n(x) pre všetky
x.

Za platnosti H0 bude vzdialenost’ medzi F0(x) a F̂n(x) malá pre všetky x. Jednovýberová
Kolmogorov-Smirnovova testovacia štatistika je definovaná nasledovne

Dn = sup
∀x

|F̂n(x) − F0(x)|.

Dn nezáviśı na F0(x), ak je F (x) spojitá. Test sa nazýva jednovýberový Kolmogorov-
Smirnovov test dobrej zhody. Je potrebné zdôraznit’, že Dn môžeme použit’, len ak je hypotéza
jednoduchá. Empirická distribučná funkcia je definovaná nasledovne

F̂n(x) =
n∑

i=1

I(xi ≤ x)/n

alebo alternat́ıvne ako

F̂n(x) =






0, ak x < x(1),
i
n , ak x(i) ≤ x < x(i+1),

1, ak x ≥ x(n).

Ak sa nevyskytujú v pozorovaniach zhody,

Dn = max
∀i

Mi,

kde
Mi = max

{
|F̂n(xi) − F0(xi)|, |F0(xi) − F̂n(xi−1)|

}
.

Ked’že F̂n(xi) = i
n a F̂n(xi−1) = i−1

n , môžeme ṕısat’

Mi = max

{

D+
i = |

i

n
− F0(xi)|,D

−
i = |F0(xi) −

i − 1
n

|

}

.

Nulovú a alternat́ıvnu hypotézu definujeme nasledovne

H0 : F (x) = F0(x) pre všetky x oproti H1 : F (x) �= F0(x) pre nejaké x.

H0 zamietame, ked’ Dn > Dn(α), kde Dn(α) je kritická hodnota.

Pŕıklad 172 (Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody) Majme výšky n = 12 náhodne vy-
braných 10-ročných dievčat x = (131, 132, 135, 141, 141, 141, 141, 142, 143, 146, 146, 151)T . Otestujte
na hladine významnosti α = 0.05, či majú dáta normálne rozdelenie, kde F0(x) ∼ N(μ, σ2).
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Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: Výška 10-ročných dievčat má normálne rozdelenie (jej
distribučná funkcia pochádza z normálneho rozdelenia) oproti H1: výška 10-ročných dievčat
nemá normálne rozdelenie (jej distribučná funkcia nepochádza z normálneho rozdelenia).

• matematická formulácia – testujeme H0 : F (x) = F0(x) ∼ N(μ, σ2) oproti H1 : F (x) �=
F0(x) pre nejaké x.

2. Testovacia štatistika – Stredná hodnota μ a rozptyl σ2 sú neznáme, a preto ich muśıme od-
hadnút’. Ich odhadmi sú aritmetický priemer x = 140.83 a rozptyl s2 = 33.79 (smerodajná
odchýlka s = 5.81)
621 vyska <− c (131 ,132 ,135 ,141 ,141 ,141 ,141 ,142 ,143 ,146 ,146 ,151)
622 p r i eme r <− mean ( vyska ) # 140.8333
623 smerodch <− sd ( vyska ) # 5.812734

Najprv vypoč́ıtame očakávané hodnoty F0(x(i)), potom zorad́ıme výšky podl’a vel’kosti, vypoč́ı-

tame pozorované hodnoty F̂n(x(i)) = i
n , F̂n(x(i−1)) = i−1

n ako aj D+
i , D−

i , Mi a nakoniec Dn.

Ked’že F0(x) ∼ N(140.83, 5.81), potom F0(x(i)) = Pr(X ≤ x(i)) = Pr(Y −140.83
5.81 ≤

x(i)−140.83

5.81 ) =

Pr(Z ≤
x(i)−140.83

5.81 ).

624 vyska <− s o r t ( vyska )
625 n <− l eng th ( vyska )
626 FoX <− pnorm ( vyska , mean=pr iemer , sd=smerodch ) # t e o r e t i c k e p ravdepodobno s t i
627 FnX <− seq ( 1 : n )/n # pozorovane p ravdepodobno s t i
628 Fn1X <− ( seq ( 1 : n )−1)/n
629 D . p l u s <− abs (FnX−FoX)
630 D . minus <− abs (FoX−Fn1X)
631 VYSL <− cb ind ( x , FnX , Fn1X , FoX ,D . p lu s ,D . minus )
632 Mi <−app ly (VYSL [ , c ( 5 , 6 ) ] , 1 ,max)
633 VYSL <− cb ind (VYSL , Mi )

Pozn.: Funkciu ecdf() (pŕıkaz v podobe Fn ¡- ecfd(vyska); FnX ¡- Fn(vyska)) nie je možné použit’,
pretože pri zhodách je posunutá F̂n(xi−1) vypoč́ıtaná z F̂n(xi) nesprávna.

Pozorovaná testovacia štatistika je potom rovná Dn
.
= 0.26.

634 Dn <− max(Mi ) # 0.2614372

3. Zamietacia oblast’ – H0 bude zamietnutá, ak Dn > Dn(α), kde Dn(α) je kritická hodnota.

4. Štatistický záver – p-hodnota
.
= 0.385.

635 p . hodn <− ks . t e s t ( vyska , y=”pnorm” ,mean=pr iemer , sd=smerodch ) $p . v a l # 0.384988

Kedže p-hodnota nie je menšia ako hladina významnosti α = 0.05 (ekvivalentne Dn nepatŕı
zamietacej oblasti), H0 nezamietame na hladine významnosti α.

Pozn.: Ak by sme vykonali MC simuláciu kritických hodnôt štatistiky Dn pre n = 12 pre dáta
z normálneho rozdelenia (M = 10000), dalo by sa ukázat’, že pri n = 12 H0 nezamietame (pozri
obrázok 5.2 vl’avo).
636 ” ks .mc” <− f u n c t i o n ( n=10,M=10000 , a lpha =0.05) {
637 Dn <− r e p l i c a t e (M, ks . t e s t ( rnorm ( n ) ,pnorm )$ s t a t i s t i c )
638 kh <− quan t i l e (Dn,1− a lpha )
639 p l o t ( den s i t y (Dn) , co l=” b l a ck ” , lwd=2, y l a b=” hus to ta ” , main=”” ,
640 x l ab = paste ( ” s imu lovana k r i t i c k a hodnota =” , round ( kh , 3 ) , ” p re n =” , n ) )
641 t i t l e ( sub= l i s t ( e xp r e s s i o n ( paste ( ” s imu lovane r o z d e l e n i e ” ,D[ n ] ) ) ) )
642 r e t u rn ( kh )
643 }
644 par ( mfco l=c ( 1 , 2 ) )
645 ks .mc( n=12,M=10000 , a lpha =0.05) # 0.376

5. Slovný záver – Nemáme dostatok dôkazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, že skutočnou
distribučnou funkciou výšky 10-ročných dievčat je distribučná funkcia normálneho rozdelenia.

Histogram superponovaný s očakávanými početnost’ami výšok nakresĺıme nasledovne (pozri obrázok
5.2 vpravo)
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646 b in <− seq ( pr i emer−3∗smerodch , p r i eme r+3∗smerodch , smerodch ) # k a t e g o r i e
647 h i s t ( vyska , b r eak s=bin , co l=” gray ” , y l a b=” po c e t n o s t i ” , f r e q=TRUE, main=”” )
648 x <− b in [2:7] − smerodch/2 # cen t r o v a n i e n do s t r e du i n t e r v a l o v
649 ocak . prav <− c (pnorm(−2) ,pnorm (−1:2)−pnorm (−2:1) ,1−pnorm (2 ) )
650 ocak <− 12∗ocak . prav # ocakavane p o c e t n o s t i
651 l i n e s ( x , ocak , type=”h” )
652 po i n t s ( x , ocak , pch=16)
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Obr. 5.2: Simulované rozdelenie Dn (vl’avo) a histogram superponovaný s očakávanými početnost’ami výšok (vpravo)

Ak je hypotéza zložená, Kolmogorov-Smirnovov test je vel’mi konzervat́ıvny. Avšak Dn môžeme
použit’ na výpočet, len ak odhadneme parametre pŕıslušného rozdelenia, kde F̂0(x) substituujeme
za F0(x). Potom však nastávajú problémy s rozdeleńım Dn. Problém rieši modifikácia Kolmogorovho-
Smirnovovho testu, kedy sa tento test nazýva Lillieforsov test dobrej zhody, použit́ım MC simulácíı,
kde kritické hodnoty označ́ıme D

(l)
n (α). Simulované hodnoty Dn pozri na obrázku 5.3.

653 ” ks . l .mc” <− f u n c t i o n ( n=10,M=1000 , a lpha =0.05)
654 {
655 Dn <− c ( )
656 DnL <− c ( )
657 f o r ( i i n 1 :M) {
658 x <− rnorm ( n )
659 mu <− mean ( x )
660 s i g <− sd ( x )
661 Dn [ i ] <− ks . t e s t ( x , pnorm )$ s t a t i s t i c
662 DnL [ i ] <− ks . t e s t ( x , pnorm , mean=mu, sd=s i g )$ s t a t i s t i c
663 }
664 ys <− range ( den s i t y (DnL)$y )
665 xs <− range ( den s i t y (Dn)$x )
666 cv <− quan t i l e (Dn,1− a lpha )
667 cvL <− quan t i l e (DnL,1− a lpha )
668 p l o t ( den s i t y (Dn , bw=0.02) , co l=” b l a ck ” , lwd=2, y l im=ys ,
669 x l im=xs , main=”” , x l a b=”” , y l a b=” hus to ta ” ,
670 sub=paste ( ” s imu lovana k r i t i c k a hodnota =” , round ( cv , 3 ) ,
671 ” ( jednoducha hypoteza ) a ” , round ( cvL , 3 ) ,
672 ” ( z l o z ena hypoteza )\n pre n =” , n ) )
673 l i n e s ( den s i t y (DnL , bw=0.02) , co l=” b l a ck ” , lwd=2, l t y =2)
674 l egend ( ” t o p r i g h t ” , l egend=c ( ” jednoducha hypoteza ” ,
675 ” z l o z ena hypoteza ” ) , l t y=c ( 1 , 2 ) , lwd=2)
676 #box ( )
677 a b l i n e ( h=0)
678 }
679 ks . l .mc( n=12,M=1000)

Z histogramu je zretel’né, že rozdiely medzi očakávanými a odhadnutými početnost’ami sú značné
z dôvodu štruktúry dát a ich rozsahu, čo je v rozpore so záverom Kolmogorov-Smirnovovho testu,
ktorý H0 nezamietol. Avšak použit́ım Lillieforsovho testu normality H0 zamietame, kde Dn > D

(l)
n (α).

Pri testovańı sa často použ́ıva Dallal-Wilkinsonova aproximácia p-hodnoty v podobe

̂p-hodnota = exp(−7.01256D2
n(n+2.78019)+2.99587Dn

√
n + 2.78019−0.122119+

0.974598
√

n
+

1.67997
n

)

pre n ∈ (5, 100) a p-hodnotu ≤ 0.1. Ak je n ≥ 100, potom Dn vo vyššie uvedenom vzorci nahrad́ıme
Dm = Dn( m

100 )0.49, kde m je skutočný rozsah a n substituujeme č́ıslom 100. Ak p-hodnota > 0.1,
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Obr. 5.3: Simulované hustoty rozdelenia Dn pre jednoduchú a zloženú hypotézu

potom Dn nahrad́ıme Dmod = Dn(
√

n−0.01+0.85
√

n). Podl’a vel’kosti Dmod vypoč́ıtame p-hodnotu
nasledovne (Dallal a Wilkinson, 1986; Stephens, 1974):

• ak Dmod ≤ 0.302, ̂p-hodnota = 1,

• ak Dmod ≤ 0.5,

̂p-hodnota = 2.76773 − 19.828315Dmod + 80.709644D2
mod − 138.55152D3

mod + 81.218052D4
mod,

• ak Dmod ≤ 0.9,

̂p-hodnota = −4.901232+40.662806Dmod−97.490286D2
mod+94.029866D3

mod−32.355711D4
mod,

• ak Dmod ≤ 1.31,

̂p-hodnota = 6.198765 − 19.558097Dmod + 23.186922D2
mod − 12.234627D3

mod + 2.423045D4
mod.

Na Lillieforsov test normality môžeme použit’ aj funkciu
680 l i b r a r y ( n o r t e s t )
681 l i l l i e . t e s t ( vyska ) $ s t a t # 0.2614372
682 l i l l i e . t e s t ( vyska ) $p . v a l # 0.02296345

Nulovú hypotézu o tom, že skutočnou distribučnou funkciou výšky 10-ročných dievčat je distribučná
funkcia normálneho rozdelenia, zamietame.

Výhody Kolmogorovho-Smirnovovho testu. Kolmogorov-Smirnovov test má dve hlavné výhody
oproti χ2 testu

1. je použitel’ný aj pre malé rozsahy výberov, kedy je validita χ2 testu dobrej zhody otázna,

2. jeho sila je väčšia ako sila χ2 testu dobrej zhody pre akýkol’vek rozsah výberu.

Ak však ide o zloženú hypotézu, kde je potrebné odhadnút’ aj parametre rozdelenia, Kolmogorov-
Smirnov test v jeho klasickej podobe nie je možné použit’. Výsledky by v tomto pŕıpade boli konzer-
vat́ıvne v zmysle pravdepodobnosti chyby prvého druhu, ktorá by bola v skutočnosti menšia, t.j. pozo-
rovaná hladina významnosti by bola tiež menšia, čo by znamenalo

”
pomaľsie“ zamietanie za použitia

Dn(α) namiesto D
(l)
n (α). Ak odhadujeme strednú hodnotu a rozptyl, použijeme Lillieforsov test norma-

lity. Približný vzt’ah medzi kritickými hodnotami D
(l)
n (α) tohoto testu a kritickými hodnotami Dn(α)
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môžeme vyjadrit’ ako D
(l)
n (α) ≈ 2

3Dn(α). Pre vel’ké hodnoty n hodnoty D
(l)
n (α) klesajú tak, ako klesá

1√
n
.

Pŕıklad 173 (Lillieforsov test normality) Pomocou Lillieforsovho testu otestujte normalitu pre-
menných:
(a) výška postavy žien (body.H; v mm; dáta: anova-head.txt),
(b) stranový rozdiel vertikálneho priemeru diafýzy kl’́učnej kosti (simd.R a simd.L; v mm) na pravej
a l’avej strane tela (dáta: paired-means-clavicle2.txt),
(c) najväčšia výška mozgovne u mužov (skull.pH; v mm; dáta: one-sample-correlation-skull-mf.txt) a
(d) morfologická výška tváre u žien (face.H; v mm; dáta: one-sample-correlation-skull-mf.txt).

Pŕıklad 174 (pásy normality) Na základe vygenerovaných pseudonáhodných č́ısel X ∼ N(μ, σ2),
n = 100, μ = 0, σ2 = 1, kde M = 1000, odhadnite (a) hustotu m-tej realizácie pomocou funkcie den-
sity(); ponechajte argument n=512 a nastavte from=-3 a to=3; (b) distribučnú funkciu m-tej realizácie
pomocou (a) a funkcie cumsum() a (c) empirické kvantily m-tej realizácie pomocou funkcie qqnorm().
Vygenerované č́ısla xmi,m = 1, 2, . . . , 1000 a i = 1, 2, . . . , 100, uložte po riadkoch do matice X, ktoré
budú mat’ rozmery 1000 × 100. Odhadnuté hustoty a distribučné funkcie uložte po riadkoch do mat́ıc
H a D, ktoré bude mat’ rozmery 1000 × 512 a empirické kvantily do matice K, ktorá bude mat’ roz-
mery 1000× 100. Pre každú z mat́ıc H, D a K vypoč́ıtajte x̃0.05 a x̃0.95 po st́lpcoch a zobrazte ich ako
pásy pomocou funkcie polygon(). Do obrázkov vkreslite (a) teoretickú hustotu, (b) teoretickú distribučnú
funkciu a (c) kvantilovú priamku (pomocou funkcie qqline()) červenou farbou. Obrázky usporiadajte ako
trojicu vedl’a seba. Dáta, ktorých normalitu chceme graficky testovat’, budú (1) X ∼ N(0, 1), n = 100,
(2) X ∼ [pN(0, 1)+(1−p)N(0, 4)], n = 100 a p = 0.95 a (3) X ∼ [pN(0, 1)+(1−p)N(0, 4)], n = 100
a p = 0.9. Zobrazte (1), (2) a (3) oddelene do grafov (a), (b) a (c). Okomentujte. Riešenie (1) pozri
na obrázku 5.4.
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Obr. 5.4: Pásy spol’ahlivosti normálneho rozdelenia – pre hustotu (vl’avo), distribučnú funkciu (uprostred) a kvantilovú
priamku (vpravo)
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6 Testovanie hypotéz o jednom parametri

V tejto kapitole sa budeme venovat’ testovaniu hypotéz o strednej hodnote μ a rozptyle σ2 za predpo-
kladu normality X, t.j. X ∼ N(μ, σ2); o korelačnom koeficiente ρ premenných X a Y za predpokladu
dvojrozmernej normality (X,Y )T , t.j. (X,Y )T ∼ N2(μ,Σ) a nakoniec o pravdepodobnosti p za pred-
pokladu X ∼ Bin(N, p) a X ∼ Poiss(λ).

6.1 Asymptotické testy o strednej hodnote

Jednovýberový test hypotézy o strednej hodnote normálneho rozdelenia sa v biologickej antropológii
použ́ıva najčasteǰsie v situáciách, ked’ máme k dispoźıcii namerané hodnoty nejakej spojitej premennej
(napŕıklad výšky postavy) a chceme zistit’, či sa stredná hodnota výšky postavy našej populácie ĺı̌si
alebo neĺı̌si od referenčnej (napr. reprezentat́ıvneho, celoštátneho súboru) či publikovanej (napr. z iného
mesta, iného obdobia alebo inej generácie) strednej hodnoty výšky postavy vzorky, z ktorej nemáme
k dispoźıcii primárne dáta (individuálne hodnoty všetkých pŕıpadov), ale iba sekundárne dáta ako
štatistické charakteristiky/parametre (aritmetický priemer, počet jedincov a smerodajnú odchýlku).
Ked’že č́ıselne sa stredné hodnoty (pri dostatočnej presnosti, počte desatinných miest) akýchkol’vek
dvoch populácíı vždy ĺı̌sia (t.j. jedna je vždy menšia a druhá väčšia), je potrebné zistit’, či je rozdiel
štatisticky významný (signifikantný; v minulosti sa použ́ıvalo označenie štatisticky závažný). Potrebu-
jeme rozhodnút’, či má rozdiel takú váhu, že je opodstatnené hl’adat’ vysvetlenie pŕıčin tohto rozdielu
(interpretáciu výsledkov) alebo je rozdiel iba malý, daný náhodnými vplyvmi a nemá zmysel sa ńım
zaoberat’ (resp. má zmysel zaoberat’ sa jeho neexistenciou). Nie je preto správne porovnávat’ strednú
hodnotu s referenčnou hodnotou iba č́ıselne, pŕıp. graficky (i ked’ sa to, žial’, v prehl’adových štúdiách
a diskusiách antropologických štúdíı často deje), ale je nevyhnutné rozdiel vždy štatisticky testovat’.
Až potom sa môžeme pokúsit’ o vysvetlenie rozdielu (v pŕıpade zamietnutia nulovej hypotézy o zhode
strednej hodnoty s referenčnou strednou hodnotou) alebo, naopak, o vysvetlenie zhody či vel’kej po-
dobnosti oboch vzoriek (v pŕıpade nezamietnutia nulovej hypotézy). Na to však spravidla nestačia
hodnoty rozdielu alebo výsledky samotného testu, potrebujeme aj d’aľsie informácie o populácii, vzorke
a spôsobe jej vzniku. Pŕıčinou rozdielu v sledovanom znaku môžu byt’ genetické (vel’kost’ populácie,
špecifické evolučné adaptácie a i.), environmentálne (fyzikálne a geografické faktory prostredia, zát’až,
strava, a i.) či socio-kultúrne (behaviorálne, kultúrne, sociálne a ekonomické) rozdiely medzi geo-
grafickými oblast’ami, populáciami, generáciami, sociálnymi vrstvami atd’. Štandardne sa vo väčšine
znakov vo všetkých l’udských populáciách vyskytujú rozdiely vekové (ontogenetické rastové a vývojové
zmeny v priebehu dospievania a involučné funkčné a morfologické zmeny v priebehu starnutia) a roz-
diely pohlavné (sexuálny dimorfizmus), ktoré je nevyhnutné vždy zohl’adňovat’, t.j. nie je možné po-
rovnávat’ vzorky z tej istej alebo odlǐsných populácii, u ktorých nepoznáme vekové a pohlavné zloženie
(počet mužov a žien a ich vek).

Pomocou jednovýberového testu strednej hodnoty možno testovat’ rozdiely spojitých premenných
(rozmery živého človeka, rozmery skeletu), ktoré majú známe rozdelenie. Nevýhodou využitia jed-
novýberového testu a porovnávania s referenčnou či publikovanou hodnotou je ale skutočnost’, že tes-
tujeme rozdiely medzi dátami zmeranými inými pozorovatel’mi, inými meradlami a stanovené väčšinou
nedostatočne spresneným a nekontrolovaným spôsobom. Presnost’ meradiel, spôsob merania a odlǐsné
okolnosti pri zbere dát v oboch vzorkách môžu byt’ pŕıčinou časti rozdielov v stredných hodnotách.
Preto je vhodneǰsie použit’ dvojvýberové testy, kde obe porovnávané vzorky merala jedna osoba rov-
nakým meradlom a najlepšie vo vhodnom znáhodnenom porad́ı z hl’adiska pŕıslušnosti meraných jed-
notiek k porovnávaným skupinám/vzorkám.

Nech X ∼ N(μ, σ2), kde σ2 je neznáma. Majme dvojice hypotéz H01 : μ = μ0 oproti H11 : μ �= μ0,
H02 : μ ≤ μ0 oproti H12 : μ > μ0, H03 : μ ≥ μ0 oproti H13 : μ < μ0, ktoré chceme testovat’.

Ak H0 plat́ı, potom

TW =
X − μ0

S

√
n

D
∼ tn−1,
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kde S2 = 1
n−1

∑n
i=1

(
Xi − X

)2
a rozdelenie tdf , kde df = n− 1, sa nazýva centrálne t-rozdelenie

s n − 1 stupňami vol’nosti. TW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo t-̌statistika)
a test jednovýberový Studentov t-test o strednej hodnote μ.

Ak H0 neplat́ı, táto situácia vedie k necentrálnemu t-rozdeleniu s df stupňami vol’nosti a para-
metrom necentrality λ, ozn. tdf,λ, kde

TW,λ =
ZW + λ
√

V/df
=

√
n

(
X − μ

)
/σ +

√
n (μ − μ0) /σ

S/σ

D
∼ tdf,λ,

kde df = n − 1, ZW = X−μ
σ

√
n

D
∼ N (0, 1), parameter necentrality λ = (δ/σ)

√
n, δ = μ − μ0 je

minimálne detegovatel’ná vzdialenost’ medzi μ a μ0, V = (n−1)S2

σ2

D
∼ χ2

df a je nezávislé na ZW .
Označme kumulat́ıvnu distribučnú funkciu TW,λ ako Gdf,λ (t) = Pr (TW,λ ≤ t). Ak λ = 0, potom sa
necentrálne t-rozdelenie redukuje na centrálne (Studentove) t-rozdelenie.

Ak H02 neplat́ı, potom silofunkcia

1 − β (μ, σ) = Pr
μ,σ

(
X − μ0

S

√
n ≥ tn−1 (α)

)

= 1 − Gn−1,λ (tn−1 (α)) ,

kde argumenty (μ, σ) indikujú, že pravdepodobnost’ je poč́ıtaná za predpokladu X ∼ N(μ, σ2), μ > μ0.
Ak H03 neplat́ı, potom silofunkcia

1 − β (μ, σ) = Pr
μ,σ

(
X − μ0

S

√
n ≤ −tn−1 (α)

)

= Gn−1,λ (tn−1 (α)) ,

kde argumenty (μ, σ) indikujú, že pravdepodobnost’ je poč́ıtaná za predpokladu X ∼ N(μ, σ2), μ < μ0.
Ak H01 neplat́ı, potom silofunkcia

1 − β (μ, σ) = Pr
μ,σ

(
X − μ0

S

√
n ≤ −tn−1 (α/2) ∨

X − μ0

S

√
n ≥ tn−1 (α/2)

)

= 1 − Gn−1,λ (tn−1 (α/2)) + Gn−1,λ (−tn−1 (α/2)) ,

kde argumenty (μ, σ) indikujú, že pravdepodobnost’ je poč́ıtaná za predpokladu X ∼ N(μ, σ2), μ �= μ0.

Defińıcia 52 (Kritický obor a silofunkcia TW testu o μ) Kritický obor a silofunkcia sú de-
finované (za platnosti t2n−1(α/2) ≈ F1,n−1(α) a t2n−1,λ(α/2) ≈ F1,n−1,λ2(α)) nasledovne (pozri
obrázok 6.1):

H0 H1 W 1 − β (μ)
μ = μ0 μ �= μ0 W1 = {TW ; |TW | ≥ tn−1 (α/2)} Pr

(
F1,n−1,λ2 ≥ F1,n−1 (α)

)

μ ≤ μ0 μ > μ0 W2 = {TW ;TW ≥ tn−1 (α)} Pr (tn−1,λ ≥ tn−1 (α))
μ ≥ μ0 μ < μ0 W3 = {TW ;TW ≤ −tn−1 (α)} Pr (tn−1,λ ≤ −tn−1 (α))

Defińıcia 53 (p-hodnota TW testu o μ) Nech TW je nejaká testovacia štatistika a tW =
x−μ0

s

√
n je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu

poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(TW ≥ |tW ||H01), ak H11 : μ �= μ0

Pr(TW ≥ tW |H02), ak H12 : μ > μ0

Pr(TW ≤ tW |H03), ak H13 : μ < μ0

Defińıcia 54 (Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre μ) Waldove 100×(1−α)% empirické
IS pre μ pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:
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Obr. 6.1: Silofunkcie asymptotického testu o μ pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

μ = μ0 μ �= μ0 CS1−α =
{

μ0 : μ0 ∈
(
x − tn−1 (α/2) s√

n
, x + tn−1 (α/2) s√

n

)}

μ ≤ μ0 μ > μ0 CS1−α =
{

μ0 : μ0 ∈
(
x − tn−1 (α) s√

n
,∞

)}

μ ≥ μ0 μ < μ0 CS1−α =
{

μ0 : μ0 ∈
(
−∞, x + tn−1 (α) s√

n

)}

Pŕıklad 175 (nezávislost’ μ a σ2; pravdepodobnost’ pokrytia) Nech X ∼ N(μ, σ2), kde μ = 20
a σ2 = 100. Vypoč́ıtajte Pearsonov korelačný koeficient rX,S pomocou simulačnej štúdie. Nakreslite
sivou farbou rozptylový graf (xm, sm), kde m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 100000. Dokreslite do grafu

čiernou farbou také body, pre ktoré plat́ı tW,m =
∣
∣
∣xm−μ

sm

√
n
∣
∣
∣ < tn−1(α/2), ako aj hranice, ktoré definujú

také body (xm, sm), pre ktoré tW,m = tn−1(α/2). Vypoč́ıtajte pravdepodobnost’ pokrytia 95% DIS pre μ
ako podiel

∑
m I (tW,m < tn−1(α/2)) /M . Zvol’te (a) n = 5, (b) n = 50 a (c) n = 100.

Riešenie v (pozri obrázok 6.2)

683 M <− 100000
684 n <− 5
685 mu <− 20
686 s igma <− 10
687 x <− rnorm (M∗n ,mu, s igma )
688 DATA <− matr ix ( x , nrow=M)
689 mu. hat <− rowMeans (DATA)
690 sd . hat <− s q r t ( rowSums ( (DATA−mu. hat ) ˆ2)/ (n−1))
691 cor (mu. hat , sd . hat ) # 0.002212632
692
693 windows (12 ,4 )
694 par ( mfco l=c ( 1 , 3 ) ,mar=c ( 5 , 4 . 2 , 1 , 1 ) )
695 p l o t (mu. hat , sd . hat , x l a b=” a r i tm e t i c k y p r i eme r ” , y l a b=” smeroda jna odchy l ka ” ,
696 co l=” da rkg r e y ” , pch=16, cex =0.2 , cex . l a b =1.5 ,
697 sub=paste ( ”n=5, ” , ” r=” , round ( cor (mu. hat , sd . hat ) , 6 ) ) , cex . sub =1.5)
698 ## pravdepodobnost p o k r y t i a
699 t . k r i t <− qt ( 0 . 975 , n−1)
700 tW. obs <− s q r t ( n )∗(mu. hat−mu)/sd . hat
701 p o k r y t i e <− ( 1 :M) [ abs (tW. obs )<t . k r i t ]
702 po i n t s (mu. hat [ p o k r y t i e ] , sd . hat [ p o k r y t i e ] , pch=16, cex =0.2)
703 mu. hat . i <− seq (min (mu. hat ) ,max(mu. hat ) , l eng th =1000)
704 sd . hat . i <− abs ( s q r t ( n )∗(mu. hat . i−mu)/ t . k r i t )
705 l i n e s (mu. hat . i , sd . hat . i , lwd=2)
706 p . p o k r y t i e <− sum ( abs (tW. obs )<t . k r i t )/M # 0.94856

Ak sú X a S nezávislé, potom ρX,S = 0 a rX,S ≈ 0. Na základe výsledkov simulačnej štúdie
môžeme konštatovat’, že rX,S ≈ 0 pre n = 5, 50 a 100 (pozri obrázok 47). Pravdepodobnost’ pokrytia je
pre n = 5 rovná 0.94856, pre n = 50 je rovná 0.95021 a pre pre n = 50 je rovná 0.95015. Z toho vyplýva,
že aktuálne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia (źıskané zo simulačnej štúdie) sú pre X ∼ N(μ, σ2)
dostatočne bĺızke nominálnej hodnote 1 − α = 0.95.

Pŕıklad 176 (nezávislost’ μ a σ2; pravdepodobnost’ pokrytia) Nech X ∼ [pN(μ, σ2
1) + (1 − p)

N(μ, σ2
2)], kde p = 0.9, μ = 20, σ2

1 = 100 a σ2
2 = 400. Vypoč́ıtajte Pearsonov korelačný koeficient rX,S
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6.1 KAPITOLA 6. TESTOVANIE HYPOTÉZ O JEDNOM PARAMETRI
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Obr. 6.2: Rozptylový graf xi, si, i = 1, 2, . . . , M, M = 100000 pre n = 5 (vl’avo), n = 50 (v strede) a n = 100 (vpravo)

pomocou simulačnej štúdie. Nakreslite sivou farbou rozptylový graf (xm, sm), kde m = 1, 2, . . . ,M ,

kde M = 100000. Dokreslite do grafu čiernou farbou také body, pre ktoré plat́ı tW,m =
∣
∣
∣xm−μ

sm

√
n
∣
∣
∣ <

tn−1(α/2), ako aj hranice, ktoré definujú také body (xm, sm), pre ktoré tW,m = tn−1(α/2). Vypoč́ıtajte
pravdepodobnost’ pokrytia 95% DIS pre μ ako podiel

∑
m I (tW,m < tn−1(α/2)) /M . Zvol’te (a) n = 5,

(b) n = 50 a (c) n = 100.

Jednovýberový Studentov t-test o strednej hodnote μ v (funkcia t.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektor dát x;

2. alternat́ıva alternative=”two.sided” je prednastavená, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”;

3. stredná hodnota za platnosti nulovej hypotézy mu, t.j. μ0;

4. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je p =.95.

Výstupy funkcie:

1. názov použitého testu method;

2. testovacia štatistika statistic;

3. počet stupňov vol’nosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;

5. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spol’ahlivosti pre μ conf.int;

7. bodový odhad (aritmetický priemer x) sample estimates.

Pŕıklad 177 (necentrálne t-rozdelenie) Nakreslite distribučnú funkciu necentrálneho t-rozdelenia
tn−1,λ, kde δ = μ − μ0 a λ = δ/(σ/

√
n). Použite μ0 = 0, δ = 1, σ = 1.4 a n = 26. Vypoč́ıtajte

pravdepodobnost’ nad kvantilom x0.975 pod krivkou hustoty tohoto rozdelenia.

Riešenie v (pozri obrázok 6.3 vl’avo)

707 d e l t a <− 1
708 s igma <− 1 .4
709 n <− 26
710 lambda <− d e l t a / s igma∗ s q r t ( n )
711 curve ( pt ( x , 2 5 , ncp=lambda ) , from=0, to=6, x l a b=”x” , y l a b=” d i s t r i b u c n a f u n k c i a ” )
712 a b l i n e ( v=qt ( . 9 75 , 2 5 ) ) # 2.06
713 1−pt ( qt ( . 9 75 , 2 5 ) ,25 , ncp=lambda ) # 0.9381038
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Pŕıklad 178 (necentrálne t-rozdelenie) Nakreslite hustoty jedného centrálneho a štyroch necen-
trálnych t-rozdeleńı tn−1,λ (δ = μ − μ0 a λ = δ/(σ/

√
n)) do jedneho obrázka tak, aby boli odĺı̌sitel’né

farbou alebo typom čiary. Použite μ0 = 0, δ = 0, 0.5, 0.8, 1 a 1.2, σ = 1.4 a n = 26.

Riešenie v (pozri obrázok 6.3 vpravo)

714 d e l t a <− c ( 0 , 0 . 5 , 0 . 8 , 1 , 1 . 2 )
715 s igma <− 1 .4
716 n <− 26
717 lambda <− d e l t a / s igma∗ s q r t ( n )
718 curve ( dt ( x , n , ncp=d e l t a [ 1 ] ) , from=−4,to=9, x l a b=”x” , y l a b=” hus to ta ” , x l im=c (−4 ,12) )
719 curve ( dt ( x , n , ncp=d e l t a [ 2 ] ) , add=T, from=−5,to =10, l t y =2)
720 curve ( dt ( x , n , ncp=d e l t a [ 3 ] ) , add=T, from=−5,to =10, l t y =3)
721 curve ( dt ( x , n , ncp=d e l t a [ 4 ] ) , add=T, from=−5,to =10, l t y =4)
722 curve ( dt ( x , n , ncp=d e l t a [ 5 ] ) , add=T, from=−5,to =10, l t y =5)
723 l egend ( ” t o p r i g h t ” , c ( e xp r e s s i o n ( paste ( d e l t a ==0, sep=”” ) ) ,
724 e xp r e s s i o n ( paste ( d e l t a ==0.5 , sep=”” ) ) , e xp r e s s i o n ( paste ( d e l t a ==0.8 , sep=”” ) ) ,
725 e xp r e s s i o n ( paste ( d e l t a ==1, sep=”” ) ) , e xp r e s s i o n ( paste ( d e l t a ==1.2 , sep=”” ) ) ) ,
726 l t y =1:5)
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Obr. 6.3: Distribučná funkcia (vl’avo) a hustoty (vpravo) necentrálneho t-rozdelenia pri rôznych parametroch necentrality
λ vyjadreného pomocou δ

Pŕıklad 179 Nech X ∼ N(μ, σ2), kde odhady x = 4 a s2 = 2.892. Rozsah náhodného výberu n = 25.

(a) Testujte H0 : μ = 2.5 oproti μ �= 2.5 na hladine významnosti α = 0.05.

(b) Vypoč́ıtajte silu 1 − β pre μ0 = 2.5 a μ1 = 4 (μ1 predstavuje hodnotu μ za platnosti H1) za pred-
pokladu, že σ = 2.5.

(c) Použite na simuláciu hustoty rozdelenia tn−1,λ testovaćıch štatist́ık t
(m)
W,λ = xm−μ0

sm

√
n (ne-

centrálne t-rozdelenie s n− 1 stupňami vol’nosti a parametrom necentrality λ), kde n = 25, λ = 3,
m = 1, 2, . . . ,M , pri M = 20000 opakovaniach. Na základe tohoto rozdelenia výpoč́ıtajte silu testu
pre μ0 = 2.5 a μ1 = 4 (pozri obrázok 45). (1) X ∼ N(4, 2.52) a (2) X ∼ [pN(4, 2.52) + (1 −
p)N(4, 4.52)], kde p = 0.9.

Riešenie (aj v )
(a) tW = x̄−μ0

s/
√

n

.
= 4−2.5

2.89/
√

25

.
= 2.595, p-hodnota=2×Pr(|TW | ≥ tobs|TW ∼ t24)

.
= 0.016;

(b) λ = μ1−μ0

σ/
√

n

.
= 4−2.5

2.5/
√

25

.
= 3.0;

Za platnosti alternat́ıvy tW = x̄−μ0

s/
√

n
.

1 − β(μ1 = 4) = Pr(zamietni H0|H1) = Pr(TW < tn−1(1 − α/2) ∪ TW > tn−1(α/2)|T ∼ tn−1,λ) =
Pr(TW,3 < t24(0.975)∪ TW,3 > t24(0.025)|TW,3 ∼ t24,3)

.
= 0.82.

Plat́ı nasledovné: Pr(TW,3 < t24(0.975) ∪ TW,3 > t24(0.025)|TW,3 ∼ t24,3) = Pr(F1,24,32 > F1,24(0.05)),
kde F1,24(0.05) = (t24(0.025))2.

727 cv <− qt ( 0 . 975 , 24 ) # 2.063899
728 p . hodn <− 2∗(1−pt (2 . 595156 ,24 ) ) # 0.01587727
729 s i l a . t . t e s t <− pt ( qt ( 0 . 025 , 24 ) ,24 ,3 )+(1−pt ( qt ( 0 . 975 , 24 ) ,24 ,3 ) ) # 0.8207219
730 s i l a . t . t e s t <− 1−pf ( qt ( 0 . 975 , 24 ) ˆ2 ,1 ,24 ,3ˆ2) # 0.8207219
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centralne a simulovane necentralne t−rozdelenie

hu
st

ot
a

−4 −2 0 2 4 6 8

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

1 − β(μ1)=0.8204
centralne a simulovane necentralne t−rozdelenie

hu
st

ot
a

−4 −2 0 2 4 6 8

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

1 − β(μ1)=0.7447

Obr. 6.4: Hustota centrálneho a necentrálneho t-rozdelenia; vl’avo – hustota necentrálneho t-rozdelenia je superponovaná
histogramom simulácíı pre X ∼ N(4, 2.52) a vpravo – pre X ∼ [pN(4, 2.52) + (1 − p)N(4, 4.52)], kde p = 0.9

Simuláciu silofunkcie (1) pozri na obrázku 6.4 vl’avo a (2) na obrázku 6.4 vpravo.

Pravdepodobnost’ empirickej CHPD pre MC experiment je pravdepodobnost’ p signifikantných
testovaćıch štatist́ık medzi ich M opakovaniami, ak H0 plat́ı. Potom SE(p) =

√
p(1 − p)/M je menšia

alebo rovná 0.5/
√

M .

Pŕıklad 180 (pravdepodobnost’ empirickej CHPD t-testu) Nech X ∼ N(μ, σ2), kde μ = 500
a σ2 = 100. Testujte H0 : μ = 500 oproti H1 : μ > 500, ak α = 0.05, σ je neznáme. Použite
na simuláciu empirickej Pr(CHPD), kde počet simulácíı je M = 10000 a rozsah náhodného výberu je
n = 20 pre jednovýberový Studentov t-test o strednej hodnote μ. Použite funkciu t.test(x, alternative =
”greater”, mu = mu0) a pre každú testovaciu štatistiku tm,m = 1, 2, . . . ,M vypoč́ıtajte p-hodnotu a jej
štandardnú chybu za platnosti H0. Ide o zistenie relat́ıvnej početnosti p zamietnutých H0 na hladine

významnosti α = 0.05 medzi M testami, kde p = Pr(CHPD) =
∑M

m=1 I(H0 zamietame)

M .

Riešenie v
731 n <− 20
732 a l f a <− . 05
733 mu0 <− 500
734 s igma <− 100
735 M <− 10000
736 p . hodnoty <− numeric (M)
737 f o r ( j i n 1 :M) {
738 x <− rnorm (n ,mu0 , s igma )
739 t t e s t <− t . t e s t ( x , a l t e r n a t i v e=” g r e a t e r ” ,mu=mu0)
740 p . hodnoty [ j ] <− t t e s t $p . v a l u e
741 }
742 p . hat <− mean ( p . hodnoty<a l f a )
743 se . hat <− s q r t ( p . hat∗(1−p . hat )/M)
744 p r i n t ( c ( p . hat , se . hat ) ) # 0.052100000 0.002222287

Odhadnutá pravdepodobnost’ chyby prvého druhu bude oscilovat’ okolo nominálnej hladiny výz-
namnosti α = 0.05, pretože všetky náhodné výbery boli generované za platnosti H0 za predpokladu
modelu normálneho rozdelenia.

Ak nie je možné vypoč́ıtat’ silofunkciu testu H0 oproti fixovanej obojstrannej H1 analyticky, je možné
túto silu odhadnút’ pomocou MC metód. Treba si ale uvedomit’, že hoci sila 1−β je definovaná na celom
parametrickom priestore Θ, α je definovaná na podpriestore Θ0.

Pŕıklad 181 (empirická silofunkcia t-testu) Nech (a) X pochádza z normálneho rozdelenia, X ∼
N(μ1, 1002), a (b) X pochádza zo zmesi dvoch normálnych rozdeleńı, X ∼ [pN(μ1, 1002) +(1 −
p)N(μ1, 2002)], kde p = 0.9. Rozsah náhodného výberu n = 20. Použite na simuláciu empiric-
kej silofunkcie pre jednovýberový Studentov t-test. Testujeme H0 : μ = 500 oproti H1 : μ �= 500,
kde μ1 = 450, 460, . . . , 640, 650 (ide o obojstrannú alternat́ıvu). Použite funkciu t.test(x,mu=500),
na výpočet každej testovacej štatistiky tm,m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 10000, vypoč́ıtajte p-hodnotu
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korešpondujúcu tm a porovnajte ju s hladinou významnosti α = 0.05. Tak źıskate empirickú silofunkciu
1− β̂(μ1) pri danej alternat́ıve. Do grafu zakreslite 1− β̂(μ1) pri danej alternat́ıve ako aj ich štandardné

chyby ̂
SE[1 − β̂(μ1)] =

√
(1−β̂(μ1))β̂(μ1)

M v podobe chybovej úsečky 1− β̂(μ1)±
̂

SE[1 − β̂(μ1)]. Do grafu
vkreslite aj teoretickú silofunkciu 1 − β(μ1), μ1 ∈ �450, 650� (použite funkciu power.t.test()).

Riešenie (pozri obrázok 6.5)
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Obr. 6.5: Empirická (krivka s chybovými úsečkami vo vybraných bodoch) a teoretická (hladká krivka) silofunkcia t-testu;
simulácie; vl’avo – X ∼ N(500, 1002) a vpravo – X ∼ [pN(500, 1002) + (1 − p)N(500, 2002)], kde p = 0.9

Test pomerom vierohodnosti pre μ.

Majme H01 oproti H11. Nech X ∼ N(μ, σ2), kde θ = (μ, σ2)T . Funkcia vierohodnosti je rovná

L(θ|x) = (2πσ2)−n/2 exp

(

−
1

2σ2

n∑

i=1

(xi − μ)2
)

.

MLE θ je rovný

θ̂ = (x, σ̂2)T =

(
1
n

n∑

i−1

xi,
1
n

n∑

i=1

(xi − x)2
)T

,

t.j. Θ1 = {θ : μ �= μ0}. Za platnosti H01 je θ0 = (μ0, σ̂
2
0)T t.j. Θ0 = {θ : μ = μ0}. Výpočet

max(l(θ|x))|θ ∈ Θ0) sa redukuje na výpočet MLE σ̂2
0 parametra σ2 za predpokladu μ = μ0 je

známe, kde d’alej použijeme l(θ|x) v bode θ0. Derivácia l(θ|x) podl’a σ2 je rovná

∂

∂σ2
l(θ|x) =

1
2

(
1
σ4

n∑

i=1

(xi − μ0)
2 −

n

σ2

)

= 0,

odkial’

σ̂2
0 =

1
n

n∑

i=1

(xi − μ0)
2.

Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x)) = l(θ̂|x) − l (θ0|x)

=
(
−

n

2
(ln(2π) + ln σ̂2 + 1)

)
−

(
−

n

2
(ln(2π) + ln σ̂2

0 + 1)
)

=
n

2
ln

σ̂2
0

σ̂2
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a testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X))
D
∼ χ2

1, kde H0 bude

zamietnutá pre vel’ké hodnoty podielu σ̂2
0

σ̂2 . Dá sa ukázat’, že σ̂2
0 = σ̂2 + (x − μ0)2 a potom σ̂2

0
σ̂2 =

1 + (x−μ0)
2

σ̂2 . Ked’že s2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x)2 = n

n−1 σ̂2, podiel σ̂2
0

σ̂2 je rastúcou funkciou |tW | a potom

uLR = −2 ln (λ (x)) = n ln
σ̂2

0

σ̂2
= n ln

(

1 +
t2W

n − 1

)

.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre μ bude mat’ tvar

CS1−α =
{
μ0 : ULR < χ2

1 (α)
}

.

Majme H02 oproti H12. Nech μ̂0 = x ak x ≤ μ0 a μ̂0 = μ0 inak. Potom uLR = 0 ak tW ≤ 0

a uLR = n
2 ln(1 + t2W

n−1 ) pre tW > 0.
Majme H03 oproti H13. Nech μ̂0 = x ak x ≥ μ0 a μ̂0 = μ0 inak. Potom uLR = 0 ak tW ≥ 0

a uLR = n
2 ln(1 + t2W

n−1 ) pre tW < 0.

Pŕıklad 182 (test o strednej hodnote μ) Majme dáta one-sample-mean-skull-mf.txt a premennú
dĺ̌zka lebky skull.L v mm starovekej egyptskej mužskej populácie, o ktorej predpokladáme, že má normálne
rozdelenie N(μ, σ2). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hodnoty dĺ̌zky lebky tejto populácie so stred-
nou hodnotou dĺ̌zky lebky novovekej egyptskej mužskej populácie 177.568 mm na hladine významnosti
α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte 100× (1−α)% empirický DIS pre strednú hodnotu dĺ̌zky lebky, kde koeficient
spol’ahlivosti 1 − α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku TW , (2) testovaciu štatistiku po-
merom vierohodnosti ULR a DIS prislúchajúce (1) a (2). Výsledky Waldovho testu skontrolujte pomocou
funkcie t.test().

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: stredná hodnota d́lžky lebky starovekej egyptskej mužskej
populácie je zhodná so strednou hodnotou dĺžky lebky novovekej egyptskej mužskej populácie
oproti H1: stredná hodnota d́lžky lebky starovekej egyptskej mužskej populácie nie je zhodná
so strednou hodnotou d́lžky lebky novovekej egyptskej mužskej populácie.

• matematická formulácia – H0 : μ = μ0 oproti H1 : μ �= μ0, kde μ0 = 177.568.

2. Testovacia štatistika – Stredná hodnota μ a rozptyl σ2 sú neznáme, a preto ich muśıme od-
hadnút’. Ich odhadmi sú aritmetický priemer x

.
= 182.037 a rozptyl s2 .

= 40.582 (smerodajná
odchýlka s

.
= 6.370).

745 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−mean−s k u l l−mf . t x t ” , heade r=TRUE)
746 attach (DATA)
747 x <− na . omit ( s k u l l . L )
748 n <− l eng th ( x ) # 217
749 p r i eme r <− mean ( x ) # 182.0369
750 r o z p t y l <− var ( x ) # 40.58197
751 smerodch <− sd ( x ) # 6.370398

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika tW = x−μ0

s

√
n = 182.037−177.568

6.370

√
217

.
= 10.334.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR = n ln
(
1 + t2W

n−1

)
.
= 87.172.

752 mu0 <− 177.568
753 tW. obs <− ( pr i emer−mu0)/ smerodch∗ s q r t ( n ) # 10.33382
754 s igma . sq . hat <− (n−1)/n∗var ( x ) # 40.58197
755 s igma0 . sq . hat <− sum ( ( x−mu0) ˆ2)/n # 60.36572
756 uLR . obs <− n∗ l og ( s igma0 . sq . hat/ s igma . sq . hat ) # 87.17249
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3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty tn−1(1 − α/2) = t216(1 − 0.025)

.
= −1.971 a tn−1(α/2) = t216(0.025)

.
= 1.971;

kritický obor W1 = (tmin, tn−1(1 − α/2)) ∪ (tn−1(α/2), tmax) = (−∞,−1.971) ∪ (1.971,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

757 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=n−1) # −1.971007
758 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=n−1) # 1.971007
759 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre μ:
(d, h) = (x− tn−1(1−α/2) s√

n
, x+ tn−1(α/2) s√

n
)

.
= (182.037− 1.971 6.370√

30
, 182.037+1.971 6.370√

30
) =

(181.185, 182.890).
Vierohodnostný 95% empirický DIS pre μ:
CS0.95 =

{
μ0 : uLR(μ0) < χ2

1 (α)
} .

= (181.188, 182.886).

760 IS .W <− p r i eme r+c (−1 ,1)∗t . k r i t . h∗smerodch/ sq r t ( n ) # 181.1845 182.8892
761 min .mu <− pr i emer−1∗sd ( x )
762 max .mu <− p r i eme r+1∗sd ( x )
763 mu.0 i <− seq (min .mu, max .mu, by = 0.0001)
764 tW. obs . i <− ( pr i emer−mu.0 i )/sd ( x )∗ s q r t ( n )
765 uW. obs . i <− tW. obs . i ˆ2
766 uLR . i <− n∗ l og (1+uW. obs . i / (n−1))
767 IS . LR <− range (mu. 0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # 181.1876 182.8862

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(TW ≥ |10.334||H0) < 0.0001.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 87.172|H0) < 0.0001.

768 p . hodn .W <− 2∗(1−pt ( abs (tW. obs ) , df=n−1)) # < 0.0001
769 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # < 0.0001

H0 na hladine významnosti zamietame, pretože (1) testovacia štatistika patŕı kritickému oboru,
(2) μ0 = 177.568 nepatŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je menšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Zamietame nulovú hypotézu o tom, že stredná hodnota dĺžky lebky starovekej
egyptskej mužskej populácie je zhodná so strednou hodnotou dĺžky lebky novovekej egyptskej
mužskej populácie.

7. Antropologický slovný záver − V starovekej egyptskej populácii je hodnota dĺžky lebky
štatisticky významne vyššia než v populácii novovekej. V uvedených populáciách by tak mohlo
ı́st’ o prejav sekulárneho trendu v zmysle skracovania dĺžky lebky, ked’že ide o zmenu určitého
parametra za dlhé časové obdobie. Vyvodzovanie záverov však vyžaduje testovanie rozdielov
aj v š́ırkových rozmeroch, ked’že brachycefalizácia predstavuje relat́ıvne skracovanie lebky a uka-
zuje sa, že za zmeny v tvare lebky zodpovedajú predovšetkým zmeny v jej š́ırke.

Riešenie pomocou funkcie t.test():

770 W. t e s t <− t . t e s t ( x ,mu=mu0)
771 W. t e s t $ e s t ima t e # 182.0369
772 W. t e s t $ con f . i n t # 181.1845 182.8892
773 W. t e s t $ s t a t # 10.33382
774 W. t e s t $p . v a l # 1.344108 e−20

Pŕıklad 183 (vierohodnostný DIS pre μ) Majme dáta one-sample-mean-skull-mf.txt a premennú
dĺ̌zka lebky skull.L v mm starovekej egyptskej mužskej populácie, o ktorej predpokladáme, že má
normálne rozdelenie N(μ, σ2). Vypoč́ıtajte vierohodnostný 95% empirický DIS pre strednú hodnotu
dĺ̌zky lebky μ pomocou 15% cut-off relat́ıvnej (štandardizovanej) funkcie vierohodnosti L(θ|x) =
L(θ|x)/L(θ̂|x) a porovnajte ho s vierohodnostným 95% empirický DIS pre μ.
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Pŕıklad 184 (test o strednej hodnote μ) Majme dáta one-sample-mean-skull-mf.txt a premennú
š́ırku lebky skull.B v mm starovekej egyptskej mužskej populácie, o ktorej predpokladáme, že má
normálne rozdelenie N(μ, σ2). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hodnoty š́ırky lebky tejto po-
pulácie so strednou hodnotou š́ırky lebky novovekej egyptskej mužskej populácie 136.402 mm na hladine
významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte 100× (1− α)% empirický DIS pre strednú hodnotu š́ırky lebky,
kde koeficient spol’ahlivosti 1− α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku TW , (2) testovaciu
štatistiku pomeru vierohodnosti ULR a DIS prislúchajúce (1) a (2).

Párový pŕıpad. Predpokladajme, že Xj ∼ N(μj , σ
2
j ), kde σ2

j nie sú známe a j = 1, 2. Potom Xd =

X1 − X2 ∼ N(μd, σ
2
d), kde μd = μ1 − μ2, σd =

√
σ2

1 + σ2
2 − 2ρσ1σ2 a ρ je korelačný koeficient medzi

premennými X1 a X2. Tiež plat́ı Xd = X1−X2 ∼ N(μd, σ
2
d/n). Majme dvojice hypotéz H01 : μd = μ0

oproti H11 : μd �= μ0, H02 : μd ≤ μ0 oproti H12 : μd > μ0, H03 : μd ≥ μ0 oproti H13 : μd < μ0, ktoré
chceme testovat’. Na ich testovanie použijeme

1. Waldovu testovaciu štatistiku t
(d)
W , ktorá je ekvivalentná tW , kde x nahrad́ıme xd a s

nahrad́ıme sd =
√

1
n−1

∑n
i=1 (xd,i − xd)

2; prislúchajúci test nazývame párový Studentov
t-test o strednej hodnote μd;

2. testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti u
(d)
LR, ktorá je ekvivalentná uLR, kde σ̂2

0

nahrad́ıme σ̂2
d,0 = 1

n

∑n
i=1(xd,i − μd)2 a σ̂2 nahrad́ıme σ̂2

d = 1
n

∑n
i=1(xd,i − xd)2.

Párový pŕıpad vzniká v praxi v troch základných situáciách:

1. jeden výskumńık vykoná dve opakované merania jednej premennej v čase (sledovanou premen-
nou je rozdiel merania v prvom a druhom časovom bode); merania slúžia na zistenie intraindi-
viduálnej chyby;

2. dvaja výskumńıci vykonajú každý jedno meranie jednej premennej (sledovanou premennou je
rozdiel merańı prvého a druhého výskumńıka); merania slúžia na zistenie interindividuálnej
chyby;

3. jeden výskumńık vykoná jedno meranie premennej na pravej a jedno na l’avej strane tela (sledova-
nou premennou je rozdiel merańı na pravej a l’avej strane); merania slúžia na zistenie (a)symetrie.

Párový Studentov t-test o strednej hodnote μd v (funkcia t.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektor dát x;

2. vektor dát y;

3. alternat́ıva alternative=”two.sided” je prednastavená, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”;

4. stredná hodnota za platnosti nulovej hypotézy mu, t.j. μ0;

5. párový pŕıpad paired = TRUE (prednastavený je jednovýberový pŕıpad paired = FALSE);

6. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je p =.95.

Výstupy funkcie:

1. názov použitého testu method;

2. testovacia štatistika statistic;

3. počet stupňov vol’nosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;
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5. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spol’ahlivosti pre μd conf.int;

7. bodový odhad rozdielu stredných hodnôt (aritmetický priemer xd) sample estimates.

Pŕıklad 185 (test o strednej hodnote μd) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú ver-
tikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v podobe jej prvého (simd.1) a druhého (simd.2) merania
v mm na pravej strane (side je rovná R). Zauj́ıma nás rozdiel prvého a druhého merania (intraindi-
viduálna chyba) na pravej strane. O tomto rozdiele Xd predpokladáme, že má normálne rozdelenie
N(μd, σ

2
d). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hodnoty rozdielu prvého a druhého merania ver-

tikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na pravej strane na hladine významnosti α = 0.05.
(b) Vypoč́ıtajte 100× (1−α)% empirický DIS pre strednú hodnotu rozdielu prvého a druhého merania
vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na pravej strane, kde koeficient spol’ahlivosti
1 − α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku T

(d)
W , (2) testovaciu štatistiku pomeru viero-

hodnosti U
(d)
LR a DIS prislúchajúce (1) a (2).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: stredná hodnota rozdielu prvého a druhého merania
vertikálneho priemeru v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti na pravej strane je rovná nule oproti
H1: stredná hodnota rozdielu prvého a druhého merania vertikálneho priemeru v strede d ĺžky
tela kl’́učnej kosti na pravej strane nie je rovná nule.

• matematická formulácia – H0 : μd = μ0 oproti H1 : μd �= μ0, kde μ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Stredná hodnota μd a rozptyl σ2
d sú neznáme, a preto ich muśıme

odhadnút’. Ich odhadmi sú aritmetický priemer xd
.
= 0.011 a rozptyl s2

d
.
= 0.040 (smerodajná

odchýlka sd
.
= 0.200).

775 DATA <− read . t a b l e ( ” pa i r ed−means−c l a v i c l e . t x t ” , heade r=TRUE)
776 attach (DATA)
777 xd <− simd . 1 [ s i d e==”R”]−simd . 2 [ s i d e==”R” ]
778 n <− l eng th ( xd ) # 40
779 p r i eme r <− mean ( xd ) # 0.01075
780 r o z p t y l <− var ( xd ) # 0.04015583
781 smerodch <− sd ( xd ) # 0.2003892

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika t

(d)
W = xd−μ0

sd

√
n

.
= 0.011−0

0.200

√
40

.
= 0.339.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti u
(d)
LR = n ln

(

1 + (t
(d)
W )2

n−1

)
.
= 0.118.

782 mu0 <− 0
783 tdW . obs <− ( pr i emer−mu0)/ smerodch∗ s q r t ( n ) # 0.3392846
784 s igmad . sq . hat <− (n−1)/n∗var ( xd ) # 0.03915194
785 s igmad0 . sq . hat <− sum ( ( xd−mu0) ˆ2)/n # 0.0392675
786 udLR . obs <− n∗ l og ( s igmad0 . sq . hat/ s igmad . sq . hat ) # 0.1178918

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty tn−1(1 − α/2) = t39(1 − 0.025)

.
= −2.023 a tn−1(α/2) = t39(0.025)

.
= 2.023;

kritický obor W1 = (tmin, tn−1(1 − α/2)) ∪ (tn−1(α/2), tmax) = (−∞,−2.023) ∪ (2.023,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

787 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=n−1) # −2.022691
788 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=n−1) # 2.022691
789 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459
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4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS=95% empirický DIS pre μd:
(d, h) = (xd − tn−1(1 − α/2) sd√

n
, xd + tn−1(α/2) sd√

n
)

.
= (−0.053, 0.075).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre μd:

CS0.95 =
{

μ0 : u
(d)
LR(μ0) < χ2

1 (α)
}

.
= (−0.052, 0.074).

790 IS .dW <− p r i eme r+c (−1 ,1)∗t . k r i t . h∗smerodch/ sq r t ( n ) # −0.05333758 0.07483758
791 min .mu <− pr i emer−1∗sd ( xd )
792 max .mu <− p r i eme r+1∗sd ( xd )
793 mu.0 i <− seq (min .mu, max .mu, by=0.0001)
794 tdW . obs . i <− ( pr i emer−mu.0 i )/sd ( xd )∗ s q r t ( n )
795 udW. obs . i <− tdW . obs . i ˆ2
796 udLR . i <− n∗ l og (1+udW. obs . i / (n−1))
797 IS . dLR <− range (mu. 0 i [ which ( udLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # −0.0520392 0.0735608

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(T (d)

W ≥ |0.339||H0)
.
= 0.736.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 0.118|H0)

.
= 0.731.

798 p . hodn .dW <− 2∗(1−pt ( abs (tdW . obs ) , df=n−1)) # 0.7362156
799 p . hodn . dLR <− 1−pch i sq ( udLR . obs , df=1) # 0.7313324

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) μ0 = 0 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že stredná hodnota rozdielu prvého
a druhého merania vertikálneho priemeru v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti na pravej strane je
rovná nule.

7. Antropologický slovný záver − Rozdiely medzi opakovanými meraniami sú dostatočne ńızke,
intraindividuálna chyba akceptovatel’ná a predpoklady d’aľśıch analýz splnené.

Riešenie pomocou funkcie t.test():

800 Wd. t e s t <− t . t e s t ( simd . 1 [ s i d e==”R” ] , s imd . 2 [ s i d e==”R” ] ,mu=0, p a i r e d=TRUE)
801 Wd. t e s t $ e s t ima t e # 0.01075
802 Wd. t e s t $ con f . i n t # −0.05333758 0.07483758
803 Wd. t e s t $ s t a t # 0.3392846
804 Wd. t e s t $p . v a l # 0.7362156

Pŕıklad 186 (test o strednej hodnote μd) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú ver-
tikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v podobe jej prvého (simd.1) a druhého (simd.2) merania
v mm na l’avej strane (side je rovná L). Zauj́ıma nás rozdiel prvého a druhého merania (intraindi-
viduálna chyba) na l’avej strane. O tomto rozdiele Xd predpokladáme, že má normálne rozdelenie
N(μd, σ

2
d). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hodnoty rozdielu prvého a druhého merania ver-

tikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na l’avej strane na hladine významnosti α = 0.05.
(b) Vypoč́ıtajte 100 × (1 − α)% empirický DIS pre strednú hodnotu rozdielu prvého a druhého mera-
nia vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na l’avej strane, kde koeficient spol’ahlivosti
1 − α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku T

(d)
W , (2) testovaciu štatistiku pomeru viero-

hodnosti U
(d)
LR a DIS prislúchajúce (1) a (2).

Pŕıklad 187 (test o strednej hodnote μd) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú ver-
tikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v mm (priemer prvého a druhého merania simd.1
a simd.2) na l’avej (side sa rovná L) a pravej (side sa rovná R). Tieto merania vykonal prvý výskumńık.
Druhý výskumńık zmeral vertikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti jedenkrát (simd). Zauj́ıma
nás rozdiel merańı oboch výskumńıkov (interindividuálna chyba) na pravej strane. O tomto rozdiele
Xd predpokladáme, že má normálne rozdelenie N(μd, σ

2
d). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hod-

noty rozdielu vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti u prvého a druhého výskumńıka
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na pravej strane na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte 100 × (1 − α)% empirický DIS
pre strednú hodnotu rozdielu vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na l’avej a pravej
strane, kde koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku T

(d)
W , (2)

testovaciu štatistiku pomeru vierohodnosti U
(d)
LR a DIS prislúchajúce (1) a (2).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: stredná hodnota rozdielu vertikálneho priemeru v strede
d́lžky tela kl’́učnej kosti u prvého a druhého výskumńıka na pravej strane je rovná nule oproti
H1: stredná hodnota rozdielu vertikálneho priemeru v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti u prvého
a druhého výskumńıka na pravej strane nie je rovná nule.

• matematická formulácia – H0 : μd = μ0 oproti H1 : μd �= μ0, kde μ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Stredná hodnota μd a rozptyl σ2
d sú neznáme, a preto ich muśıme

odhadnút’. Ich odhadmi sú aritmetický priemer xd
.
= −0.457 a rozptyl s2

d
.
= 0.709 (smerodajná

ochýlka sd
.
= 0.842).

805 DATA <− read . t a b l e ( ” pa i r ed−means−c l a v i c l e . t x t ” , heade r=TRUE)
806 attach (DATA)
807 simd . xbar .R <− ( simd . 1 [ s i d e==”R”]+simd . 2 [ s i d e==”R” ] ) /2
808 xd <− na . omit ( simd . xbar .R−simd [ s i d e==”R” ] )
809 n <− l eng th ( xd ) # 39
810 p r i eme r <− mean ( xd ) # −0.4569231
811 r o z p t y l <− var ( xd ) # 0.7085442
812 smerodch <− sd ( xd ) # 0.8417507

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika t

(d)
W = xd−μ0

sd

√
n

.
= −0.457−0

0.842

√
39

.
= −0.390.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti u
(d)
LR = n ln

(

1 + (t
(d)
W )2

n−1

)
.
= 10.305.

813 mu0 <− 0
814 tdW . obs <− ( pr i emer−mu0)/ smerodch∗ s q r t ( n ) # −3.389939
815 s igmad . sq . hat <− (n−1)/n∗var ( xd ) # 0.6903764
816 s igmad0 . sq . hat <− sum ( ( xd−mu0) ˆ2)/n # 0.899155
817 udLR . obs <− n∗ l og ( s igmad0 . sq . hat/ s igmad . sq . hat ) # 10.30452

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty tn−1(1 − α/2) = t38(1 − 0.025)

.
= −2.024 a tn−1(α/2) = t38(0.025)

.
= 2.024;

kritický obor W1 = (tmin, tn−1(1 − α/2)) ∪ (tn−1(α/2), tmax) = (−∞,−2.024) ∪ (2.024,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

818 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=n−1) # −2.024394
819 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=n−1) # 2.024394
820 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre μd:
(d, h) = (xd − tn−1(1 − α/2) sd√

n
, xd + tn−1(α/2) sd√

n
)

.
= (−0.730,−0.184).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre μd:

CS0.95 =
{

μ0 : u
(d)
LR(μ0) < χ2

1 (α)
}

.
= (−0.724,−0.190).

821 IS .dW <− p r i eme r+c (−1 ,1)∗t . k r i t . h∗smerodch/ sq r t ( n ) # −0.7297871 −0.1840591
822 min .mu <− pr i emer−1∗sd ( xd )
823 max .mu <− p r i eme r+1∗sd ( xd )
824 mu.0 i <− seq (min .mu, max .mu, by = 0.0001)
825 tdW . obs . i <− ( pr i emer−mu.0 i )/sd ( xd )∗ s q r t ( n )
826 udW. obs . i <− tdW . obs . i ˆ2
827 udLR . i <− n∗ l og (1+udW. obs . i / (n−1))
828 IS . dLR <− range (mu. 0 i [ which ( udLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # −0.7241738 −0.1896738
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5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(T (d)

W ≥ | − 0.390||H0)
.
= 0.002.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(U (d)

LR ≥ 10.305|H0)
.
= 0.001.

829 p . hodn .dW <− 2∗(1−pt ( abs (tdW . obs ) , df=n−1)) # 0.001642062
830 p . hodn . dLR <− 1−pch i sq ( udLR . obs , df=1) # 0.001327044

H0 na hladine významnosti zamietame, pretože (1) testovacia štatistika patŕı kritickému oboru,
(2) μ0 = 0 nepatŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je menšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Zamietame nulovú hypotézu o tom, že stredná hodnota rozdielu vertikálneho
priemeru v strede d́lžky tela kl’́učnej kosti u prvého a druhého výskumńıka na pravej strane je
rovná nule.

7. Antropologický záver – Hodnoty merańı prvého výskumńıka sú v priemere o 0.46 mm vyššie
než hodnoty druhého výskumńıka. Dôvodom tohto štatisticky významného rozdielu môže byt’
odlǐsnost’ v kalibrácii merania, ked’že obaja výskumńıci merali iným pŕıstrojom. Iným možným
vysvetleńım systematického rozdielu je odlǐsné chápanie defińıcie rozmeru a vertikály na kosti.

Riešenie pomocou funkcie t.test():
831 Wd. t e s t <− t . t e s t ( simd . xbar . R , s imd [ s i d e==”R” ] ,mu=0, p a i r e d=TRUE)
832 Wd. t e s t $ e s t ima t e # −0.4569231
833 Wd. t e s t $ con f . i n t # −0.7297871 −0.1840591
834 Wd. t e s t $ s t a t # −3.389939
835 Wd. t e s t $p . v a l # 0.001642062

Pŕıklad 188 (test o strednej hodnote μd) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú ver-
tikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v mm (priemer prvého a druhého merania simd.1
a simd.2) na l’avej (side sa rovná L) a pravej (side sa rovná R). Tieto merania vykonal prvý výskumńık.
Druhý výskumńık zmeral vertikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti jedenkrát (simd). Zauj́ıma
nás rozdiel merańı oboch výskumńıkov (interindividuálna chyba) na l’avej strane. O tomto rozdiele
Xd predpokladáme, že má normálne rozdelenie N(μd, σ

2
d). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hod-

noty rozdielu vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti u prvého a druhého výskumńıka na
l’avej strane na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte 100×(1−α)% empirický DIS pre strednú
hodnotu rozdielu vertikálneho priemeru v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na l’avej a pravej strane, kde
koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku T

(d)
W , (2) testovaciu

štatistiku pomeru vierohodnosti U
(d)
LR a DIS prislúchajúce (1) a (2).

Pŕıklad 189 (test o strednej hodnote μd) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú ver-
tikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v mm (priemer prvého a druhého merania simd.1 a
simd.2) na l’avej (side sa rovná L) a pravej (side sa rovná R). Zauj́ıma nás rozdiel priemerných merańı
na pravej a l’avej strane ((a)symetria). O tomto rozdiele Xd predpokladáme, že má normálne rozdele-
nie N(μd, σ

2
d). (a) Otestujte hypotézu o zhode strednej hodnoty rozdielu vertikálneho priemeru v strede

dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti na pravej a l’avej strane na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte
100 × (1 − α)% empirický DIS pre strednú hodnotu rozdielu vertikálneho priemeru v strede d ĺ̌zky tela
kl’́učnej kosti na l’avej a pravej strane, kde koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95. Použite (1) Waldovu
testovaciu štatistiku T

(d)
W , (2) testovaciu štatistiku pomeru vierohodnosti U

(d)
LR a DIS prislúchajúce (1)

a (2).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: stredná hodnota rozdielu vertikálneho priemeru v strede
d́lžky tela kl’́učnej kosti na l’avej a pravej strane je rovná nule oproti H1: stredná hodnota
rozdielu vertikálneho priemeru v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti na l’avej a pravej strane nie
je rovná nule.
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• matematická formulácia – H0 : μd = μ0 oproti H1 : μd �= μ0, kde μ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Stredná hodnota μd a rozptyl σ2
d sú neznáme, a preto ich muśıme

odhadnút’. Ich odhadmi sú aritmetický priemer xd
.
= −0.029 a rozptyl s2

d
.
= 0.611 (smerodajná

odchýlka sd
.
= 0.782).

836 DATA <− read . t a b l e ( ” pa i r ed−means−c l a v i c l e . t x t ” , heade r=TRUE)
837 attach (DATA)
838 simd . xbar .R <− ( simd . 1 [ s i d e==”R”]+simd . 2 [ s i d e==”R” ] ) /2
839 simd . xbar . L <− ( simd . 1 [ s i d e==”L”]+simd . 2 [ s i d e==”L” ] ) /2
840 xd <− simd . xbar .R−simd . xbar . L
841 n <− l eng th ( xd ) # 40
842 p r i eme r <− mean ( xd ) # −0.029
843 r o z p t y l <− var ( xd ) # 0.6112695
844 smerodch <− sd ( xd ) # 0.7818373

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika t

(d)
W = xd−μ0

sd

√
n

.
= −0.029−0

0.782

√
40

.
= −0.23.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti u
(d)
LR = n ln

(

1 + (t
(d)
W )2

n−1

)
.
= 0.056.

845 mu0 <− 0
846 tdW . obs <− ( pr i emer−mu0)/ smerodch∗ s q r t ( n ) # −0.2345912
847 s igmad . sq . hat <− (n−1)/n∗var ( xd ) # 0.5959878
848 s igmad0 . sq . hat <− sum ( ( xd−mu0) ˆ2)/n # 0.5968288
849 udLR . obs <− n∗ l og ( s igmad0 . sq . hat/ s igmad . sq . hat ) # 0.05640433

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty tn−1(1 − α/2) = t39(1 − 0.025)

.
= −2.023 a tn−1(α/2) = t39(0.025)

.
= 2.023;

kritický obor W1 = (tmin, tn−1(1 − α/2)) ∪ (tn−1(α/2), tmax) = (−∞,−2.023) ∪ (2.023,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

850 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=n−1) # −2.022691
851 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=n−1) # 2.022691
852 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre μd:
(d, h) = (xd − tn−1(1 − α/2) sd√

n
, xd + tn−1(α/2) sd√

n
)

.
= (−0.279, 0.221).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre μd:

CS0.95 =
{

μ0 : u
(d)
LR(μ0) < χ2

1 (α)
}

.
= (−0.274, 0.216).

853 IS .dW <− p r i eme r+c (−1 ,1)∗t . k r i t . h∗smerodch/ sq r t ( n ) # −0.2790437 0.2210437
854 min .mu <− pr i emer−1∗sd ( xd )
855 max .mu <− p r i eme r+1∗sd ( xd )
856 mu.0 i <− seq (min .mu, max .mu, by=0.0001)
857 tdW . obs . i <− ( pr i emer−mu.0 i )/sd ( xd )∗ s q r t ( n )
858 udW. obs . i <− tdW . obs . i ˆ2
859 udLR . i <− n∗ l og (1+udW. obs . i / (n−1))
860 IS . dLR <− range (mu. 0 i [ which ( udLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # −0.2740373 0.2160627

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(T (d)

W ≥ | − 0.235||H0)
.
= 0.816.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(U (d)

W ≥ 0.056|H0)
.
= 0.812.

861 p . hodn .dW <− 2∗(1−pt ( abs (tdW . obs ) , df=n−1)) # 0.8157534
862 p . hodn . dLR <− 1−pch i sq ( udLR . obs , df=1) # 0.8122721

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) μ0 = 0 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že stredná hodnota rozdielu vertikálneho
priemeru v strede d́lžky tela kl’́učnej kosti na l’avej a pravej strane je rovná nule.
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7. Antropologický slovný záver − Napriek tomu, že na rozmeroch kl’́učnej kosti sú popisované
výrazné systematické stranové rozdiely (kl’́učna kost’ l’avej strany je v priemere dlhšia a gra-
cilneǰsia), v sledovanom rozmere sme žiadnu smerovú asymetriu nedokázali. Pravdepodobne je
v tomto rozmere, na rozdiel od iných, vzorec biomechnického zat’ažovania na oboch stranách tela
podobný.

Riešenie pomocou funkcie t.test():

863 Wd. t e s t <− t . t e s t ( simd . xbar . R , s imd . xbar . L ,mu=0, p a i r e d=TRUE)
864 Wd. t e s t $ e s t ima t e # −0.029
865 Wd. t e s t $ con f . i n t # −0.2790437 0.2210437
866 Wd. t e s t $ s t a t # −0.2345912
867 Wd. t e s t $p . v a l # 0.8157534

Pŕıklad 190 (programovanie TEM, TEMrel a CR) Naprogramujte v vzorce na výpočet
(a) technickej chyby merania TEM
(b) relat́ıvnej technickej chyby merania TEMrel a
(c) koeficientu reliability merania CR.

Riešenie

TEM =
√∑

n
i=1 x2

d,i

2n , kde xd,i = xi1 − xi2 je rozdiel medzi meraniami,
TEMrel = TEM

x × 100, kde x je celková priemerná hodnota,

CR = (1 − TEM2

s2 ) × 100, kde s je celková smerodajná odchýlka.

868 ”tem” <− f u n c t i o n ( x1 , x2 ) s q r t ( sum ( ( x1−x2 ) ˆ2)/ (2∗ l eng th ( x1 ) ) )
869 ”tem . r e l ” <− f u n c t i o n ( x1 , x2 ) tem ( x1 , x2 ) /mean ( c ( x1 , x2 ) )
870 ” c r ” <− f u n c t i o n ( x1 , x2 ) (1−(tem ( x1 , x2 ) ) ˆ2/ var ( c ( x1 , x2 ) ) )

Pŕıklad 191 (výpočet TEM, TEMrel a CR) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú
vertikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v podobe jej prvého (simd.1) a druhého (simd.2)
merania v mm na pravej strane (side je rovná R). Zauj́ıma nás rozdiel prvého a druhého merania na
pravej strane. Vypoč́ıtajte (a) intraindividuálnu technickú chybu merania TEM , (b) intraindividuálnu
relat́ıvnu technickú chybu merania TEMrel a (c) intraindividuálny koeficient reliability merania CR.

Riešenie v
871 DATA <− read . t a b l e ( ” pa i r ed−means−c l a v i c l e . t x t ” , heade r=TRUE)
872 attach (DATA)
873 tem ( simd . 1 [ s i d e==”R” ] , s imd . 2 [ s i d e==”R” ] ) # 0.1401205
874 tem . r e l ( s imd . 1 [ s i d e==”R” ] , s imd . 2 [ s i d e==”R” ] ) ∗100 # 1.469326
875 c r ( simd . 1 [ s i d e==”R” ] , s imd . 2 [ s i d e==”R” ] ) ∗100 # 99.14755

Technická chyba merania predstavuje 0.14 mm na jedno meranie, čo zodpovedá 1.47 % aritmetického
priemeru vertikálneho priemeru v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti na pravej strane. Koeficient reliability
je rovný 99.15 %, čo zodpovedá vysokej presnosti a opakovatel’nosti merania tohoto výskumńıka.

Pŕıklad 192 (výpočet TEM, TEMrel a CR) Majme dáta paired-means-clavicle.txt a premennú
vertikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti v mm (priemer prvého a druhého merania simd.1 a
simd.2) na l’avej (side sa rovná L) a pravej (side sa rovná R). Tieto merania vykonal prvý výskumńık.
Druhý výskumńık zmeral vertikálny priemer v strede dĺ̌zky tela kl’́učnej kosti jedenkrát (simd). Zauj́ıma
nás rozdiel merańı oboch výskumńıkov na pravej strane. Vypoč́ıtajte (a) interindividuálnu technickú
chybu merania TEM , (b) interindividuálnu relat́ıvnu technickú chybu merania TEMrel a (c) interin-
dividuálny koeficient reliability merania CR.
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Riešenie v

876 DATA <− read . t a b l e ( ” pa i r ed−means−c l a v i c l e . t x t ” , heade r=TRUE)
877 attach (DATA)
878 i d <− ! i s . na ( simd [ s i d e==”R” ] )
879 simd2 <− app ly ( cb ind ( simd . 1 [ s i d e==”R” ] , s imd . 2 [ s i d e==”R” ] ) ,1 , mean )
880 simd2 <− simd2 [ i d ]
881 simd1 <− simd [ s i d e==”R” ]
882 simd1 <− simd1 [ i d ]
883
884 tem ( simd1 , simd2 ) # 0.6705055
885 tem . r e l ( simd1 , simd2 )∗100 # 6.834918
886 c r ( simd1 , simd2 )∗100 # 83.29

Technická chyba merania predstavuje 0.67 mm na jedno meranie, čo zodpovedá 6.83 % aritmetického
priemeru vertikálneho priemeru v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti na pravej strane. Relat́ıvna technická
chyba merania je teda vyššia ako odporúčaných 5 %. Koeficient reliability je rovný 83 .29 %, čo zod-
povedá ńızkej presnosti a vel’kým rozdielom medzi oboma výskumńıkmi. Koeficient reliability je teda
ovel’a nižš́ı ako odporúčaných 95 %. Súbor nameraný druhým výskumńıkom nie je možné použit’ ako
zdrojové dáta v antropologickom výskume.

6.2 Asymptotické testy o rozptyle

V biologickej antropológii je niekedy potrebné zistit’, aký je rozptyl sledovanej veličiny v danej vzorke,
a či je zhodný s rozptylom v referenčnom súbore alebo publikovaným údajom v porovnávacej populácii.
Rozdiely medzi populáciami v rozptyle môžu mat’ celý rad vysvetleńı. Rozptyl biologického znaku, napr.
veku menarché, d́lžky hlavy alebo stranových rozdielov v pŕıpade bilaterálne symetrických znakov, je
odrazom variability premenných (genetických i environmentálnych), ktorých odlǐsnosti spôsobia, že sa
populácie v rozptyle tohto znaku ĺı̌sia. Populácie s väčš́ım rozptylom daného znaku môžu byt’, napr.
vo vel’kej, reprodukčne málo obmedzenej populácii, ovplyvnené väčšou mierou genetického polymor-
fizmu a väčšou genetickou variabilitou. Väčš́ı rozptyl stranových rozdielov párových znakov (vyššia
miera fluktuačnej asymetrie) zas môže na úrovni populácie indikovat’ vyššiu vývinovú nestabilitu je-
dinca a horšie životné podmienky celej populácie. Znaky s malým rozptylom boli v evolúcii – alebo ešte
aktuálne sú – pod silným vplyvom stabilizujúcej selekcie (u človeka napr. znaky súvisiace s bipédiou).
Ak napŕıklad populácia žije v prostred́ı so špecifickými, úzko definovanými zdrojmi, ktoré obmedzujú
výber jedincov na tých s vlastnost’ami najvýhodneǰsie prispôsobenými danému prostrediu, či už me-
chanizmom selekcie sociálnej (pohrebisko vojakov vyberaných do jednotky na základe výšky postavy),
selekcie pŕırodnej alebo migrácie (migrujú len jedinci s určitými vlastnost’ami), stredná hodnota sledo-
vaného znaku sa posunút’ nemuśı, hodnota rozptylu sa však zńıži. Podobným spôsobom ako uvedené
systematické vplyvy môže rozptyl zńıžit’ aj náhodné zmenšenie vel’kosti populácie (evolučné javy známe
ako efekt zakladatel’a (founder effect), efekt hrdla fl’aše (bottleneck effect)).

Okrem biologických premenných však rozptyl vel’mi ovplyvňuje tiež spôsob vzniku vzorky (náhod-
ný výber) a rôzne nenáhodné vplyvy vzorkovania. Ak je napŕıklad kostrové pohrebisko usporiadané
na základe pŕıbuzenských prinćıpov, je možné, že vzorka záchranného výskumu z jednej obmedzenej
časti pohrebiska bude obsahovat’ vel’ký podiel pŕıbuzných jedincov s menš́ım rozptylom silno dedičných
znakov. Vzhl’adom na to, že informácie o všetkých faktoroch (biologických a metodických) potenciálne
ovplyvňujúcich výsledný rozptyl bývajú pri popise vzorky publikované zriedkavo, interpretácia testom
zistených rozdielov v rozptyle býva nel’ahká. Môže totiž ı́st’ bud’ o jasné biologické rozdiely medzi
populáciami, alebo metodické nezrovnalosti, alebo, a to je v reálnej situácii najpravdepodobneǰsie,
o nejakú kombináciu oboch skuṕın pŕıčin.

Nech X ∼ N(μ, σ2). Majme dvojice hypotéz H01 : σ2 = σ2
0 oproti H11 : σ2 �= σ2

0 , H02 : σ2 ≤ σ2
0 oproti

H12 : σ2 > σ2
0 , H03 : μ ≥ σ2

0 oproti H13 : σ2 < σ2
0 , ktoré chceme testovat’.

Ak H0 plat́ı, potom

FW =
(n − 1) S2

σ2
0

D
∼ χ2

n−1,

kde S2 = 1
n−1

∑n
i=1

(
Xi − X

)2
a rozdelenie χ2

df , kde df = n − 1, sa nazýva centrálne χ2-
rozdelenie s df = n− 1 stupňami vol’nosti. FW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo
χ2-̌statistika) a test jednovýberový χ2-test o rozptyle σ2.
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Chceme nájst’ kritickú hodnotu d�
S za platnosti H02, tak aby platilo Pr

(
S2 < d�

S |H02

)
= α. Teda

α = Pr

(
(n − 1) S2

σ2
0

< d�
S

n − 1
σ2

0

|H02

)

= Pr

(

FW < d�
S

n − 1
σ2

0

|H02

)

a z toho vyplýva, že d�
S = χ2

n−1 (1 − α) σ2
0

n−1 . Ak H02 neplat́ı, t.j. skutočný rozptyl je σ2
1 (plat́ı H12),

potom chceme nájst’ pravdepodobnost’ zamietnutia H02 (silu testu). To je pravdepodobnost’, že S2

neprekroč́ı d�
S , teda

Pr
(
S2 < d�

S |H12

)
= Pr

(
(n − 1) S2

σ2
1

< d�
S

n − 1
σ2

1

|H12

)

= Pr

(

F
(alt)
W <

σ2
0

σ2
1

χ2
n−1 (1 − α) |H12

)

,

kde F
(alt)
W = (n−1)S2

σ2
1

.

Chceme nájst’ kritickú hodnotu h�
S za platnosti H03, tak aby platilo Pr

(
S2 < h�

S |H03

)
= 1−α. Teda

1 − α = Pr

(
(n − 1) S2

σ2
0

< h�
S

n − 1
σ2

0

|H03

)

= Pr

(

FW < h�
S

n − 1
σ2

0

|H03

)

a z toho vyplýva, že h�
S = χ2

n−1 (α) σ2
0

n−1 . Ak H03 neplat́ı, t.j. skutočný rozptyl je σ2
1 (plat́ı H13), potom

chceme nájst’ pravdepodobnost’ zamietnutia H03 (silu testu). To je pravdepodobnost’, že S2 prekroč́ı
h�

S , teda

Pr
(
S2 > h�

S |H13

)
= Pr

(
(n − 1) S2

σ2
1

> h�
S

n − 1
σ2

1

|H13

)

= Pr

(

F
(alt)
W >

σ2
0

σ2
1

χ2
n−1 (α) |H13

)

.

Ak by sme chceli nájst’ kritické hodnoty dS a hS pre test H01 oproti H11, použili by sme podobnú
úvahu ako vyššie.

Pŕıklad 193 Odvod’te vzorec na výpočet kritických hodnôt dS a hS pre H01.

Defińıcia 55 (Kritický obor a silofunkcia FW testu o σ2) Kritický obor a silofunkcia sú de-
finované (za platnosti dα/2 = χ2

n−1 (1 − α/2) , hα/2 = χ2
n−1 (α/2), dα = χ2

n−1 (1 − α) a hα =
χ2

n−1 (α)) nasledovne:

H0 H1 W 1 − β
(
σ2

)

σ2 = σ2
0 σ2 �= σ2

0 W1 =
{
FW ;FW /∈

(
dα/2, hα/2

)}
1 − Pr

(
σ2
0

σ2 dα/2 < F
(alt)
W <

σ2
0

σ2 hα/2

)

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0 W2 = {FW ;FW ≥ hα} Pr
(
F

(alt)
W ≥ σ2

0
σ2 hα

)

σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0 W3 = {FW ;FW ≤ dα} Pr
(
F

(alt)
W ≤ σ2

0
σ2 dα

)

Pŕıklad 194 (silofunkcia) Nakreslite v do jedného obrázka silofunkcie 1 − β(σ2) pri α = 0.05
a n = 10, 20, 30, 40 a 50. Rozumne zvol’te podiel σ2/σ2

0, ktorý bude na osi x. Obrázky vytvorte pre (a)
H11, (b) H12 a (c) H13. Riešenie pozri na obrázku 6.6.

Defińıcia 56 (p-hodnota FW testu o σ2) Nech FW je nejaká testovacia štatistika a Fobs =
(n−1)s2

σ2
0

je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu
poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2min(Pr(FW ≤ Fobs|H01),Pr(FW ≥ Fobs|H01)), ak H11 : σ2 �= σ2
0

Pr(FW ≥ Fobs|H02), ak H12 : σ2 > σ2
0

Pr(FW ≤ Fobs|H03), ak H13 : σ2 < σ2
0
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Obr. 6.6: Silofunkcie asymptotického testu o σ2 pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

Defińıcia 57 (Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre σ2) Waldove 100 × (1 − α)% empi-
rické IS pre σ2 pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

σ2 = σ2
0 σ2 �= σ2

0 CS1−α =
{

σ2
0 : σ2

0 ∈
(

(n−1)s2

Hα/2
, (n−1)s2

Dα/2

)}

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0 CS1−α =
{

σ2
0 : σ2

0 ∈
(

(n−1)s2

Hα
,∞

)}

σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0 CS1−α =
{

σ2
0 : σ2

0 ∈
(
0, (n−1)s2

Dα

)}

Pŕıklad 195 (horná hranica IS pre 2) Nech X ∼ N(μ, σ2), μ = 0 a σ2 = 4. Vypoč́ıtajte v

hornú hranicu pravostranného (horného) 95% JIS pre σ2, t.j. (n−1)s2

χ2
n−1(1−α)

, ak n = 20 a s2 = 4.

Riešenie (aj v )

Pr
(

(n−1)S2

χ2
n−1(1−α)

< (n−1)s2

χ2
n−1(1−α)

)
= 1 − α, kde χ2

n−1 (1 − α) = 10.117, n = 20 a α = 0.05. Potom

(n−1)s2

χ2
n−1(1−α)

= 7.512.

887 n <− 20
888 a l f a <− . 05
889 HH <− (n−1)∗4/ qch i sq ( a l f a , df=n−1) # 7.512099

Pŕıklad 196 (MC odhad koeficientu spol’ahlivosti 1 − α) Vypoč́ıtajte v MC odhad koeficientu
spol’ahlivosti (pravdepodobnosti pokrytia) pre pravostranný (horný) 95% JIS pre σ2 pri M = 1000
a n = 20. Tento JIS je ekvivalentný s testom H02 oproti H12. (a) Nech X ∼ N(0, 4), (b) X ∼ χ2(2)
a (c) X ∼ [pN(0, 4) +(1 − p)N(0, 9)], kde p = 0.9.

Riešenie v
(a)

890 M <− 1000
891 n <− 20
892 a l f a <− . 05
893 HH <− r e p l i c a t e (M, exp r={
894 x <− rnorm (n , mean=0, sd=2)
895 (n−1) ∗ var ( x )/ qch i sq ( a l f a , df=n−1)
896 })
897 sum (HH>4) # 953
898 a l f a . hat <− mean (HH>4) # 0.953
899 SE . a l f a . hat <− s q r t ( a l f a . hat∗(1− a l f a . hat )/M) # 0.006692608
900 a l f a . hat+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗SE . a l f a . hat # 0.9398827 0.9661173

(a) Empirický koeficient spol’ahlivosti 1 − α̂ = 0.953 a ̂SE[1 − α̂] =
√

α̂(1 − α̂)/M = 0.0067. 95% DIS
pre 1 − α je rovný (d, h) = (0.940, 0.966). Tento DIS obsahuje skutočnú hodnotu 1 − α = 0.95.

(b) Empirický koeficient spol’ahlivosti 1 − α̂ = 0.788 a ̂SE[1 − α̂] =
√

α̂(1 − α̂)/M = 0.013. 95% DIS
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pre 1 − α je rovný (d, h) = (0.763, 0.813). Tento DIS neobsahuje skutočnú hodnotu 1 − α = 0.95.

(c) Empirický koeficient spol’ahlivosti 1 − α̂ = 0.966 a ̂SE[1 − α̂] =
√

α̂(1 − α̂)/M = 0.0057. 95% DIS
pre 1 − α je rovný (d, h) = (0.955, 0.977). Tento DIS neobsahuje skutočnú hodnotu 1 − α = 0.95.

Minimálny rozsah n pre nejaký podiel σ2
0

σ2 (pri nejakom α a β) vypoč́ıtame iteračne pomocou
nasledovných rovnost́ı:

χ2
n−1(1−β)

χ2
n−1(α/2)

≈ σ2
0

σ2 za platnosti H11;
χ2

n−1(1−β)

χ2
n−1(α)

= σ2
0

σ2 za platnosti H12;
χ2

n−1(β)

χ2
n−1(1−α)

= σ2
0

σ2 za platnosti H13.

Pri obojstrannej alternat́ıve ide o približný výpočet, kedy sa zanedbáva čast’ sily, ktorá predstavuje
obsah pod dolnou kritickou hodnotou.

Pŕıklad 197 (minimálny rozsah súboru) Vypoč́ıtajte v minimálny rozsah náhodného výberu

pre test H03 : σ2 ≥ σ2
0 oproti H13 : σ2 < σ2

0 pri α = 0.05 a 1 − β = 0.8, ak podiel σ2
0

σ2 je rovný (a) 1.1,
(b) 1.5 a (c) 5.

Test pomerom vierohodnosti pre σ2.

Majme H01 oproti H11. Nech X ∼ N(μ, σ2), kde θ = (μ, σ2)T . Funkcia vierohodnosti je rovná

L(θ|x) = (2πσ2)−n/2 exp

(

−
1

2σ2

n∑

i=1

(xi − μ)2
)

.

MLE θ je rovný

θ̂ = (x, σ̂2)T =

(
1
n

n∑

i−1

xi,
1
n

n∑

i=1

(xi − x)2
)

,

t.j. Θ1 = {θ : σ2 �= σ2
0}. Za platnosti H01 je θ0 = (x, σ2

0)T , t.j. Θ0 = {θ : σ2 = σ2
0}. Potom −1 krát

prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x)) = l
(
θ̂|x

)
− l (θ0|x)

=

(

−
n

2
(ln(2π) + ln σ̂2 +

σ̂2

σ̂2
)

)

−

(

−
n

2
(ln(2π) + ln σ2

0 +
σ̂2

σ2
0

)

)

=
n

2

(
σ̂2

σ2
0

− 1 − ln(
σ̂2

σ2
0

)

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X))
D
∼ χ2

1, kde H0

bude zamietnutá pre malé alebo vel’ké hodnoty podielu σ̂2

σ2
0
.

Dá sa ukázat’, že podiel σ̂2

σ2
0

je rastúcou funkciou Fobs = nσ̂2

σ2
0

a potom

uLR = −2 ln (λ (x)) ≈ Fobs − n

(

1 + ln

(
Fobs

n

))

.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre σ2 bude mat’ tvar

CS1−α =
{
σ2

0 : ULR < χ2
1 (α)

}
.
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Majme H02 oproti H12. Potom uLR = 0 ak σ̂2

σ2
0
≤ 1 a uLR ≈ Fobs − n(1 + ln

(
Fobs

n

)
pre σ̂2

σ2
0

> 1.

Majme H03 oproti H13. Potom uLR = 0 ak σ̂2

σ2
0
≥ 1 a uLR ≈ Fobs − n(1 + ln

(
Fobs

n

)
pre σ̂2

σ2
0

< 1.

Pŕıklad 198 (test rozptylu σ2) Majme dáta one-sample-variance-skull-mf.txt a premennú dĺ̌zku lebky
skull.L v mm starovekej egyptskej mužskej populácie, o ktorej predpokladáme, že má normálne rozde-
lenie N(μ, σ2). (a) Otestujte hypotézu o zhode rozptylu dĺ̌zky lebky tejto populácie s rozptylom dĺ̌zky
lebky novovekej egyptskej mužskej populácie 7.5262 na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte
100 × (1 − α)% empirický DIS pre rozptyl dĺ̌zky lebky, kde koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95.
Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku FW , (2) testovaciu štatistiku pomeru vierohodnosti ULR

a DIS prislúchajúce (1) a (2).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: rozptyl d́lžky lebky starovekej egyptskej mužskej po-
pulácie je zhodný s rozptylom dĺžky lebky novovekej egyptskej mužskej populácie oproti H1:
rozptyl d́lžky lebky starovekej egyptskej mužskej populácie nie je zhodný s rozptylom dĺžky
lebky novovekej egyptskej mužskej populácie.

• matematická formulácia – H0 : σ2 = σ2
0 oproti H1 : σ2 �= σ2

0 , kde σ0 = 7.5262.

2. Testovacia štatistika – Rozptyl σ2 nepoznáme, a preto ho muśıme odhadnút’. Jeho odhadom je
s2 = 40.582 (smerodajná odchýlka s = 6.370).

901 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−va r i a n c e−s k u l l−mf . t x t ” , heade r=TRUE)
902 attach (DATA)
903 x <− na . omit ( s k u l l . L [ s ex==”m” ] )
904 n <− l eng th ( x ) # 217
905 r o z p t y l <− var ( x ) # 40.58197
906 smerodch <− sd ( x ) # 6.370398

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika Fobs = (n−1)s2

σ2
0

.
= 217×6.3702

7.5262

.
= 154.76.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR = Fobs − n
(
1 + ln(Fobs

n )
)
, kde Fobs = ns2

σ2
0

, t.j.

ked’že Fobs
.
= 217×6.3702

7.5262

.
= 155.476, potom uLR

.
= 155.476 − 217(1 + ln( 155.476

n ))
.
= 10.825.

907 s igma0 . sq <− 7.526ˆ2 # 56.64068
908 F . obs <− (n−1)∗ r o z p t y l / s igma0 . sq # 154.7599
909 Fs t a r . obs <− n∗ r o z p t y l / s igma0 . sq # 155.4764
910 uLR . obs <− Fs t a r . obs−n∗(1+ l og ( F s t a r . obs /n ) ) # 10.82495

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty χ2(1 − α)

.
= 177.189 a χ2(α)

.
= 258.597;

kritický obor W1 = (−∞,−1.971) ∪ (1.971,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (3.841,∞).

911 c h i s q . k r i t . d <− qch i sq ( 0 . 025 , df=n−1) # 177.189
912 c h i s q . k r i t . h <− qch i sq ( 0 . 975 , df=n−1) # 258.5971
913 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre σ2:

(d, h) =
(

(n−1)s2

χ2
n−1(α/2)

, (n−1)s2

χ2
n−1(1−α/2)

)
.
= (33.897, 49.471).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre σ2:
CS0.95 =

{
σ2

0 : uLR(σ2
0) < χ2

1 (α)
} .

= (33.815, 49.280).
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914 DH.W <− (n−1)∗ r o z p t y l / c h i s q . k r i t . h # 33.89715
915 HH.W <− (n−1)∗ r o z p t y l / c h i s q . k r i t . d # 49.47094
916 min . s igma . sq <− 0 .01
917 max . s igma . sq <− 2
918 p o d i e l . i <− seq (min . s igma . sq , max . s igma . sq , by=0.0001)
919 s igma0 . sq . i <− r o z p t y l / p o d i e l . i
920 Fs t a r . obs . i <− n∗ p o d i e l . i
921 uLR . i <− Fs t a r . obs . i−n∗(1+ l og ( F s t a r . obs . i /n ) )
922 IS . LR <− range ( s igma0 . sq . i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # 33.81549 49.27986

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(F ≥ Fobs|H0) = 2Pr(F ≥ 154.760|H0)

.
= 0.001.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 10.825|H0)

.
= 0.001.

923 p . hodn .W <− 2∗( pch i sq (F . obs , df=n−1)) # 0.00115558
924 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.001001415

H0 na hladine významnosti zamietame, pretože (1) testovacia štatistika patŕı kritickému oboru,
(2) σ2

0 = 56.641 nepatŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je menšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Zamietame nulovú hypotézu o tom, že rozptyl dĺžky lebky starovekej egyptskej
mužskej populácie je zhodný s rozptylom dĺžky lebky novovekej egyptskej mužskej populácie.

7. Antropologický záver – Hodnota rozptylu d́lžky lebky novovekej egyptskej populácie je šta-
tisticky významne vyššia než v starovej egyptskej populácii. Rozdiely v rozptyloch môžu byt’
dôsledkom skutočných biologických rozdielov vo variabilite v dĺžke lebky v dôsledku odlǐsného
zloženia populácie v priebehu času – ak staroveká populácia bola celkovo menšia a v menš́ıch
skupinách sú si jedinci podobneǰśı, tak variabilita je nižšia. Nulová hypotéza však môže byt’
zamietnutá aj z dôvodu odlǐsného vzorkovania a v pŕıpade kostrových séríı aj z dôvodu obmedzenej
reprezentat́ıvnosti a celistvosti dát a d’aľśıch okolnost́ı, ktoré sa spájajú s výskumom minulých
populácíı z kostrových pozostatkov.

Pŕıklad 199 (test rozptylu σ2) Majme dáta one-sample-variance-skull-mf.txt a premennú š́ırku lebky
skull.B v mm starovekej egyptskej mužskej populácie, o ktorej predpokladáme, že má normálne rozde-
lenie N(μ, σ2). (a) Otestujte hypotézu o zhode rozptylu š́ırky lebky tejto populácie s rozptylom š́ırky
lebky novovekej egyptskej mužskej populácie 6.4112 na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte
100 × (1 − α)% empirický DIS pre rozptyl š́ırky lebky, kde koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95.
Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku FW , (2) testovaciu štatistiku pomeru vierohodnosti ULR

a DIS prislúchajúce (1) a (2).

6.3 Asymptotické testy o korelačnom koeficiente

Korelačná analýza slúži na hodnotenie sily závislosti medzi dvoma spojitými premennými. Korelačný
koeficient vyjadruje mieru asociácie. Vyjadruje však iba mieru lineárneho vzt’ahu, a pokial’ je závislost’
medzi premennými nelineárna, nemuśı vzt’ah popisovat’ správne alebo ho neodhaĺı vôbec. V biologickej
antropológii existuje celý rad situácíı, v ktorých je potrebné zistit’ existenciu, mieru (vel’kost’) a smer
(kladná, záporná) lineárnej závislosti medzi dvoma premennými. Klasickou situáciou je sledovanie
vzt’ahu celku a jeho čast́ı (napr. zistenie vzt’ahu výšky postavy a d́lžky končatiny), hl’adanie väzby
medzi faktorom považovaným za efektor metabolického alebo ontogenetického procesu a jeho pro-
duktom/dopadom (hladina prenatálneho testosterónu a miera agresivity v dospelosti) alebo hl’adanie
súvislost́ı medzi nejakým faktorom prostredia a vel’kost’ou, tvarom a zložeńım l’udského tela (napr.
medzi energetickým obsahom stravy a indexom telesnej hmotnosti (BMI)). Korelácia hodnoteného
znaku medzi dvojčatami je tiež základom výpočtu heritability (dedivosti). Korelačné koeficienty týchto
súvislost́ı sú často publikovanými ukazovatel’mi a možno ich využit’ na štatistické porovnanie pub-
likovaných výsledkov s koreláciami nášho výskumu. Pri použit́ı korelačného koeficientu je potrebné
pamätat’ na to, že vyjadruje mieru štatistickej závislosti a nie mieru biologickej pŕıčinnej (kauzálnej)
závislosti. Bez d’aľśıch údajov nie je možné z korelačného koeficientu vypoč́ıtaného z dát źıskaných po-
zorovańım (neexperimentálne) zistit’ mechanizmus, či spolu korelované znaky priamo súvisia, alebo ich
korelácia vzniká pod vplyvom neznámej vlastnosti tretej (mätúcej premennej), ktorou často býva ne-
jaká generalizovaná, všetko ovplyvňujúca vlastnost’, napr. vel’kost’ tela. Pokial’ spolu vlastnosti priamo
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súvisia, nie je možné len na základe korelačného koeficientu zistit’, v akom zmysle, t.j. ktorý znak je
pŕıčina a ktorý dôsledok. Tiež treba mat’ na pamäti, že celý rad pŕıčinných biologických väzieb a pro-
cesov v l’udskom tele prebieha nelineárne. Napŕıklad procesy vývoja a rastu l’udského tela sú zložitým
ret’azcom mnohých odlǐsne prebiehajúcich fáz a sledovanie súvislost́ı dvoch znakov v priebehu rastu
pomocou lineárneho koeficientu korelácie môže poskytnút’ falošnú predstavu o miere závislosti.

Korelačný koeficient ρ ∈ �−1, 1� meria silu nekauzálneho lineárneho vzt’ahu (asociácie, závislosti)
dvoch spojitých premenných X a Y pochádzajúcich z dvojrozmerného normálneho rozdelenia, t.j.
(X,Y )T ∼ N2(μ,Σ), kde tieto predstavujú (1) dve rôzne premenné, (2) párovú pemennú alebo (3)
jednu premennú z dvoch rôznych časových bodov. Pri interpretácii tohoto vzt’ahu je dôležité zamerat’
sa nielen na vel’kost’ ale aj znamienko ρ, kde

• 0 predstavuje nulovú (žiadnu) asociáciu medzi dvoma premennými,

• ±1 predstavuje perfektnú asociáciu medzi dvoma premennými,

• kladné č́ıslo predstavuje pozit́ıvnu asociáciu (ked’ rastú hodnoty jednej premennej, rastú aj
hodnoty druhej premennej),

• záporné č́ıslo predstavuje negat́ıvnu asociáciu (ked’ rastú hodnoty jednej premennej, hodnoty
druhej premennej klesajú).

V pŕırodných vedách sa zauž́ıvala nasledovná interpretácia |ρ|:

• |ρ| ∈ �0, 0.4) – žiadna alebo takmer žiadna asociácia,

• |ρ| ∈ �0.4, 0.6) – slabá asociácia,

• |ρ| ∈ �0.6, 0.8) – mierna asociácia,

• |ρ| ∈ �0.8, 1� – silná asociácia.

V sociálnych vedách sa zauž́ıvala nasledovná interpretácia |ρ|:

• |ρ| ∈ �0, 0.15) – žiadna alebo takmer žiadna asociácia,

• |ρ| ∈ �0.15, 0.3) – slabá asociácia,

• |ρ| ∈ �0.3, 0.5) – mierna asociácia,

• |ρ| ∈ �0.5, 0.6) – dost’ (celkom) silná asociácia,

• |ρ| ∈ �0.6, 0.8) – silná asociácia,

• |ρ| ∈ �0.8, 1� – vel’mi silná asociácia.

Označme odhad ρ ako ρ̂ = r. Potom rozlǐsujeme tri typy korelačných koeficientov r = r(x, y) podl’a
typu premenných (Mardia, 1976; Mardia a Jupp, 2000; Jammalamadaka a Lund, 2006)

1. klasický/lineárny Pearsonov korelačný koeficient (lineárna−lineárna premenná), kde

r =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)

(n − 1)sxsy
=

1
n − 1

n∑

i=1

(
xi − x

sx

)(
yi − y

sy

)

,

kde s2
x = 1

n−1

∑n
i=1(xi − x)2 a s2

y = 1
n−1

∑n
i=1(yi − y)2.

2. lineárno-uhlový Pearsonov korelačný koeficient (lineárna−uhlová premenná), kde

r =

√
r2
xc + r2

xs − 2rxcrxsrcs

1 − r2
cs

,

x je lineárna a y uhlová premenná meraná v radiánoch (1 rad
.
= 180

π = 57.3 stupňa; uhol v radiánoch
= uhol v stupňoch × π/180), rxc = r(x, cos y), rxs = r(x, sin y) a rsc = r(cos y, sin y);
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3. uhlový Pearsonov korelačný koeficient (uhlová−uhlová premenná), kde

r =

∑n
i=1 sin(xi − x) sin(yi − y)

√∑n
i=1 sin2(xi − x) sin2(yi − y)

,

x a y sú uhlové premenné merané v radiánoch1, kvadrant špecifický priemerný uhol

x =






arctan(
∑n

i=1 sin xi∑
n
i=1 cos xi

)
, ak

∑n
i=1 cos xi ≥ 0,

arctan(
∑n

i=1 sin xi∑n
i=1 cos xi

)
+ π, ak

∑n
i=1 cos xi < 0,

nedefinované, ak
√

(
∑n

i=1 sin xi)2 + (
∑n

i=1 cos xi)2 = 0.

Podobne definujeme aj y.

Korelačný koeficient má asymptoticky normálne rozdelenie, t.j. R ∼ N
(
ρ,

(
1 − ρ2

)2
/ (n − 1)

)
. Kon-

vergencia k normalite je však pomalá, preto sa použ́ıva Fisherova Z-premenná (rýchleǰsie konver-
gujúca k normalite)

ZR =
1
2

ln
1 + R

1 − R
,ZR

D
∼ N

(
1
2

ln
1 + ρ

1 − ρ
,

1
n − 3

)

,

kde n > 3. Odporúča sa uvažovat’ o ZR ako o normálnej premennej už pre n ≥ 10, ak ρ nie je bĺızko
±1.

Majme dvojice hypotéz H01 : ρ = ρ0 oproti H11 : ρ �= ρ0, H02 : ρ ≤ ρ0 oproti H12 : ρ > ρ0,
H03 : ρ ≥ ρ0 oproti H13 : ρ < ρ0, ktoré chceme testovat’.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
√

n − 3 (ZR − ξ0)
D
∼ N (0, 1) ,

kde ξ0 = 1
2 ln 1+ρ0

1−ρ0
. ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika a test jednovýberový Z-test

o korelačnom koeficiente ρ.

Defińıcia 58 (Kritický obor a silofunkcia ZW testu o ρ) Kritický obor a silofunkcia (za plat-
nosti ξ = 1

2 ln 1+ρ
1−ρ) sú definované nasledovne (pozri obrázok 6.7):

H0 H1 W 1 − β (ξ)
ρ = ρ0 ρ �= ρ0 W1 =

{
ZW ; |ZW | ≥ uα/2

}
1 − Φ

(
uα/2 −

√
n − 3 |ξ0 − ξ|

)

ρ ≤ ρ0 ρ > ρ0 W2 = {ZW ;ZW ≥ uα} 1 − Φ
(
uα +

√
n − 3 (ξ0 − ξ)

)

ρ ≥ ρ0 ρ < ρ0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −uα} 1 − Φ
(
uα −

√
n − 3 (ξ0 − ξ)

)

Defińıcia 59 (p-hodnota ZW testu o ρ) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika a zW je
jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame na-
sledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : ρ �= ρ0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : ρ > ρ0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : ρ < ρ0

Defińıcia 60 (Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS pre ξ a IS pre ρ) Ked’̌ze
Pr

(√
n − 3 |ZR − ξ| ≤ u (α/2)

)
= 1 − α, potom Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS pre ξ má

tvar

CS1−α =

{

ξ0; ξ0 ∈

(

zR −
uα/2√
n − 3

, zR +
uα/2√
n − 3

)}

.

Vieme, že ρ = tanh (ξ) je monotónna funkcia ξ. Potom môžeme ṕısat’ spätne transformované Wal-
dove 100 × (1 − α)% empirické IS pre ρ ako:

1Rozptyl uhlovej premennej definujeme ako 1 − 1
n

√
(
∑n

i=1 sin xi)2 + (
∑n

i=1 cos xi)2 ∈ �0, 1�.
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−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

si
lo

fu
nk

ci
a

n= 10
n= 20
n= 30
n= 40
n= 50

ρ − ρ0
H11 : ρ − ρ0 ≠ 0, ρ0 = 0, α = 0.05

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

si
lo

fu
nk

ci
a

n= 10
n= 20
n= 30
n= 40
n= 50

ρ − ρ0
H12 : ρ − ρ0 > 0, ρ0 = 0, α = 0.05

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

si
lo

fu
nk

ci
a

n= 10
n= 20
n= 30
n= 40
n= 50

ρ − ρ0
H13 : ρ − ρ0 < 0, ρ0 = 0, α = 0.05

Obr. 6.7: Silofunkcie asymptotického testu o ρ pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

ρ = ρ0 ρ �= ρ0 CS1−α =
{

ρ0 : ρ0 ∈
(
tanh

[
zR −

uα/2√
n−3

]
, tanh

[
zR +

uα/2√
n−3

])

ρ ≤ ρ0 ρ > ρ0 CS1−α =
{

ρ0 : ρ0 ∈
(
tanh

[
zR − uα√

n−3

]
, 1

)}

ρ ≥ ρ0 ρ < ρ0 CS1−α =
{

ρ0 : ρ0 ∈
(
−1, tanh

[
zR +

uα/2√
n−3

])}

Pŕıklad 200 (DIS pre ρ použit́ım Fisherovej Z-premennej) Naprogramujte DIS pre ρ.

Riešenie v
925 ” ISko r ” <− f u n c t i o n ( x , y , con f . l e v e l =0.95){
926 z <− atanh ( cor ( x , y ) )
927 n <− l eng th ( x )
928 a <− qnorm(1−(1−con f . l e v e l ) /2)/ (n−3)ˆ0 .5
929 IS . x i <− c ( z−a , z+a )
930 IS <− tanh ( IS . x i )
931 r e t u rn ( IS )
932 }

Majme H11. Použit́ım Fisherovej Z-premennej pre nejaký rozdiel ξ − ξ0, α a β bude minimálny
rozsah n definovaný ako

n ≥ 3 +

(
uα/2 + uβ

ξ − ξ0

)2

.

Pre H12 a H13 zameńıme uα/2 za uα.

Pŕıklad 201 (minimálny rozsah n) Vypoč́ıtajte minimálny rozsah n pre ρ = 0.1, 0.2, . . . , 0.9, ρ0 =
0 pri α = 0.05, 1 − β = 0.8 a obojstrannej alternat́ıve H11.

Riešenie (pozri tabul’ku 6.1)

Tabul’ka 6.1: Minimálne rozsahy n pri vybraných rozdieloch ρ a ρ0, kde ρ0 = 0

ρ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
n 783 194 85 47 30 20 14 10 7

Pŕıklad 202 (minimálny rozsah n) Vypoč́ıtajte minimálny rozsah n pre ρ = 0.1, 0.2, . . . , 0.9, ρ0

vždy o 0.1 menšie ako ρ, pri α = 0.05, β = 0.8 a obojstrannej alternat́ıve H11.
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Tabul’ka 6.2: Minimálne rozsahy n pri vybraných rozdieloch ρ a ρ0 spolu s rozdielom zR − ξ0, ktorý je funkciou ρ a ρ0

ρ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
ρ0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

zR − ξ0 0.1003 0.1024 0.1068 0.1141 0.1257 0.1438 0.1742 0.2313 0.3736
n 783 752 692 606 501 383 262 150 60

Riešenie (pozri tabul’ku 6.2)

Jednovýberový t-test o korelačnom koeficiente ρ v (funkcia cor.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. dáta x a y;

2. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je conf.level=.95;

3. metóda method=”pearson” (prednastavené);

4. formulácia alternat́ıvy alternative=”two.sided” je prednastavené, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”.

Výstupy funkcie:

1. názov použitého testu method;

2. testovacia štatistika statistic;

3. stupne vol’nosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;

5. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spol’ahlivosti conf.int (vypoč́ıtaný na základe Fisherovej Z -premennej);

7. bodový odhad (korelačný koeficient) estimate.

Test pomerom vierohodnosti pre ρ.

Majme H01 oproti H11. Nech (X,Y )T ∼ N2(μ,Σ), kde θ = (μ1, μ2, σ
2
1 , σ2

2 , ρ)T . Logaritmus funkcie
vierohodnosti bude mat’ tvar

l(θ|x,y) = −n ln
(
2πσ1σ2

√
1 − ρ2

)

−
1

2(1 − ρ2)

(∑n
i=1(xi − μ1)2

σ2
1

− 2ρ

∑n
i=1(xi − μ1)(yi − μ2)

σ1σ2
+

∑n
i=1(yi − μ2)2

σ2
2

)

.

MLE θ̂ = (μ̂1, μ̂2, σ̂
2
1 , σ̂2

2 , ρ̂)T , kde

μ̂1 = x, μ̂2 = y, σ̂2
1 =

1
n

n∑

i=1

(xi − x)2, σ̂2
2 =

1
n

n∑

i=1

(yi − y)2, ρ̂ =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)

nσ̂1σ̂2
.

t.j. Θ1 = {θ : ρ �= 0}. Za platnosti H01 je θ0 = (μ̂1, μ̂2, σ̂
2
1 , σ̂2

2 , 0)T , t.j. Θ0 = {θ : ρ = 0}. Potom −1
krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x,y)) = l(θ̂|x,y) − l (θ0|x,y)

=
(
−n ln(2πσ̂1σ̂2) −

n

2
ln(1 − ρ̂2) − n

)
− (−n ln(2πσ̂1σ̂2) − n)

= −
n

2
ln(1 − ρ̂2).
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Z vyššie uvedeného je vidiet’, že − ln(λ(x,y)) rastúcou funkciou ρ̂2. Vieme, že testovacia štatistika

pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X,Y))
D
∼ χ2

1, kde H0 bude zamietnutá pre vel’ké hod-
noty |ρ̂|.

Ked’že plat́ı

TW =

√
n − 2R

√
1 − R2

D
∼ tn−2,

môžeme zaṕısat’ uLR pomocou tW . |tW | je rastúcou funkciou |ρ̂|, preto

uLR = −2 ln (λ (x,y)) = −n ln(1 − ρ̂2) = −n ln

(

1 −
t2W

t2W + (n − 2)

)

.

TW sa nazýva Waldova testovacia štatistika a test jednovýberový t-test o korelačnom
koeficiente ρ. Ak H0 neplat́ı, rozdelenie TW ako aj ρ̂, neexistuje v jednoduchej forme, a preto sa
použ́ıva normálna aproximácia pomocou Fisherovej Z-premennej spomenutá vyššie. Tiež je dôležité
upozornit’ na fakt, že ak sa ρ výrazne ĺı̌si od 0, konverguje jeho rozdelenie k normálnemu rozdeleniu
vel’mi pomaly. Ďaľsou nevýhodou je, že rozptyl ρ zaviśı na hodnote ρ (rozptyl ρ je funkciou ρ).

Ak ρ0 �= 0, TW nie je možné použit’. Rovnako nie je možné použit’ ULR na vytvorenie viero-
hodnostného IS. Preto muśıme vypoč́ıtat’ ULR pre nejaké ρ0. Nech θ0 = (μ̂1, μ̂2, σ̂

2
1 , σ̂2

2 , ρ0)T , kde

σ̃2
j =

σ̂2
j (1−ρ0ρ̂)

1−ρ2
0

, j = 1, 2. Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(x,y)) = l(θ̂|x,y) − l (θ0|x,y) = −
n

2
ln(1 − ρ̂2) −

n

2
ln(σ̂2

1σ̂2
2) +

n

2
ln(1 − ρ2

0) +
n

2
ln(σ̃2

1σ̃
2
2)

= −
n

2

(

ln(1 − ρ̂2) + ln(σ̂2
1 σ̂2

2) − ln

(

σ̂2
1σ̂

2
2

(
1 − ρ0ρ̂

1 − ρ2
0

)2
)

− ln(1 − ρ̂2
0)

)

a

uLR = −2 ln (λ (x,y)) = n

(

ln
(1 − ρ0ρ̂)2

(1 − ρ2
0)(1 − ρ̂2)

)

.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre ρ bude mat’ tvar

CS1−α =
{
ρ0 : ULR < χ2

1 (α)
}

.

Pŕıklad 203 (konvergencia ρ a ξ k normálnemu rozdeleniu) Urobte v simuláciu pseudoná-
hodných č́ısel z N2 (μ,Σ), kde μ1 = 0, μ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1 (pozri pŕıklad 87), kde n = 5, 10, 20, 50
a 100, M = 10000. Použite (a) ρ = 0, (b) ρ = 0.50 a (c) ρ = 0.9. Pre každé m = 1, 2, . . . ,M , vypoč́ıtajte
Pearsonov korelačný koeficient rm a Fisherovu Z-premennú zR,m. Zobrazte histogramy simulovaných
rm a zR,m a superponujte ich teoretickými hustotami prislúchajúcich normálnych rozdeleńı.

Pŕıklad 204 (test o korelačnom koeficiente ρ) Majme dáta one-sample-correlation-skull-mf.txt a
premenné najväčšia výška mozgovne skull.pH a morfologická výška tváre face.H (obe v mm) starove-
kej egyptskej mužskej populácie, o ktorých predpokladáme, že majú dvojrozmerné normálne rozdelenie
N2(μ,Σ). (a) Otestujte hypotézu o tom, že korelačný koeficient najväčšej výšky mozgovne a morfolo-
gickej výšky tváre je rovný 0.251. (b) Vypoč́ıtajte 100×(1−α)% empirický DIS pre korelačný koeficient,
kde koeficient spol’ahlivosti 1−α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku ZW , (2) testovaciu
štatistiku pomerom vierohodnosti ULR a DIS prislúchajúce (1) a (2). Výsledky Waldovho testu skontro-
lujte pomocou funkcie cor.test(). Porovnajte empirický DIS vypoč́ıtaný funkciou cor.test() s výsledkom
vypoč́ıtaným funkciou IScor().
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Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: korelačný koeficient najväčšej výšky mozgovne a mor-
fologickej výšky tváre v starovekej egyptskej mužskej populácii je rovný korelačnému koefi-
cientu 0.251 týchto dvoch premenných v novovekej egyptskej mužskej populácii oproti H1:
korelačný koeficient najväčšej výšky mozgovne a morfologickej výšky tváre v starovekej egypt-
skej mužskej populácii nie je rovný korelačnému koeficientu 0.251 týchto dvoch premenných
v novovekej egyptskej mužskej populácii.

• matematická formulácia – H0 : ρ = ρ0 oproti H1 : ρ �= ρ0, kde ρ0 = 0.251.

2. Testovacia štatistika – Korelačný koeficient ρ je neznámy, preto ho muśıme odhadnút’. Jeho
odhadom je ρ̂ = 0.331.
933 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−c o r r e l a t i o n−s k u l l . t x t ” , heade r=TRUE)
934 DATA <− na . omit (DATA)
935 attach (DATA)
936 n <− dim (DATA) [ 1 ] # 164
937 rho . hat <− cor ( s k u l l . pH , f a c e .H) # 0.3306431

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika zW =

√
n − 3 (zR − ξ0)

.
= 1.105.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 4.459 (ak H0 : ρ = 0).

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 1.242 (ak H0 : ρ = ρ0).

938 zR <− 1/2∗ l og ((1+ rho . hat )/(1− rho . hat ) ) # 0.3435501
939 rho0 <− 0 .251
940 x i 0 <− 1/2∗ l og ((1+ rho0 ) /(1− rho0 ) ) # 0.2564798
941 zW. obs <− s q r t (n−3)∗( zR−x i 0 ) # 1.104799
942 tW. obs <− s q r t (n−2)∗ rho . hat/ ( s q r t (1− rho . hat ˆ2) ) # 4.459204
943 uLR . obs <− −n∗ l og (1−tW. obs ˆ2/ (tW. obs ˆ2+(n−2)) ) # 18.98718
944 # tW. obs a an i uLR . obs n i e j e mozne pouz i t , l e bo rho0 sa nerovna 0
945 uLR . obs <− −n∗( l og ((1− rho0 ˆ2)∗(1− rho . hat ˆ2)/(1− rho0∗ rho . hat ) ˆ2) ) # 1.241757

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty u(1 − α/2)

.
= −1.960 a u(α/2)

.
= 1.960;

kritický obor W1 = (zmin, u(1 − α/2)) ∪ (u(α/2), zmax)
.
= (−∞,−1.960) ∪ (1.960,∞).

Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

946 z . k r i t . d <− qnorm ( 0 . 0 25 ) # −1.959964
947 z . k r i t . h <− qnorm ( 0 . 9 75 ) # 1.959964
948 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100(1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre ρ:
(d, h)

.
= (0.187, 0.461).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre ρ:
CS0.95 =

{
ρ0 : uLR(ρ0) < χ2

1 (α)
} .

= (0.188, 0.460).

949 I S z <− I S c o r ( s k u l l . pH , f a c e .H) # 0.1868617 0.4605561
950 rho . 0 i <− seq ( −0.999 ,0 .999 , by=0.0001)
951 uLR . i <− −n∗( l og ((1− r h o 0 i ˆ2)∗(1− rho . hat ˆ2)/(1− r h o 0 i∗ rho . hat ) ˆ2) )
952 IS . LR <− range ( rho . 0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # 0.1880 0.4596

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(ZW ≥ |10.334||H0)

.
= 0.269.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota = Pr(ULR ≥ 1.242|H0)
.
= 0.265.

953 p . hodn .zW <− 2∗(1−pnorm ( abs (zW. obs ) ) ) # 0.2692467
954 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.2651328

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) ρ0 = 0.251 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

170



KAPITOLA 6. TESTOVANIE HYPOTÉZ O JEDNOM PARAMETRI 6.3

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že korelačný koeficient najväčšej výšky
mozgovne a morfologickej výšky tváre v starovekej egyptskej mužskej populácii je rovný ko-
relačnému koeficientu 0.251 týchto dvoch premenných v novovekej egyptskej mužskej populácii.

7. Antropologický záver – Vo vzt’ahu týchto dvoch premenných sa staroveká a novoveká egyptská
populácia neĺı̌sia. Ani v jednej z nich sledované rozmery mozgovej a tvárovej časti lebky spolu
nesúvisia, čo naznačuje, že ide o samostatné vývinové moduly riadené počas ontogenézy inými
faktormi.

Riešenie pomocou funkcie cor.test() – touto funkciou nie je možné testovat’ inú H0 ako ρ = 0 (pri
všetkých troch alternat́ıvach). Môžeme ale pomocou nej vypoč́ıtat’ empirický DIS pre ρ, ktorý je iden-
tický s nami vypoč́ıtaným DIS (Waldov prinćıp).

955 Ttes t <− cor . t e s t ( s k u l l . pH , f a c e .H)
956 Ttes t $ con f . i n t # 0.1868617 0.4605561

Pŕıklad 205 (test o lineárno-uhlovom ρ) Naprogramujte v funkcie na výpočet (a) odhadu
lineárno-uhlového korelačného koeficientu a (b) 100×(1−α)% intervalu spol’ahlivosti lineárno-uhlového
ρ.

Riešenie v
957 ” l i n . uh l . r ” <− f u n c t i o n ( x , y ){
958 # x . . . l i n e a r n a premenna
959 # y . . . uh lova premenna v stupnoch
960 y . rad <− ( y∗p i )/180
961 y . cos <− cos ( y . rad )
962 y . s i n <− s i n ( y . rad )
963 r . xc <− cor ( x , y . cos )
964 r . x s <− cor ( x , y . s i n )
965 r . c s <− cor ( y . cos , y . s i n )
966 c i t a t e l <− r . xcˆ2+r . xsˆ2−2∗ r . xc∗ r . x s∗ r . c s
967 menovate l <− 1−r . c s ˆ2
968 r . xy <− s q r t ( c i t a t e l /menovate l )
969 r e t u rn ( r . xy )
970 }
971 ” ISko r . uh l ” <− f u n c t i o n ( r . xy , n , con f . l e v e l = 0 . 95 ){
972 z <− atanh ( r . xy )
973 a <− qnorm (1 − (1 − con f . l e v e l ) /2)/ ( n − 3) ˆ0 .5
974 IS . x i <− c ( z − a , z + a )
975 IS <− tanh ( IS . x i )
976 r e t u rn ( IS )
977 }

Pŕıklad 206 (test o lineárno-uhlovom ρ) Majme dáta lin-uhl-fm.txt a premenné basion-bregmatic-
ká výška lebky skull.H (v mm) a uhol, ktorý zvierajú ĺınie prechádzajúce bodom basion a pravostranným
a l’avostranným bodom porion base.A (v stupňoch) u mužov. (a) Otestujte hypotézu o tom, že korelačný
koeficient basion-bregmatickej výšky lebky a vyššie spomenutého uhla je rovný nule. (b) Vypoč́ıtajte
100 × (1 − α)% empirický DIS pre korelačný koeficient, kde koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95.
Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku ZW , (2) testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti ULR a
DIS prislúchajúce (1) a (2).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: korelačný koeficient basion-bregmatickej výšky lebky
a uhla, ktorý zvierajú ĺınie prechádzajúce bodom basion a pravostranným a l’avostranným bo-
dom porion u mužov je rovný nule oproti H1: korelačný koeficient basion-bregmatickej výšky
lebky a uhla, ktorý zvierajú ĺınie prechádzajúce bodom basion a pravostranným a l’avostranným
bodom porion u mužov nie je rovný nule.

• matematická formulácia – H0 : ρ = ρ0 oproti H1 : ρ �= ρ0, kde ρ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Korelačný koeficient ρ je neznámy, preto ho muśıme odhadnút’. Jeho
odhadom je ρ̂

.
= 0.662.
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978 DATA <− read . t a b l e ( ” l i n−uhl−fm . t x t ” , heade r=TRUE)
979 attach (DATA)
980 n .m <− l eng th ( s k u l l .H[ s ex==”m” ] ) # 40
981 rho . hat <− l i n . uh l . r ( s k u l l .H[ s ex==”m” ] , base .A[ s ex==”m” ] ) # 0.6618232

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika zW

.
= 4.842.

Testovacia štatistika t-testu tW
.
= 5.442.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 23.050.

982 zR <− 1/2∗ l og ((1+ rho . hat )/(1− rho . hat ) ) # 0.7960509
983 rho0 <− 0
984 x i 0 <− 1/2∗ l og ((1+ rho0 ) /(1− rho0 ) ) # 0
985 zW. obs <− s q r t ( n .m−3)∗( zR−x i 0 ) # 4.842188
986 tW. obs <− s q r t ( n .m−2)∗ rho . hat/ ( s q r t (1− rho . hat ˆ2) ) # 5.442137
987 uLR . obs <− −n .m∗ l og (1−tW. obs ˆ2/ (tW. obs ˆ2+(n−2)) ) # 23.05084

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty u(1 − α/2)

.
= −1.960 a u(α/2)

.
= 1.960;

kritický obor W1 = (zmin, u(1 − α/2)) ∪ (u(α/2), zmax)
.
= (−∞,−1.960) ∪ (1.960,∞).

t-test:
kritické hodnoty tn−2(1 − α/2) = t38(1 − 0.025)

.
= −2.024 a tn−2(α/2) = t38(0.025)

.
= 2.024;

kritický obor W1 = (tmin, tn−2(1 − α/2)) ∪ (tn−2(α/2), tmax) = (−∞,−2.024) ∪ (2.024,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

988 z . k r i t . d <− qnorm ( 0 . 0 25 ) # −1.959964
989 z . k r i t . h <− qnorm ( 0 . 9 75 ) # 1.959964
990 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=n .m−2) # −2.024394
991 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=n .m−2) # 2.024394
992 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100(1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre ρ:
(d, h)

.
= (0.441, 0.807).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre ρ:
CS0.95 =

{
ρ0 : uLR(ρ0) < χ2

1 (α)
} .

= (0.449, 0.804).

993 I S z . xy <− I S c o r . uh l ( rho . hat , n .m) # 0.4412925 0.8069653
994 rho . 0 i <− seq ( −0.999 ,0 .999 , by=0.0001)
995 uLR . i <− −n .m∗( l og ((1− rho . 0 i ˆ2)∗(1− rho . hat ˆ2)/(1− rho . 0 i ∗ rho . hat ) ˆ2) )
996 IS . LR <− range ( rho . 0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # 0.4492 0.8035

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota=2Pr(ZW ≥ |6.010||H0) < 0.0001
t-test: p-hodnota=2Pr(TW ≥ |6.723||H0) < 0.0001.
Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(ULR ≥ 23.050|H0) < 0.0001.
997 p . hodn .zW <− 2∗(1−pnorm ( abs (zW. obs ) ) ) # 1.854635 e−09
998 p . hodn . tW <− 2∗(1−pnorm ( abs (tW. obs ) ) ) # 1.774803 e−11
999 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 4.098731 e−09

H0 na hladine významnosti zamietame, pretože (1) testovacia štatistika patŕı kritickému oboru,
(2) ρ0 = 0 nepatŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je menšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Zamietame nulovú hypotézu o tom, že korelačný koeficient basion-bregmatickej
výšky lebky a uhla, ktorý zvierajú ĺınie prechádzajúce bodom basion a pravostranným a l’avo-
stranným bodom porion u mužov, je rovný nule.

7. Antropologický záver – Vel’kost’ uhla s basion-bregmatickou výškou lebky pozit́ıvne koreluje
(r=0.66), t. j. so zväčšujúcou sa basion-bregmatickou výškou lebky sa zväčšuje aj vel’kost’ sledo-
vaného uhla. Je otázkou, či je to v dôsledku vel’kostných zmien a vyššie lebky sú súčasne aj širšie
(oba body porion sú od seba vzdialeneǰsie) alebo sa so zvyšujúcou sa basion-bregmatickou výškou
lebky znižuje výška lebečnej bázy (minimálna vzdialenost’ bodu basion k spojnici pravostranného
a l’avostranného bodu porion), vylúčená nie je ani kombinácia týchto faktorov.
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Pŕıklad 207 (test o uhlovom ρ) Naprogramujte v funkcie na výpočet odhadu uhlového ko-
relačného koeficientu.

Riešenie v
1000 ” pr iem . uho l ” <− f u n c t i o n ( x . cos , x . s i n ){
1001 # x . cos . . . k o s i n u s u h l o v e j premennej
1002 # x . s i n . . . s i n u s u h l o v e j premennej
1003 sum . x . cos <− sum ( x . cos )
1004 sum . x . s i n <− sum ( x . s i n )
1005 i f ( sum . x . cos>/� x . bar <− atan ( sum . x . s i n /sum . x . cos )
1006 i f ( sum . x . cos<� x . bar <− atan ( sum . x . s i n /sum . x . cos )+p i
1007 i f ( s q r t ( sum . x . s i n ˆ2+sum . x . cos ˆ2)==0) x . bar <− NaN
1008 r e t u rn ( x . bar )
1009 }
1010 ” s i n . cos . uh l a ” <− f u n c t i o n ( x ){
1011 x . rad <− ( x∗p i )/180
1012 x . cos <− cos ( x . rad )
1013 x . s i n <− s i n ( x . rad )
1014 VYSL <− l i s t ( x . cos=x . cos , x . s i n=x . s i n )
1015 r e t u rn (VYSL)
1016 }
1017 ” uh l . uh l . r ” <− f u n c t i o n ( x , y ){
1018 # x . . . uh lova premenna v stupnoch
1019 # y . . . uh lova premenna v stupnoch
1020 s i n . cos . x <− s i n . cos . uh l a ( x )
1021 x . cos <− s i n . cos . x$x . cos
1022 x . s i n <− s i n . cos . x$x . s i n
1023 x . bar <− pr iem . uho l ( x . cos , x . s i n )
1024 x . s i n . c e n t r <− s i n ( x . rad−x . bar )
1025 s i n . cos . y <− s i n . cos . uh l a ( y )
1026 y . cos <− s i n . cos . y$x . cos
1027 y . s i n <− s i n . cos . y$x . s i n
1028 y . bar <− pr iem . uho l ( y . cos , y . s i n )
1029 y . s i n . c e n t r <− s i n ( y . rad−y . bar )
1030 c i t a t e l <− sum ( x . s i n . c e n t r∗y . s i n . c e n t r )
1031 menovate l <− s q r t ( sum ( ( x . s i n . c e n t r ˆ2) ) )∗ s q r t ( sum ( ( y . s i n . c e n t r ˆ2) ) )
1032 r . xy <− c i t a t e l /menovate l
1033 r e t u rn ( r . xy )
1034 }

Pŕıklad 208 (test o uhlovom ρ) Majme dáta uhl-uhl-fm.txt a premenné uhol v bode nasion front.A
(v stupňoch) a uhol tvárového trojuholńıka v bode prosthion prog.A (v stupňoch) u žien. (a) Otestujte
hypotézu o tom, že korelačný koeficient týchto dvoch uhlov je rovný nule. (b) Vypoč́ıtajte 100×(1−α)%
empirický DIS pre korelačný koeficient, kde koeficient spol’ahlivosti 1− α = 0.95. Použite (1) Waldovu
testovaciu štatistiku ZW , (2) testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti ULR a DIS prislúchajúce (1)
a (2). Výsledky Waldovho testu skontrolujte pomocou funkcie cor.test().

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: korelačný koeficient uhla v bode nasion a uhla tvárového
trojuholnḱa v bode prosthion u žien je rovný nule oproti H1: korelačný koeficient uhla v bode
nasion a uhla tvárového trojuholnḱa v bode prosthion u žien nie je rovný nule.

• matematická formulácia – H0 : ρ = ρ0 oproti H1 : ρ �= ρ0, kde ρ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Korelačný koeficient ρ je neznámy, preto ho muśıme odhadnút’. Jeho
odhadom je ρ̂

.
= 0.335.

1035 DATA <− read . t a b l e ( ” uhl−uhl−fm . t x t ” , heade r=TRUE)
1036 attach (DATA)
1037 n . f <− l eng th ( f r o n t .A[ s ex==” f ” ] ) # 20
1038 rho . hat <− uh l . uh l . r ( f r o n t .A[ s ex==” f ” ] , prog .A[ s ex==” f ” ] ) # 0.3347396

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika zW

.
= 1.435.

Testovacia štatistika t-testu tW
.
= 1.507.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR
.
= 2.377.
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1039 zR <− 1/2∗ l og ((1+ rho . hat )/(1− rho . hat ) ) # 0.3481565
1040 rho0 <− 0
1041 x i 0 <− 1/2∗ l og ((1+ rho0 ) /(1− rho0 ) ) # 0
1042 zW. obs <− s q r t ( n . f −3)∗( zR−x i 0 ) # 1.435486
1043 tW. obs <− s q r t ( n . f −2)∗ rho . hat/ ( s q r t (1− rho . hat ˆ2) ) # 1.507125
1044 uLR . obs <− −n . f∗( l og ((1− rho0 ˆ2)∗(1− rho . hat ˆ2)/(1− rho0∗ rho . hat ) ˆ2) )
1045 # 2.376811

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty u(1 − α/2)

.
= −1.960 a u(α/2)

.
= 1.960;

kritický obor W1 = (zmin, u(1 − α/2)) ∪ (u(α/2), zmax)
.
= (−∞,−1.960) ∪ (1.960,∞).

t-test:
kritické hodnoty tn−2(1 − α/2) = t18(1 − 0.025)

.
= −2.101 a tn−2(α/2) = t18(0.025)

.
= 2.101;

kritický obor W1 = (tmin, tn−2(1 − α/2)) ∪ (tn−2(α/2), tmax)
.
= (−∞,−2.101) ∪ (2.101,∞).

Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

1046 z . k r i t . d <− qnorm ( 0 . 0 25 ) # −1.959964
1047 z . k r i t . h <− qnorm ( 0 . 9 75 ) # 1.959964
1048 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=n . f −2) # −2.100922
1049 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=n . f −2) # 2.100922
1050 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100(1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre ρ:
(d, h)

.
= (−0.127, 0.677).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre ρ:
CS0.95 =

{
ρ0 : uLR(ρ0) < χ2

1 (α)
} .

= (−0.097, 0.660).

1051 I S z . xy <− I S c o r . uh l ( rho . hat , n . f ) # −0.1265229 0.6769799
1052 rho . 0 i <− seq ( −0.999 ,0 .999 , by=0.0001)
1053 uLR . i <− −n . f∗( l og ((1− rho . 0 i ˆ2)∗(1− rho . hat ˆ2)/(1− rho . 0 i ∗ rho . hat ) ˆ2) )
1054 IS . LR <− range ( rho . 0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # −0.0968 0.6603

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(Z ≥ |1.435||H0)

.
= 0.151

t-test: p-hodnota
.
= 2Pr(T ≥ |1.507||H0)

.
= 0.132.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(U ≥ 2.377|H0)
.
= 0.123.

1055 p . hodn .zW <− 2∗(1−pnorm ( abs (zW. obs ) ) ) # 0.1511486
1056 p . hodn . tW <− 2∗(1−pnorm ( abs (tW. obs ) ) ) # 0.1317786
1057 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.1231487

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) ρ0 = 0 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že korelačný koeficient medzi vel’kost’ou
uhla v bode nasion a vel’kost’ou uhla tvárového trojuholńıka v bode prosthion je u žien rovný
nule.

7. Antropologický záver – Nedokázali sme súvislost’ medzi tvarom lebky v oblasti bodu nasion
a bodu prosthion. Sklon čela (zvislost’ šupiny čelovej kosti) v mediosagitálnej rovine teda nesúviśı
s analogicky definovaným uhlom v hornej časti tváre v bode prosthion, i ked’ korelácia je pozit́ıvna
a pri väčšej vzorke by sme závislost’ nájst’ mohli. Obe časti lebky (predná čast’ neurokrania a horná
čast’ splanchnokrania) sú teda pomerne samostatnými jednotkami a ich tvar je ovplyvnený inými
faktormi, napriek tomu, že spolu anatomicky úzko súvisia.

6.4 Asymptotické testy o pravdepodobnosti

Testy pravdepodobnost́ı (proporcíı) sa v antropológii použ́ıvajú pri hodnoteńı kvalitat́ıvnych zna-
kov u živých l’ud́ı i na kostre človeka. Kvalitat́ıvne znaky sú znaky, ktoré nehodnot́ıme merańım,
ale posudzujeme ich pŕıtomnost’ či nepŕıtomnost’. Populácie sa potom medzi sebou ĺı̌sia proporciou
pŕıpadov s výskytom znaku a bez výskytu znaku. Medzi kvalitat́ıvne znaky môžeme zaradit’ napr.
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krvné skupiny s jedným antigénom, v pŕıpade ktorých ide o frekvenciu jedincov s pŕıtomnost’ou alebo
nepŕıtomnost’ou danej protilátky. Kvalitat́ıvne sa tradične popisuje počet jedincov každého pohlavia
v populácii (pomer pohlav́ı), stranová asymetria (väčšia hodnota vpravo alebo väčšia hodnota vl’avo)
či stranové preferencie (praváci alebo l’aváci). Iným pŕıkladom kvalitat́ıvnych znakov sú epigenetické
znaky na lebke (napr. metopizmus – perzistencia sutura interfrontalis v dospelosti), kde väčšinou je-
dinca zarad’ujeme do jednej z dvoch kategóríı (znak pŕıtomný alebo nepŕıtomný) alebo dermatoglyfické
znaky, u ktorých jedincov rad́ıme do dvoch kategóríı (napr. pŕıtomnost’ či nepŕıtomnost’ digitálneho
trirádia c). Daľśım pŕıkladom kvalitat́ıvneho znaku môže byt’ chut’ová vńımavost’ fenylthiokarbamidu,
kde jedincov rozdel’ujeme do dvoch skuṕın podl’a toho, či horkú chut’ látok s touto zložkou vńımajú
alebo nie. Kvalitat́ıvnych znakov sa v antropológii rozlǐsuje vel’ké množstvo a výsledky ich hodnotenia
sa l’ahko publikujú v texte či tabul’kách, čo umožňuje rozsiahle porovnania s publikovanými výsledkami
rôznych výskumov (na rozdiel od spojitých znakov, kde sa v súčasnosti primárne dáta/individuálne
hodnoty väčšinou nepublikujú a pri porovnávańı muśıme vychádzat’ zo sekundárnych dát). Vel’mi
jednoducho tak môžeme otestovat’, či sa proporcie zistené v našom výskume (napr. pomer jedincov
vńımajúcich a nevńımajúcich chut’ fenylthiokarbamidu v českej populácii) a pomer zistený v publiko-
vanej porovnávacej štúdii ĺı̌si.

Nech X ∼ Bin(N, p). Majme dvojice hypotéz H01 : p = p0 oproti H11 : p �= p0, H02 : p ≤ p0 oproti
H12 : p > p0, H03 : p ≥ p0 oproti H13 : p < p0, ktoré chceme testovat’.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
X/N − p0√

X/N (1 − X/N)/ N

D
∼ N(0, 1).

ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test jednovýberový Z-test
o pravdepodobnosti p.

Minimálny rozsah výberu pre normálnu aproximáciu stanov́ıme na základe Haldovej podmienky Np
(1 − p) > 9 (pozri tabul’ku 7.4).

Tabul’ka 6.3: Minimálne rozsahy N pre rôzne p v súvislosti s Haldovou podmienkou

p 0.01 0.02 0.05 0.10 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50
1 − p 0.99 0.98 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70 0.60 0.50

N 910 460 190 100 71 57 43 38 36

Defińıcia 61 (Kritický obor a silofunkcia ZW testu o p) Kritický obor a silofunkcia sú defi-
novené nasledovne (pozri obrázok 6.8):

H0 H1 W 1 − β (p)

p = p0 p �= p0 W1 = {ZW ; |ZW | ≥ u (α/2)} 1 − Φ

(

uα/2 −
|p0−p|√
p(1−p)/N

)

p ≤ p0 p > p0 W2 = {ZW ;ZW ≥ u (α)} 1 − Φ

(

uα + p0−p√
p(1−p)/N

)

p ≥ p0 p < p0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −u (α)} 1 − Φ

(

uα − p0−p√
p(1−p)/N

)

Defińıcia 62 (p-hodnota ZW testu o p) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika a zW =
p̂−p0√

p̂(1−p̂)/N
je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu

poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : p �= p0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : p > p0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : p < p0
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

si
lo

fu
nk

ci
a

N= 10
N= 20
N= 30
N= 40
N= 50

p − p0
H11 : p − p0 ≠ 0, p0 = 0.5, α = 0.05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

si
lo

fu
nk

ci
a

N= 10
N= 20
N= 30
N= 40
N= 50

p − p0
H12 : p − p0 > 0, p0 = 0.5, α = 0.05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

si
lo

fu
nk

ci
a

N= 10
N= 20
N= 30
N= 40
N= 50

p − p0
H13 : p − p0 < 0, p0 = 0.5, α = 0.05

Obr. 6.8: Silofunkcie asymptotického testu o p pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

Defińıcia 63 (Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre p) Waldove 100×(1−α)% empirické
IS pre p pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

p = p0 p �= p0 CS1−α =
{

p0 : p0 ∈
(
p̂ − uα/2

√
p̂(1 − p̂)/N, p̂ + uα/2

√
p̂(1 − p̂)/N

)}

p ≤ p0 p > p0 CS1−α =
{

p0 : p0 ∈
(
p̂ − uα

√
p̂(1 − p̂)/N, 1

)}

p ≥ p0 p < p0 CS1−α =
{

p0 : p0 ∈
(
0, p̂ + uα

√
p̂(1 − p̂)/N

)}

Majme H11. Ak H01 neplat́ı, chceme túto skutočnost’ odhalit’ s pravdepodobnost’ou (silou)
aspoň 1 − β. Ak c = p−p0

σ , potom minimálny rozsah N definujeme nasledovne

N ≥

(
uα/2 + uβ

c

)2

=

(
uα/2 + uβ

p − p0

)2

p (1 − p) .

Pre H12 a H13 zameńıme uα/2 za uα.

Majme testovaciu štatistiku Z
(alt)
W = g(p̂)−g(p0)

̂SE[g(p̂)]
a Waldov 100 × (1 − α)% empirický IS rovný (d, h)

pre tri tranformácie nájdeme spätnou transformáciou (dg, hg) nasledovne:

1. ak g(p) = p
1−p , potom ̂SE[g(p̂)] =

√
p̂

N(1−p̂)3
, d = dg

1+dg
a h = hg

1+hg

2. ak g(p) = ln( p
1−p ), potom ̂SE[g(p̂)] =

√
1

Np̂(1−p̂) , d = exp(dg)
1+exp(dg) a h = exp(hg)

1+exp(hg) .

3. ak g(p) = arcsin(
√

p), potom ̂SE[g(p̂)] = 1
2
√

N
, d = sin2(dg) a h = sin2(hg).

Pŕıklad 209 (vylepšená vierohodnost’ pomocou g(θ)) Nakreslite (a) logaritmus funkcie vierohod-
nosti parametra g(p) = p

1−p binomického rozdelenia Bin(N, p), kde N = 10 a n = 8, superpono-
vaný jeho kvadratickou aproximáciou. Nakreslite (b) logaritmus funkcie vierohodnosti g(p) = ln p

1−p

(pri rovnakom zadańı N a n ako v (a)), superponovaný jeho kvadratickou aproximáciou. Nakreslite
(c) logaritmus funkcie vierohodnosti g(p) = arcsin

(√
p
)

= sin−1 √p (pri rovnakom zadańı N a n ako
v (a); táto transformácia stabilizuje rozptyl p), superponovaný jeho kvadratickou aproximáciou. Je funk-
cia vierohodnosti g(p) regulárneǰsia ako funkcia vierohodnosti pre p? (d) Vypoč́ıtajte vierohodnostný
100×(1−α)% empirický IS pre g(p) z (a), (b) a (c). (e) Vypoč́ıtajte Waldov 100×(1−α) % empirický
IS pre g(p) a transformujte ho spät’ do originálnej škály. (f) Ukážte, že vierohodnostný IS pre p v škále
p je identický s vierohodnostným IS v škále g(p) po jeho spätnej transformácii do originálnej škály.
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Riešenie (čiastočné; odvodenie odhadu rozptylu g(p) = p
1−p )

̂V ar (g(p̂)) =

[
∂
∂p

(
p

1−p

)]2

− ∂2

∂p2 ln L (p|x)
=

[
(1−p)+p

(1−p)2

]2

N
p(1−p)

p=p̂
=

p̂

N (1 − p̂)3
.

Skóre testovaciu štatistiku US odvod́ıme nasledovne

US =

[
∂
∂θ ln L (p|x)

]2

I(p)
=

(
X
p − N−X

1−p

)2

N
p(1−p)

p=p0=
(X/N − p0)

2

p0 (1 − p0) /N

D
∼ χ2

1.

Skóre 100 × (1 − α)% empirický DIS pre p má tvar CS1−α =
{
|ZS | ≤ uα/2

}
, kde ZS =

X/N−p0√
p0(1−p0)/N

, čo je identické CS1−α =
{

US ≤ χ2
α/2

}
. Po niekol’kých algebraických úpravách môžeme

CS1−α preṕısat’ do kvadratickej nerovnice

CS1−α =

{

p0 :

(

1 +
u2

α/2

N

)

p2
0 −

(

2p̂ +
u2

α/2

N

)

p0 + p̂2 ≤ 0

}

.

Korene tejto nerovnice definujú hranice DIS (d, h) nasledovne (Wilson, 1927)

2p̂ + u2
α/2/N ±

√(
2p̂ + u2

α/2/N
)2

− 4p̂2
(
1 + u2

α/2/N
)

2
(
1 + u2

α/2/N
) .

Po d’aľśıch úpravách dostaneme DIS v tvare

p̂

(
N

N + u2
α/2

)

+
1
2

(
u2

α/2

N + u2
α/2

)

± uα/2

√√
√
√ 1

N + u2
α/2

[

p̂ (1 − p̂)

(
N

N + u2
α/2

)

+
1
4

u2
α/2

N + u2
α/2

]

.

Stred tohoto IS je váženým priemerom dvoch členov a patŕı intervalu s hranicami p̂ a 1
2 s váhou pre p̂

kovergujúcou asymptoticky do jednotky. Tento stred posúva p̂ smerom ku 0.5, pričom s rastúcim N
sa tento posun zmenšuje. Rozptyl je tiež váženým priemerom rozptylu p̂ a 0.5 použit́ım N + u2

α/2

namiesto rozsahu N (Agresti a Coull, 1998).

Jednovýberový skóre test o pravdepodobnosti p v (funkcia prop.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. početnost’ (úspechy n) x;

2. rozsah (počet úspechov a neúspechov N) n;

3. pravdepodobnost’ p0 za platnosti H0 p (p0 ∈ (0, 1));

4. formulácia alternat́ıvy alternative=”two.sided” je prednastavené, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”;

5. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je conf.level=.95;

6. Yatesova korekcia na spojitost’ (Newcombe, 1998), prednastavené correct = TRUE.

Výstupy funkcie:

1. testovacia štatistika statistic (χ2 = Z2
S);

2. stupne vol’nosti df (parameter; df = 1);

177



6.4 KAPITOLA 6. TESTOVANIE HYPOTÉZ O JEDNOM PARAMETRI

3. p-hodnota p.value;

4. odhad pravdepodobnosti p̂ estimate;

5. interval spol’ahlivosti conf.int (skóre (Wilsonov) IS);

6. hodnota p0 null value;

7. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;

8. názov použitého testu method.

Funkcia binconf() s knižnice Hmisc poč́ıta intervaly spol’ahlivosti pre p. Argument method=”wilson”
znamená skóre interval spol’ahlivosti a method=”asymptotic” Waldov interval spol’ahlivosti.

Test pomerom vierohodnosti pre p.

Majme H01 oproti H11. Nech X ∼ Bin(N, p), kde θ = p, potom logaritmus vierohodnostnej
funkcie bude mat’ tvar

l (p|x) = x ln p + (N − x) ln(1 − p).

MLE θ je rovný p̂ = x/N , t.j. Θ1 = {θ : p �= p0}. Za platnosti H01 je θ0 = p0, t.j. Θ0 = {θ : p = p0}.
Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(x)) = l (p̂|x) − l (p0|x) = x ln p̂ + (N − x) ln(1 − p̂) − x ln p0 − (N − x) ln(1 − p0)

= x ln
p̂

p0
+ (N − x) ln

1 − p̂

1 − p0
= x ln

x

Np0
+ (N − x) ln

N − x

N − Np0
.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X))
D
∼ χ2

1. Preznačme
p na p1 a q = 1− p na p2, x na n1 a N − x na n2. Potom θ = p = (p1, p2)T , θ̂ = p̂ = (p̂1, p̂2)T , kde
p̂1 = n1

N , p̂2 = n2
N , p1 + p2 = 1 a n1 + n2 = N ; θ0 = p0 = (p01, p02)T , kde p01 = p0 a p02 = 1 − p0.

Potom dostaneme

uLR = 2
2∑

i=1

ni ln
p̂i

p0i
= 2

∑

i

pozorovanéi × ln
pozorovanéi

očakávanéi
.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre p1 bude mat’ tvar

CS1−α =
{
p0 : ULR ≤ χ2

1(α)
}

.

Pŕıklad 210 (porovnanie troch DIS v extrémnej situácii) Nech N = 25 študentov, ktorým sme
položili otázku, či sú vegetariáni. Z nich x = 0 odpovedalo

”
áno“. Vypoč́ıtajte empirické 100× (1−α)%

DIS (a) Waldov DIS, (b) skóre DIS a (c) vierohodnostný DIS pre p (1 − α = 0.95).

Riešenie (aj v )
Ak x = 0, p̂ = 0/25 = 0.
(a) Waldov 95% empirický DIS pre p má tvar 0±1.96

√
(0 × 1) /25, kde (d, h) = (0, 0). Z toho vyplýva,

že ak máme pravdepodobnost’ na hraniciach výberového priestoru, Waldov DIS nie je vhodný.
1058 N <− 25
1059 phat <− 0/N
1060 var . phat <− phat∗(1−phat ) /N
1061 ISw <− phat+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( var . phat ) # 0 0

alebo
1062 l i b r a r y ( Hmisc )
1063 b i n c on f ( x=0,n=25,method=” asympto t i c ” )
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(b) Skóre 95% empirický DIS pre p má tvar

1
2

(
1.962

25 + 1.962

)

± 1.96

√
1.962

4 (25 + 1.962)2
,

kde (d, h) = (0.000, 0.133).
1064 s k o r e I S <− prop . t e s t ( x=0,n=25, con f . l e v e l =0.95 , c o r r e c t=FALSE) $ con f . i n t
1065 # 0 0.1331923

alebo
1066 b i n c on f ( x=0,n=25,method=” w i l s o n ” )

(c) Jadro funkcie vierohodnosti má tvar L (p|x) = p0 (1 − p)25 , potom l (p|x) = 25 ln (1 − p). Ked’že
L (p̂|x) = 0, bude ULR rovná −2 [l (p0|x) − l (p̂|x)] = −50 ln (1 − p0) a 95% vierohodnostný IS je
definovaný ako

CS1−α =
{
p0 : ULR ≤ χ2

1(α)
}

, kde χ2
1(α) = 3.84.

Potom h = 1 − exp (−3.84/50) = 0.074 a nakoniec 95% empirický DIS má tvar (0.000, 0.074).
1067 ”LR . p” <− f u n c t i o n ( p i . 0 , x ,N, a lpha ) {
1068 −2∗( x∗ l og ( p i . 0 ) +(N−x )∗ l og (1−p i . 0 ) )−qch i sq (1−a lpha , df=1)
1069 }
1070 un i r oo t ( f=LR , i n t e r v a l=c (0 . 000001 , . 999999) , x=0,N=25, a lpha =.05) $ r o o t # 0.07395093

Spomenuté tri metódy dávaju rôzne výsledky. Ak je p bĺızko nuly, rozdelenie p̂ je vysoko zošikmené
doprava pre malé N . V takejto situácii sa odporúča použ́ıvat’ skóre alebo vierohodnostný DIS.

Pŕıklad 211 (funkcia vierohodnosti v extrémnej situácii) Nakreslite funkciu vierohodnosti pre si-
tuáciu v predchádzajúcom pŕıklade.

Pŕıklad 212 (test o pravdepodobnosti p) Majme dáta one-sample-probability-sexratio.txt a pre-
mennú pohlavie novorodenca sex, kde početnost’ chlapcov nm = 729 a početnost’ dievčat nf = 674.
Nech početnost’ chlapcov X ∼ Bin(N, p). (a) Otestujte H0 : pm = p0 = 0.5 oproti H1 : pm �= 0.5 a
vypoč́ıtajte 100 × (1 − α)% empirický DIS pre pravdepodobnost’ narodenia chlapca pm, kde koeficient
spol’ahlivosti 1−α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku UW = Z2

W , (2) testovaciu štatistiku
pomerom vierohodnosti ULR, (3) skóre testovaciu štatistiku US = Z2

S a DIS prislúchajúce (1), (2) a (3).
Výsledky skóre testu skontrolujte pomocou funkcie prop.test(). (b) Otestujte H0 : g(pm) = g(p0) = 1

oproti H1 : g(pm) �= 1 pomocou Zalt
W , kde g(pm) = pm

1−pm
= pm

pf
, ̂SE[g(p̂m)] =

√
p̂m

N(1−p̂m)3
a vypoč́ıtajte

DIS pre pomer pohlav́ı (=šanca narodenia chlapca) a použit́ım spätnej trasfomácie DIS pre pm
.

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia (a) – testujeme H0: pravdepodobnost’ narodenia chlapca je identická
s pravdepodobnost’ou narodenia dievčat’a oproti H1: pravdepodobnost’ narodenia chlapca nie
je identická s pravdepodobnost’ou narodenia dievčat’a.

• slovná formulácia (b) – testujeme H0: pomer pohlav́ı (šanca narodenia chlapca) je rovný
jednej oproti H1: pomer pohlav́ı nie je rovný jednej.

• matematická formulácia (a) – H0 : pm = p0 oproti H1 : pm �= p0, kde p0 = 0.5.

• matematická formulácia (b) – H0 : g(pm) = g(p0) oproti H1 : g(pm) �= g(p0), kde g(pm) =
pm

1−pm
= pm

pf
a g(p0) = 1.

2. Testovacia štatistika – p̂m = nm
nm+nf

= 729
729+674 = 0.52, p̂f = 0.48, SRm = p̂m

p̂f
= nm

nf
= 1.08.

1071 DATA <− read . t a b l e ( ”one−sample−p r o b a b i l i t y−s e x r a t i o . t x t ” , heade r=TRUE)
1072 n <− as . numeric ( t a b l e (DATA) )
1073 n .m <− n [ 2 ]
1074 n . f <− n [ 1 ]
1075 N <− sum ( n ) # 1403
1076 p .m <− n .m/N # 0.5196009
1077 p . f <− n . f /N # 0.4803991
1078 p <− c ( p . f , p .m)
1079 SRm <− p .m/p . f # 1.081602
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Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika zW

.
= 1.469 (pre H0 : pm = p0).

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR = 2.157 (pre H0 : pm = p0).
Skóre testovacia štatistika zS

.
= 1.468 (pre H0 : pm = p0).

Waldova testovacia štatistika zW
.
= 1.412 (pre H0 : g(pm) = g(p0)).

1080 p0 <− 0 .5
1081 p0 . vec <− c ( p0 ,1−p0 )
1082 SR0 <− 1
1083 zW. obs <− ( p .m−p0 )/ sq r t ( p .m∗p . f /N) # 1.469494
1084 uLR . obs <− 2∗sum ( n∗ l og ( p/p0 . vec ) ) # 2.156647
1085 zS . obs <− ( p .m−p0 )/ sq r t ( p0∗(1−p0 )/N) # 1.468364
1086 zS . obs <− s q r t ( prop . t e s t ( n .m,N, p=0.5 , c o r r e c t=FALSE) $ s t a t ) # 1.468364
1087 zWg . obs <− (SRm−SR0)/ sq r t ( p .m/ (N∗(1−p .m) ˆ3) ) # 1.411887

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov a skóre test:
kritické hodnoty u(1 − α/2)

.
= −1.960 a u(α/2)

.
= 1.960;

kritický obor W1 = (zmin, u(1 − α/2)) ∪ (u(α/2), zmax)
.
= (−∞,−1.960) ∪ (1.960,∞).

Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

1088 z . k r i t . d <− qnorm ( 0 . 0 25 ) # −1.959964
1089 z . k r i t . h <− qnorm ( 0 . 9 75 ) # 1.959964
1090 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100(1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre pm:
(d, h)

.
= (0.493, 0.546).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre pm:
CS0.95 =

{
p0 : uLR(p0) < χ2

1 (α)
} .

= (0.493, 0.546).
Skóre 95% empirický DIS pre pm: (d, h)

.
= (0.493, 0.546).

Waldov 95% empirický DIS pre g(pm): (d, h)
.
= (0.968, 1.195).

Waldov 95% empirický DIS pre pm: (d, h)
.
= (0.492, 0.544).

1091 ISzW <− p .m+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( p .m∗p . f /N) # 0.4934579 0.5457438
1092 p0 i <− seq (0 . 000001 ,0 . 999999 , by=0.000001)
1093 uLR . i <− 2∗( n [ 2 ] ∗ l og ( p [ 2 ] / p0 i )+n [ 1 ] ∗ l og ( p [ 1 ] /(1−p0 i ) ) )
1094 IS . LR <− range ( p0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # 0.49344 0.545696
1095 ISzS <− prop . t e s t ( n .m,N, p=0.5 , c o r r e c t=FALSE) $ con f . i n t # 0.4934400 0.5456547
1096 ISzWg <− SRm+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( p .m/ (N∗(1−p .m) ˆ3) )
1097 # 0.968323 1.194882
1098 ISzWtrans <− c ( ISzWg [ 1 ] /(1+ISzWg [ 1 ] ) , ISzWg [ 2 ] /(1+ISzWg [ 2 ] ) )
1099 # 0.4919533 0.5443946

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota=2Pr(ZW ≥ |1.469||H0)

.
= 0.142 (pre H0 : pm = p0).

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(ULR ≥ 2.157|H0)
.
= 0.142 (pre H0 : pm = p0).

Skóre test: p-hodnota=2Pr(ZS ≥ |1.469||H0)
.
= 0.142 (pre H0 : pm = p0).

Waldov test: p-hodnota=2Pr(ZW ≥ |1.412||H0)
.
= 0.158 (pre H0 : g(pm) = g(p0)).

1100 p . hodn .zW <− 2∗(1−pnorm ( abs (zW. obs ) ) ) # 0.1416988
1101 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.1419542
1102 p . hodn . zS <− 2∗(1−pnorm ( abs (zW. obs ) ) ) # 0.1416988
1103 p . hodn . zS <− prop . t e s t ( n .m,N, p=0.5 , c o r r e c t=FALSE) $p . v a l
1104 p . hodn . zWg <− 2∗(1−pnorm ( abs (zWg . obs ) ) ) # 0.1579831

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) p0 = 0.5 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver (a) – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že pravdepodobnost’ narodenia chlapca
je identická s pravdepodobnost’ou narodenia dievčat’a.

Slovný záver (b) – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že pomer pohlav́ı je rovný jednej
(šanca narodenia chlapca je rovná jednej).
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7. Antropologický záver – Prenatálne faktory, ktoré ovplyvňujú vznik a udržanie mužských
a ženských embrýı a plodov, pôsobili v rovnováhe a neposunuli pomer mimo vyrovnaný (1.0).
Vzhl’adom na to, že interval spol’ahlivosti zahŕňa aj celosvetovú strednú hodnotu pomeru pohlav́ı
novorodencov (1.05) a strednú hodnotu pre českú populáciu (1.06), nemožno v empiricky ziste-
nom pomere pohlav́ı v sledovanej geografickej oblasti vidiet’ žiadny vplyv špecifických lokálnych
faktorov, ktoré by miestne hodnoty vychyl’ovali mimo normu.

Pŕıklad 213 (test o pravdepodobnosti p; malý vs. vel’ký rozsah) Ako by sa zmenili výsledky
predchádzajúceho pŕıkladu, keby sme mali N = 50, nm = 26 a nf = 24?

Riešenie
Pozorované testovacie štatistiky sú rovné:
Waldova testovacia štatistika zW

.
= 0.283 (pre H0 : pm = p0).

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 0.080 (pre H0 : pm = p0).

Skóre testovacia štatistika zS
.
= 0.283 (pre H0 : pm = p0).

Waldova testovacia štatistika zW
.
= 0.272 (pre H0 : g(pm) = g(p0)).

p-hodnoty:
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(ZW ≥ |0.283||H0)

.
= 0.777 (pre H0 : pm = p0).

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 0.080|H0)

.
= 0.777 (pre H0 : pm = p0).

Skóre test: p-hodnota
.
= 2Pr(ZS ≥ |0.283||H0)

.
= 0.777 (pre H0 : pm = p0).

Waldov test: p-hodnota
.
= 2Pr(ZW ≥ |0.272||H0)

.
= 0.786 (pre H0 : g(pm) = g(p0)).

IS:
Waldov 95% empirický DIS pre pm: (d, h)

.
= (0.382, 0.658).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre p:
CS0.95 =

{
p0 : uLR(p0) < χ2

1 (α)
} .

= (0.383, 0.655).
Skóre 95% empirický DIS pre pm: (d, h)

.
= (0.358, 0.652).

Waldov 95% empirický DIS pre g(pm): (d, h)
.
= (0.482, 1.684).

Waldov 95% empirický DIS pre pm: (d, h)
.
= (0.325, 0.627).

Pŕıklad 214 (test o pravdepodobnosti p; minimálny rozsah) Aký minimálny rozsah N by sme
potrebovali na zamietnutie H0 z predchádzajúceho pŕıkladu, ak α = 0.05, 1 − β = 0.8?

Riešenie v
1105 N <− c e i l i n g ( ( ( qnorm ( 0 . 9 75 )+qnorm ( 0 . 8 ) )/ ( p .m−p0 ) ) ˆ2∗p .m∗p . f ) # 5100

Pŕıklad 215 (test o pravdepodobnosti p) Majme dáta one-sample-probability-sexratio.txt a pre-
mennú pohlavie novorodenca sex, kde početnost’ chlapcov nm = 729 a početnost’ dievčat nf = 674.
Nech početnost’ chlapcov X ∼ Bin(N, pm). Otestujte H0 : g(pm) = g(p0) oproti H1 : g(pm) �= g(p0)

pomocou Zalt
W , kde g(pm) = pm

1−pm
, ̂SE[g(p̂m)] =

√
p̂m

N(1−p̂m)3
. (a) g(p0) = 1.06 a (b) g(p0) = 1.06.

Pŕıklad 216 (Fisherova miera informácie) Vypoč́ıtajte Fisherovu mieru informácie I(g(p̂)), kde
(a) g(p) = ln p

1−p a (b) g(p) = arcsin(
√

p).

Pŕıklad 217 (Fisherova miera informácie) Porovnajte DIS pre p použit́ım (a) Waldovho DIS,
(b) vierohodnostného DIS, (c) skóre DIS, (d) transformovaného Waldovho DIS pre g(p) = p

1−p ,
(f) transformovaného Waldovho DIS pre g(p) = ln p

1−p , (g) transformovaného Waldovho DIS pre
g(p) = arcsin(

√
p), kde (1) N = 1400 a p = 0.05, (2) N = 40 a p = 0.05, (3) N = 1400 a p = 0.25,

(4) N = 40 a p = 0.25, (5) N = 1400 a p = 0.5, (6) N = 40 a p = 0.5.

Pŕıklad 218 (minimálny rozsah N) Vypoč́ıtajte minimálny rozsah n pre p = 0.1, 0.2, . . . , 0.9, p0 =
0 pri α = 0.05, β = 0.8 a obojstrannej alternat́ıve H11. Skontrolujte, či je splnená Haldova podmienka.
Ak nie je, doplňte minimálne N , ktoré túto podmienku spĺňa.
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Riešenie (pozri tabul’ku 6.4)

Tabul’ka 6.4: Minimálne rozsahy N pre rôzne rozdiely p a p0 (kde p0 = 0) v porovnańı s minimálnym rozsahom

vypoč́ıtaným pomocou Haldovej podmienky (tučne sú zvýraznené tie N , ktoré sṕlňajú obe kritériá)

p 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
N 71 32 19 12 8 6 4 2 1

Np(1 − p) 6.39 5.12 3.99 2.88 2.00 1.44 0.84 0.32 0.09
9/(p(1 − p)) 100 57 43 38 36 38 43 57 100

Pŕıklad 219 (minimálny rozsah N) Vypoč́ıtajte minimálny rozsah N pre p = 0.1, 0.2, . . . , 0.9, p0

vždy o 0.1 menšie ako p, pri α = 0.05, β = 0.8 a obojstrannej alternat́ıve H11. Skontrolujte, či je
splnená Haldova podmienka. Ak nie je, doplňte minimálne N , ktoré túto podmienku spĺňa.

Riešenie (pozri tabul’ku 6.5)

Tabul’ka 6.5: Minimálne rozsahy N pre rozdiel p − p0 = 0.1 pri rôznych p a p0 v porovnańı s minimálnym rozsahom
vypoč́ıtaným pomocou Haldovej podmienky (tučne sú zvýraznené tie N , ktoré sṕlňajú obe kritériá)

p 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
p0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

p(1 − p) 0.09 0.16 0.21 0.24 0.25 0.24 0.21 0.16 0.09
N 71 126 165 189 197 189 165 126 71

Np(1 − p) 6.39 20.16 34.65 45.36 49.25 45.36 34.65 20.16 20.16
9/(p(1 − p)) 100 57 43 38 36 38 43 57 100

Pŕıklad 220 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X ∼ Bin(N, p), kde N = 30 a p = 0.8 a pravde-
podobnost’ úspechu p̂ = 24

30 = 0.8, kde x = 24 a N = 30. Waldov 95% empirický DIS pre p je rovný
(d, h) = (0.657, 0.943). Vypoč́ıtajte pravdepodobnost’ pokrytia tohoto intervalu. Pozn.: pravdepodobnost’
pokrytia Waldovho 95% DIS pre p vypoč́ıtame nasledovne

Pr(pokrytie) =
∑

j Pr(X = Npj : p ∈ Waldov 95% DIS pre pj),

kde pj ∈ MJ =
{

1
30 , 2

30 , . . . , 1 − 1
30

}
, t.j. ide o súčet takých funkčných hodnôt pravdepodobnostnej

funkcie v bodoch Npj, kde p ∈ Waldovmu 95% DIS pre pj. Výsledky usporiadajte do tabul’ky, ktorej
st́lpce budú xj, pj, dj (dolná hranica Waldovho 95% DIS pre pj), hj (horná hranica Waldovho 95%
DIS pre pj), Pr(pokrytie) a pokrytie (indikácia toho, či p patŕı alebo nepatŕı Waldovmu 95% DIS
pre pj).

Riešenie (aj v )
Nech X ∼ Bin(30, 0.8). Pri N = 30 môže byt’ x = 0, 1, . . . , 30 (spolu 31 možnost́ı), a teda máme
aj 31 možnost́ı aj pre p. Na zodpovedanie otázky ohl’adom pravdepodobnosti pokrytia je potrebné
vypoč́ıtat’ 95% empirický DIS pre každé p a z pravdepodobnostnej funkcie pre každé X vybrat’ také
pravdepodobnosti korešpondujúce x, ktorých 95% empirický DIS pokrýva hodnotu 0.8.

1106 N <− 30
1107 x <− 0 :N
1108 p . hat . j <− x/N
1109 DH <− p . hat . j−qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( p . hat . j∗(1−p . hat . j )/N)
1110 HH <− p . hat . j+qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( p . hat . j∗(1−p . hat . j )/N)
1111 p . hat <− 0 .8
1112 prav . f c i a <− dbinom ( x ,N, p . hat )
1113 p o k r y t i e <− ( p . hat>/DH)&( p . hat</HH) # vek t o r 0 a 1
1114 round ( cb ind ( x , p . hat . j ,DH,HH, prav . f c i a , p o k r y t i e ) , 4 )
1115 sum ( dbinom ( x [ p o k r y t i e ] ,N, p . hat ) ) # 0.9463279

Pravdepodobnost’ pokrytia Waldoho 95% empirický DIS pre p = 0.8 je rovná
∑27

x=19 Pr(X = x) =
0.946. V pŕıpade, že p = 0.79 je už pravdepodobnost’ pokrytia len 0.888.

Pŕıklad 221 (pravdepodobnost pokrytia) Nech Xi ∼ Bin(N, pi). Vypoč́ıtajte pravdepodobnosti
pokrytia Waldovho 95% DIS pre každé pi, kde pi patria množine MI =

〈
1
N , 1 − 1

N

〉
, sú ekvidǐstantne

vzdialené medzi 1
N a 1 − 1

N a ich počet M = 5000. Nakreslite obrázok, kde na osi x budú pi a na osi
y pravdepodobnost’ pokrytia Pri(pokrytie). Zvol’te (a) N = 30, (b) N = 100 a (c) N = 1000. Pozn.:
pravdepodobnosti pokrytia Waldovho 95% DIS pre pi vypoč́ıtame nasledovne
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Pri(pokrytie) =
∑

j Pr(X = Npj : pi ∈ Waldov 95% DIS pre pj),

kde pj ∈ MJ =
{

1
N , 2

N , . . . , 1 − 1
N

}
, t.j. ide o súčet takých funkčných hodnôt pravdepodobnostnej

funkcie v bodoch Npj, kde pi ∈ Waldovmu 95% DIS pre pj.

Riešenie (aj v ; pozri obrázok 6.9)
1116 N <− 30
1117 x <− 0 :N
1118 p . hat . j <− x/N
1119 sd . p . j <− s q r t ( p . hat . j∗(1−p . hat . j )/N)
1120 DH <− p . hat . j−qnorm ( 0 . 9 75 )∗sd . p . j
1121 HH <− p . hat . j+qnorm ( 0 . 9 75 )∗sd . p . j
1122 M = 5000
1123 p . hat . i <− seq (1/N,1−1/N, l eng th=M)
1124 p . p o k r y t i e . i <− numeric (M)
1125 f o r ( i i n 1 :M)
1126 {
1127 p o k r y t i e . i <− ( p . hat . i [ i ]>/DH)&( p . hat . i [ i ]</HH)
1128 prav . f c i a <− dbinom ( x [ p o k r y t i e . i ] ,N, p . hat . i [ i ] )
1129 p . p o k r y t i e . i [ i ] <− sum ( prav . f c i a )
1130 }
1131 windows (8 , 8 )
1132 p l o t ( p . hat . i , p . p o k r y t i e . i , t ype=”n” , x l a b=”p” , y l a b=” pravdepodobnost p o k r y t i a ” ,
1133 sub=”N=30” , y l im=c ( 0 . 6 , 1 ) )
1134 l i n e s ( c (1/N,1−1/N) , c ( 0 . 9 5 , 0 . 9 5 ) , lwd=2, co l=” gray ” )
1135 l i n e s ( p . hat . i , p . p o k r y t i e . i , lwd=2)

Zo simulačnej štúdie Waldovho DIS pre p vyplýva (pozri obrázok 6.9), že aktuálne hodnoty pravde-
podobnosti pokrytia sú závislé na hodnote p a sú dostatočne bĺızko nominálnej hodnote 1−α = 0.95 len
pre p dostatočne d’aleko od nuly a jednotky (t.j. n a p nie pŕıliž malé alebo vel’ké). Ak je N dostatočne
vel’ké, aktuálne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia sú dostatočne bĺızko nominálnej hodnote pre p
takmer na celom intervale (0, 1). Tento DIS je pŕıliž liberálny pre malé N a je liberálny pre stredne
vel’ké N .
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Obr. 6.9: Pravdepodobnost’ pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p; N = 30 (vl’avo), 100 (uprostred) a N = 1000
(vpravo)

Pŕıklad 222 (pravdepodobnost pokrytia) Nech Xi ∼ Bin(N, pi). Vypoč́ıtajte pravdepodobnosti
pokrytia:
(a) vierohodnostného 95% DIS,
(b) skóre 95% DIS,
(c) spätne tranformovaného Waldovho 95% DIS pre g(pi) s hranicami (d(i)

g , h
(i)
g ) na Waldov 95%

DIS pre pi s hranicami
(
(g(d(i)

g ))−1, (g(h(i)
g ))−1

)
, kde (1) g(pi) = pi

1−pi
, (2) g(pi) = ln pi

1−pi
a (3)

g(pi) = arcsin(
√

pi)
pre každé pi, kde pi patria množine MI =

〈
1
N , 1 − 1

N

〉
, sú ekvidǐstantne vzdialené medzi 1

N a 1 − 1
N

a ich počet M = 5000. Nakreslite obrázok, kde na x-ovej osi budú pi a na y-ovej osi pravdepodobnost’
pokrytia Pri(pokrytie). Zvol’te (a) N = 30, (b) N = 100 a (c) N = 1000 (pozri obrázky 6.10 až 6.14).
Pozn.: pravdepodobnosti pokrytia 95% DIS pre pi vypoč́ıtame nasledovne

Pri(pokrytie) =
∑

j Pr(X = Npj : pi ∈ 95% DIS pre pj),
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kde pj ∈ MJ =
{

1
N , 2

N , . . . , 1 − 1
N

}
, t.j. ide o súčet takých funkčných hodnôt pravdepodobnostnej

funkcie v bodoch Npj, kde pi ∈ 95% DIS pre pj. Pre tie DIS, ktoré majú pre p = 0 a p = 1 nenulovú
š́ırku, môžeme použit’ MI =

〈
0
N , N

N

〉
.

Zo simulačnej štúdie vierohodnostného DIS pre p vyplýva (pozri obrázok 6.10), že aktuálne hodnoty
pravdepodobnosti pokrytia sú závislé na hodnote p a sú dostatočne bĺızko nominálnej hodnote 1−α =
0.95. Pre vel’mi malé a vel’ké n (resp. vel’mi malé a vel’ké p) vznikajú okrajové efekty výrazného zńıženia
pravdepodobnosti pokrytia.
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Obr. 6.10: Pravdepodobnost’ pokrytia skóre 95% empirického DIS pre p pri rôznych N

Zo simulačnej štúdie skóre DIS pre p vyplýva (pozri obrázok 6.11), že aktuálne hodnoty pravde-
podobnosti pokrytia sú závislé na hodnote p, ale aj pre malé a vel’ké n (resp. malé a vel’ké p) sú
dostatočne bĺızko nominálnej hodnote 1−α = 0.95 (t.j. nevznikajú okrajové efekty výrazného zńıženia
pravdepodobnosti pokrytia).
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Obr. 6.11: Pravdepodobnost’ pokrytia vierohodnostného 95% empirického DIS pre p pri rôznych N

Zo simulačnej štúdie spätne transformovaných Waldových DIS pre p vyplýva (pozri obrázok 6.12 až
6.14), že aktuálne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia závisia od tranformácie nasledovne:

1. spätná transformovaného DIS pre šancu – tento DIS je pŕıliž liberálny pre malé N ; je liberálny
pre stredne vel’ké N ; tento DIS nepoužitel’ný pre vel’ké p, ktoré nám dáva vel’kú šancu (

”
použitel’-

nost’“ vel’kého p sa zväčšuje s rastúcim N);

2. spätná transformovaného DIS pre logaritmus šance – aktuálne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia
tohoto DIS sú dostatočne bĺızko nominálnej hodnote pre p d’alej od hrańıc intervalu (0, 1) už
pre malé a stredne vel’ké N ; pre p bĺızko hrańıc intervalu 0 a 1 je mierne konzervat́ıvny nezávisle
na N ;
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3. spätná transformovaného DIS pre arcsin
√

p – tento DIS je liberálny pre malé N ; aktuálne hod-
noty pravdepodobnosti pokrytia tohoto DIS sú dostatočne bĺızko nominálnej hodnote pre p d’alej
od hrańıc intervalu (0, 1) už pre stredne vel’ké N ; pre p bĺızko hrańıc intervalu 0 a 1 je mierne
liberálny nezávisle na N .

Ak je N dostatočne vel’ké, aktuálne hodnoty pravdepodobnosti pokrytia všetkých troch DIS sú do-
statočne bĺızko nominálnej hodnote pre p takmer na celom intervale (0, 1).
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Obr. 6.12: Pravdepodobnost’ pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p pri N = 30; spätne transformovaný DIS
pre šancu (vl’avo), spätne transformovaný DIS pre logaritmus šance (uprostred) a spätne transformovaný DIS
pre arcsin

√
p (vpravo)
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Obr. 6.13: Pravdepodobnost’ pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p pri N = 100; spätne transformovaný DIS
pre šancu (vl’avo), spätne transformovaný DIS pre logaritmus šance (uprostred) a spätne transformovaný DIS
pre arcsin

√
p (vpravo)

Asymptotické testy o parametri λ Poissonovho rozdelenia. Nech X ∼ Poiss(λ). Majme dvojice
hypotéz H01 : λ = λ0 oproti H11 : λ �= λ0, H02 : λ ≤ λ0 oproti H12 : λ > λ0, H03 : λ ≥ λ0 oproti
H13 : λ < λ0, ktoré chceme testovat’.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
X − λ0√

X/N

D
∼ N (0, 1) ,

ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test jednovýberový Z-test
o λ.
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Obr. 6.14: Pravdepodobnost’ pokrytia Waldovho 95% empirického DIS pre p pri N = 1000; spätne transformovaný DIS
pre šancu (vl’avo), spätne transformovaný DIS pre logaritmus šance (uprostred) a spätne transformovaný DIS
pre arcsin

√
p (vpravo)

Defińıcia 64 (Kritický obor a silofunkcia pre ZW test o λ) Kritický obor a silofunkcia sú
definovené nasledovne:

H0 H1 W 1 − β (λ)

λ = λ0 λ �= λ0 W1 = {ZW ; |ZW | ≥ u (α/2)} 1 − Φ

(

uα/2 −
|λ0−λ|√

λ/N

)

λ ≤ λ0 λ > λ0 W2 = {ZW ;ZW ≥ u (α)} 1 − Φ

(

uα + λ0−λ√
λ/N

)

λ ≥ λ0 λ < λ0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −u (α)} 1 − Φ
(
uα − λ0−λ

√
λ/N

)

Defińıcia 65 (p-hodnota pre ZW test o λ) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika a zW =
x−λ0√

x/N
je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu

poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : λ �= λ0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : λ > λ0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : λ < λ0

Defińıcia 66 (Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre λ) Waldove 100×(1−α)% empirické
IS pre λ pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

λ = λ0 λ �= λ0 CS1−α =
{

λ0 : λ0 ∈
(
x − uα/2

√
x/N, x + uα/2

√
x/N

)}

λ ≤ λ0 λ > λ0 CS1−α =
{

λ0 : λ0 ∈
(
x − uα

√
x/N,∞

)}

λ ≥ λ0 λ < λ0 CS1−α =
{

λ0 : λ0 ∈
(
−∞, x + uα

√
x/N

)}

Majme H11. Minimálny rozsah je definovaný ako

N ≥

(
uα/2 + uβ

λ − λ0

)2

λ.

Pre H12 a H13 zameńıme v oboch pŕıpadoch uα/2 za uα.
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Majme H01 oproti H11. Nech X ∼ Poiss(λ), kde θ = λ, potom logaritmus vierohodnostnej funkcie
bude mat’ tvar l (λ|x) =

∑N
i=1 xi ln λ − Nλ.

Skóre testovaciu štatistiku US odvod́ıme nasledovne

US =

[
∂

∂λ ln L (λ|X)
]2

I(λ)
=

(
NX

λ − N
)2

Nλ
λ2

λ=λ0=

(
X − λ0

)2

λ0/N

D
∼ χ2

1.

Skóre 100× (1−α)% empirický DIS pre λ má tvar CS1−α =
{
|ZS | ≤ uα/2

}
, kde ZS = X−λ0√

λ0/N
.

Po niekol’kých algebraických úpravách môžeme CS1−α preṕısat’ do kvadratickej nerovnice

CS1−α =
{

λ0 : λ2
0 − (2x + u2

α/2/N)λ0 + x2 ≤ 0
}

.

Korene tejto nerovnice definujú hranice DIS nasledovne

2x + u2
α/2/N ±

√
(2x + u2

α/2/N)2 − 4x2

2
.

Po d’aľśıch úpravách dostaneme DIS v tvare

x +
1
2

u2
α/2

N
± uα/2

√√
√
√ 1

N

(

x +
u2

α/2

4N

)

.

Test pomerom vierohodnosti pre λ.

MLE θ je rovný λ̂ = x, t.j. Θ1 = {θ : λ �= λ0}. Za platnosti H01 je θ0 = λ0, t.j. Θ0 = {θ : λ = λ0}.
Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(x)) = l
(
λ̂|x

)
− l (λ0|x) = (Nx ln x − Nx) − (Nx ln λ0 − Nλ0) = N

(

x ln
x

λ0
− x + λ0

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X))
D
∼ χ2

1.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre λ bude mat’ tvar CS1−α ={
λ0 : ULR ≤ χ2

1(α)
}
.

Pŕıklad 223 (pruské armádne jednotky) Majme X ∼ Poiss(λ); pozri pŕıklad 78, tabul’ka 2.7.
Vypoč́ıtajte (a) Waldov 95% DIS pre λ, (b) skóre 95% DIS pre λ a (c) vierohodnostný 95% DIS pre λ.

Riešenie v

Výpočet λ̂ a V̂ ar[λ̂] pozri v pŕıkladoch 131 a 134. Waldov 95% DIS pre λ: (d, h) = (0.502, 0.718). Skóre
95% DIS pre λ: (d, h) = (0.511, 0.728). Vierohodnostný 95% DIS pre λ: (d, h) = (0.508, 0.725).

1136 m <− c (109 ,65 ,22 ,3 , 1 , 0 ) ; n <− c ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) ; N <− sum (m)
1137 lambda . hat <− sum ( n∗m)/N # 0.61
1138 var . lambda . hat <− lambda . hat/N # 0.003057
1139 IS .W <− lambda . hat+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( var . lambda . hat )
1140 IS . S <− lambda . hat+1/2∗qnorm ( 0 . 9 75 ) ˆ2/N+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗
1141 s q r t (1/N∗( lambda . hat+qnorm ( 0 . 9 75 ) ˆ2/ (4∗N) ) )
1142 IS .W # 0.5017575 0.7182425
1143 IS . S # 0.5109359 0.7282714
1144 min . lambda <− lambda . hat−3∗ s q r t ( var . lambda . hat )
1145 max . lambda <− lambda . hat+3∗ s q r t ( var . lambda . hat )
1146 lambda . 0 i <− seq (min . lambda , max . lambda , by=0.0001)
1147 uLR . i <− 2∗N∗( lambda . hat∗ l og ( lambda . hat/ lambda . 0 i )−lambda . hat+lambda . 0 i )
1148 p l o t ( lambda . 0 i , uLR . i )
1149 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459
1150 IS . LR <− range ( lambda . 0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] )
1151 IS . LR # 0.5081196 0.7247196
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7 Testovanie hypotéz o dvoch parametroch

V tejto kapitole sa budeme venovat’ testovaniu hypotéz o rozdiele stredných hodnôt μ1−μ2 za predpo-
kladov normality, t.j. Xj ∼ N(μj , σ

2
j ), j = 1, 2, X1−X2 ∼ N

(
μ1 − μ2, σ

2
D

)
, o podiele rozptylov σ2

1/σ2
2

za predpokladov normality, t.j. Xj ∼ N(μj , σ
2
j ), j = 1, 2, o rozdiele korelačných koeficientov ρ1 − ρ2,

za predpokladov normality, t.j. (Xj , Yj)
T ∼ N2

(
μj ,Σj

)
, j = 1, 2, a o rozdiele pravdepodobnost́ı

p1 − p2, za prepokladov X ∼ Bin (N1, p1) a Y ∼ Bin (N2, p2).

7.1 Asymptotické testy o rozdiele stredných hodnôt

Testovanie rozdielov dvoch stredných hodnôt spojitej premennej patŕı medzi najčasteǰsie úlohy, s kto-
rými sa biologický antropológ stretáva. Základné zdroje dát totiž v antropológii často tvoria normálne
rozdelené metrické premenné (rozmery) na kontinuálnej (spojitej) škále, ktorých variabilita je mul-
tifaktoriálne podmienená a z genetického hl’adiska predstavujú polygénne znaky. Nemuśı ı́st’ zd’aleka
len o rozmery tela, ale o rôzne ukazovatele fyzického výkonu (sila stisku ruky), psychických vlastnost́ı
(skóre v psychologickom dotazńıku), spôsobe správania (reakčná doba na určitý podnet) i iných vlast-
nost́ı. Typickou úlohou je porovnanie stredných hodnôt výberov dvoch prirodzených alebo zámerne
definovaných skuṕın danej populácie: muži vs. ženy (sexuálny dimorfizmus), Poliaci vs. Nemci (etnický
rozdiel), dvadsat’ročńı v 60. rokoch 20. storočia vs. dvadsat’ročńı v 80. rokoch 20. storočia (rozdiel ve-
kových kohort, sekulárny trend ), nižšia sociálna vrstva vs. stredná sociálna vrstva (sociálne rozdiely),
vysokoškoláci vs. stredoškoláci (rozdiely v stupni vzdelania), prvorodičky vs. druhorodičky (rozdiely
v parite), krest’ania vs. moslimovia (rozdiely vo vyznańı), sila pravej paže vs. sila paže l’avej (stranová
asymetria sily) atd’. Vzhl’adom na štatistickú kvalitu tohto typu premenných (najväčšie množstvo in-
formácíı) a súčasne univerzálnost’, prirodzenost’ a jednoduchost’ tohto typu porovnávania/uvažovania
(jedna skupina voči druhej z hl’adiska strednej hodnoty vel’kosti daného znaku) je tento typ testov
vôbec jeden z najdôležiteǰśıch vo fyzickej antropológii.

Množstvo foriem/úrovńı rôznych dvoj́ıc viac či menej prirodzených skuṕın, ktorých stredné hod-
noty možno porovnávat’ a rozdiel testovat’, otvára priestor pre celú škálu situácíı, ktoré môžu nastat’.
Dané dve skupiny sa nemusia zhodovat’ v rozptyle, nemusia mat’ zhodné rozdelenie hodnôt, môžu byt’
zat’ažené chybou merania v rôznej miere, môžu pochádzat’ z čast́ı populácie s vel’mi odlǐsnou celko-
vou vel’kost’ou (praváci vs. l’aváci; homosexuáli vs. heterosexuáli; matky s jedným diet’at’om vs. matky
s desiatimi det’mi). Tieto rozdiely v d’aľśıch ohl’adoch problematizujú symetriu medzi testovanými sku-
pinami z hl’adiska vzorkovania a ekvivalencie porovnávania po stránke rovnocennosti oboch vzoriek.

Nech Xj ∼ N(μj , σ
2
j ), j = 1, 2, sú dve nezávislé náhodné premenné. Potom

X1 − X2
D
∼ N

(
μ1 − μ2, σ

2
D

)
.

Majme dvojice hypotéz H01 : μ1 − μ2 = μ0 oproti H11 : μ1 − μ2 �= μ0, H02 : μ1 − μ2 ≤ μ0 oproti
H12 : μ1 − μ2 > μ0, H03 : μ1 − μ2 ≥ μ0 oproti H13 : μ1 − μ2 < μ0.

Nech σ2
j sú známe. Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
X1 − X2 − μ0

σD

D
∼ N (0, 1) ,

kde σ2
D = σ2

1/n1 + σ2
2/n2. V špeciálnom pŕıpade σ2 = σ2

1 = σ2
2 a môžeme ṕısat’ σ2

D = σ2/n1 +
σ2/n2 = n1+n2

n1n2
σ2. Navyše v niektorých praktických situáciách môže nastat’ n = n1 = n2, kde

σ2
D = 1

n

(
σ2

1 + σ2
2

)
, ked’ nepredpokladáme rovnost’ rozptylov, resp. σ2

D = 2n
n2 σ2 = 2

nσ2, ked’ rovnost’
rozptylov predpokladáme. ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika)
a test dvojvýberový Z-test o rozdiele stredných hodnôt μ1 − μ2.
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Defińıcia 67 (Kritický obor a silofunkcia ZW testu o μ1 − μ2) Kritický obor a silofunkcia
sú definované (za predpokladu σ1 = σ2 a n1 = n2) nasledovne (pozri obrázok 7.1):

H0 H1 W 1 − β (μ1, μ2)

μ1 − μ2 = μ0 μ1 − μ2 �= μ0 W1 = {ZW ; |ZW | ≥ u (α/2)} 1 − Φ
(
uα/2 −

|μ0−(μ1−μ2)|
σD

)

μ1 − μ2 ≤ μ0 μ1 − μ2 > μ0 W2 = {ZW ;ZW ≥ u (α)} 1 − Φ
(
uα + μ0−(μ1−μ2)

σD

)

μ1 − μ2 ≥ μ0 μ1 − μ2 < μ0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −u (α)} 1 − Φ
(
uα − μ0−(μ1−μ2)

σD

)
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Obr. 7.1: Silofunkcie Waldovho testu o μ1 − μ2 pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

Defińıcia 68 (p-hodnota ZW testu o μ1 − μ2) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika

a zW = x1−x2−μ0
σD

je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom
p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : μ1 − μ2 �= μ0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : μ1 − μ2 > μ0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : μ1 − μ2 < μ0

Defińıcia 69 (Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre μ1 − μ2) Waldove 100×(1−α)% em-
pirické IS pre μ1 − μ2 pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS
μ = μ0 μ �= μ0 CS1−α =

{
μ0 : μ0 ∈

(
x1 − x2 − uα/2σD, x1 − x2 + uα/2σD

)}

μ ≤ μ0 μ > μ0 CS1−α = {μ0 : μ0 ∈ (x1 − x2 − uασD,∞)}
μ ≥ μ0 μ < μ0 CS1−α = {μ0 : μ0 ∈ (−∞, x1 − x2 + uασD)}

Majme H11. Zvol’me rozdiel |μ1 − μ2| = cσD. Minimálny rozsah n1 definujeme nasledovne:

n1 ≥

(
uα/2 + uβ

c

)2

=

(
uα/2 + uβ

μ1 − μ2 − μ0

)2 (

σ2
1 +

σ2
2

k

)

, n2 = kn1.

Pre H12 a H13 zameńıme v oboch pŕıpadoch uα/2 za uα.

Pŕıklad 224 (minimálny rozsah súboru) Predpokladajme, že v roku 1986 sme zistili priemernú
výšku 10-ročných dievčat ako x1986 = 136.1 cm. V roku 1996 už bol x1996 = 139.225 cm. Ďalej pred-
pokladajme, že rozptyl σ2 = 6.252. Pokial’ by sme v roku 2006 v porovnańı s rokom 1996 chceli rozdiel
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139.225 − 136.100 = 3.125 odhalit’ s pravdepodobnost’ou 0.90, teda s β = 0.1 na hladine významnosti
α = 0.05, aký minimálny rozsah n muśı mat’ náhodný výber?

Riešenie v
1152 k <− 1
1153 n1 <− c e i l i n g ( ( ( qnorm ( 0 . 9 75 )+qnorm ( 0 . 9 ) )/ ( 3 . 1 25 ) ) ˆ2∗(6 .25ˆ2+6.25ˆ2 /k ) ) # 85

Nech σ2
j sú neznáme. Ak H0 plat́ı, potom

TW =
X1 − X2 − μ0

SD

D
∼ tdf ,

a rozdelenie tdf sa nazýva centrálne t-rozdelenie s df stupňami vol’nosti. Pre σ2
1 = σ2

2 plat́ı
df = n1 + n2 − 2 a pre σ2

1 �= σ2
2 plat́ı

df =

(
S2

1
n1

+ S2
2

n2

)2

(
S2
1

n1

)2

n1−1 +

(
S2
2

n2

)2

n2−1

,

S2
D = S2

1/n1 +S2
2/n2, S2

1 a S2
2 sú výberové rozptyly. V špeciálnom pŕıpade predpokladáme S2

1 = S2
2

a môžeme ṕısat’ S2
D = n1+n2

n1n2
S2, kde S2 = (n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2 . Navyše v niektorých praktických
situáciách môže nastat’ n = n1 = n2, kde S2

D = 1
n

(
S2

1 + S2
2

)
, ked’ nepredpokladáme rovnost’ rozpty-

lov, resp. S2
D = 2

nS2, ked’ rovnost’ rozptylov predpokladáme. TW sa nazýva Waldova testovacia
štatistika (alebo t-̌statistika) a test dvojvýberový Studentov t-test o rozdiele stredných
hodnôt μ1 − μ2. Za predpokladu rovnosti rozptylov hovoŕıme o klasickom dvojvýberovom
t-teste. Za prepokladu nerovnosti rozptylov, hovoŕıme o Welchovom dvojvýberovom t-teste
(alebo dvojvýberovom Studentovom t-teste s Welchovou aproximáciou stupňov vol’nosti)
a problému nerovnosti rozptylov hovoŕıme Behrens-Fisherov problém (Welch, 1947). Ak n1 = n2

a σ2
1 = σ2

2 = σ2 sú neznáme, potom Welchova aproximácia df je rovná 2n − 2 a Welchov t-test je
ekvivalentný Studentovmu t-testu.

Ak H0 neplat́ı, náhodné výbery sú vyvážené (n1 = n2 = n) a rozptyly rovnaké (σ2
1 = σ2

2 = σ2),
táto situácia vedie k necentrálnemu t-rozdeleniu s parametrom necentrality λ = δ/

(√
2σ

)√
n, kde

δ = μ1 − μ2 − μ0 je minimálne detegovatel’ná vzdialenost’ medzi μ1 a μ2. Pri n1 �= n2 a σ2
1 �= σ2

2 , táto

situácia vedie tiež k necentrálnemu t-rozdeleniu, kde parameter necentrality λ = δ/
√

σ2
1

n1
+ σ2

2
n2

.
Ak predpokladáme n1 �= n2 (n1 + n2 = n), predefinujme TW nasledovne

TW =
√

n1n2

n1 + n2

(
X1 − X2 − μ0

S

)

=
√

n × w1w2

(
X1 − X2 − μ0

S

)
D
∼ tdf ,

kde n1n2
n1+n2

= nw1×nw2
n = n × w1w2, wj = nj/n, j = 1, 2. Ak H0 neplat́ı, táto situácia vedie k ne-

centrálnemu t-rozdeleniu s df stupňami vol’nosti a parametrom necentrality λ, ozn. tdf,λ, kde

TW,λ =
√

n × w1w2

(
X1 − X2 − μ

S

)
D
∼ tdf,λ,

kde parameter necentrality λ =
√

n × w1w2 (δ/σ) a δ = μ1 − μ2 − μ0 je minimálne detegovatel’ná
vzdialenost’ medzi rozdielom μ1 − μ2 a μ0.

Defińıcia 70 (Kritický obor a silofukcia TW testu o μ1 − μ2) Kritický obor a silofukcia sú
definované (za platnosti σ1 = σ2 a n1 = n2) nasledovne (pozri obrázok 7.2):

H0 H1 W 1 − β (μ1, μ2)
μ1 − μ2 = μ0 μ1 − μ2 �= μ0 W1 = {TW ; |TW | ≥ tdf (α/2)} Pr

(
F1,df,λ2 ≥ F1,df (α)

)

μ1 − μ2 ≤ μ0 μ1 − μ2 > μ0 W2 = {TW ;TW ≥ tdf (α)} Pr (tdf,λ ≥ tdf (α))
μ1 − μ2 ≥ μ0 μ1 − μ2 < μ0 W3 = {TW ;TW ≤ −tdf (α)} Pr (tdf,λ ≤ tdf (1 − α))
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Obr. 7.2: Silofunkcie Waldovho testu o μ1 − μ2 pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

Defińıcia 71 (p-hodnota TW testu o μ1 − μ2) Nech TW je nejaká testovacia štatistika

a tW = x1−x2−μ0
sD

je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-
hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(TW ≥ |tW ||H01), ak H11 : μ1 − μ2 �= μ0

Pr(TW ≥ tW |H02), ak H12 : μ1 − μ2 > μ0

Pr(TW ≤ tW |H03), ak H13 : μ1 − μ2 < μ0

Defińıcia 72 (100 × (1 − α)% empirické IS pre μ1 − μ2) 100×(1−α)% empirické IS pre μ1−μ2

pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS
μ = μ0 μ �= μ0 CS1−α = {μ0 : μ0 ∈ (x1 − x2 − tdf (α/2)sD, x1 − x2 + tdf (α/2)sD)}
μ ≤ μ0 μ > μ0 CS1−α = {μ0 : μ0 ∈ (x1 − x2 − tdf (α)sD,∞)}
μ ≥ μ0 μ < μ0 CS1−α = {μ0 : μ0 ∈ (−∞, x1 − x2 + tdf (α)sD)}

Dvojvýberový Studentov t-test o rozdiele stredných hodnôt μ1 − μ2 v (funkcia t.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektory dát x a y;

2. alternat́ıva alternative=”two.sided” je prednastavená, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”;

3. rovnost’ rozptylov var.equal=TRUE alebo var.equal=FALSE;

4. stredná hodnota za platnosti nulovej hypotézy mu, t.j. μ0;

5. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je p =.95.

Výstupy funkcie:

1. názov použitého testu method;

2. testovacia štatistika statistic;

3. počet stupňov vol’nosti df parameter;

4. p-hodnota p.value;

5. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;
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6. interval spol’ahlivosti rozdielu μ1 − μ2 conf.int;

7. bodové odhady (aritmetické priemery x1 a x2) sample estimates.

Pŕıklad 225 (pravdepodobnost’ pokrytia ak σ2
1 = σ2

2 sú neznáme) Nech Xj ∼ N(μj , σ
2), kde

j = 1, 2, μ1 = 20, μ2 = 35 a σ2 = 100. Pomocou simulačnej štúdie (M = 100000) vypoč́ıtajte
pravdepodobnost’ pokrytia 95% DIS pre μ1 − μ2 ako podiel

∑M
m=1 I (tW,m < tdf (α/2)) /M , kde tW,m sú

testovacie štatistiky klasického dvojvýberového t-testu. Zvol’te (a) n = 5, (b) n = 50 a (c) n = 100.

Pŕıklad 226 (pravdepodobnost’ pokrytia ak σ2
1 �= σ2

2 sú neznáme) Nech Xj ∼ N(μj , σ
2
j ), kde

j = 1, 2, μ1 = 20, μ2 = 35, σ2
1 = 100 a σ2

2 = 150. Pomocou simulačnej štúdie (M = 100000)
vypoč́ıtajte pravdepodobnost’ pokrytia 95% DIS pre μ1−μ2 ako podiel

∑M
m=1 I (tW,m < tdf (α/2)) /M , kde

tW,m sú (1) testovacie štatistiky klasického dvojvýberového t-testu a (2) testovacie štatistiky Welchovho
dvojvýberového t-testu. Zvol’te (a) n = 5, (b) n = 50 a (c) n = 100.

Pŕıklad 227 (pravdepodobnost’ pokrytia ak σ2
1 = σ2

2 sú neznáme) Nech Xj ∼ [pN(μj , σ
2) +

(1 − p)N(μj , σ
2
a)], kde p = 0.9, j = 1, 2, μ1 = 20, μ2 = 35, σ2 = 100 a σ2

a = 400. Pomocou si-
mulačnej štúdie (M = 100000) vypoč́ıtajte pravdepodobnost’ pokrytia 95% DIS pre μ1 − μ2 ako po-
diel

∑M
m=1 I (tW,m < tdf (α/2)) /M , kde tW,m sú testovacie štatistiky klasického dvojvýberového t-testu.

Zvol’te (a) n = 5, (b) n = 50 a (c) n = 100.

Pŕıklad 228 (pravdepodobnost’ pokrytia ak σ2
1 �= σ2

2 sú neznáme) Nech Xj ∼ [pN(μj , σ
2
j ) +

(1 − p)N(μj , σ
2
ja)], kde p = 0.9, j = 1, 2, μ1 = 20, μ2 = 35, σ2

1 = 100, σ2
2 = 150, σ2

1a = 400
a σ2

2a = 450. Pomocou simulačnej štúdie (M = 100000) vypoč́ıtajte pravdepodobnost’ pokrytia 95% DIS
pre μ1 − μ2 ako podiel

∑M
m=1 I (tW,m < tdf (α/2)) /M , kde tW,m sú (1) testovacie štatistiky klasického

dvojvýberového t-testu a (2) testovacie štatistiky Welchovho dvojvýberového t-testu. Zvol’te (a) n = 5,
(b) n = 50 a (c) n = 100.

Pŕıklad 229 (sila a silofunkcia testu rozdielu stredných hodnôt) Použite na simuláciu hus-
toty rozdelenia testovacej štatistiky Tdf,λ dvojvýberového testu rozdielu stredných hodnôt μ1−μ2 za plat-
nosti dvojstrannej alternat́ıvy H11 pri M = 20000 opakovaniach. Túto hustotu v podobe histogramu v re-
lat́ıvnej škále zakreslite do obrázka a superponujte ju s teoretickou hustotou. Vypoč́ıtajte silu za platnosti
alternat́ıvy H11 : μ1−μ2 = 2, kde n1 = n2 = 25. Použite (a) klasický dvojvýberový t-test a (b) Welchov
dvojvýberový t-test. (1) X1 ∼ N(4, 2.52), X2 ∼ N(2, 2.52) a (2) X1 ∼ [pN(4, 2.52)+ (1− p)N(4, 4.52)],
X2(2, 4.52), kde p = 0.9.

Riešenie (a) pozri na obrázku 7.3.
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Obr. 7.3: Hustota centrálneho a necentrálneho t-rozdelenia; vl’avo – hustota necentrálneho t-rozdelenia je superpono-
vaná histogramom simulácíı pre X1 ∼ N(4, 2.52), X2 ∼ N(2, 2.52) a vpravo – pre X1 ∼ [pN(4, 2.52) + (1 −
p)N(4, 4.52)], X2 ∼ N(2, 4.52), kde p = 0.9

Test pomerom vierohodnosti pre μ1 − μ2.
Budeme rozlǐsovat’ tri základné situácie – (1) σ2

1 , σ2
2 sú rôzne a známe, (2) σ2

1 , σ
2
2 sú rovnaké a neznáme

a (3) σ2
1 , σ2

2 sú rôzne a neznáme.

193



7.1 KAPITOLA 7. TESTOVANIE HYPOTÉZ O DVOCH PARAMETROCH

Nech X1 ∼ N(μ1, σ
2
1) a X2 ∼ N(μ2, σ

2
2), kde θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ

2
2)T a σ2

1 , σ2
2 sú rôzne a známe. Odhad

θ je rovný θ̂ = (μ̂1, μ̂2, σ
2
1 , σ2

2)T , kde μ̂1 = x1, μ̂2 = x2, t.j. Θ1 = {θ : μ1 �= μ2}. Za platnosti H01

je θ0 = (μ̂, μ̂, σ2
1 , σ2

2)T , t.j. Θ0 = {θ : μ1 = μ2}. Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru
vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x1,x2)) = l(θ̂|x1,x2) − l(θ0|x1,x2)

=



−
1

2σ2
1

n1∑

i=1

(x1i − x1)2 −
1

2σ2
2

n2∑

j=1

(x2j − x2)2





−



−
1

2σ2
1

n1∑

i=1

(x1i − μ̂)2 −
1

2σ2
2

n2∑

j=1

(x2j − μ̂)2





=
1

2σ2
1

(
n1∑

i=1

(x1i − μ̂)2 −
n1∑

i=1

(x1i − x1)
2

)

+
1

2σ2
2




n2∑

j=1

(x2j − μ̂)2 −
n2∑

j=1

(x2j − x2)
2



 ,

kde

μ̂ =

∑n1
i=1 x1i + γ

∑n2
j=1 x2j

n1 + γn2
, kde γ =

σ2
1

σ2
2

.

Použit́ım rovnosti
n1∑

i=1

(x1i − μ̂)2 =
n1∑

i=1

(x1i − x1)
2 + n1(x1 − μ̂)2 a

n2∑

j=1

(x2j − μ̂)2 =
n2∑

j=1

(x2j − x2)
2 + n2(x2 − μ̂)2

dostaneme

− ln(λ(x1,x2)) =
n1

2σ2
1

(μ̂ − x1)
2 +

n2

2σ2
2

(μ̂ − x2)
2.

Potom

μ̂ − x1 =
n1

∑n1

i=1 x1i + n1γ
∑n2

j=1 x2j − n2

∑n1

i=1 x1i − γn2

∑n2

j=1 x2j

n1(n1 + γn2)
=

γn2(x2 − x1)
n1 + γn2

a

μ̂ − x2 =
n1(x1 − x2)
n1 + γn2

.

Nakoniec

− ln(λ(x1,x2)) =
n1

2σ2
1

γ2n2
2(x2 − x1)2

(n1 + γn2)2
+

n2

2σ2
2

n2
1(x2 − x1)2

(n1 + γn2)2

=
n1n2(x2 − x1)2

2(n1 + γn2)2

(
γ2n2

σ2
1

+
n1

σ2
2

)

.

Ak polož́ıme γ = 1, dostaneme

− ln(λ(x1,x2)) =
n1n2(x2 − x1)2

2n2

(
n2

σ2
1

+
n1

σ2
2

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,X2))
D
∼ χ2

1, kde
H0 bude zamietnutá pre vel’ké hodnoty rozdielu |x2−x1|. Dá sa ukázat’, že uLR je rastúcou funkciou
|zW |.
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Nech X1 ∼ N(μ1, σ
2) a X2 ∼ N(μ2, σ

2), kde θ = (μ1, μ2, σ
2)T a σ2 je neznáma. Logaritmus funkcie

vierohodnosti má tvar

l(θ|x1,x2) = −
n

2
ln(2πσ2) −

1
2σ2




n1∑

i=1

(x1i − μ1)2 +
n2∑

j=1

(x2j − μ2)2



 ,

kde n = n1 + n2. MLE θ je rovný θ̂ = (μ̂1, μ̂2, σ̃
2)T , kde

μ̂1 = x1, μ̂2 = x2, σ̃
2 =

1
n




n1∑

i=1

(x1i − x1)
2 +

n2∑

j=1

(x2j − x2)
2



 ,

t.j. Θ1 = {θ : μ1 �= μ2}. Za platnosti H01 je θ̂0 = (μ̂, μ̂, σ̃2
0)T plat́ı

μ̂ =
1
n




n1∑

i=1

x1i +
n2∑

j=1

x2j



 =
n1x1 + n2x2

n

a

σ̃2
0 =

1
n




n1∑

i=1

(x1i − μ̂)2 +
n2∑

j=1

(x2j − μ̂)2





=
1
n




n1∑

i=1

(x1i − x1)
2 +

n2∑

j=1

(x2j − x2)
2 +

n1n2

n
(x1 − x2)

2



 ,

kde
1
n

n1∑

i=1

(x1i − μ̂)2 =
1
n

n1∑

i=1

(x1i − x1)
2 +

n1

n
(x1 − μ̂)2,

1
n

n2∑

j=1

(x2j − μ̂)2 =
1
n

n2∑

j=1

(x2j − x2)
2 +

n2

n
(x2 − μ̂)2

źıskame z rovnosti (x1i − μ̂)2 = ((x1i − x1) + (x1 − μ̂))2 (a podobne pre x2j). Tiež plat́ı Θ0 = {θ :
μ1 = μ2 = μ}. Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(x1,x2)) =
n

2
ln

(

1 +
n1n2

n (x1 − x2)
2

∑n1
i=1(x1i − x1)2 +

∑n2
j=1(x2j − x2)2

)

=
n

2
ln

(
σ̃2

0

σ̃2

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,X2))
D
∼ χ2

1, kde

H0 bude zamietnutá pre vel’ké hodnoty podielu σ̃2
0

σ̃2 .
Modifikovańım uLR, kde σ̃2 substituujeme

s2 =
n

n − 2
σ̃2 =

1
n − 2




n1∑

i=1

(x1i − x1)
2 +

n2∑

j=1

(x2i − x2)
2



 ,

dostaneme uLR, ktorá je rastúcou funkciou |tW | a |x1 − x2|. Potom

uLR = n ln

(

1 +
t2W

n − 2

)

.
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Nech X ∼ N(μ1, σ
2
1) a Y ∼ N(μ2, σ

2
2), kde θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ2

2)T a σ2
1 , σ2

2 sú rôzne a neznáme. Jadro
logaritmu funkcie vierohodnosti je rovné

l(θ|x1,x2) = −
1

2σ2
1

n1∑

i=1

(x1i − μ1)
2 −

1
2σ2

2

n2∑

j=1

(x2j − μ2)
2.

Nech σ2
1 , σ2

2 sú neznáme. Odhad θ je rovný θ̂ = (μ̂1, μ̂2, σ̂
2
1 , σ̂2

2)T , kde

μ̂1 = x1, μ̂2 = x2, σ̂
2
1 =

1
n1

n1∑

i=1

(x1i − x1)
2, σ̂2

2 =
1
n2

n2∑

j=1

(x2j − x2)
2,

t.j. Θ1 = {θ : μ1 �= μ2}. Za platnosti H01 je θ0 = (μ̂, μ̂, σ̂2
1 , σ̂2

2)T , t.j. Θ0 = {θ : μ1 = μ2}. Potom
−1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x1,x2)) = l(θ̂|x1,x2) − l(θ0|x1,x2)

=



−
1

2σ̂2
1

n1∑

i=1

(x1i − x1)
2 −

1
2σ̂2

2

n2∑

j=1

(x2j − x2)
2





−



−
1

2σ̂2
1

n1∑

i=1

(x1i − μ̂)2 −
1

2σ̂2
2

n2∑

j=1

(x2j − μ̂)2





=

(

−
n1σ̂

2
1

2σ̂2
1

−
n2σ̂

2
2

2σ̂2
2

)

−

(

−
n1σ̂

2
1

2σ̂2
1

−
n2σ̂

2
2

2σ̂2
2

−
n1(x1 − μ̂)2

2σ̂2
1

−
n2(x2 − μ̂)2

2σ̂2
2

)

=
n1(x1 − μ̂)2

2σ̂2
1

+
n2(x2 − μ̂)2

2σ̂2
2

,

kde potom dosadeńım γ = σ̂2
1/σ̂2

2 a po použit́ı identického postupu ako v pŕıpade, kde σ2
1 a σ2

2 sú
známe, dostaneme

− ln(λ(x1,x2)) =
n1n2(x2 − x1)2

2(n1 + γn2)2

(
γ2n2

σ̂2
1

+
n1

σ̂2
2

)

.

Ak polož́ıme γ = 1, dostaneme

− ln(λ(x1,x2)) =
n1n2(x2 − x1)2

2n2

(
n2

σ̂2
1

+
n1

σ̂2
2

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,X2))
D
∼ χ2

1, kde
H0 bude zamietnutá pre vel’ké hodnoty rozdielu |x2−x1|. Dá sa ukázat’, že uLR je rastúcou funkciou
|tW |.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre μ1 − μ2 bude mat’ tvar

CS1−α =
{
μ0 : ULR < χ2

1 (α)
}

.

Na výpočet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat’ funkciu vierohodnosti na parameter záujmu
(μ1 − μ2) a rušivý parameter1. Alternat́ıvne by bolo možné vypoč́ıtat’ uLR pre rôzne kombinácie μ1

a μ2 (na vhodne zvolených intervaloch) a pre tieto μj , j = 1, 2, vypoč́ıtat’ rozdiely μ1 − μ2. Potom
CS1−α =

{
μ0 : ULR(μ1 − μ2) < χ2

1 (α)
}
.

1Namiesto reparametrizácie môžeme použit’ upravenú testovaciu štatistiku uLR, kde x1 −x2 substituujeme x1 −x2 −μ0; μ0 patŕı vhodne

zvolenému intervalu, na ktorom hl’adáme μ0 vyhovujúce nerovnosti ULR(μ0) < χ2
1 (α).
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Pŕıklad 230 (test o rozdiele stredných hodnôt μ1 a μ2) Majme dáta two-samples-means-birth
.txt, premennú pôrodná hmotnost’ novorodencov (chlapcov, narodených v krajskej nemocnici v prie-
behu jedného roka) birth.W v gramoch a premennú počet starš́ıch súrodencov o.sib.N, ktorá nadobúda
hodnoty 0 (žiadny) a 1 (jeden). Predpokladáme, že premenná birth.W chlapcov bez staršieho súrodenca
má normálne rozdelenie N(μ1, σ

2
1) a birth.W chlapcov s jedným starš́ım súrodencom má normálne roz-

delenie N(μ2, σ
2
2). (a) Otestujte hypotézu o zhode stredných hodnôt μ1 a μ2 na hladine významnosti

α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte 100 × (1 − α)% empirický DIS pre rozdiel stredných hodnôt μ1 − μ2, kde
koeficient spol’ahlivosti 1−α = 0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku TW za predpokladu (1.1)
rovnosti a (1.2) nerovnosti rozptylov, (2) testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti ULR za predpo-
kladu (2.1) rovnosti a (2.2) nerovnosti rozptylov a DIS prislúchajúce (1.1), (1.2), (2.1) a (2.2).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: stredná hodnota pôrodnej hmotnosti chlapcov bez staršie-
ho súrodenca je zhodná so strednou hodnotou pôrodnej hmotnosti chlapcov s jedným starš́ım
súrodencom oproti H1: stredná hodnota pôrodnej hmotnosti chlapcov bez staršieho súrodenca
nie je zhodná so strednou hodnotou pôrodnej hmotnosti chlapcov s jedným starš́ım súroden-
com.

• matematická formulácia – H0 : μ1 − μ2 = μ0 oproti H1 : μ1 − μ2 �= μ0, kde μ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Stredné hodnoty μj a rozptyly σ2
j , kde j = 1, 2, sú neznáme, a preto ich

muśıme odhadnút’. Ich odhadmi sú aritmetické priemery x1
.
= 3127.68, x2

.
= 3194.20 a rozptyly

s2
1

.
= 440261.80 (smerodajná odchýlka s1

.
= 663.52), s2

2
.
= 516335.7 (smerodajná odchýlka s2

.
=

718.565). Rozdiel x1 − x2
.
= −66.53.

1154 DATA <− read . t a b l e ( ”two−samples−means−b i r t h . t x t ” , heade r=TRUE)
1155 names (DATA)
1156 ## ”o . s i b .N” ” b i r t h .W”
1157 attach (DATA)
1158 b i r t h .W.0 <− b i r t h .W[ o . s i b .N==0]
1159 b i r t h .W.1 <− b i r t h .W[ o . s i b .N==1]
1160 n . 0 <− l eng th ( b i r t h .W. 0 ) # 297
1161 n . 1 <− l eng th ( b i r t h .W. 1 ) # 276
1162 n <− n.0+n . 1 # 573
1163 p r i eme r . 0 <− mean ( b i r t h .W. 0 ) # 3127.677
1164 r o z p t y l . 0 <− var ( b i r t h .W. 0 ) # 440261.8
1165 smerodch . 0 <− sd ( b i r t h .W. 0 ) # 663.5223
1166 p r i eme r . 1 <− mean ( b i r t h .W. 1 ) # 3194.203
1167 r o z p t y l . 1 <− var ( b i r t h .W. 1 ) # 516335.7
1168 smerodch . 1 <− sd ( b i r t h .W. 1 ) # 718.565
1169 p r i eme r . d i f f <− p r i eme r .0− p r i eme r . 1 # −66.52613

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika tW

.
= −1.152 (ak σ2

1 = σ2
2).

Waldova testovacia štatistika tW
.
= −1.149 (ak σ2

1 �= σ2
2).

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 1.330 (ak σ2

1 = σ2
2).

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 1.320 (ak σ2

1 �= σ2
2).

1170 W. t e s t <− t . t e s t ( b i r t h .W. 0 , b i r t h .W. 1 , var=TRUE)
1171 W. t e s t . we lch <− t . t e s t ( b i r t h .W. 0 , b i r t h .W. 1 , var=FALSE)
1172 tW. obs <− W. t e s t $ s t a t # −1.152217
1173 tW. obs . we lch <− W. t e s t . we lch $ s t a t # −1.148857
1174 mu. hat <− ( sum ( b i r t h .W. 0 )+sum ( b i r t h .W. 1 ) ) /n # 3159.721
1175 s igma . sq . t i l d e <− ( sum ( ( b i r t h .W.0− p r i eme r . 0 ) ˆ2)+
1176 sum ( ( b i r t h .W.1− p r i eme r . 1 ) ˆ2) ) /n # 475235.3
1177 s igma0 . sq . t i l d e <− ( sum ( ( b i r t h .W.0−mu. hat ) ˆ2)+sum ( ( b i r t h .W.1−mu. hat ) ˆ2) )/n # 476340.2
1178 uLR . obs <− n∗ l og ( s igma0 . sq . t i l d e / s igma . sq . t i l d e ) # 1.330707
1179 s igmad . sq <− ( sum ( ( b i r t h .W.0− p r i eme r . 0 ) ˆ2)+sum ( ( b i r t h .W.1− p r i eme r . 1 ) ˆ2) ) / (n−2)
1180 tWt . obs <− ( p r i eme r . d i f f −0)/ sq r t ( s igmad . sq )∗ s q r t ( n . 0∗n . 1 / ( n.0+n . 1 ) )
1181 uW. obs <− tWt . obs ˆ2
1182 uLRt . obs <− n∗ l og (1+uW. obs/ (n−2)) # 1.330707
1183 gama <− ( n.0−1)/n . 0∗ r o z p t y l . 0 / ( ( n.1−1)/n . 1∗ r o z p t y l . 1 ) # 0.852885
1184 uLR . obs . 2 <− n . 0∗n . 1∗( p r i eme r .1− p r i eme r . 0 ) ˆ2/ ( ( n.0+gama∗n . 1 ) ˆ2)∗ ( ( gamaˆ2∗n . 1 ) / ( ( n.0−1)/n . 0∗ r o z p t y l . 0 )+
1185 n . 0 / ( ( n.1−1)/n . 1∗ r o z p t y l . 1 ) ) # 1.324522

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test (ak σ2

1 = σ2
2):
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kritické hodnoty tn−2(1 − α/2) = t571(1 − 0.025)
.
= −1.9641 a tn−2(α/2) = t571(0.025)

.
= 1.9641;

kritický obor W1 = (tmin, tn−2(1 − α/2)) ∪ (tn−2(α/2), tmax) = (−∞,−1.9641) ∪ (1.9641,∞).
Waldov test (ak σ2

1 �= σ2
2):

kritické hodnoty tdf (1 − α/2) = tdf (1 − 0.025)
.
= −1.9642 a tdf (α/2) = tdf (0.025)

.
= 1.9642;

kritický obor W1 = (tmin, tdf (1 − α/2)) ∪ (tdf (α/2), tmax)
.
= (−∞,−1.9642) ∪ (1.9642,∞),

kde df
.
= 557.986.

Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) , tmax)

.
= (3.841,∞).

1186 W. t e s t $ paramete r # 571
1187 t . k r i t . d <− qt ( 0 . 025 , df=W. t e s t $ paramete r ) # −1.964127
1188 t . k r i t . h <− qt ( 0 . 975 , df=W. t e s t $ paramete r ) # 1.964127
1189 W. t e s t . we lch $ paramete r # 557.9862
1190 t . k r i t . d . we lch <− qt ( 0 . 025 , df=W. t e s t . we lch $ paramete r ) # −1.964225
1191 t . k r i t . h . we lch <− qt ( 0 . 975 , df=W. t e s t . we lch $ paramete r ) # −1.964225
1192 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS

.
= 95% empirický DIS pre μ (ak σ2

1 = σ2
2):

(d, h)
.
= (−179.93, 46.88).

Waldov 95% empirický DIS pre μ (ak σ2
1 �= σ2

2):
(d, h)

.
= (−180.27, 47.21).

Vierohodnostný 95% empirický DIS pre μ (ak σ2
1 = σ2

2):
CS0.95 =

{
μ0 : uLR(μ0) < χ2

1 (α)
} .

= (−179.68, 46.62).
Vierohodnostný 95% empirický DIS pre μ (ak σ2

1 �= σ2
2):

CS0.95 =
{
μ0 : uLR(μ0) < χ2

1 (α)
} .

= (−179.82, 46.76).

1193 IS .W <− W. t e s t $ con f . i n t # −179.92997 46.87771
1194 IS .W. welch <− W. t e s t . we lch $ con f . i n t # −180.26719 47.21493
1195 min .mu <− −3∗ s q r t ( s igmad . sq )
1196 max .mu <− 3∗ s q r t ( s igmad . sq )
1197 mu.0 i <− seq (min .mu, max .mu, by = 0.01 )
1198 tW. obs . i <− ( p r i eme r . d i f f−mu.0 i )/ sq r t ( s igmad . sq )∗ s q r t ( n . 0∗n . 1 / ( n.0+n . 1 ) )
1199 uW. obs . i <− tW. obs . i ˆ2
1200 uLR . i <− n∗ l og (1+uW. obs . i / (n−2))
1201 IS . LR <− range (mu. 0 i [ which (uLR . i<l r . k r i t . hodn ) ] ) # −179.67937 46.62063
1202 uLR . i . 2 <− n . 0∗n . 1∗( p r i eme r . d i f f−mu.0 i ) ˆ2/ ( ( n.0+gama∗n . 1 ) ˆ2)∗
1203 ( ( gamaˆ2∗n . 1 ) / ( ( n.0−1)/n . 0∗ r o z p t y l . 0 )+
1204 n . 0 / ( ( n.1−1)/n . 1∗ r o z p t y l . 1 ) )
1205 IS . LR2 <− range (mu. 0 i [ which (uLR . i .2< l r . k r i t . hodn ) ] ) # −179.8181 46.7619

5. Štatistický záver –
Waldov test (ak σ2

1 = σ2
2): p-hodnota

.
= 2Pr(TW ≥ | − 1.152||H0) = 0.250.

Waldov test (ak σ2
1 �= σ2

2): p-hodnota
.
= 2Pr(TW ≥ | − 1.149||H0) = 0.251.

Test pomerom vierohodnosti (ak σ2
1 = σ2

2): p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 1.330|H0) = 0.249.

Test pomerom vierohodnosti (ak σ2
1 �= σ2

2): p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 1.320|H0) = 0.251.

1206 p . hodn .W <− W. t e s t $p . v a l # 0.2497143
1207 p . hodn .W. welch <− W. t e s t . we lch $p . v a l # 0.251107
1208 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.2486795
1209 p . hodn . LR . 2 <− 1−pch i sq (uLR . obs . 2 , df=1) # 0.2497821

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) μ0 = 0 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že stredná hodnota pôrodnej hmotnosti
chlapcov bez staršieho súrodenca je zhodná so strednou hodnotou pôrodnej hmotnosti chlapcov
s jedným starš́ım súrodencom.

7. Antropologický slovný záver − Napriek tomu, že pôrodná hmotnost’ prvorodených chlapcov
bez staršieho súrodenca je v priemere č́ıselne nižšia než u novorodených chlapcov s jedným starš́ım
súrodencom, rozdiel nie je štatisticky významný. V našej vzorke sa teda nepodarilo dokázat’ ob-
vykle nachádzaný stav, ktorý vyplýva z rozdielov medzi matkami v kapacite reprodukčnej sústavy.
Malý rozdiel môže byt’ daný kvalitou ako prenatálnej starostlivosti, tak výživy matiek a d’aľśımi
civilizačnými faktormi, ktoré môžu obe skupiny zbližovat’. Ďaľsou pŕıčinou môže byt’ skutočnost’,
že ide o porovnanie dvoch nezávislých vzoriek, ktoré sa môžu ĺı̌sit’ genetickým pozad́ım (sociálne
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a etnickým zložeńım) i podmienkami prostredia. Nie sú tiež k dispoźıcii údaje o proporcii pri-
rodzených pôrodov a pôrodov cisárskym rezom. Vhodným spôsobom realizácie výskumu by bolo
párové porovnanie staršieho a mladšieho syna z jedného páru súrodencov tých istých rodičov, kde
by bol vplyv nekontrolovaných faktorov obmedzeneǰśı.

Pŕıklad 231 (test o rozdiele stredných hodnôt μ1 a μ2) Majme dáta two-samples-means-
skull.txt, premennú výška lebky skull.H v mm starovekej egyptskej populácii a premennú pohlavie sex,
ktorá nadobúda hodnoty m (muž) a f (žena). Predpokladáme, že premenná skull.H mužov má normálne
rozdelenie N(μ1, σ

2
1) a skull.H žien má normálne rozdelenie N(μ2, σ

2
2). (a) Otestujte hypotézu o zhode

stredných hodnôt μ1 a μ2 na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte 100× (1− α)% empirický
DIS pre rozdiel stredných hodnôt μ1 − μ2, kde koeficient spol’ahlivosti 1 − α = 0.95. Použite (1)
Waldovu testovaciu štatistiku TW za predpokladu (1.1) rovnosti a (1.2) nerovnosti rozptylov, (2)
testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti ULR za predpokladu (2.1) rovnosti a (2.2) nerovnosti
rozptylov a DIS prislúchajúce (1.1), (1.2), (2.1) a (2.2).

7.2 Asymptotické testy o podiele rozptylov

Ako bolo uvedené v úvodnom texte kapitoly 6.2, rozptyl hodnôt a jeho porovnanie medzi rôznymi
výbermi má vel’ký význam pri odhal’ovańı procesov, ktoré sa v kontexte daného znaku v populácii
odohrávajú, resp. odohrávali v priebehu evolúcie. Testovanie rozdielov v rozptyle je preto dôležitým
prostriedkom pri zist’ovańı biologických rozdielov medzi dvoma populáciami. Na rozdiel od testovania
rozptylu jednej vzorky s porovnávacou (tabelovou, publikovanou) hodnotou majú testy rozptylov dvoch
výberov spracovaných v jednej štúdii tú výhodu, že obe vzorky boli źıskané rovnakou metodikou
a rozdiely medzi nimi vypovedajú o porovnatel’ných zdrojoch variability (a snád’ obdobnej miere vplyvu
skutočných biologických rozdielov).

Nech Xj ∼ N(μj , σ
2
j ), j = 1, 2, sú dve nezávislé náhodné premenné. Majme dvojice hypotéz H01 :

σ2
1/σ2

2 = σ0 oproti H11 : σ2
1/σ2

2 �= σ0, H02 : σ2
1/σ2

2 ≤ σ0 oproti H21 : σ2
1/σ2

2 > σ0 a H03 : σ2
1/σ2

2 ≥ σ0

oproti H13 : σ2
1/σ2

2 < σ0.

Ak H0 plat́ı a σ0 = 1, potom

FW =
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

D
∼ Fn1−1,n2−1,

kde S2
j = 1

nj−1

∑nj

i=1(Xji −Xj)2, j = 1, 2, a rozdelenie Fdf1,df2 sa nazýva centrálne F -rozdelenie

s df1 = n1 − 1 a df2 = n2 − 1 stupňami vol’nosti, n1 a n2 sú rozsahy náhodných výberov. FW

sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo F -̌statistika) a test dvojvýberový F -test o
podiele rozptylov σ2

1/σ2
2 .

Chceme nájst’ kritickú hodnotu d∗
S za platnosti H02, tak aby platilo Pr

(
S2

1/S2
2 < d∗

S |H02

)
= α. Teda

α = Pr

(
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

< d∗
S

σ2
2

σ2
1

|H02

)

= Pr (FW < d∗
S |H02)

a z toho vyplýva, že d∗S = Fn1−1,n2−1 (1 − α). Ak H02 neplat́ı, t.j. skutočný rozptyl je σ2
1/σ2

2 , po-
tom chceme nájst’ pravdepodobnost’ zamietnutia H02 (silu testu). To je pravdepodobnost’, že S2

1/S2
2

neprekroč́ı d∗
S , teda

Pr
(
S2

1/S2
2 < d∗

S |H12

)
= Pr

(
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

< d∗
S

σ2
2

σ2
1

|H12

)

= Pr

(
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

< d∗
S

σ2
2

σ2
1

|H12

)

= Pr

(

F
(alt)
W < Fn1−1,n2−1 (1 − α)

σ2
2

σ2
1

|H12

)

,

kde F
(alt)
W = S2

1
S2

2

σ2
2

σ2
1
.
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Chceme nájst’ kritickú hodnotu h∗
S za platnosti H03, tak aby platilo Pr

(
S2

1/S2
2 < h∗

S |H03

)
= 1 − α.

Teda

1 − α = Pr

(
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

< h∗
S

σ2
2

σ2
1

|H03

)

= Pr (FW < h∗
S |H03)

a z toho vyplýva, že h∗
S = Fn1−1,n2−1 (α). Ak H03 neplat́ı, t.j. skutočný rozptyl je σ2

1/σ2
2 , potom chceme

nájst’ pravdepodobnost’ zamietnutia H03 (silu testu). To je pravdepodobnost’, že S2
1/S2

2 prekroč́ı h∗
S ,

teda

Pr
(
S2

1/S2
2 > h∗

S |H13

)
= Pr

(
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

> h∗
S

σ2
2

σ2
1

|H13

)

= Pr

(
S2

1/σ2
1

S2
2/σ2

2

> h∗
S

σ2
2

σ2
1

|H13

)

= Pr

(

F
(alt)
W > Fn1−1,n2−1 (α)

σ2
2

σ2
1

|H13

)

.

Ak by sme chceli nájst’ kritické hodnoty dS a hS pre test H01 oproti H11, použili by sme podobnú
úvahu ako vyššie.

Pŕıklad 232 Odvod’te vzorec na výpočet kritických hodnôt dS a hS pre H01.

Defińıcia 73 (Kritický obor a silofunkcia FW testu o σ2
1/σ2

2) Kritický obor a silofunkcia sú
definované nasledovne (ozn. dα/2 = Fn1−1,n2−1(1 − α/2), hα/2 = Fn1−1,n2−1(α/2), dα =
Fn1−1,n2−1(1 − α) a hα = Fn1−1,n2−1(α)):

H0 H1 W
σ2

1 = σ2
2 σ2

1 �= σ2
2 W1 =

{
FW ;FW /∈

(
dα/2, hα/2

)}

σ2
1 ≤ σ2

2 σ2
1 > σ2

2 W2 = {FW ;FW ≥ hα}
σ2

1 ≥ σ2
2 σ2

1 < σ2
2 W3 = {FW ;FW ≤ dα}

1 − β
(
σ2

1/σ2
2

)

1 − Pr
(

σ2
2

σ2
1
dα/2 < F

(alt)
W <

σ2
2

σ2
1
hα/2

)

Pr
(
F

(alt)
W ≥ σ2

2
σ2
1
h
)

Pr
(
F

(alt)
W ≤ σ2

2
σ2
1
dα

)

Defińıcia 74 (p-hodnota FW testu o σ2
1/σ2

2) Nech FW je nejaká testovacia štatistika

a Fobs = s2
1

s2
2

je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu
poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2min(Pr(FW ≤ Fobs|H01),Pr(FW ≥ Fobs|H0)), ak H11 : σ2
1 �= σ2

2

Pr(FW ≥ Fobs|H02), ak H12 : σ2
1 > σ2

2

Pr(FW ≤ Fobs|H03), ak H13 : σ2
1 < σ2

2

Defińıcia 75 (Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre σ2
1/σ2

2) Waldove 100× (1−α)% em-
pirické IS pre σ2

1/σ2
2 pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar (vieme, že plat́ı

1
Fn2−1,n1−1(1−α/2) = Fn1−1,n2−1 (α/2)):

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

σ2
1/σ2

2 = σ2
0 σ2

1/σ2
2 �= σ2

0 CS1−α =
{

σ2
0 : σ2

0 ∈
(

s2
1

s2
2hα/2

,
s2
1

s2
2dα/2

)}

σ2
1/σ2

2 ≤ σ2
0 σ2

1/σ2
2 > σ2

0 CS1−α =
{

σ2
0 : σ2

0 ∈
(

s2
1

s2
2hα

,∞
)}

σ2
1/σ2

2 ≥ σ2
0 σ2

1/σ2
2 < σ2

0 CS1−α =
{

σ2
0 : σ2

0 ∈
(
0,

s2
1

s2
2dα

)}

Minimálne rozsahy n1, n2 pre nejaký podiel σ2
1/σ2

2 (pri nejakom α a β) vypoč́ıtame iteračne
pomocou nasledovných rovnost́ı:
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Fn1−1,n2−1(1−β)

Fn1−1,n2−1(α/2) ≈ σ2
2

σ2
1

za platnosti H11;
Fn1−1,n2−1(β)

Fn1−1,n2−1(1−α) = σ2
2

σ2
1

za platnosti H12;
Fn1−1,n2−1(1−β)

Fn1−1,n2−1(α) = σ2
2

σ2
1

za platnosti H13.

Pri obojstrannej alternat́ıve ide o približný výpočet, kedy sa zanedbáva čast’ sily, ktorá predstavuje
obsah pod dolnou kritickou hodnotou.

Dvojvýberový F -test o podiele rozptylov σ2
1/σ2

2 v (funkcia var.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektory dát x a y;

2. alternat́ıva alternative=”two.sided” je prednastavená, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”;

3. podiel rozptylov za platnosti nulovej hypotézy ratio, t.j. σ2
0 ;

4. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je p =.95.

Výstupy funkcie:

1. názov použitého testu method;

2. testovacia štatistika statistic;

3. počet stupňov vol’nosti df parameter (num df a denom df);

4. p-hodnota p.value;

5. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;

6. interval spol’ahlivosti podielu σ2
1/σ2

2 conf.int;

7. bodový odhad (podiel σ̂2
1/σ̂2

2) estimate.

Test pomerom vierohodnosti pre σ2
1/σ2

2 .

Nech X1 ∼ N(μ1, σ
2
1) a X2 ∼ N(μ2, σ

2
2), kde θ = (μ1, μ2, σ

2
1 , σ2

2)T . Logaritmus funkcie vierohodnosti
má tvar

l(θ|x1,x2) = −
2∑

j=1

nj

2
ln(2πσ2

j ) −
2∑

j=1

1
2σ2

j

(
nj∑

i=1

(xji − μj)
2

)

.

MLE θ je rovný θ̂ = (μ̂1, μ̂2, σ̂
2
1 , σ̂2

2)T , kde

μ̂j = xj , σ̂
2
j =

1
nj

nj∑

i=1

(xji − xj)
2,

t.j. Θ1 = {θ : σ2
1 �= σ2

2 �= σ2}. Za platnosti H01 je θ0 = (μ̂1, μ̂2, σ̃
2, σ̃2)T , kde (pozri Mood a kol.,

1987)

σ̃2 =

∑2
j=1 nj σ̂

2
j

∑2
j=1 nj

,

t.j. Θ0 = {θ : σ2
1 = σ2

2 = σ2}. Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ̂ bude mat’ tvar

l(θ̂|x1,x2) = −
2∑

j=1

nj

2
ln(2πσ̂2

j ) −
2∑

j=1

1
2σ̂2

j

(
nj∑

i=1

(xji − μj)
2

)

= −
2∑

j=1

nj

2
ln(2πσ̂2

j ) −
2∑

j=1

nj σ̂
2
j

2σ̂2
j

.
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Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ0 bude mat’ tvar

l(θ0|x1,x2) = −
2∑

j=1

nj

2
ln(2πσ̃2) −

2∑

j=1

1
2σ̃2

(
nj∑

i=1

(xji − μj)2
)

= −
2∑

j=1

nj

2
ln(2πσ̃2) −

1
σ̃2

2∑

j=1

nj σ̂
2
j

2

Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x1,x2)) = l(θ̂|x1,x2) − l (θ0|x1,x2)

= −
2∑

j=1

nj

2
ln σ̂2

j −
2∑

j=1

nj

2
+

2∑

j=1

nj

2
ln

(∑2
i=1 niσ̂

2
i∑2

i=1 ni

)

+
2∑

j=1

nj

2

=
1
2

2∑

j=1

nj ln

( ∑2
i=1 niσ̂

2
i

σ̂2
j

∑2
i=1 ni

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,X2))
D
∼ χ2

1.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre σ2
1/σ2

2 bude mat’ tvar

CS1−α =
{
σ2

0 : ULR < χ2
1 (α)

}
.

Na výpočet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat’ funkciu vierohodnosti na parameter záujmu
(σ2

1/σ2
2) a rušivý parameter. Alternat́ıvne by bolo možné vypoč́ıtat’ uLR pre rôzne kombinácie σ2

1
a σ2

2 (na vhodne zvolených intervaloch) a pre tieto σ2
j , j = 1, 2, vypoč́ıtat’ podiely σ2

1/σ2
2 . Potom

CS1−α =
{
σ2

0 : ULR(σ2
1/σ2

2) < χ2
1 (α)

}
.

Pŕıklad 233 (test o podiele rozptylov σ2
1 a σ2

2) Majme dáta two-samples-variances-skull.txt, pre-
mennú výška lebky skull.H v milimetroch u mužov a žien v starovekej egypskej populácii. Predpokladáme,
že premenná skull.H mužov má normálne rozdelenie N(μ1, σ

2
1) a skull.H žien má normálne rozdelenie

N(μ2, σ
2
2). (a) Otestujte hypotézu o podiele rozptylov σ2

1 a σ2
2 na hladine významnosti α = 0.05. (b)

Vypoč́ıtajte 100×(1−α)% empirický DIS pre podiel rozptylov σ2
1/σ2

2, kde koeficient spol’ahlivosti 1−α =
0.95. Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku FW , (2) testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti
ULR a DIS prislúchajúce (1).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: podiel rozptylov výšky lebky u mužov a u žien je rovný
jednej (t.j. rozptyly výšky lebky u mužov a u žien sa rovnajú) oproti H1: podiel rozptylov
výšky lebky u mužov a u žien nie je rovný jednej (t.j. rozptyly výšky lebky u mužov a u žien
sa nerovnajú).

• matematická formulácia – H0 : σ2
1/σ2

2 = σ2
0 oproti H1 : σ2

1/σ2
2 �= σ2

0 , kde σ2
0 = 1.

2. Testovacia štatistika – Rozptyly σ2
j , kde j = 1, 2, sú neznáme, a preto ich muśıme odhadnút’.

Ich odhadmi sú s2
1

.
= 23.38 a s2

2
.
= 21.65. Podiel s2

1/s2
2 = 1.08.

1210 DATA <− read . t a b l e ( ”two−samples−v a r i a n c e s−s k u l l . t x t ” , heade r=TRUE)
1211 names (DATA)
1212 ## ” i d ” ”pop” ” sex ” ” s k u l l .H”
1213 attach (DATA)
1214 s k u l l .H.m <− na . omit ( s k u l l .H[ s ex==”m” ] )
1215 s k u l l .H. f <− na . omit ( s k u l l .H[ s ex==” f ” ] )
1216 n .m <− l eng th ( s k u l l .H.m) # 215
1217 n . f <− l eng th ( s k u l l .H. f ) # 107
1218 n <− n .m+n . f # 322
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1219 r o z p t y l .m <− var ( s k u l l .H.m) # 23.382
1220 r o z p t y l . f <− var ( s k u l l .H. f ) # 21.65279
1221 r o z p t y l . r a t i o <− r o z p t y l .m/ r o z p t y l . f # 1.079861
1222 r o z p t y l . t i l d e <− ( n .m∗ r o z p t y l .m+n . f∗ r o z p t y l . f ) /n # 22.80739

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika Fobs

.
= 1.08.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 0.21.

1223 F . t e s t <− var . t e s t ( s k u l l .H.m, s k u l l .H. f )
1224 F . obs <− F . t e s t $ s t a t # 1.079861
1225 uLR . obs <− n .m∗ l og ( ( n .m∗ r o z p t y l .m+n . f∗ r o z p t y l . f ) / ( r o z p t y l .m∗n ) )+
1226 n . f∗ l og ( ( n .m∗ r o z p t y l .m+n . f∗ r o z p t y l . f ) / ( r o z p t y l . f∗n ) ) # 0.2090286

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty Fnm−1,f−1(1−α/2) = F214,106(1−α/2)

.
= 1.40 a Fnm−1,f−1(α/2) = F214,106(α/2)

.
=

0.73;
kritický obor W1

.
= (0, 0.73) ∪ (1.40,∞).

Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) ,∞) = (3.841,∞).

1227 df <− F . t e s t $param # 214 106
1228 F . k r i t . d <− qf ( 0 . 025 , d f1=df [ 1 ] , d f2=df [ 2 ] ) # 0.7251934
1229 F . k r i t . h <− qf ( 0 . 975 , d f1=df [ 1 ] , d f2=df [ 2 ] ) # 1.404928
1230 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS = 95% empirický DIS pre σ2

1/σ2
2 :

(d, h)
.
= (0.769, 1.489).

1231 IS .W <− F . t e s t $ con f . i n t # 0.7686237 1.4890660

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(FW ≥ 1.08|H0) = 0.663.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota
.
= Pr(ULR ≥ 0.209|H0) = 0.648.

1232 p . hodn . F <− F . t e s t $p . v a l # 0.6630295
1233 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.6475298

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) σ2

0 = 0 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že podiel rozptylov výšky lebky u mužov
a u žien je rovný jednej.

7. Antropologický slovný záver − Nemôžeme zamietnut’ zhodu rozptylu výšky lebky mužov
a žien v stredovekej egyptskej populácii. Faktory ovplyvňujúce rozptyl hodnôt tohto znaku boli
u oboch pohlav́ı podobné.

7.3 Asymptotické testy o rozdiele korelačných koeficientov

Obvyklé typy testov v antropologickom výskume riešia vel’kost’ a znamienko závislosti (súvislosti) me-
dzi dvoma premennými, ale zriedka sa stretneme so snahou porovnávat’ dve súvislosti tých istých
premenných testovańım rozdielov medzi dvoma korelačnými koeficientmi. Pritom práve takýto test
nás môže posunút’ v pohl’ade na študovaný problém ovel’a d’alej než testy rozdielov stredných hodnôt.
Ak súvislost’ medzi dvoma premennými odráža nejaký biologický proces, a pokial’ je v jednej sku-
pine súvislost’ systematicky odlǐsná (korelačné koeficienty sa štatisticky významne ĺı̌sia), vypovedá
to o zásadných rozdieloch v biologických procesoch, ktoré za danú súvislost’ zodpovedajú. Typickou
oblast’ou, v ktorej možno uplatnit’ testy rozdielov korelačných koeficientov, je sexuálny dimorfizmus.
Napŕıklad hladiny steroidných hormónov môžu ovplyvňovat’ určitú čast’ tela u každého pohlavia odlǐsne
alebo v rôznej miere.
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Nech (Xj , Yj)
T ∼ N2(μj ,Σj), kde j = 1, 2. Nech ρj je korelačný koeficient Xj a Yj , Rj je výberový

korelačný koeficient a ρ̂j = rj je odhad ρj . Korelačný koeficient má asymptoticky normálne rozdelenie,

t.j. Rj ∼ N
(
ρj ,

(
1 − ρ2

j

)2
/ (nj − 1)

)
, kde nj sú rozsahy náhodných výberov. Zauj́ıma nás rozdiel

R1 − R2, avšak jeho konvergencia k normalite je pomalá, preto sa namieto Rj použ́ıvajú Fisherove
Z-premenné Z1 a Z2. Potom

Z1 − Z2 ∼ N

(

0,
1

n1 − 3
+

1
n2 − 3

)

, Zj =
1
2

ln
1 + Rj

1 − Rj
, j = 1, 2.

Majme dvojice hypotéz H01 : ρ1 − ρ2 = ρ0 oproti H11 : ρ1 − ρ2 �= ρ0, H02 : ρ1 − ρ2 ≤ ρ0 oproti
H12 : ρ1 − ρ2 > ρ0, H03 : ρ1 − ρ2 ≥ ρ0 oproti H13 : ρ1 − ρ2 < ρ0.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
Z1 − Z2 − ξ0√

1
n1−3 + 1

n2−3

D
∼ N (0, 1) .

kde ξ0 = 1
2 ln 1+ρ0

1−ρ0
. ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test

dvojvýberový Z-test o rozdiele korelačných koeficientov ρ1 a ρ2.

Defińıcia 76 (Kritický obor a silofunkcia ZW testu o ρ1 − ρ2) Kritický obor a silofunkcia sú
definované nasledovne (ozn. ξ = 1

2 ln 1+ρ
1−ρ , δξ = ξ0 − (ξ1 − ξ2) a n1 = n2 = n):

H0 H1 W 1 − β (ξ1, ξ2)

ρ1 − ρ2 = ρ0 ρ1 − ρ2 �= ρ0 W1 = {ZW ; |ZW | ≥ u (α/2)} 1 − Φ
(
uα/2 −

√
(n − 3) /2 |δξ|

)

ρ1 − ρ2 ≤ ρ0 ρ1 − ρ2 > ρ0 W2 = {ZW ;ZW ≥ u (α)} 1 − Φ
(
uα +

√
(n − 3) /2 (δξ)

)

ρ1 − ρ2 ≥ ρ0 ρ1 − ρ2 < ρ0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −u (α)} 1 − Φ
(
uα −

√
(n − 3) /2 (δξ)

)

Defińıcia 77 (p-hodnota ZW testu o ρ1 − ρ2) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika
a zW je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu
poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : ρ1 − ρ2 �= ρ0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : ρ1 − ρ2 > ρ0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : ρ1 − ρ2 < ρ0

Defińıcia 78 (Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS pre ξ a IS pre ρ1 − ρ2) Ked’̌ze

Pr
(

1
σg

|Z1 − Z2 − ξ| ≤ u (α/2)
)

= 1 − α, kde σ2
g = 1

n1−3 + 1
n2−3 , potom Waldov 100 × (1 − α)%

empirický DIS pre ξ má tvar

CS1−α =
{
ξ0; ξ0 ∈

(
z1 − z2 − uα/2σ̂g, z1 − z2 + uα/2σ̂g

)}
,

kde σ̂2
g = 1

n1−3 + 1
n2−3 . Vieme, že ρ = tanh (ξ) je monotónna funkcia ξ. Potom môžeme ṕısat’ spätne

transformované Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre ρ1 − ρ2 ako:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS
ρ1 − ρ2 = ρ0 ρ1 − ρ2 �= ρ0 CS1−α = {ρ0 : ρ0 ∈ (tanh [d] , tanh [h])}
ρ1 − ρ2 ≤ ρ0 ρ1 − ρ2 > ρ0 CS1−α = {ρ0 : ρ0 ∈ (tanh [z1 − z2 − uασ̂g] , 2)}
ρ1 − ρ2 ≥ ρ0 ρ1 − ρ2 < ρ0 CS1−α = {ρ0 : ρ0 ∈ (−2, tanh [z1 − z2 + uασ̂g])}

kde d = z1 − z2 − uα/2σ̂g a h = z1 − z2 + uα/2σ̂g.
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Pŕıklad 234 (DIS pre ρ1 − ρ2 použit́ım Fisherovej Z-premennej) Naprogramujte DIS pre ρ1−
ρ2.

Riešenie v
1234 ” ISko r . r o z d i e l ” <− f u n c t i o n ( x1 , y1 , x2 , y2 , con f . l e v e l =0.95){
1235 z1 <− atanh ( cor ( x1 , y1 ) ) ; z2 <− atanh ( cor ( x2 , y2 ) )
1236 n1 <− l eng th ( x1 ) ; n2 <− l eng th ( x2 )
1237 a <− qnorm(1−(1−con f . l e v e l ) /2)∗(1/ ( n1−3)+1/ ( n2−3)) ˆ0 .5
1238 IS . x i <− c ( z1−z2−a , z1−z2+a )
1239 IS <− tanh ( IS . x i )
1240 r e t u rn ( IS )
1241 }

Majme H11. Použit́ım Fisherovej Z-premennej pre nejaký rozdiel ξ1 − ξ2 − ξ0, α a β dostaneme
minimálny rozsah n = n1 = n2 ako

n ≥ 3 + 2

(
uα/2 + uβ

ξ1 − ξ2 − ξ0

)2

.

Pre H12 a H13 zameńıme uα/2 za uα.

Pŕıklad 235 Sledujeme hladinu LDL cholesterolu a krvného tlaku u slovenských žien a mužov. Lekári
stanovili klinicky dôležitý rozdiel korelačných koeficientov ako ρ1 − ρ2 = 0.2, kde ρ1 = 0.1, 0.3, . . . , 0.9.
Ďalej nech sila testu je 1−β = 0.90 (pravdepodobnost’ odhalenia tohoto rozdielu) a hladina významnosti
α = 0.05. Aspoň kol’ko žien a mužov (n1 = n2 = n) muśıme sledovat’ pri danej α a 1 − β?

Riešenie v (pozri tabul’ku 7.1)
1242 ”min . r o z s ah . n . kor ” <− f u n c t i o n ( r1 , r2 , a l f a , s i l a ){
1243 x i 1 <− atanh ( r1 ) ; x i 2 <− atanh ( r2 )
1244 x i . d i f f <− x i1−x i 2
1245 n <− c e i l i n g (3+2∗ ( ( qnorm(1− a l f a /2)+qnorm ( s i l a ) )/ ( x i1−x i 2 ) ) ˆ2)
1246 TAB <− r b i nd ( round ( r1 , 1 ) , round ( r2 , 1 ) , round ( x i . d i f f , 4 ) , n )
1247 dimnames (TAB) [ [ 1 ] ] <− c ( ” r1 ” , ” r2 ” , ” x i . d i f f ” , ”n” )
1248 r e t u rn (TAB)
1249 }
1250 r1 <− seq ( 0 . 1 , 0 . 9 , by=0.1)
1251 r2 <− r1 −0.2
1252 min . r o z s ah . n . kor ( r1 , r2 , 0 . 0 5 , 0 . 9 )

Tabul’ka 7.1: Minimálne rozsahy n pre rozdiel ρ1−ρ2 = 0.2 pri rôznych ρ a ρ0 spolu s rozdielom ξ1−ξ2, ktorý je funkciou
ρ1 a ρ2

ρ1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
ρ2 −0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

ξ1 − ξ2 0.2007 0.2027 0.2092 0.2209 0.2398 0.2695 0.3180 0.4055 0.6049
n 525 515 484 434 369 293 211 131 61

Test pomerom vierohodnosti pre ρ1 − ρ2.

Majme H01 oproti H11. Nech (Xj , Yj)T ∼ N2(μj ,Σj), kde (Xj , Yj)T sú nezávislé, vektor θ =
(θ1,θ2)T , θj = (μj1, μj2, σ

2
j1, σ

2
j2, ρj)T a j = 1, 2. Logaritmus funkcie vierohodnosti bude mat’ tvar

l(θ|x1,y1,x2,y2) = −n ln (2π) −
2∑

j=1

nj

2
ln

(
σ2

j1σ
2
j2

)
−

2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ2

j

)

−
2∑

j=1

1
2(1 − ρ2

j )

(∑nj

i=1(xji − μj1)2

σ2
j1

− 2ρj

∑nj

i=1(xji − μj1)(yji − μj2)
σj1σj2

+

∑nj

i=1(yji − μj2)2

σ2
j2

)

,
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kde n =
∑2

j=1 nj . MLE θ̂j = (μ̂j1, μ̂j2, σ̂
2
j1, σ̂

2
j2, ρ̂j)T , kde

μ̂j1 = xj , μ̂j2 = yj , σ̂
2
j1 =

1
nj

nj∑

i=1

(xji − xj)
2, σ̂2

j2 =
1
nj

nj∑

i=1

(yji − yj)
2,

ρ̂j =

∑nj

i=1(xji − xj)(yji − yj)

nj σ̂j1σ̂j2

a Θ1 = {θ : ρ1 �= ρ2 �= ρ}. Za platnosti H01 je θj0 = (μ̂j1, μ̂j2, σ̃
2
j1, σ̃

2
j2, ρ̂)T , kde

σ̃2
j1 =

σ̂2
j1(1 − ρ̂ρ̂j)

1 − ρ̂2
, σ̃2

j2 =
σ̂2

j2(1 − ρ̂ρ̂j)

1 − ρ̂2

ρ̂ je iteračným riešeńım rovnice
∑2

j=1
nj(ρ̂j−ρ̂)

1−ρ̂j ρ̂ = 0 (pozri Pearson, 1933) a Θ0 = {θ : ρ1 = ρ2 = ρ}.

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ̂ bude mat’ tvar

l(θ̂|x1,y1,x2,y2) = −n ln (2π) −
2∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̂2

j1σ̂
2
j2

)
−

2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

j

)

−
2∑

j=1

1
2(1 − ρ̂2

j)

(
nj σ̂

2
j1

σ̂2
j1

− 2ρ̂j

nj σ̂
2
j1σ̂

2
j2ρ̂j

σ̂2
j1σ̂

2
j2

+
nj σ̂

2
j2

σ̂2
j2

)

= −n ln (2π) −
2∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̂2

j1σ̂
2
j2

)
−

2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

j

)
− n.

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ0 bude mat’ tvar

l(θ0|x1,y1,x2,y2) = −n ln (2π) −
2∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̃2

j1σ̃
2
j2

)
−

2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

)

−
2∑

j=1

1
2(1 − ρ̂2)

(
nj σ̂

2
j1

σ̃2
j1

− 2ρ̂
nj σ̂

2
j1σ̂

2
j2ρ̂j

σ̃2
j1σ̃

2
j2

+
nj σ̂

2
j2

σ̃2
j2

)

= −n ln (2π) −
2∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̂2

j1σ̂
2
j2

)
−

2∑

j=1

nj ln
(1 − ρ̂ρ̂j)2

(1 − ρ̂2)2

−
2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

)
− n

Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(x1,y1,x2,y2)) = l(θ̂|x1,y1,x2,y2) − l (θ0|x1,y1,x2,y2)

= −
2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

j

)
+

2∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

)
+

2∑

j=1

nj ln
(1 − ρ̂ρ̂j)2

(1 − ρ̂2)2

=
1
2

2∑

j=1

nj ln
(1 − ρ̂ρ̂j)2

(1 − ρ̂2)(1 − ρ̂2
j )

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,Y1,X2,Y2))
D
∼

χ2
1.
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Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre ρ1 − ρ2 bude mat’ tvar

CS1−α =
{
ρ0 : ULR < χ2

1 (α)
}

.

Na výpočet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat’ funkciu vierohodnosti na parameter záujmu
(ρ1 − ρ2) a rušivý parameter. Alternat́ıvne by bolo možné vypoč́ıtat’ uLR pre rôzne kombinácie ρ1

a ρ2 (na vhodne zvolených intervaloch) a pre tieto ρj , j = 1, 2, vypoč́ıtat’ rozdiely ρ1 − ρ2. Potom
CS1−α =

{
ρ0 : ULR(ρ1 − ρ2) < χ2

1 (α)
}
.

Pŕıklad 236 (test o rozdiele ρ1 a ρ2) Majme dáta two-samples-correlations-trunk.txt, premennú
dĺ̌zka dolnej končatiny lowex.L v milimetroch a dĺ̌zka trupu tru.L v milimetroch u mužov a žien. Pred-
pokladáme, že premenné lowex.L a tru.L majú N2(μj ,Σj), kde j = 1, 2 predstavujú mužov a ženy. (a)
Otestujte hypotézu o rozdiele korelačných koeficientov ρ1 a ρ2 na hladine významnosti α = 0.05. (b)
Vypoč́ıtajte 100× (1−α)% empirický DIS pre rozdiel ρ1 −ρ2, kde koeficient spol’ahlivosti 1−α = 0.95.
Použite (1) Waldovu testovaciu štatistiku ZW , (2) testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti ULR

a DIS prislúchajúce (1).

Riešenie (aj v )

1. Hypotézy

• slovná formulácia – testujeme H0: rozdiel korelačných koeficientov premenných dĺžka dolnej
končatiny a d́lžka trupu u mužov a u žien je rovný nule (t.j. korelačné koeficienty u mužov
a u žien sa rovnajú) oproti H1: rozdiel korelačných koeficientov premenných dĺžka dolnej
končatiny a d́lžka trupu u mužov a u žien nie je rovný nule (t.j. korelačné koeficienty u mužov
a u žien sa nerovnajú).

• matematická formulácia – H0 : ρ1 − ρ2 = ρ0 oproti H1 : ρ1 − ρ2 �= ρ0, kde ρ0 = 0.

2. Testovacia štatistika – Pearsonove korelačné koeficienty ρ2
j , kde j = 1, 2, sú neznáme, a preto

ich muśıme odhadnút’. Ich odhadmi sú r1
.
= 0.06 a r2

.
= 0.29. Rozdiel r1 − r2

.
= −0.23.

1253 DATA <− read . t a b l e ( ”two−samples−c o r r e l a t i o n s −t runk . t x t ” , heade r=TRUE)
1254 names (DATA)
1255 ## ” sex ” ” lowex . L” ” t r u . L”
1256 attach (DATA)
1257 kor .m <− cor ( lowex . L [ s ex==”m” ] , t r u . L [ s ex==”m” ] ) # 0.05975781
1258 kor . f <− cor ( lowex . L [ s ex==” f ” ] , t r u . L [ s ex==” f ” ] ) # 0.285256
1259 kor . d i f f <− kor .m−kor . f # −0.2254981

Pozorované testovacie štatistiky:
Waldova testovacia štatistika zW

.
= −1.50.

Testovacia štatistika pomerom vierohodnosti uLR
.
= 2.33.

1260 x i .m <− atanh ( kor .m) # 0.0598291
1261 x i . f <− atanh ( kor . f ) # 0.285256
1262 x i . d i f f <− x i .m−x i . f # −0.2335652
1263 n .m <− l eng th ( lowex . L [ s ex==”m” ] ) # 75
1264 n . f <− l eng th ( lowex . L [ s ex==” f ” ] ) # 100
1265 r o z p t y l . x i . d i f f <− 1/ ( n .m−3)+1/ ( n . f −3)
1266 z .W <− x i . d i f f / s q r t ( r o z p t y l . x i . d i f f ) # −1.501471
1267 ” rho . hat ” <− f u n c t i o n ( kor , kor .m, kor . f , n .m, n . f ) {
1268 n .m∗( kor .m−kor )/(1−kor .m∗kor )+n . f∗( kor . f−kor )/(1−kor . f∗kor )
1269 }
1270 kor <− un i r oo t ( rho . hat , i n t e r v a l=c ( −0.5 ,0 .5) , kor .m=kor .m, kor . f=kor . f , n .m=n .m, n . f=n . f ) $ r o o t # 0.1910674
1271 uLR . obs <− n .m∗ l og ((1− kor .m∗kor ) ˆ2/((1− kor ˆ2)∗(1−kor .mˆ2) ) )+
1272 n . f∗ l og ((1− kor . f∗kor ) ˆ2/((1− kor ˆ2)∗(1−kor . f ˆ2) ) ) # 2.332354

3. Zamietacia oblast’ –
Waldov test:
kritické hodnoty u(1 − α/2)

.
= −1.96 a u(α/2)

.
= 1.96;

kritický obor W1 = (−∞,−1.96) ∪ (1.96,∞).
Test pomerom vierohodnosti:
kritická hodnota χ2

1 (α)
.
= 3.841;

kritický obor W = (χ2
1 (α) ,∞)

.
= (3.841,∞).
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1273 u . k r i t . d <− qnorm ( 0 . 0 25 ) # −1.959964
1274 u . k r i t . h <− qnorm ( 0 . 9 75 ) # 1.959964
1275 l r . k r i t . hodn <− qch i sq ( 0 . 9 5 , df=1) # 3.841459

4. Empirický dvojstranný interval spol’ahlivosti –
Waldov 100 × (1 − α)% empirický DIS=95% empirický DIS pre ρ1 − ρ2:
(d, h) = (−0.49, 0.07).

1276 IS .W <− tanh ( x i . d i f f+c (−1 ,1)∗u . k r i t . h∗ s q r t ( r o z p t y l . x i . d i f f ) ) # −0.49181570 0.07120136

5. Štatistický záver –
Waldov test: p-hodnota

.
= 2Pr(ZW ≥ 1.50|H0)

.
= 0.133.

Test pomerom vierohodnosti: p-hodnota=Pr(ULR ≥ 2.33|H0)
.
= 0.127.

1277 p . hodn . Z <− 2∗(1−pnorm ( abs ( z .W) ) ) # 0.1332338
1278 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # 0.1267102

H0 na hladine významnosti nezamietame, pretože (1) testovacia štatistika nepatŕı kritickému
oboru, (2) ρ0 = 0 patŕı DIS a nakoniec (3) p-hodnota je väčšia ako 0.05.

6. Slovný záver – Nezamietame nulovú hypotézu o tom, že rozdiel korelačných koeficientov pre-
menných d́lžka dolnej končatiny a d́lžka trupu u mužov a u žien je rovný nule.

7. Antropologický slovný záver − Dĺžka trupu u žien, v oblasti brucha rešpektujúca nároky
rastúceho plodu v dobe tehotenstva, by mala výrazneǰsie súvisiet’ s d́lžkou dolných končat́ın v po-
rovnańı s mužmi. Podl’a predpokladu vyplývajúceho z reprodukčných rozdielov medzi pohlaviami
je korelačný koeficient u žien č́ıselne väčš́ı než u mužov (0.29 vs. 0.06). Na rozdiel od mužov, u žien
je korelácia štatisticky významná (p-hodnota = 0.004 vs. 0.611) a oba rozmery spolu súvisia. I ked’
je medzi pohlaviami relat́ıvne vel’ký rozdiel v korelačných koeficientoch medzi oboma rozmermi,
rozdiel korelačných koeficientov v testovanej vzorke štatisticky významný nebol. Dôvodom môže
byt’ celkovo nevyvážená vzorka (100 žien vs. 75 mužov) a ńızky počet pozorovańı v oboch vzorkách.
Pri α = 0.05, 1 − β = 0.8 a vyváženej vzorke (n = n1 = n2) by sme potrebovali minimálne
n = 291, aby bol rozdiel korelačných koeficientov −0.23 štatisticky signifikantný. Iným dôvodom
môže byt’ skladba oboch vzoriek, ked’že ide o nepŕıbuzných mužov a ženy, vybraných z populácie
mladých študentov pôvodom takmer z celej Českej a Slovenskej republiky. Najrôzneǰsie faktory
(mätúce premenné: geografické, sociálne, genetické) tak môžu ovplyvňovat’ (zvyšovat’) variabilitu
oboch znakov u mužov a žien. Pokial’ by sme tieto faktory obmedzili (napŕıklad na vzorky zložené
z l’ud́ı určitého geografického územia, obdobných rastových vzorcov alebo rovnaké vzorky zložené
z párov brat – sestra), rozdiel korelačných koeficientov by pravdepodobne mohol byt’ väčš́ı alebo
jeho štatistická významnost’ vyššia. Je tiež možné, že obmedzeńım defińıcie rozmeru dĺžky trupu
len na oblast’ brucha (v našom pŕıpade šlo o rozdiel výšky akromiálnej a výšky spinálnej, t.j. pro-
jekčná vzdialenost’ spina iliaca anterior superior od laterálneho konca kl’́učnej kosti) by korelácia
u žien mohla byt’ ešte silneǰsia a rozdiel medzi pohlaviami štatisticky významný.

7.4 Asymptotické testy o dvoch pravdepodobnostiach

Kontingenčné tabul’ky 2× 2 a testy dvoch pravdepodobnost́ı patria k častým úlohám v rôznych oblas-
tiach antropológie a ich použitie je vel’mi univerzálne. Porovnanie pravdepodobnosti výskytu nejakého
javu medzi dvoma skupinami patŕı medzi najbežneǰsie štatistické úlohy vôbec. V kostrovej antro-
pológii sa uplatňuje napr. pri testovańı rozdielov vo výskyte rôznych epigenetických znakov (pozri
úvod ku kapitole 6.4), u živého človeka pri testovańı akýchkol’vek kvalitat́ıvnych znakov, u ktorých za-
znamenávame ich pŕıtomnost’ alebo nepŕıtomnost’. V oblasti medićıny možno týmto spôsobom testovat’
rozdiel vo výskyte chorôb (morbiditu) i úmrtnost’ (fatalita) na určitú chorobu.

Nech Xj ∼ Bin(Nj , pj), j = 1, 2, sú dve nezávislé náhodné premenné. Realizácie xj môžeme usporiadat’
do nasledovnej kontingenčnej tabul’ky 2 × 2 pre početnosti

odpoved’ 1 (má znak X) odpoved’ 0 (nemá znak X) spolu
skupina 1 n1 N1 − n1 N1

skupina 2 n2 N2 − n2 N2
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a kontingenčnej tabul’ky 2 × 2 pre pravdepodobnosti

odpoved’ 1 (má znak X) odpoved’ 0 (nemá znak X) spolu
skupina 1 p1 1 − p1 1
skupina 2 p2 1 − p2 1

Kontingenčnú tabul’ku 2 × 2 pre početnosti je možné preznačit’ nasledovne

odpoved’ 1 (má znak X) odpoved’ 0 (nemá znak X) spolu
skupina 1 n11 n12 N1•
skupina 2 n21 n22 N2•

suma N•1 N•2 N

Početnosti nij , j = 1, 2, sa nazývajú združené početnosti, početnosti N•j = n1j + n2j marginálne
st́lpcové početnosti, početnosti Nj• = nj1 + nj2 marginálne riadkové početnosti a početnost’
N = N•1 + N•2 = N1• + N2• = N1 + N2 sa nazýva celková (totálna) početnost’. Kontingenčnú
tabul’ku 2 × 2 pre pravdepodobnosti je možné preznačit’ nasledovne

odpoved’ 1 (má znak X) odpoved’ 0 (nemá znak X) spolu
skupina 1 p11 p12 p1•
skupina 2 p21 p22 p2•

suma p•1 p•2 1

Pravdepodobnosti pij = nij

N , j = 1, 2, sa nazývajú združené pravdepodobnosti, pravdepodobnosti

p•j = N•j

N marginálne st́lpcové pravdepodobnosti, pravdepodobnosti pj• = Nj•

N marginálne
riadkové pravdepodobnosti. Alternat́ıvnym preznačeńım dostaneme kontingenčnú tabul’ku 2×2
pre podmienené pravdepodobnosti

odpoved’ 1 (má znak X) odpoved’ 0 (nemá znak X) spolu
skupina 1 p1|1 p2|1 1
skupina 2 p1|2 p2|2 1

Ide o podmienené pravdepodobnosti odpovede (výskytu znaku) za podmienky pŕıslušnosti
do skupiny, kde p1|1 = p1, p1|2 = p2, p2|1 = 1 − p1 a p2|2 = 1 − p2.

Nech θ = (p1, p2)T . Potom môžeme zhrnút’ najčasteǰsie použ́ıvané funkcie g(θ) nasledovne:

názov označenie g(θ) rozpätie nulový bod
rozdiel riźık RD p1 − p2 �−1, 1� 0

relat́ıvne riziko RR p1
p2

�0,∞) 1
logaritmus relat́ıvneho rizika lnRR ln p1

p2
(−∞,∞) 0

pomer šanćı OR p1/(1−p1)
p2/(1−p2)

�0,∞) 1

logaritmus pomeru šanćı lnOR ln p1/(1−p1)
p2/(1−p2)

(−∞,∞) 0

Rozdiel riźık predstavuje rozdiel pravdepodobnost́ı p1 a p2 výskytu sledovaného znaku X v dvoch
populáciách. Relat́ıvne riziko predstavuje podiel pravdepodobnost́ı p1 a p2 výskytu sledovaného
znaku X v dvoch populáciách. Pomer šanćı predstavuje podiel šanćı p1/(1 − p1) a p2/(1 − p2)
pre výskyt znaku X. Logaritmovanie podielu riźık a pomeru šanćı spôsobuje zmenu nesymetrického
rozdelenia g(θ) za platnosti H0 (g(θ) je rovné svojmu nulovému bodu) na symetrické rozdelenie.
Vol’ba g(θ) v praxi záviśı na konkrétnej aplikácii. Avšak relat́ıvne riziko nie je možné priamo odhadnút’
(bez doplňujúcich informácíı) v retrospekt́ıvnych štúdiách pŕıpadov a kontrol. Ale pomer šanćı priamo
odhadnutel’ný je a navyše za predpokladu, že choroba je zriedkavá, je aproximáciou relat́ıvneho rizika.
Lekári, biológovia a antropológovia považujú relat́ıvne riziko za najvhodneǰsiu g(θ). V matematickej
štatistike je však najčasteǰsie použ́ıvaným g(θ) pomer šanćı, ktorý je prirodzeným parametrom funkcie
vierohodnosti a parameter, ktorý sa odhaduje aj v logistickom regresnom modeli.

Medzi jednotlivými g(θ) je nelineárny vzt’ah. Vyberajme p2 z intervalu (0, 1) a ponechajme rozdiel
riźık konštantný a rovný −0.1. Ked’ p2 rastie, relat́ıvne riziko je monotónnou funkciou rastúcou smerom
k jeho nulovému bodu jedna, indikujúc proporčne menšiu redukciu rizika. Ak p1 ide k nule a p2 ide
k jednotke, pomer šanćı sa približne rovná nule. Ak p2 rastie, pomer šanćı rastie, dosiahne maximum
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približne rovné 0.669 v bode p̃2 = 0.5(1 − RD) = 0.55 a potom klesá k nule (pozri obrázok 7.4 vl’avo;
pre RD=−0.5 pozri obrázok 7.5 vl’avo).

Vyberajme p2 opät’ z intervalu (0, 1) a ponechajme rozdiel riźık konštantný a rovný 0.1. Ked’ p2 rastie,
relat́ıvne riziko je monotónnou funkciou klesajúcou smerom k jeho nulovému bodu jedna, indikujúc
proporčne menšiu redukciu rizika. Ak p1 ide k nule a p2 ide k jednotke, pomer šanćı sa rovná nejakému
č́ıslu ovel’a väčšiemu ako jedna. Ak p2 rastie, pomer šanćı klesá, dosiahne minimum približne rovné
1.494 v bode p̃2 = 0.5(1 − RD) = 0.45 a potom rastie (pozri obrázok 7.4 vpravo; pre RD=−0.5 pozri
obrázok 7.5 vpravo).

Majme dve štúdie A a B s rovnakým záporným rozdielom riźık RD = −0.1 (t.j. p1 < p2), ale
pravdepodobnosti sú rozdielne, t.j. RDA = RDB , pA1 < pB1 a pA2 < pB2. Potom RRA �= RRB a štúdia
s väčš́ım p2 bude mat’ RR bližsie k jednotke (RR bude väčšie). Pomer šanćı sa tiež bude odlǐsovat’, t.j.
ORA �= ORB , ak obe p2 sú menšie ako p̃2 alebo obe p2 sú väčšie ako p̃2. Ak pA2 < p̃2 < pB2, môže
nastat’ situácia, že ORA = ORB . Napr. ak p̃2 = 0.5(1 − RD) = 0.55, potom pA2 = 0.46 a pB2 = 0.64,
ORA = pA1/(1−pA1)

pA2/(1−A2)
= 0.6581197 a ORB = pB1/(1−pB1)

pB2/(1−B2)
= 0.6581197, pretože |p̃2 − pA2| = |pB2 − p̃2|.

Majme dve štúdie A a B s rovnakým kladným rozdielom riźık RD = 0.1 (t.j. p1 < p2), ale prav-
depodobnosti sú rozdielne, t.j. RDA = RDB , pA1 > pB1 a pA2 > pB2. Potom RRA �= RRB a štúdia
s väčš́ım p2 bude mat’ RR bližšie k jednotke (RR bude menšie). Pomer šanćı sa tiež bude odlǐsovat’,
t.j. ORA �= ORB , ak obe p2 sú menšie ako p̃2 alebo obe p2 sú väčšie ako p̃2. Ak pA2 < p̃2 < pB2, môže
nastat’ situácia, že ORA = ORB . Napr. ak p̃2 = 0.5(1 − RD) = 0.45, potom pA2 = 0.35 a pB2 = 0.55,
ORA = pA1/(1−pA1)

pA2/(1−A2)
= 1.519481 a ORB = pB1/(1−pB1)

pB2/(1−B2)
= 1.519481, pretože |p̃2 − pA2| = |pB2 − p̃2|.
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Obr. 7.4: Nelineárny vzt’ah rozdielu riźık, pomeru šanćı a pomeru riźık (vl’avo ORmax = 0.669; vpravo ORmax = 112.235
a ORmin = 1.494)

Medzi p1 a OR existuje nasledovný vzt’ah

p1 =
p2 × OR

1 − p2 + p2 × OR

a medzi RR a OR plat́ı

RR = OR
1 + n21/n22

1 + n11/n12
.

Rozdiel riźık p1 a p2. Majme dvojice hypotéz H01 : p1 − p2 = p0 oproti H11 : p1 − p2 �= p0,
H02 : p1 − p2 ≤ p0 oproti H12 : p1 − p2 > p0, H03 : p1 − p2 ≥ p0 oproti H13 : p1 − p2 < p0, ktoré chceme
testovat’. Hypotézy H0 sa často nazývajú hypotézy homogenity dvoch binomických rozdeleńı,
ak p0 = 0.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
X1/N1 − X2/N2 − p0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,
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Obr. 7.5: Nelineárny vzt’ah rozdielu riźık, pomeru šanćı a pomeru riźık (vl’avo ORmax = 0.111; vpravo ORmax = 1003.004
a ORmin = 9.000)

kde S2
g = X1/N1(1−X1/N1)

N1
+ X2/N2(1−X2/N2)

N2
�= 0. ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika

(alebo Z -̌statistika) a test dvojvýberový Z-test o rozdiele pravdepodobnost́ı p1 − p2.

Defińıcia 79 (Kritický obor a silofunkcia ZW testu o p1 − p2) Kritický obor a silofunkcia je
definovaná nasledovne (ozn. σ2

g = p1(1−p1)
N1

+ p2(1−p2)
N2

; pozri obrázok 7.6):

H0 H1 W 1 − β (p1, p2)

p1 − p2 = p0 p1 − p2 �= p0 W1 = {ZW ; |ZW | ≥ u (α/2)} 1 − Φ
(
uα/2 −

|p0−(p1−p2))|
σg

)

p1 − p2 ≤ p0 p1 − p2 > p0 W2 = {ZW ;ZW ≥ u (α)} 1 − Φ
(
uα + p0−(p1−p2)

σg

)

p1 − p2 ≥ p0 p1 − p2 < p0 W3 = {ZW ;ZW ≤ −u (α)} 1 − Φ
(
uα − p0−(p1−p2)

σg

)
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Obr. 7.6: Silofunkcie Waldovho testu o p1 − p2 pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)

Defińıcia 80 (p-hodnota ZW testu o p1 − p2) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika

a zW = p̂1−p̂2−p0
sg

, kde σ̂2
g = s2

g = p̂1(1−p̂1)
N1

+ p̂2(1−p̂2)
N2

, je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná

testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : p1 − p2 �= p0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : p1 − p2 > p0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : p1 − p2 < p0
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Defińıcia 81 ((Klasické) Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre p1 − p2) (Klasické)
Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre p1 − p2 pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS
p1 − p2 = p0 p1 − p2 �= p0 CS1−α =

{
p0 : p0 ∈

(
p̂1 − p̂2 − uα/2sg, p̂1 − p̂2 + uα/2sg

)}

p1 − p2 ≤ p0 p1 − p2 > p0 CS1−α = {p0 : p0 ∈ (p̂1 − p̂2 − uαsg, 1)}
p1 − p2 ≥ p0 p1 − p2 < p0 CS1−α = {p0 : p0 ∈ (−1, p̂1 − p̂2 + uαsg)}

Majme H11. Potom minimálny rozsah definujeme ako

N1 ≥

(
uα/2 + uβ

p1 − p2

)2 (

p1 (1 − p1) +
p2 (1 − p2)

k

)

, N2 = kN1.

Pre H12 a H13 zameńıme uα/2 za uα.

Ak za platnosti H0 berieme pri výpočte do úvahy, že p1 = p2, potom dostaneme alternat́ıvnu
testovaciu štatistiku, ktorá bude mat’ za platnosti H0 nasledovný tvar

Z
(alt)
W =

X1/N1 − X2/N2 − p0

Sg

D
∼ N(0, 1),

kde S2
g = X/N (1 − X/N)

(
1

N1
+ 1

N2

)
�= 0, N = N1 + N2 a X = N1X1/N1 + N2X2/N2. Z

(alt)
W sa

nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test alternat́ıvny dvojvýberový
Z-test o rozdiele pravdepodobnost́ı p1 − p2.

Defińıcia 82 (Kritický obor a silofunkcia Z
(alt)
W testu o p1 − p2) Kritický obor a silofunkcia

sú definované nasledovne (ozn. σ2
g = p (1 − p)

(
1

N1
+ 1

N2

)
; pozri obrázok 7.7):

H0 H1 W β (p1, p2)

p1 − p2 = p0 p1 − p2 �= p0 W1 =
{

Z
(alt)
W ; |Z(alt)

W | ≥ u (α/2)
}

Φ
(
uα/2 −

|p0−(p1−p2)|
σg

)

p1 − p2 ≤ p0 p1 − p2 > p0 W2 =
{

Z
(alt)
W ;Z(alt)

W ≥ u (α)
}

Φ
(
uα + p0−(p1−p2)

σg

)

p1 − p2 ≥ p0 p1 − p2 < p0 W3 =
{

Z
(alt)
W ;Z(alt)

W ≤ −u (α)
}

Φ
(
uα − p0−(p1−p2)

σg

)
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Obr. 7.7: Silofunkcie alternat́ıvneho Waldovho testu o p1 − p2 pre H11 (vl’avo), H12 (uprostred) a H13 (vpravo)
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Defińıcia 83 (p-hodnota Z
(alt)
W testu o p1 − p2) Nech Z

(alt)
W je nejaká testovacia štatistika

a z
(alt)
W = p̂1−p̂2−p0

sg
, kde σ̂2

g = s2
g = p̂ (1 − p̂)

(
1

N1
+ 1

N2

)
, je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná

testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(Z(alt)
W ≥ |z(alt)

W ||H01), ak H11 : p1 − p2 �= p0

Pr(Z(alt)
W ≥ z

(alt)
W |H02), ak H12 : p1 − p2 > p0

Pr(Z(alt)
W ≤ z

(alt)
W |H03), ak H13 : p1 − p2 < p0

Defińıcia 84 (Alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre p1 − p2) Alternat́ıv-
ne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre p1 − p2 pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný
tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS
p1 − p2 = p0 p1 − p2 �= p0 CS1−α =

{
p0 : p0 ∈

(
p̂1 − p̂2 − uα/2sg, p̂1 − p̂2 + uα/2sg

)}

p1 − p2 ≤ p0 p1 − p2 > p0 CS1−α = {p0 : p0 ∈ (p̂1 − p̂2 − uαsg,∞)}
p1 − p2 ≥ p0 p1 − p2 < p0 CS1−α = {p0 : p0 ∈ (−∞, p̂1 − p̂2 + uαsg)}

Majme H11. Potom minimálny rozsah definujeme ako

N1 ≥

(
uα/2 + uβ

p1 − p2

)2

p (1 − p)

(
k + 1

k

)

, N2 = kN1.

Ak N1 = N2 = N , tak p = Np1+Np2
2N = p1+p2

2 . Ak N1 �= N2, tak p = N1p1+kN1p2
N1+kN1

= p1+kp2
1+k . Pre H12

a H13 zameńıme uα/2 za uα.

Pŕıklad 237 (minimálny rozsah) Sledujeme výskyt určitej choroby v ČR a v SR u žien. V minulosti
sme zistili, že daná choroba sa nevyskytuje u žien s p1 = 0.6 a p2 = 0.7 a stanovili sme klinicky dôležitý
rozdiel ako p2 − p1 = 0.1 na základe tejto minulej skúsenosti a vedomost́ı o tejto chorobe. Ďalej nech
sila Z-testu pri dojstrannej alternat́ıve je 1 − β = 0.90 (pravdepodobnost’ odhalenia tohoto rozdielu)
a hladina významnosti α = 0.05. Minimálne kol’ko žien muśıme sledovat’ v ČR a v SR pri danej α
a 1 − β? Vypoč́ıtajte (a) pre N1 = N2 = N ako aj pre (b) N1 = 2N2 (skutočnost’ na základe počtu
obyvatel’ov v ČR a v SR). Použite (1) ZW a (2) Z

(alt)
W .

Riešenie

1279 ”min . r o z s ah . n . p” <− f u n c t i o n ( p1 , p2 , a l f a , s i l a , k ){
1280 N1 <− ( ( qnorm(1− a l f a /2)+qnorm ( s i l a ) )/ ( p1−p2 ) ) ˆ2∗( p1∗(1−p1 )+p2∗(1−p2 )/k )
1281 N2 <− k∗N1
1282 N <− round ( c (N1 ,N2) )
1283 p <− ( p1+k∗p2 )/(1+k )
1284 N1 . a l t <− ( ( qnorm(1− a l f a /2)+qnorm ( s i l a ) )/ ( p1−p2 ) ) ˆ2∗( p∗(1−p )∗( k+1)/k )
1285 N2 . a l t <− k∗N1 . a l t
1286 N. a l t <− c e i l i n g ( c (N1 . a l t , N2 . a l t ) )
1287 r o z s ahy <− l i s t (N=N,N. a l t=N. a l t )
1288 r e t u rn ( r o z s ahy )
1289 }
1290 min . r o z s ah . n . p ( 0 . 6 , 0 . 7 , 0 . 0 5 , 0 . 9 , 2 )
1291 min . r o z s ah . n . p ( 0 . 6 , 0 . 7 , 0 . 0 5 , 0 . 9 , 1 )

Pri použit́ı ZW sú minimálne rozsahy nasledovné – N1 = N2 = 473 pre homogénny dizajn; N1 = 363
a N2 = 725 pre nehomogénny dizajn. Pri použit́ı Z

(alt)
W sú minimálne rozsahy nasledovné – N1 = N2 =

479 pre homogénny dizajn; N1 = 351 a N2 = 701 pre nehomogénny dizajn.

Pŕıklad 238 (porovnanie testovaćıch štatist́ık) Ukážte, že ak N1 = N2, potom |Z(alt)
W | ≤ |ZW |.

Naviac ak X1 = X2, potom |Z(alt)
W | = |ZW |.
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Riešenie
Funkcia f (x) = x (1 − x) je konkávna na �0, 1�. Pre l’ubovol’né γ ∈ �0, 1� a pre l’ubovol’né č́ısla a, b ∈
�0, 1� plat́ı

f (γa + (1 − γ) b) ≥ γf (a) + (1 − γ) f (b) .

Ak zvoĺıme γ = 1
2 , a = p1, b = p2, potom dostaneme

1
2

(p1 + p2)

[

1 −
1
2

(p1 + p2)

]

≥
1
2
p1 (1 − p1) +

1
2
p2 (1 − p2) .

Ak N1 = N2, máme p = p1+p2
2 . Menovatel’ ZW má pod odmocninou

2
N1

[
1
2p1 (1 − p1) + 1

2p2 (1 − p2)
]
,

menovatel’ Z
(alt)
W má pod odmocninou

2
N1

[
p1+p2

2

(
1 − p1+p2

2

)]
.

Z nerovnosti uvedenej vyššie vyplýva, že |Z(alt)
W | ≤ |ZW |. Rovnost’ v nerovnosti nastáva len vtedy, ak

p1 = p2.
Pri N1 �= N2, nie je medzi Z

(alt)
W a ZW žiadny jednoduchý vzt’ah. Zdanlivo by pri N1 = N2 test

založený na ZW bol výhodneǰśı, lebo ma väčšiu silu 1−β pri danej alternat́ıve, ale pri malom rozsahu
výberu nám prináša väčšiu pravdepodobnost’ CHPD než požadovaná α. Ak napr. pri α = 0.05, N1 =
N2 = 20, Pr(CHPD) = 0.081 a pri N1 = 20, N2 = 40 je Pr(CHPD) = 0.085.

Z predchádzajúceho pŕıkladu vyplýva, že ak N1 = N2, potom minimálny rozsah N1 vypoč́ıtaný
z testovacej štatistiky Z

(alt)
W bude vždy väčš́ı ako rozsah N1 vypoč́ıtaný zo ZW .

Dvojvýberový χ2-test o rozdiele pravdepodobnost́ı p1 − p2 v (funkcia prop.test()).
Argumenty (vstupy) funkcie:

1. vektor početnost́ı úspechov (n1 a n2) x;

2. vektor rozsahov (početnosti úspechov spolu s neúspechmi N1 a N2) n;

3. vektor pravdepodobnost́ı p01 a p02 za platnosti H0 p (p0j ∈ (0, 1), kde j = 1, 2);

4. formulácia alternat́ıvy alternative=”two.sided” je prednastavené, d’aľsie vol’by sú ”greater”, ”less”;

5. spol’ahlivost’ conf.level=p, prednastavené je conf.level=.95;

6. Yatesova korekcia na spojitost’ (Newcombe, 1998), prednastavené correct = TRUE.

Výstupy funkcie:

1. testovacia štatistika statistic (χ2 = (Z(alt)
W )2);

2. stupne vol’nosti df (parameter; df = 1);

3. p-hodnota p.value;

4. odhad pravdepodobnost́ı p̂1 a p̂2 estimate;

5. interval spol’ahlivosti pre p1 − p2 conf.int (prislúchajúci ZW a nie Z
(alt)
W );

6. alternat́ıvna hypotéza alternative hypothesis;

7. názov použitého testu method.

Pŕıklad 239 (programovanie; Z-testy rozdielu p1 − p2) Naprogramujte v klasický a alter-
nat́ıvny (a) Z-test o rozdiele pravdepodobnost́ı p1 a p2 a (b) Waldov 95% empirický DIS rozdielu
pravdepodobnost́ı p1 a p2.
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Riešenie (aj v )
1292 ” t e s t . r o z d i e l u . p rav ” <− f u n c t i o n ( n1 , n2 ,N1 ,N2){
1293 p1 . hat <− n1/N1
1294 p2 . hat <− n2/N2
1295 # k l a s i c k y Z−t e s t a IS
1296 sg . sq <− p1 . hat∗(1−p1 . hat )/N1+p2 . hat∗(1−p2 . hat )/N2
1297 zW <− ( p1 . hat−p2 . hat )/ sq r t ( sg . sq )
1298 p . hodn <− 1−pnorm ( abs (zW) )
1299 IS <− p1 . hat−p2 . hat+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( sg . sq )
1300 Zte s t <− c ( IS ,zW, p . hodn )
1301 # a l t e r n a t i v n y Z−t e s t a IS
1302 p . hat <− (N1∗p1 . hat+N2∗p2 . hat )/ (N1+N2)
1303 sg . sq . a l t <− p . hat∗(1−p . hat )∗(1/N1+1/N2)
1304 zW. a l t <− ( p1 . hat−p2 . hat )/ sq r t ( sg . sq . a l t )
1305 p . hodn . a l t <− 1−pnorm ( abs (zW. a l t ) )
1306 I S a l t <− p1 . hat−p2 . hat+c (−1 ,1)∗qnorm ( 0 . 9 75 )∗ s q r t ( sg . sq . a l t )
1307 Zte s t . a l t <− c ( I S a l t ,zW. a l t , p . hodn . a l t )
1308 # vy s l e d k y
1309 Z . t e s t <− r b i nd ( Ztes t , Z t e s t . a l t )
1310 dimnames (Z . t e s t ) [ [ 2 ] ] <− c ( ”DH” , ”HH” , ”Z−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1311 dimnames (Z . t e s t ) [ [ 1 ] ] <− c ( ” Z t e s t ( p1−p2 ) ” , ” Z t e s t . a l t ( p1−p2 ) ” )
1312 # odhady
1313 odhady <− c ( p . hat , p1 . hat , p2 . hat , p1 . hat−p2 . hat , s q r t ( sg . sq ) , s q r t ( sg . sq . a l t ) )
1314 names ( odhady ) <− c ( ”p” , ”p1” , ”p2” , ” r o z d i e l ” , ” sd ” , ” sd . a l t ” )
1315 VYSL <− l i s t ( odhady=round ( odhady , 4 ) ,Z . t e s t=round (Z . t e s t , 4 ) )
1316 r e t u rn (VYSL)
1317 }

Pŕıklad 240 (zuby a tepelný šok; rozdiel riźık) Z 50 zubov vystavených tepelnému šoku sa 21
zlomilo. Z kontrolných 50 zubov sa zlomilo len 11. (a) Znǐzuje tepelný šok mechanickú odolnost’ zubov?
Porovnajte výsledky klasického a alternat́ıvneho Z-testu rozdielu pravdepodobnost́ı. (b) Vypoč́ıtajte kla-
sický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS rozdielu pravdepodobnost́ı p1 a p2 zlomenia sa zuba.

Riešenie (aj v )
N1 = N2 = 50, n1 = 21, n2 = 11, p̂1 = 0.42, p̂2 = 0.22, p̂ = 0.32.
zW

.
= 2.195, p-hodnota

.
= 0.014 a H0 zamietame na α = 0.05.

Waldov 95% empirický DIS rozdielu pravdepodobnost́ı p1 a p2: (d, h)
.
= (0.0214, 0.3786)

z
(alt)
W

.
= 2.144, p-hodnota

.
= 0.016 a H0 zamietame na α = 0.05.

Alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS rozdielu pravdepodobnost́ı p1 a p2: (d, h)
.
= (0.017, 0.383)

1318 t e s t . r o z d i e l u . p rav (21 ,11 ,50 ,50)
1319 ##$odhady
1320 # p p1 p2 r o z d i e l sd sd . a l t
1321 # 0.3200 0.4200 0.2200 0.2000 0.0911 0.0933
1322 ##$Z . t e s t
1323 # DH HH Z−s t a t p−hodnota
1324 #Zte s t ( p1−p2 ) 0 .0214 0.3786 2.1948 0.0141
1325 #Zte s t . a l t ( p1−p2 ) 0 .0171 0.3829 2.1437 0.0160

Relat́ıvne riziko p1/p2. Majme dvojice hypotéz H01 : lnRR = lnRR0 oproti H11 : lnRR �= lnRR0,
H02 : lnRR ≤ lnRR0 oproti H12 : lnRR > lnRR0, H03 : lnRR ≥ lnRR0 oproti H13 : lnRR < lnRR0,
ktoré chceme testovat’. Hypotézy H0 sa často nazývajú hypotézy homogenity dvoch binomických
rozdeleńı, ak lnRR0 = 0.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
ln X1/N1

X2/N2
− lnRR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde S2
g = V ar[ln(X1/N1)] + V ar[ln(X2/N2)] = 1−X1/N1

X1
+ 1−X2/N2

X2
�= 0. ZW sa nazýva Wal-

dova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test dvojvýberový Z-test o logaritme
relat́ıvneho rizika. Rozptyl σ2

g vypoč́ıtame pomocou δ-metódy z rozptylov V ar[ln pj ], j = 1, 2,
kde

V ar[ln pj ] ≈

(
∂ ln pj

∂pj

)2

V ar[pj ] =

(
1
pj

)2
pj(1 − pj)

Nj
=

1 − pj

Njpj
.

Asymptoticky

ZW =
ln(Xj/Nj) − ln p0√

V ar[ln(Xj/Nj)]
D
∼ N (0, 1) .
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Ked’že lnRR = ln p1 − ln p2 a p1 a p2 sú nezávislé, potom (Katz a kol., 1978)

σ2
g = V ar[lnRR] = V ar[ln p1]+V ar[ln p2] =

1 − p1

N1p1
+

1 − p2

N2p2
=

1 − p1

n1
+

1 − p2

n2
=

1
n1

−
1

N1
+

1
n2

−
1

N2
.

Defińıcia 85 (p-hodnota ZW testu o lnRR) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika

a zW = ln R̂R−lnRR0
sg

, kde ln R̂R = ln p̂1
p̂2

a σ̂2
g = s2

g = 1−p̂1
N1p̂1

+ 1−p̂2
N2p̂2

, je jej realizácia (pozorovaná,

vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : lnRR �= lnRR0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : lnRR > lnRR0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : lnRR < lnRR0

Ak za platnosti H0 berieme pri výpočte do úvahy, že p1 = p2, potom dostaneme alternat́ıvny
rozptyl, ktorý bude rovný

σ2
g = V ar[lnRR] =

1 − p

p

(
1

N1
+

1
N2

)

=
1 − p

p

N

N1N2
,

kde N = N1 + N2. Potom

Z
(alt)
W =

ln X1/N1

X2/N2
− lnRR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde S2
g = 1−X/N

X/N

(
1

N1
+ 1

N2

)
�= 0, kde X = N1X1/N1 + N2X2/N2. Z

(alt)
W sa nazýva Waldova tes-

tovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test alternat́ıvny dvojvýberový Z-test o logaritme
relat́ıvneho rizika.

Defińıcia 86 (p-hodnota Z
(alt)
W testu o lnRR) Nech Z

(alt)
W je nejaká testovacia štatistika

a z
(alt)
W = ln R̂R−lnRR0

sg
, kde σ̂2

g = s2
g = 1−p̂

p̂

(
1

N1
+ 1

N2

)
, je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná

testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(Z(alt)
W ≥ |z(alt)

W ||H01), ak H11 : lnRR �= lnRR0

Pr(Z(alt)
W ≥ z

(alt)
W |H02), ak H12 : lnRR > lnRR0

Pr(Z(alt)
W ≤ z

(alt)
W |H03), ak H13 : lnRR < lnRR0

Defińıcia 87 (Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre lnRR)
Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre lnRR (dosad́ı sa smerodajná
odchýlka sg prislúchajúca jednému z testov) pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar:

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

lnRR = lnRR0 lnRR �= lnRR0 CS1−α =
{

lnRR0 : lnRR0 ∈
(
ln R̂R − uα/2sg, R̂R + uα/2sg

)}

lnRR ≤ lnRR0 lnRR > lnRR0 CS1−α =
{

lnRR0 : lnRR0 ∈
(
ln R̂R − uαsg,∞

)}

lnRR ≥ lnRR0 lnRR < lnRR0 CS1−α =
{

lnRR0 : lnRR0 ∈
(
−∞, ln R̂R + uαsg

)}

Majme dvojice hypotéz H01 : RR = RR0 oproti H11 : RR �= RR0, H02 : RR ≤ RR0 oproti H12 : RR >
RR0, H03 : RR ≥ RR0 oproti H13 : RR < RR0, ktoré chceme testovat’. Hypotézy H0 sa často nazývajú
hypotézy homogenity dvoch binomických rozdeleńı, ak RR0 = 1.
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Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
X1/N1

X2/N2
− RR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde z δ-metódy pomocou rozptylu lnRR (a rovnosti V ar[RR] ≈ RR2V ar[lnRR]) dostaneme S2
g ≈

(
X1/N1

X2/N2

)2 (
1−X1/N1

X1
+ 1−X2/N2

X2

)
�= 0. ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z-

štatistika) a test dvojvýberový Z-test o relat́ıvnom riziku.

Defińıcia 88 (p-hodnota ZW testu o RR) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika a zW =
R̂R−RR0

sg
, kde R̂R = p̂1

p̂2
a σ̂2

g = s2
g = R̂R

2
(

1−p̂1
N1p̂1

+ 1−p̂2
N2p̂2

)
, je jej realizácia (pozorovaná,

vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : RR �= RR0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : RR > RR0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : RR < RR0

Ak za platnosti H0 berieme pri výpočte do úvahy, že p1 = p2, potom dostaneme alternat́ıvnu
testovaciu štatistiku, ktorá bude mat’ nasledovný tvar

Z
(alt)
W =

X1/N1

X2/N2
− RR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde z δ-metódy pomocou rozptylu lnRR dostaneme S2
g ≈

(
X1/N1

X2/N2

)2

× 1−X/N
X/N

(
1

N1
+ 1

N2

)
�= 0.

Z
(alt)
W sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test alternat́ıvny

dvojvýberový Z-test o relat́ıvnom riziku.

Defińıcia 89 (p-hodnota Z
(alt)
W testu o RR) Nech Z

(alt)
W je nejaká testovacia štatistika

a z
(alt)
W = R̂R−RR0

sg
, kde σ̂2

g = s2
g = R̂R

2 1−p̂
p̂

(
1

N1
+ 1

N2

)
, je jej realizácia (pozorovaná, vypoč́ıtaná

testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(Z(alt)
W ≥ |z(alt)

W ||H01), ak H11 : RR �= RR0

Pr(Z(alt)
W ≥ z

(alt)
W |H02), ak H12 : RR > RR0

Pr(Z(alt)
W ≤ z

(alt)
W |H03), ak H13 : RR < RR0

Defińıcia 90 (Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre RR)
Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre RR (dosad́ı sa smerodajná
odchýlka sg prislúchajúca jednému z testov) pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

RR = RR0 RR �= RR0 CS1−α =
{
RR0 : RR0 ∈

(
R̂R − uα/2sg, ln R̂R + uα/2sg

)}

RR ≤ RR0 RR > RR0 CS1−α =
{
RR0 : RR0 ∈

(
R̂R − uαsg,∞

)}

RR ≥ RR0 RR < RR0 CS1−α =
{
RR0 : RR0 ∈

(
0, R̂R + uαsg

)}
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Pŕıklad 241 (programovanie; Z-testy pre lnRR a RR) Naprogramujte v (a) klasický a al-
ternat́ıvny Z-test o logaritme relat́ıvneho rizika ln p1/p2 a (b) klasický a alternat́ıvny Z-test relat́ıvneho
rizika p1/p2, (c) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS relat́ıvneho rizika (spätne transfor-
movaný klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS logaritmu relat́ıvneho rizika) a (d) klasický
a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS relat́ıvneho rizika. Funkciu nazvite test.relat.rizika().

Pŕıklad 242 (zuby a tepelný šok; podiel riźık) Z 50 zubov vystavených tepelnému šoku sa 21 zlo-
milo. Z kontrolných 50 zubov sa zlomilo len 11. (a) Znǐzuje tepelný šok mechanickú odolnost’ zubov?
Porovnajte výsledky klasického a alternat́ıvneho Z-testu (1) logaritmu podielu riźık a (2) podielu riźık.
Vypoč́ıtajte (b) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS relat́ıvneho rizika (spätne transfor-
movaný klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS logaritmu relat́ıvneho rizika) zlomenia sa
zuba a (c) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS relat́ıvneho rizika zlomenia sa zuba.

Riešenie (aj v )
N1 = N2 = 50, n1 = 21, n2 = 11, p̂1 = 0.42, p̂2 = 0.22, p̂ = 0.32, R̂R = 1.91.
Z-testy logaritmu relat́ıvneho rizika a Waldove 95% empirické DIS pre relat́ıvne riziko (spätne trans-
formované DIS pre logaritmus relat́ıvneho rizika):
zW

.
= 2.060, p-hodnota

.
= 0.020 a H0 zamietame na α = 0.05.

Waldov 95% empirický DIS pre relat́ıvne riziko RR: (d, h)
.
= (1.032, 3.532)

z
(alt)
W

.
= 2.220, p-hodnota

.
= 0.013 a H0 zamietame na α = 0.05.

Alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pre relat́ıvne riziko RR: (d, h)
.
= (1.078, 3.381)

Z-testy relat́ıvneho rizika a Waldove 95% empirické DIS pre relat́ıvne riziko:
zW

.
= 1.517, p-hodnota

.
= 0.065 a H0 nezamietame na α = 0.05.

Waldov 95% empirický DIS pre relat́ıvne riziko RR: (d, h)
.
= (0.735, 3.084)

z
(alt)
W

.
= 1.633, p-hodnota

.
= 0.051 a H0 nezamietame na α = 0.05.

Alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pre relat́ıvne riziko RR: (d, h)
.
= (0.818, 3.000)

1326 t e s t . r e l a t . r i z i k a (21 ,11 ,50 ,50)
1327 ##$odhady
1328 # p p1 p2 RR sd ( lnRR ) sd . a l t ( lnRR ) sd (RR) sd . a l t (RR)
1329 # 0.3200 0.4200 0.2200 1.9091 0.3139 0.2915 0.5992 0.5566
1330 ##$ Zte s t
1331 # DH HH Z−s t a t p−hodnota
1332 #Zte s t ( lnRR ) 1.0319 3.5319 2.0600 0.0197
1333 #Zte s t . a l t ( lnRR ) 1 .0781 3.3806 2.2179 0.0133
1334 #Zte s t (RR) 0 .7346 3.0836 1.5171 0.0646
1335 #Zte s t . a l t (RR) 0 .8182 3.0000 1.6333 0.0512

Pomer šanćı p1/(1−p1)
p2/(1−p2)

. Majme dvojice hypotéz H01 : lnOR = lnOR0 oproti H11 : lnOR �= lnOR0,
H02 : lnOR ≤ lnOR0 oproti H12 : lnOR > lnOR0, H03 : lnOR ≥ lnOR0 oproti H13 : lnOR < lnOR0,
ktoré chceme testovat’. Hypotézy H0 sa často nazývajú hypotézy homogenity dvoch binomických
rozdeleńı, ak lnOR0 = 0.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
ln (X1/N1)/(1−X1/N1)

(X2/N2))/(1−X2/N2)
− lnOR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde S2
g = 1

N1X1/N1(1−X1/N1)
+ 1

N2X2/N2(1−X2/N2)
= 1

N1
+ 1

N1−X1
+ 1

N2
+ 1

N2−X2
. ZW sa nazýva

Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test dvojvýberový Z-test o logaritme
pomeru šanćı. V ar[lnOR] vypoč́ıtame na základe invariantnosti MLE θ = (p1, p2)T plat́ı (Woolf,
1955)

I−1(θ) =

(
p1(1−p1)

N1
0

0 p2(1−p2)
N2

)
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a pre g(θ) = ln p1
1−p1

− ln p2
1−p2

plat́ı

Δ =
∂

∂θ
g(θ) =

(
∂

∂p1
g(θ),

∂

∂p2
g(θ)

)T

=

(
1

p1(1 − p1)
,

−1
p2(1 − p2)

)T

.

Potom

σ2
g = V ar[lnOR] = ΔTI−1(θ)Δ =

1
N1p1(1 − p1)

+
1

N2p2(1 − p2)
.

Defińıcia 91 (p-hodnota ZW testu o lnOR) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika

a zW = ln ÔR−lnOR0
sg

, kde ln ÔR = ln p̂1/(1−p̂1)
p̂2/(1−p̂2

) a σ̂2
g = s2

g = 1
N1p̂1(1−p̂1)

+ 1
N2p̂2(1−p̂2)

, je jej realizácia
(pozorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : lnOR �= lnOR0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : lnOR > lnOR0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : lnOR < lnOR0

Ak za platnosti H0 berieme pri výpočte do úvahy, že p1 = p2, potom dostaneme alternat́ıvny
rozptyl, ktorý bude rovný

σ2
g = V ar[lnOR] =

1
p(1 − p)

(
1

N1
+

1
N2

)

=
N

p(1 − p)N1N2
,

Potom

Z
(alt)
W =

ln (X1/N1)/(1−X1/N1)
(X2/N2))/(1−X2/N2)

− lnOR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde S2
g = 1

X/N(1−X/N)

(
1

N1
+ 1

N2

)
= N1

X/N(1−X/N)N1N2
�= 0. Z

(alt)
W sa nazýva Waldova testovacia

štatistika (alebo Z -̌statistika) a test alternat́ıvny dvojvýberový Z-test o logaritme pomeru
šanćı.

Defińıcia 92 (p-hodnota Z
(alt)
W testu o lnOR) Nech Z

(alt)
W je nejaká testovacia štatistika

a z
(alt)
W = ln ÔR−lnOR0

sg
, kde σ̂2

g = s2
g = 1

p̂(1−p̂)

(
1

N1
+ 1

N2

)
, je jej realizácia (pozorovaná,

vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(Z(alt)
W ≥ |z(alt)

W ||H01), ak H11 : lnOR �= lnOR0

Pr(Z(alt)
W ≥ z

(alt)
W |H02), ak H12 : lnOR > lnOR0

Pr(Z(alt)
W ≤ z

(alt)
W |H03), ak H13 : lnOR < lnOR0

Defińıcia 93 (Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre lnOR)
Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre lnOR (dosad́ı sa smerodajná
odchýlka sg prislúchajúca jednému z testov) pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

lnOR = lnOR0 lnOR �= lnOR0 CS1−α =
{

lnOR0 : lnOR0 ∈ (ln ÔR − uα/2sg, ln ÔR + uα/2sg)
}

lnOR ≤ lnOR0 lnOR > lnOR0 CS1−α =
{

lnOR0 : lnOR0 ∈
(
ln ÔR − uαsg,∞

)}

lnOR ≥ lnOR0 lnOR < lnOR0 CS1−α =
{

lnOR0 : lnOR0 ∈
(
−∞, ln ÔR + uαsg

)}
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Majme dvojice hypotéz H01 : OR = OR0 oproti H11 : OR �= OR0, H02 : OR ≤ OR0 oproti H12 :
OR > OR0, H03 : OR ≥ OR0 oproti H13 : OR < OR0, ktoré chceme testovat’. Hypotézy H0 sa často
nazývajú hypotézy homogenity dvoch binomických rozdeleńı, ak OR0 = 1.

Ak H0 plat́ı, potom

ZW =
(X1/N1)/(1−X1/N1)
(X2/N2))/(1−X2/N2)

− OR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde z δ-metódy (V ar[OR] ≈ OR2V ar[lnOR]) pomocou rozptylu lnOR dostaneme

S2
g ≈

(
(X1/N1)/(1 − X1/N1)
(X2/N2))/(1 − X2/N2)

)2 (
1

N1
+

1
N1 − X1

+
1

N2
+

1
N2 − X2

)

�= 0.

ZW sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test dvojvýberový Z-test
o pomere šanćı.

Defińıcia 94 (p-hodnota ZW testu o OR) Nech ZW je nejaká testovacia štatistika a zW =
ÔR−OR0

sg
, kde ÔR = p̂1/(1−p̂1)

p̂2/(1−p̂2
) a σ̂2

g = s2
g = ÔR

2
(

1
N1p̂1(1−p̂1)

+ 1
N2p̂2(1−p̂2)

)
, je jej realizácia (po-

zorovaná, vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(ZW ≥ |zW ||H01), ak H11 : OR �= OR0

Pr(ZW ≥ zW |H02), ak H12 : OR > OR0

Pr(ZW ≤ zW |H03), ak H13 : OR < OR0

Ak za platnosti H0 berieme pri výpočte do úvahy, že p1 = p2, potom dostaneme alternat́ıvnu
testovaciu štatistiku, ktorá bude mat’ nasledovný tvar

Z
(alt)
W =

(X1/N1)/(1−X1/N1)
(X2/N2))/(1−X2/N2)

− OR0

Sg

D
∼ N (0, 1) ,

kde z δ-metódy pomocou rozptylu lnOR dostaneme

S2
g ≈

(
(X1/N1)/(1 − X1/N1)
(X2/N2))/(1 − X2/N2)

)2

×
N1

X/N(1 − X/N)N1N2
�= 0.

Z
(alt)
W sa nazýva Waldova testovacia štatistika (alebo Z -̌statistika) a test alternat́ıvny dvoj-

výberový Z-test o pomere šanćı.

Defińıcia 95 (p-hodnota Z
(alt)
W testu o OR) Nech Z

(alt)
W je nejaká testovacia štatistika

a z
(alt)
W = ÔR−OR0

sg
, kde σ̂2

g = s2
g = ÔR

2
1

p̂(1−p̂)

(
1

N1
+ 1

N2

)
, je jej realizácia (pozorovaná,

vypoč́ıtaná testovacia štatistika), potom p-hodnotu poč́ıtame nasledovne:

p-hodnota =






2Pr(Z(alt)
W ≥ |z(alt)

W ||H01), ak H11 : OR �= OR0

Pr(Z(alt)
W ≥ z

(alt)
W |H02), ak H12 : OR > OR0

Pr(Z(alt)
W ≤ z

(alt)
W |H03), ak H13 : OR < OR0

Defińıcia 96 (Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre OR)
Klasické a alternat́ıvne Waldove 100 × (1 − α)% empirické IS pre lnOR (dosad́ı sa smerodajná
odchýlka sg prislúchajúca jednému z testov) pre všetky tri typy hypotéz majú nasledovný tvar

H0 H1 hranice (d, h) pre 100(1 − α)% empirický IS

OR = OR0 OR �= OR0 CS1−α =
{
OR0 : OR0 ∈

(
ÔR − uα/2sg, ÔR + uα/2sg

)}

OR ≤ OR0 OR > OR0 CS1−α =
{
OR0 : OR0 ∈

(
ÔR − uαsg,∞

)}

OR ≥ OR0 OR < OR0 CS1−α =
{
OR0 : OR0 ∈

(
0, ÔR + uαsg

)}
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Pŕıklad 243 (programovanie; Z-testy pre OR a lnOR) Naprogramujte v (a) klasický a al-
ternat́ıvny Z-test o logaritme pomeru šanćı ln p1/(1−p1)

p2/(1−p2)
a (b) klasický a alternat́ıvny Z-test po-

meru šanćı p1/(1 − p1)p2/(1 − p2), (c) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pomeru
šanćı (spätne transformovaný klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS logaritmu pomeru
šanćı) a (d) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pomeru šanćı. Funkciu nazvite
test.pomeru.sanci().

Pŕıklad 244 (zuby a tepelný šok; pomer šanćı) Z 50 zubov vystavených tepelnému šoku sa 21
zlomilo. Z kontrolných 50 zubov sa zlomilo len 11. (a) Znǐzuje tepelný šok mechanickú odolnost’ zu-
bov? Porovnajte výsledky klasického a alternat́ıvneho Z-testu (1) logaritmu pomeru šanćı a (2) pomeru
šanćı. Vypoč́ıtajte (b) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pomeru šanćı (spätne trans-
formovaný klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS logaritmu pomeru šanćı) zlomenia sa
zuba a (c) klasický a alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pomeru šanćı zlomenia sa zuba.

Riešenie (aj v )
N1 = N2 = 50, n1 = 21, n2 = 11, p̂1 = 0.42, p̂2 = 0.22, p̂ = 0.32, ÔR = 1.91.
Z-testy logaritmu pomeru šanćı a Waldove 95% empirické DIS pre pomer šanćı (spätne transformované
DIS pre logaritmus pomeru šanćı):
zW

.
= 2.116, p-hodnota

.
= 0.017 a H0 zamietame na α = 0.05.

Waldov 95% empirický DIS pre pomer šanćı OR: (d, h)
.
= (1.072, 6.150).

z
(alt)
W

.
= 2.120, p-hodnota

.
= 0.014 a H0 zamietame na α = 0.05.

Alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pre pomer šanćı OR: (d, h)
.
= (1.108, 5.949).

Z-testy pomeru šanćı a Waldove 95% empirické DIS pre pomer šanćı:
zW

.
= 1.370, p-hodnota

.
= 0.085 a H0 nezamietame na α = 0.05.

Waldov 95% empirický DIS pre pomer šanćı OR: (d, h)
.
= (0.325, 4.810).

z
(alt)
W

.
= 1.424, p-hodnota

.
= 0.077 a H0 nezamietame na α = 0.05.

Alternat́ıvny Waldov 95% empirický DIS pre pomer šanćı OR: (d, h)
.
= (0.410, 4.724).

1336 t e s t . pomeru . s a n c i (21 ,11 ,50 ,50)
1337 ##$odhady
1338 # p p1 p2 OR sd ( lnOR ) sd . a l t ( lnOR ) sd (OR) sd . a l t (OR)
1339 # 0.3200 0.4200 0.2200 2.5674 0.4457 0.4287 1.1443 1.1008
1340 ##$ Zte s t
1341 # DH HH Z−s t a t p−hodnota
1342 #Zte s t ( lnOR ) 1.0718 6.1500 2.1155 0.0172
1343 #Zte s t . a l t ( lnOR ) 1.1080 5.9490 2.1992 0.0139
1344 #Zte s t (OR) 0.3246 4.8102 1.3697 0.0854
1345 #Zte s t . a l t (OR) 0.4099 4.7249 1.4239 0.0772

Test pomerom vierohodnosti pre p1 − p2.

Majme H01 oproti H11. Nech Xj ∼ Bin(Nj , pj), j = 1, 2, sú nezávislé náhodné premenné. Funkcia
vierohodnosti binomického rozdelenia pre p1 a p2 bude mat’ tvar

L(θ|x1,x2) = pn1
1 (1 − p1)

N1−n1pn2
2 (1 − p2)

N2−n2 ,

kde θ = (p1, p2)T . MLE θ je rovný θ̂ = (p̂1, p̂2)T , kde p̂1 = n1/N1 a p̂2 = n2/N2, t.j. Θ1 = {θ : p1 �=
p2 �= p}. Za platnosti H01 je θ0 = (p̂, p̂)T , kde p̂ = N1p̂1+N2p̂2

N1+N2
a Θ0 = {θ : p1 = p2 = p}. Potom −1
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krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(x1,x2)) = l
(
θ̂|x1,x2

)
− l (θ0|x1,x2)

=
2∑

j=1

nj ln p̂j +
2∑

j=1

(Nj − nj) ln(1 − p̂j) −
2∑

j=1

nj ln p̂ −
2∑

j=1

(Nj − nj) ln(1 − p̂)

=
2∑

j=1

nj ln
p̂j

p̂
+

2∑

j=1

(Nj − nj) ln
1 − p̂j

1 − p̂
.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,X2)))
D
∼ χ2

1. Pre-
značme p1 na p11, 1−p1 na p12, p2 na p21, 1−p2 na p22. Ekvivalentne preznač́ıme n1 na n11, N1−n1

na n12, n2 na n21, N2−n2 na n22. Potom θ = p = (p11, p12, p21, p22)T , θ̂ = p̂ = (p̂11, p̂12, p̂21, p̂22)T ,
kde p̂11 = n11

N1
, p̂12 = n12

N1
, p̂21 = n21

N2
, p̂22 = n22

N2
a θ0 = p0 = (p0,11, p0,12, p0,21, p0,22)T =

(p̂, 1 − p̂, p̂, 1 − p̂)T , kde pj1 + pj2 = 1, nj1 + nj2 = Nj a j = 1, 2. Potom dostaneme

uLR = 2
2∑

j=1

2∑

i=1

nji ln
p̂ji

p0,ji
= 2

∑

j,i

pozorovanéji × ln
pozorovanéji

očakávanéji
.

Vierohodnostný 100 × (1 − α)% empirický DIS pre p1 − p2 bude mat’ tvar

CS1−α =
{
p0 : ULR < χ2

1 (α)
}

.

Na výpočet tohoto DIS by sme museli reparametrizovat’ funkciu vierohodnosti na parameter záujmu
(p1 − p2) a rušivý parameter. Alternat́ıvne by bolo možné vypoč́ıtat’ uLR pre rôzne kombinácie p1

a p2 (na vhodne zvolených intervaloch) a pre tieto pj , j = 1, 2, vypoč́ıtat’ rozdiely p1 − p2. Potom
CS1−α =

{
p0 : ULR(p1 − p2) < χ2

1 (α)
}
.

Parametrom záujmu g(θ) = θ môže byt’ namiesto samotných pravdepodobnost́ı p1 a p2 ich rozdiel
θ = p1 − p2 (často nazývaný aj rozdiel riźık), relat́ıvne riziko θ = p1/p2, pomer šanćı θ = p1/(1−p1)

p2/(1−p2)

alebo logaritmus pomeru šanćı θ = ln p1/(1−p1)
p2/(1−p2)

. Každý parameter záujmu má svoje výhody a

nevýhody vo vzt’ahu k interpretácii alebo štatistickým vlastnostiam. Pri malých rozsahoch výberov
je funkcia vierohodnosti logaritmu pomeru šanćı regulárneǰsia než funkcia vierohodnosti os-
tatných parametrov záujmu, preto vyjadŕıme funkciu vierohodnosti pre logaritmus pomeru šanćı θ

s rušivým parametrom η = ln p2
1−p2

. Potom p2 = eη

1+eη a p1 = eθ+η

1+eθ+η a funkcia vierohodnosti bude
rovná

L(θ|x1,x2) =

(
p1

1 − p1

)n1

(1 − p1)
N1

(
p2

1 − p2

)n2

(1 − p2)
N2

=

(
p1/(1 − p1)
p2/(1 − p2)

)n1
(

p2

1 − p2

)n1+n2

(1 − p1)
N1(1 − p2)

N2

= eθn1eη(n1+n2)(1 + eθ+η)−N1(1 + eη)−N2 .

kde θ = (θ, η)T . Maximálne vierohodný odhad logaritmu pomeru šanćı θ̂ = ln n1/(N1−n1)
n2/(N2−n2)

. Aby sme

dostali profilovú funkciu vierohodnosti pre θ, mohli by sme vypoč́ıtat’ maximálne vierohodný odhad
η v každej fixovanej hodnote θ avšak to nie je možné. Preto muśıme profilovú funkciu vierohodnosti
poč́ıtat’ numericky ako

L(θ|x1,x2) = max
∀η

L(θ|x1,x2).

Pŕıklad 245 (maximálne vierohodné odhady; nádor prsńıka) Majme početnosti subjektov X1,
ktoré majú rozš́ırené metastázy nádoru prsńıka, kde X1 ∼ Bin(N1, p1) a početnosti subjektov X2, ktoré
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majú lokalizované metastázy nádoru prsńıka, kde X2 ∼ Bin(N2, p2); pozri Pawitan (2001). (a) Ap-
likujte funkciu vierohodnosti L(θ|x1,x2), kde θ = (θ, η)T , logaritmus pomeru šanćı θ = ln p1/(1−p1)

p2/(1−p2)

a rušivý parameter η = ln p2
1−p2

na dáta v tabul’ke 7.2 a vypoč́ıtajte θ̂. (b) Nakreslite funkciu vierohod-
nosti ako aj profilovú funkciu vierohodnosti a DIS. Zopakujte pre n1 = 6 a n2 = 0. (c) Vypoč́ıtajte
vierohodnostný 95% DIS pre θ pomocou metodiky 15% cut-off štandardizovanej profilovej funkcie vie-
rohodnosti. DIS dokreslite do jedného obrázka k profilovej funkcii vierohosnoti v jej 15% cut-off.

Tabul’ka 7.2: Početnosti subjektov s rozš́ırenými a lokalizovanými metastázami

metastázy rozš́ırené lokalizované spolu
áno 5 1 6
nie 10 9 19

spolu 15 10 25

Riešenie (pozri obrázok 7.8)

Ked’ n1 = 5 a n2 = 1, logaritmus pomeru šanćı θ̂ = ln 5/10
1/9 = 1.5.

Vierohodnostný 95% DIS pre θ je rovný (−0.544, 4.524) a vierohodnostný 95% DIS pre pomer šanćı
je rovný (0.580, 92.226).
Ked’ n1 = 6 a n2 = 0, θ̂ = ∞ a vierohodnost’ nie je regulárna.
Vierohodnostný 95% JIS pre θ je rovný (0.921,∞).
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Obr. 7.8: Funkcia vierohodnosti a profilová funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia pre θ; n1 = 5, n2 = 1 (prvý
riadok), n1 = 6, n2 = 0 (druhý riadok)

Pŕıklad 246 (zuby a tepelný šok; pomer šanćı) Z 50 zubov vystavených tepelnému šoku sa 21
zlomilo. Z kontrolných 50 zubov sa zlomilo len 11. (a) Znǐzuje tepelný šok mechanickú odolnost’ zubov?
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Na testovanie použite test pomerom vierohodnosti. Vypoč́ıtajte (b) vierohodnostný 95% empirický DIS
pre pomer šanćı.

Riešenie (aj v )

1346 n1 <− 21
1347 n2 <− 11
1348 N1 <− 50
1349 N2 <− 50
1350 N <− N1+N2
1351 p1 . hat <− n1/N1
1352 p2 . hat <− n2/N2
1353 p . hat <− c ( p1 . hat ,1−p1 . hat , p2 . hat ,1−p2 . hat )
1354 n <− c ( n1 ,N1−n1 , n2 ,N2−n2 )
1355 p . exp <− c ( ( n1+n2 ) /N, ( N1−n1+N2−n2 )/N, ( n1+n2 ) /N, ( N1−n1+N2−n2 )/N)
1356 uLR <− 2∗( sum ( n∗ l og ( p . hat/p . exp ) ) ) # 4.653895
1357 1−pch i sq (uLR , df=1) # 0.03098316

Testovacia štatistika uLR = 4.654 a prislúchajúca p-hodnota = 0.031, t.j. H0 : p1 − p2 = 0 zamietame
na α = 0.05. Na výpočet DIS použijeme funkciu vierohodnosti pre logaritmus pomeru šanćı (pozri
obrázok 7.9) a spätne ho transformujeme na DIS pre pomer šanćı. DIS pre logaritmus pomeru šanćı
je rovný (d, h) = (0.103, 1.834). DIS pre pomer šanćı je rovný (d, h) = (1.107, 6.262).
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Obr. 7.9: Funkcia vierohodnosti a profilová funkcia vierohodnosti binomického rozdelenia pre logaritmus pomeru šanćı
zlomenia sa zuba

Pŕıklad 247 (test o pomere šanćı) Majme dáta two-samples-probabilities-sexratio.txt, premennú
počet starš́ıch súrodencov o.sib.N a pohlavie sex. Predpokladáme, že početnost’ chlapcov, ak ne-
majú staršieho súrodenca, Xm,0 ∼ Bin(Nm,0, pm,0); početnost’ chlapcov, ak ho majú, Xm,1 ∼
Bin(Nm,1, pm,1); početnost’ dievčat, ak nemajú staršieho súrodenca, Xf,0 ∼ Bin(Nf,0, pf,0); početnost’
dievčat, ak ho majú, Xf,1 ∼ Bin(Nf,1, pf,1). (a) Otestujte hypotézu o pomere šanćı narodenia chlapca
(ak nemá staršieho súrodenca voči situácii, že ho má) na hladine významnosti α = 0.05. (b) Vypoč́ıtajte
100× (1−α)% empirický DIS pre tento pomer šanćı, kde koeficient spol’ahlivosti 1−α = 0.95. Použite
Waldovu testovaciu štatistiku ZW pre logaritmus pomeru šanćı a jej zodpovedajúci DIS.

Funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia má nasledovný tvar

L(θ|x1,x2) = e−(λ1+λ2)λn1
1 λn2

2 ,

kde θ = (λ1, λ2)T . Zauj́ıma nás len relat́ıvne riziko θ = λ2/λ1 a nie λ1 a λ2 samostatne, pričom λ1

budeme považovat’ za rušivý parameter. Model reparametrizujeme z θ = (λ1, λ2)T na θ = (θ, λ1)T .
Potom

L(θ|x1,x2) = e−λ1(1+θ)λn1+n2
1 θn2 ,
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Tabul’ka 7.3: Odhad relat́ıvneho rizika úmrtia a 95% IS relat́ıvneho rizika úmrtia celkovo a pre každú vekovú skupinu

kód vekovej skupiny veková skupina minulý rok tento rok θ̂j (d, h) pre 95% DIS
vek 1 < 20 20 35 1.75 (1.024, 3.073)
vek 2 �20, 40) 40 54 1.35 (0.901, 2.039)
vek 3 �40, 50) 75 65 0.87 (0.620, 1.207)
vek 4 ≥ 50 10 2 0.20 (0.028, 0.755)

kde θ = (θ, λ1)T . Pre každé fixované θ je maximálne vierohodný odhad λ1 je rovný λ̂1(θ) =
(n1 + n2)/(1 + θ). Potom profilová funkcia vierohodnosti

L(θ|x1,x2) = e−λ̂1(θ)(1+θ)
(
λ̂1(θ)

)n1+n2

θn2 = c

(
1

1 + θ

)n1
(

1 −
1

1 + θ

)n2

,

kde maximalizácia L(θ|x1,x2) nezáviśı na c. Potom θ̂ = n2/n1.

Pŕıklad 248 (maximálne vierohodné odhady; úmrtia) Nech početnosti úmrt́ı na cestách v mi-
nulom a tomto roku, ozn. X1 a X2, majú nezávislé Poissonove rozdelenia s parametrami λ1 a λ2,.t.j.
X1 ∼ Poiss(λ1) a X2 ∼ Poiss(λ2). (a) Aplikujte funkciu vierohodnosti L(θ|x1,x2), kde θ = (θ, λ1)T ,
relat́ıvne riziko θ = λ2/λ1 a rušivý parameter λ1 na dáta v tabul’ke 7.3 (n1 = 170 a n2 = 190; pozri
Pawitan (2001)) a vypoč́ıtajte θ̂. (b) Nakreslite funkciu vierohodnosti ako aj profilové funkcie vierohod-
nosti pre každú vekovú skupinu. (c) Vypoč́ıtajte vierohodnostný 95% DIS pre θ a θj pomocou metodiky
15% cut-off štandardizovanej funkcie vierohodnosti.

Riešenie (pozri obrázok 7.10)
Relat́ıvne riziko θ̂ = 1.12, θ̂j , j = 1, 2, 3, 4 pozri v tabul’ke.
Vierohodnostný 95% DIS pre θ je rovný (0.910, 1.374).
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Obr. 7.10: Profilová funkcia vierohodnosti Poissonovho rozdelenia pre θ a θj , j = 1, 2, 3, 4

Aproximácia binomického rozdelenia Poissonovým rozdeleńım. Nech Xj ∼
Bin(Nj , pj), j = 1, 2, kde pj sú vel’mi malé č́ısla a Nj sú vel’ké č́ısla. Parametrom záujmu je
relat́ıvne riziko θ = p1/p2. Preto môžeme predpokladat’, že X1 ∼ Poiss(λ1), λ1 = N1p1 a
X2 ∼ Poiss(λ2), λ2 = N2p2. Tiež môžeme situáciu zjednodušit’ použit́ım N1 ≈ N2. Potom funkcia
vierohodnosti bude mat’ tvar

L(θ|x1,x2) = e−(N1p1+N2p2)(N1p1)
n1(N2p2)

n2 = ce−p2(N1θ+N2)θn1pn1+n2
2

kde θ = (θ, p2)T , c = Nn1
1 Nn2

2 (maximalizácia L(θ|x1,x2) nezáviśı na c) a profilova funkcia viero-
hodnosti

L(θ|x1,x2) =

(
N1θ

N1θ + N2

)n1
(

1 −
N1θ

N1θ + N2

)n2

.
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Pŕıklad 249 (maximálne vierohodné odhady; nové liek vs. placebo) Predpokladajme, že po-
četnost’ subjektov s infarktom myokardu (IM) X1 v skupine A (nový liek) má binomické rozdelenie
s parametrami N1 a p1, t.j. X1 ∼ Bin(N1, p1), a počet subjektov s IM v skupine B (placebo) má
tiež binomické rozdelenie s parametrami N2 a p2, t.j. X2 ∼ Bin(N2, p2). Pozorovali sme n1 = 139
z celkového počtu N1 = 11037 subjektov a n2 = 239 z celkového počtu N2 = 11034 subjektov. Kedže N1

a N2 sú vysoké č́ısla a pravdepodobnosti IM malé č́ısla, môžeme predpokladat’, že X1 ∼ Poiss(λ1), λ1 =
N1p1 a X2 ∼ Poiss(λ2), λ2 = N2p2. Zjednodušme situáciu použit́ım N1 ≈ N2. (a) Aplikujte funkciu
vierohodnosti L(θ|x1,x2), kde θ = (θ, p2)T a relat́ıvne riziko θ = p1/p2 na dáta v tabul’ke 7.4 (pozri
Pawitan (2001)) – pre (1) IM ako aj (2) pre mozgovú mŕtvicu (MM). (b) Nakreslite profilové funkcie
vierohodnosti pre každú skupinu. (c) Vypoč́ıtajte vierohodnostný 95% DIS pre (1) θIM a (2) θMM

pomocou metodiky 15% cut-off štandardizovanej funkcie vierohodnosti.

Tabul’ka 7.4: Početnosti subjektov s infarktom myokardu a mozgovou mŕtvicou v skupine A a B

skupina IM MM spolu
skupina A 139 119 11037
skupina B 239 98 11034

Riešenie (pozri tabul’ku 7.4 a obrázok 7.11)
Relat́ıvne riziko θ̂IM = 139/11037

239/11034

.
= 0.581. Vierohodnostný 95% DIS pre θIM je rovný (0.471, 0.715).

Relat́ıvne riziko θ̂MM = 119/11037
98/11034

.
= 1.214. Vierohodnostný 95% DIS pre θMM je rovný (0.931, 1.586).
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Obr. 7.11: Profilová funkcia vierohodnosti pre θ
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8 Testovanie hypotéz o viacerých parametroch

Aj ked’ nám v praxi v mnohých situáciách stač́ı testovanie hypotéz o jednom parametri alebo dvoch
parametroch (čo je náplňou predchádzajúcich dvoch kapitol), bežne sa v antropológii stretávame aj
s požiadavkou otestovat’ rozdiely J parametrov súčasne (kde J > 2). Tieto parametre charakterizujú
rozdelenie nejakej premennej v J populáciách, ktoré sú identifikovatel’né pomocou nejakej ordinálnej
alebo nominálnej premennej, ktorú v tomto pŕıpade nazývame faktor. Kategórie (úrovne) daného
faktora

• existujú bud’ prirodzene – napr. faktor pohlavie, mesto, štát, archeologická kultúra (lokalita),
zamestnanie, faktor počet predchádzajúcich det́ı biologickej matky hodnoteného jedinca, faktor
populácia odrážajúca podtypy jednej choroby odlǐsnej etiológie, faktor poradie narodenia (pr-
vorodený, druhorodený, narodený vo vyššom porad́ı), faktor počet narodených det́ı (nullipara,
primipara, secundipara atd’.), vekové intervaly, faktor vzdelanie alebo

• sú dané metodicky na základe použitej štandardnej kategorizačnej metódy – napr. faktor sexuálna
orientácia (sedembodová Likertova škála, Kinseyho škála – od sexuálnej orientácie výlučne na opač-
né pohlavie (0) až po sexuálnu orientáciu výlučne na rovnaké pohlavie (6)), faktor zdravotný stav
novorodenca (kategórie orientačného hodnotenia zdravotného stavu novorodencov na základe Ap-
gar skóre).

V takýchto situáciách máme dve hlavné úlohy

1. zistit’, či vôbec existuje nejaký rozdiel aspoň medzi dvoma populáciami, t.j. či sa stredné hodnoty
aspoň dvoch populácíı ĺı̌sia (ide o viacvýberový test rovnosti stredných hodnôt) a

2. zistit’, medzi ktorými populáciami existuje štatisticky významný rozdiel a ktoré sa navzájom neĺı̌sia
(ide o tzv. mnohonásobné porovnávania alebo post-hoc testy).

Ako zdanlivo správna alternat́ıva k testovaniu viacerých parametrov súčasne (viac kategóríı, viac po-
pulácíı, viac premenných a pod.) sa ponúka viacnásobné použitie pŕıslušného počtu testov dvoch pa-
rametrov (napr. tri dvojvýberové Studentove t-testy v pŕıpade troch úrovńı faktora a testovania roz-
dielov stredných hodnôt). Pri viacnásobnom porovnávańı dvoch parametrov je však pravdepodobnost’
vzniku chyby prvého druhu vyššia (často výrazne vyššia v závislosti od počtu testovaných nulových
hypotéz) a sila testu nižšia ako pri porovnávańı dvoch parametrov (pozri kapitolu 4 Testovanie hy-
potéz). V pŕıpade viacerých výberov alebo viacerých premenných by sme preto mali vždy použit’ test
pre viac parametrov s nadväzujúcimi post-hoc testami a nie sekvenciu dvojvýberových testov.

Pri testovańı hypotéz o viacerých parametroch však treba pamätat’ na splnenie predpokladov, pri kto-
rých možno tieto testy použit’. Vo všeobecnosti jednotlivé náhodné výbery nemusia mat’ rovnaké roz-
sahy a môžu sa ĺı̌sit’ ich rozptyly alebo ich rozdelenie (tieto podmienky však možno ošetrit’ pri plánovańı
štúdie/experimentu). Jednotlivé úrovne môžu a nemusia tvorit’ stupne v rámci nejakého gradientu.
Okrem toho môžu byt’ rozdiely medzi niektorými úrovňami (populáciami) výrazne väčšie než me-
dzi inými. K riešeniu muśıme pristupovat’ rôznym spôsobom, na základe toho, čo o vzorkách a po-
puláciách, z ktorých vzorky pochádzajú, vopred vieme. Napr. pri porovnańı šiestich miest, z ktorých
tri sú z jedného a tri z druhého kraja, môžeme vopred predpokladat’ existenciu nejakých skuṕın,
v ktorých si môžu byt’ výbery bližšie, zatial’ čo pri iných porovnaniach to vopred predpokladat’ nie
je možné a skupiny sa objavia až ako výsledok štatistickej analýzy. Rozdiely takýchto skuṕın možno
testovat’ použit́ım vhodne zvolených kontrastov pred analýzou ale i v priebehu analýzy.

V antropológii a biomedićınsky zameraných discipĺınach sa analýza rozptylu (ANOVA) bežne použ́ıva
pri testovańı rozdielov stredných hodnôt u viacerých výberov alebo pri testovańı vplyvu iných faktorov
na tieto rozdiely. Menej použ́ıvané však už sú viacvýberové testy rozdielov v rozptyloch, korelačných
koeficientoch a pravdepodobnostiach, hoci sú rovnako potrebné a užitočné. Dôvodom môze byt’ snád’
aj to, že väčšinou nie sú implementované v najčasteǰsie použ́ıvaných

”
klikaćıch“ štatistických baĺıkoch.

Aj z tohto dôvodu sa domnievame, že ich zaradenie do tejto kapitoly spolu s riešenými a neriešenými
pŕıkladmi môže prispiet’ k ich väčšiemu rozš́ıreniu v relevantných oblastiach. Nejde pritom len o ich
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pŕınos pri plánovańı štúdíı a experimentov, ale aj o pŕınos pri štatistických analýzach samotných, kedy
znalost’ týchto testov môže pomôct’ bližšie pochopit’ komplexné vzt’ahy v analyzovaných dátach a tým
zjednodušit’ interpretáciu štatistických výsledkov.

Z praktických dôvodov (použitie testov založených na predpokladoch zhody v rozptyloch) nás naj-
časteǰsie zauj́ıma zhoda rozptylov nejakej premennej v dvoch populáciách. Ako už bolo uvedené
v predchádzajúcich kapitolách (kapitola 6 a 7), štúdium rozdielov v rozptyloch medzi porovnávanými
populáciami môže byt’ podstatné i meritórne z hl’adiska štúdia evolučných procesov (stabilizujúca se-
lekcia) alebo ontogenetických procesov (vplyv modifikujúcich faktorov prostredia). Predstavuje preto
dôležitý krok na ceste k rozĺı̌seniu rozdielov medzi porovnávanými populáciami. Variabilita v dátach
predstavuje súhrn variability pôvodnej (napr. biologickej povahy), vznikajúcej v dôsledku procesov,
ktoré nás zauj́ımajú, a variability vnesenej druhotne, t.j. bud’ prirodzenou selekciou časti populácie,
z ktorej vzorku vyberáme (napr. čast’ pohrebiska), náhodou (šum, nepresnost’ merania) alebo úplne
umelo metódou vzorkovania či technikou merania (napr. rozdiely v meradlách). Pokial’ sa vzorky v rozp-
tyloch neĺı̌sia, neznamená to, že ide o identické výsledky spolupôsobenia rovnakých zdrojov variability
pôvodných a druhotných. Pokial’ sa ale vzorky v rozptyloch významne ĺı̌sia, je potrebné hl’adat’ pŕıčinu
tejto odlǐsnosti. Na rozdiel od porovnania rozptylov dvoch populácíı môže byt’ našou úlohou pri po-
rovnávańı viacerých populácíı (podobne ako pri porovnávańı viacerých stredných hodnôt) 1. zistit’, či
sa aspoň jedna z nich ĺı̌si v rozptyle od ostatných a 2. testovat’, medzi ktorými populáciami existujú
štatisticky významné rozdiely v rozptyle.

Použitie viacvýberového testu zhody korelačných koeficientov je obdobou hodnotenia zhody via-
cerých stredných hodnôt alebo rozptylov pomocou viacvýberových testov. K dispoźıcii máme dáta
z niekol’kých populácíı popisujúce vzt’ah dvoch spojitých premenných a pýtame sa, či 1. je súvislost’
(asociácia) oboch premenných v sledovaných populáciách rovnaká alebo nie. Pokial’ sa aspoň jedna
populácia v tejto asociácii ĺı̌si, zauj́ıma nás 2., ktorá to je, resp. ktoré populácie sa od seba navzájom
ĺı̌sia. Typickým pŕıkladom môžu byt’ medzipopulačné rozdiely vo vzt’ahu medzi š́ırkou a výškou nosa.
V proporciách nosa existujú rozdiely medzi vel’kými, geograficky vymedzenými populačnými skupinami
(tradične a nesprávne hl’adané rozdiely medzi

”
rasami“), ktoré však vychádzajú najmä z pŕılǐsného zjed-

nodušenia situácie, sprevádzaného zanedbávańım funkčných adaptácíı ako zdroja variability vo vel’kosti
a proporciách l’udského tela. Charakter nosa je v skutočnosti výsledkom evolučných adaptácíı na tep-
lotu a vlhkost’ kĺımy – dlhé a relat́ıvne úzke nosy sú výhodneǰsie v aridných (suchých) a chladných
podmienkach kvôli lepšiemu zvlhčeniu a ohriatiu vdychovaného vzduchu (tzv. Thomsonovo biogeogra-
fické pravidlo). Táto adaptácia pritom môže zanechat’ určitý obraz aj na tvare podkladových lebečných
štruktúr nosa. V rôznych l’udských populáciách tak spolu môže š́ırka a výška nosa súvisiet’ rôzne. Pri-
tom si treba uvedomit’, že našou úlohou nie je zistenie rozdielu medzi populáciami v strednej hodnote
pomeru š́ırky a výšky nosa (t.j. či sa populácie ĺı̌sia alebo neĺı̌sia v pomere oboch rozmerov, alebo
či rozdiely medzi populáciami v tomto pomere závisia na rozdieloch v stredných hodnotách niektorého
z oboch rozmerov), ale zistenie rozdielu v asociácii jedného a druhého rozmeru v sledovaných po-
puláciách. Na pamäti treba mat’, že nejde o zist’ovanie rozdielov v miere vel’kostnej izometrie/alometrie
tvaru nosa, t.j. či sa oba korelované rozmery zväčšujú proporčne rovnako (izometria) alebo jeden
z nich napr. v polovičnej či dvojnásobnej miere. Test zhody viacerých korelačných koeficientov zist’uje,
či je v nulovej hypotéze vo všetkých populáciách súvislost’ oboch rozmerov rovnaká. Nulovú hypotézu
zamietame, ak existuje aspoň jedna dvojica populácíı, kde je rozdiel korelačných koeficientov nenu-
lový. Zamietnutie nulovej hypotézy nezáviśı od tesnosti vzt’ahu dvoch velič́ın v dvoch populáciách, ale
od samotného rozdielu korelačných koeficientov. V kombinácii s testem shody stredných hodnôt týchto
rozmerov a ich rozptylov to dovol’uje uvažovat’ o funkčnom význame morfológie nosa (vel’kost’, tvar,
variabilita a vzájomný vzt’ah rozmerov) v širšom kontexte.

Napriek tomu, že na celý rad riešených úloh biologickej antropológie stač́ı jednovýberové alebo
dvojvýberové porovnanie pravdepodobnost́ı, mnohokrát nie je možné situáciu takto zjednodušit’ bez
straty podstatných informácíı. V takom pŕıpade je potrebné testovat’ rozdiely medzi populáciami po-
mocou testov porovnávajúcich viac než dve pravdepodobnosti. V antropológii môže byt’ typickým
pŕıpadom porovnanie frekvencíı mužov a žien, klasifikovaných v rámci nejakého faktoru s tromi alebo
viacerými úrovňami, napr. pät’ vekových intervalov, štyri stupne vzdelania, osem krajských miest,
rôzne druhy zamestnania, ap. Pri testovańı nulových hypotéz s viacerými pravdepodobnost’ami je
nevyhnutné presne špecifikovat’, aké pŕıpadné rozdiely nás konkrétne zauj́ımajú, napr. sú podstatné
rozdiely medzi pohlaviami v každom krajskom meste alebo rozdiely medzi rôznymi krajskými mes-
tami v rámci každého pohlavia? Testovanie všetkých možných rozdielov totiž zvyšuje počet stupňov
vol’nosti a zmenšuje schopnost’ testu zamietnut’ nulovú hypotézu pri rovnakých frekvenciách. V pŕıpade
kostrových nálezov je typickou úlohou porovnanie frekvencíı viacúrovňového epigenetického znaku me-
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dzi dvoma alebo viacerými populáciami s ciel’om štúdia ich genetickej pŕıbuznosti. Môže sa však stat’,
že aj v relat́ıvne vel’kých kostrových súboroch (čo už samo osebe nie je úplne bežné) budú frekvencie
v jednotlivých úrovniach (kategóriách) daného znaku vel’mi malé, t.j. rádovo v jednotkách pŕıpadov
(napr. Kaur a kol., 2012). V malých kostrových súboroch či v populáciách s extrémne ńızkym podie-
lom daného epigenetického znaku sa dokonca znak nemuśı v niektorej z jeho úrovńı vyskytovat’ vôbec.
V pŕıpade nepŕıtomnosti niektorej úrovne znaku, t.j. nulovej frekvencie, je potom vhodné a niekedy
dokonca nevyhnutné použitie špeciálne navrhnutých testov, ktorých problematika však už presahuje
rámec tejto knihy (bližšie Rücker a kol., 2009).

Pŕıkladom viacvýberového testu zhody stredných hodnôt môže byt’ test rozdielov stredných hodnôt
výšky hornej časti tváre v piatich rôznych populáciách (dáta: anova-means-skull.txt). Pŕıkladom viacvý-
berového testu rozptylov môže byt’ test rozdielov v rozptyloch dĺžky kl’́učnej kosti v štyroch populáciách
kl’́učnych kost́ı (dáta: more-samplex-variances-clavicle.txt). Testom zhody viacerých korelačných koefi-
cientov môžeme napr. zistit’, či sa pät’ populácíı ĺı̌si v asociácii výšky a š́ırky nosa (dáta: more-samples-
correlations-skull.txt). Zhoda viacerých pravdepodobnost́ı nás môže zauj́ımat’ napr. pri testovańı roz-
dielov vo výskyte troch stupňov útvarov negat́ıvneho reliéfu na vnútornej strane lonovej spony u žien
z troch populácíı (dáta: more-samples-probabilities-pubis.txt).

V tejto kapitole sa teda budeme venovat’ testovaniu hypotéz o stredných hodnách μ1, μ2, . . . , μJ ,
za predpokladov normality, t.j. Xji ∼ N(μj , σ

2
j ), kde j = 1, 2, . . . , J a i = 1, 2, . . . , nj , o rozp-

tyloch σ2
1 , σ2

2 , . . . , σ2
J , za predpokladov normality, t.j. Xji ∼ N(μj , σ

2
j ), o korelačných koeficientoch

ρ1, ρ2, . . . , ρJ , za predpokladov normality, t.j. (Xji, Yji)
T ∼ N2

(
μj ,Σj

)
, a o pravdepodobnostiach

p1, p2, . . . , pJ , za prepokladov X ∼ MultJ (N,p), kde p = (p1, p2, . . . , pJ)T . Ked’že Xji v tomto pŕıpade
zapisujeme do štatistického modelu, kde sa na jeho l’avej strane nachádzajú závislé premenné (ozn. Y ),
preznač́ıme ich na Yji. Ozn. Xij rezervujeme pre nezávislé premenné, napr. fixné efekty (zaradenie
do skuṕın a pod.).

8.1 Asymptotické testy o stredných hodnotách

Nech Yji ∼ N(μj , σ
2
j ), kde j = 1, 2, . . . , J a i = 1, 2, . . . , nj , sú nezávislé náhodné premenné. Budeme

rozlǐsovat’ dve situácie

1. Yji ∼ N(μj , σ
2
j ), kde σ2

1 = σ2
2 = . . . = σ2

J = σ2
e (homogenita rozptylov), σ2

j sú neznáme a

2. Yji ∼ N(μj , σ
2
j ), kde existuje aspoň jedna dvojica i �= j taká, že σ2

i �= σ2
j (nehomogenita

rozptylov), σ2
j sú neznáme.

8.1.1 Jednofaktorový ANOVA model s fixnými efektami pri rovnakých rozptyloch

Nech Yji ∼ N(μj , σ
2
j ), kde σ2

1 = σ2
2 = . . . = σ2

J = σ2
e a zároveň σ2

j sú neznáme. Majme jednofaktorový
model analýzy rozptylu (ANOVA) s fixnými (pevnými) efektami, ozn. FH1 , definovaný ako

Yji = μj + εji = μ + αj + εji,

kde μ =
∑J

j=1 μj/J , μj = μ+αj ,
∑J

j=1 αj = 0, μ je celková (spoločná) úroveň spoločná všetkým
populáciám (alebo celková stredná hodnota), αj je j-ta úroveň faktora A (j-ty efekt faktora
A) a znamená odchýlku strednej hodnoty j-tej populácie od μ. Pre chyby εji plat́ı εji ∼ N

(
0, σ2

e

)
.

Model Yji ∼ N(μ + αj , σ
2
e) sa nazýva aj model podmieneného normálneho rozdelenia.

Majme dvojicu hypotéz H0: μ1 = μ2 = ... = μJ = μ oproti H1: existuje aspoň jedno i < j také, že
μi �= μj . Ak H0 plat́ı, potom α1 = α2 = . . . = αJ = 0, dostaneme submodel, ozn. FH0 , definovaný ako

Yji = μ + εji.

Ak H0 plat́ı, potom

FW =
SSA

J−1
SSe

n−J

D
∼ FJ−1,n−J ,
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kde dfA = J − 1, dfe = (n − 1) − (J − 1) = n − J sú stupne vol’nosti, n =
∑J

j=1 nj je celkový rozsah,
nj sú rozsahy jednotlivých výberov, SSA je výberový súčet štvorcov rozdielov medzi súbormi
a je definovaný ako

SSA =
J∑

j=1

nj

(
Y j∙ − Y ∙∙

)2
=

J∑

j=1

Y 2
j∙

nj
−

1
n

Y 2
∙∙ ,

μ̂ = Y ∙∙ = Y∙∙/n je maximálne vierohodný odhad μ, Y∙∙ =
∑J

j=1

∑nj

i=1 Yji, μ̂j = Y j∙ = Yj∙/n je
maximálne vierohodný odhad μj , Yj∙ =

∑nj

i=1 Yji, SSe je výberový súčet štvorcov rozdielov
vnútri súborov a je definovaný ako

SSe =
J∑

j=1

nj∑

i=1

(
Yji − Y j∙

)2
=

J∑

j=1

nj∑

i=1

Y 2
ji −

J∑

j=1

Y 2
j∙

nj
.

Súčet SSA a SSe sa rovná SST , čo je celkový výberový súčet štvorcov rozdielov a je definovaný
ako

SST =
J∑

j=1

nj∑

i=1

(
Yji − Y ∙∙

)2
=

J∑

j=1

nj∑

i=1

Y 2
ji −

1
n

Y 2
∙∙ ,

Rovnosti SST = SSA + SSe hovoŕıme aj rozklad celkovej sumy štvorcov. Pre stupne vol’nosti potom
plat́ı dfT = dfA + dfe, kde dfT = n− 1. Sumy štvorcov sa najčasteǰsie zapisujú do ANOVA tabul’ky:

zdroj variability suma štvorcov df priemerné štvorce
medzi súbormi SSA,obs J − 1 MSA,obs = SSA,obs/ (J − 1)
vnútri súborov SSe,obs n − J MSe,obs = SSe,obs/ (n − J) = σ̂2

e = s2

celkovo SST,obs n − 1

FW sa nazýva Fisherova testovacia štatistika (alebo ANOVA F -̌statistika) a test viacvýberový
F -test o rovnosti stredných hodnôt μ1, μ2, . . . , μJ (alebo ANOVA F -test). Realizáciou FW je
Fobs a p-hodnota = Pr(FW ≥ Fobs|H0).

Úlohu môžeme interpretovat’ tak, že stredná hodnota μj náhodnej veličiny Yji záviśı na faktore A,
čo je premenná v nominálnej škále. Jednotlivým úrovniam (hladinám) tejto premennej zodpovedajú
fixné efekty αj = μj − μ. Úrovne premennej voĺı experimentátor, sú teda nenáhodné, dopredu dané
(fixné). Potom chápeme αj ako neznáme parametre, ktorých maximálne vierohodné odhady definujeme
ako α̂j = yj∙ − y∙∙. Samotné rozhodovanie o H0 bude založené na porovnańı priemerných súm štvorcov
SSA,obs/dfA a SSe,obs/dfe. Väčšie rozdiely yj∙ a y∙∙ (v absolútnej hodnote) sa prejavia vo väčšej hodnote
štatistiky SSA,obs. Štatistika SSe,obs zasa umožňuje odhadnút’ rozptyl σ2

e a súčasne dáva mieru pre
hodnotenie vel’kosti variability medzi súbormi.

Rozdelenia použ́ıvané v ANOVA modeli môžeme zhrnút’ do nasledovných bodov:

1. Nech Zji ∼ N (0, 1), kde j = 1, 2, . . . , J ; i = 1, 2, . . . , nj , potom
∑J

j=1

∑nj

i=1 Z2
ji ∼ χ2

df , kde

df = n =
∑J

j=1 nj ;

2. Nech Zji ∼ N
(
0, σ2

e

)
, potom

∑J
j=1

∑nj

i=1 Z2
ji ∼ σ2

eχ2
n a

∑J
j=1

∑nj

i=1

(
Zji − Z∙∙

)2
∼ σ2

eχ2
n−1;

3. Nech Zji ∼ N
(
αj , σ

2
e

)
, potom

∑J
j=1

∑nj

i=1 Z2
ji ∼ σ2

eχ2
df,λ2 ,

∑J
j=1

∑nj

i=1

(
Zji − Z ∙∙

)2
∼ σ2

eχ2
df−1,λ2 ,

kde λ2 =
∑J

j=1 α2
j/σ2

e a zároveň SST

n−1 ∼ σ2
e

n−1χ2
n−1, SSe ∼ σ2

eχ2
dfe

;

4. Nech Zj∙ ∼ N
(
αj , σ

2
e/nj

)
, potom SSA

J−1 ∼ σ2
e

J−1χ2
J−1,λ2 , kde λ2 =

∑J
j=1

α2
j

σ2
e/nj

.

Majme vyvážený model (vyvážené triedenie), t.j. nech n1 = n2 = . . . = nJ = K, kde K je počet
opakovańı v podtriede. Ak v jednofaktorovom ANOVA modeli plat́ı nulová hypotéza H0, potom má
testovacia štatistika FW centrálne F rozdelenie so stupňami vol’nosti dfA = J − 1 a dfe = n − J =
KJ − J = J (K − 1). Teda

FW =
MSA

MSe
=

SSA/dfA

SSe/dfe
≈

χ2
dfA

/dfA

χ2
dfe

/dfe

D
∼ FdfA,dfe
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a ide o podiel dvoch centrovaných χ2 (č́ıtame
”
ch́ı-kvadrátov“) podelených pŕıslušnými stupňami

vol’nosti. Nech Zji = Yji − μ. Potom Zji ∼ N
(
0, σ2

e

)
, Zj∙ ∼ N

(
0, σ2

e/K
)

a SSA ∼ σ2
eχ2

dfA
.

Ale ak H0 neplat́ı, potom Zji ∼ N
(
αj , σ

2
e

)
a Zj ∼ N

(
αj , σ

2
e/K

)
, kde aspoň jedno αj �= 0 a testovacia

štatistika má necentrálne F rozdelenie

FW,λ ≈
χ2

dfA,λ2/dfA

χ2
dfe

/dfe

D
∼ FdfA,dfe,λ2 ,

kde χ2
dfA,λ2 je necentrálne chi-kvadrát rozdelenie s parametrom necentrality

λ2 =

∑J
j=1 α2

j

σ2
e/K

=

∑J
j=1 (μj − μ)2

σ2
e/K

= K (J − 1)
σ2

A

σ2
e

,

kde σ2
A = 1

J−1

∑J
j=1 (μj − μ)2.

Sila testu. Sila ANOVA F -testu 1 − β je definovaná ako

1 − β = Pr
(
FdfA,dfe,λ2 ≥ FdfA,dfe (α)

)
,

kde FdfA,dfe (α) je kritická hodnota centrálneho F -rozdelenia a FdfA,dfe,λ2 je náhodná premenná
z necentrálneho F -rozdelenia (pozri obrázok 8.1). Potom minimálny rozsah K bude iteračným
riešeńım rovnice

1 − β = Pr
(
FJ−1,J(K−1),λ2 ≥ FJ−1,J(K−1) (α)

)
,

ktorú môžeme naṕısat’ aj nasledovne (Rasch a kol., 2011)

FJ−1,J(K−1),λ2(1 − β) = FJ−1,J(K−1) (α) .
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Obr. 8.1: Silofunkcie ANOVA F -testu pri rôznych J a K – vl’avo J = 3, uprostred JK = 12 a vpravo JK = 100

Pŕıklad 250 (sila ANOVA F -testu a minimálny rozsah) Majme štyri populácie, ktorých stred-
né hodnoty sú μ1 = 390, μ2 = 405, μ3 = 415 a μ4 = 410. Predpokladajme, že Yji ∼ N(μj , σ

2
e).

(a) Vypoč́ıtajte silu 1−β ANOVA F -testu rovnosti stredných hodnôt za predpokladu, že K = 6, σ2
e = 202

a α = 0.05.
(b) Vypoč́ıtajte silu 1−β ANOVA F -testu rovnosti stredných hodnôt za predpokladu, že K = 6, σ2

e = 102

a α = 0.05.
(c) Použite na simuláciu hustoty necentrálneho FdfA,dfe,λ2 testovaćıch štatist́ık F

(m)
W,λ (necentrálne

F rozdelenie s dfA a dfe stupňami vol’nosti a parametrom necentrality λ2), kde α = 0.05, K = 6,
σ2

e = 202, λ2 =
∑J

j=1 (μj − μ̂)2 /(σ2
e/K), m = 1, 2, . . . ,M , pri M = 1000 opakovaniach.

(d) Vypoč́ıtajte minimálny rozsah K, ak σ2
e = 202 a α = 0.05. K bude iteračným riešeńım rovnice

FJ−1,J(K−1),λ2(β) = FJ−1,J(K−1) (1 − α).
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Riešenie
(a) λ2 = 6(390−405)2+6(405−405)2+6(415−405)2+6(410−405)2

202 = 5.25,
1 − β(λ2) = Pr

(
FdfA,dfe,λ2 ≥ FdfA,dfe

(α)
)

= Pr (F3,20,5.25 ≥ F3,20 (0.05) = 0.386 .

(b) λ2 = 6(405−405)2+6(405−405)2+6(415−405)2+6(410−405)2

102 = 21,
1 − β(λ2) = Pr

(
FdfA,dfe,λ2 ≥ FdfA,dfe

(α)
)

= Pr (F3,20,21 ≥ F3,20 (0.05) = 0.95 .
(c) simulácia silofunkcie (pozri obrázok 8.2)

centralne a simulovane necentralne F−rozdelenie
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Obr. 8.2: Hustota centrálneho a necentrálneho F -rozdelenia superponovaná histogramom simulácíı pre Yj ∼ N(μj , σ2
e)

(d) minimálny rozsah K = 14 a n = KJ = 56.

Alternat́ıvnym pŕıstupom je zistenie sily špecifikáciou najmenšieho detegovatel’ného rozdielu,
ktorý chceme mat’ medzi dvoma najvzdialeneǰśımi strednými hodnotami. Môžeme ṕısat’, že najmenšia
vzdialenost’ medzi najvzdialeneǰśımi strednými hodnotami bude δ = cσ, kde c > 0. Dá sa ukázat’, že∑J

j=1 α2
j je minimálna, ak budú l’ubovol’né dva efekty αi = −cσ/2 a αj = cσ/2 a ostatných J − 2

efektov bude rovných nule. Preto

J∑

j=1

α2
j =

(
−

cσ

2

)2

+
(cσ

2

)2

+ 0 + ... + 0
︸︷︷︸
J−2

= 2
c2σ2

4
.

Potom

λ2 =

∑J
j=1 α2

j

σ2
e/K

=
δ2

2σ2
e/K

.

Maticový zápis modelu FH1 a FH0 .
Modely FH1 a FH0 sú lineárnymi regresnými modelmi a môžeme ich všeobecne zaṕısat’ v tvare Y =
Xβ + ε, kde Y je n-rozmerný náhodný vektor, X je matica plánu s rozmermi n × (J + 1) a ε je
n-rozmerný vektor chýb. Potom model FH1 bude mat’ tvar

Y =







Y1

Y2

...
YJ





 = Xβ + ε =







11 11 0 . . . 0
12 0 12 . . . 0
...

...
... . . .

...
1J 0 0 . . . 1J













μ
α1

...
αJ





 +







ε1

ε2

...
εJ





 ,

kde Yj = (Yj1, Yj2, . . . , Yjnj )
T je nj-rozmerný vektor, 1j je nj-rozmerný vektor jednotiek a εj je nj-

rozmerný vektor chýb. Potom Yj ∼ Nnj
(Xβ, σ2

eInj×nj
), vektor chýb εj ∼ Nnj

(0, σ2
eInj×nj

), vektor
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parametrov β̂ ∼ NJ+1(β, σ2
e(XT X)−1), kde maximálne vierohodný odhad β̂ vypoč́ıtame pomocou

metódy najmenš́ıch štvorcov, t.j. β̂ = (XT X)−1XT Y.
Model FH0 bude mat’ tvar

Y =







Y1

Y2

...
YJ





 = Xβ + ε =







11

12

...
1J





 μ +







ε1

ε2

...
εJ





 .

Test pomerom vierohodnosti o rovnosti stredných hodnôt.

Nech Yj ∼ N(μj , σ
2), kde j = 1, 2, . . . , J a σ2 je neznáma. Logaritmus funkcie vierohodnosti má

tvar

l(θ|y1,y2, . . . ,yJ) = −
n

2
ln(2πσ2) −

1
2σ2

J∑

j=1

nj∑

i=1

(yji − μj)
2,

kde n =
∑J

j=1 nj . MLE θ je rovný θ̂ = (μ̂1, μ̂2, . . . , μ̂J , σ̃2)T , kde

μ̂j = yj , σ̃
2 =

1
n

J∑

j=1

nj∑

i=1

(yji − yj)
2,

t.j. Θ1 = {θ : μi �= μj ; i < j, i = 1, 2, . . . , J − 1; j = 2, 3, . . . , J} pre aspoň jedno i a j. Za platnosti
H0 je θ̂0 = (μ̂, μ̂, . . . , μ̂, σ̃2

0)T plat́ı

x = μ̂ =
1
n

J∑

j=1

nj∑

i=1

yji, σ̃
2
0 =

1
n

J∑

j=1

nj∑

i=1

(yji − μ̂)2,

Tiež plat́ı Θ0 = {θ : μ1 = μ2 = . . . = μJ = μ}. Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru
vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(y1,y2, . . . ,yJ)) =
n

2
ln

(
σ̃2

0

σ̃2

)

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (Y1,Y2, . . . ,YJ))
D
∼

χ2
J−1, kde H0 bude zamietnutá pre vel’ké hodnoty podielu σ̃2

0
σ̃2 .

Dá sa ukázat’, že − ln(λ(y1,y2, . . . ,yJ)) je rastúcou funkciou Fobs. Úpravou podielu σ̃2
0/σ̃2 dostaneme

− ln(λ(y1,y2, . . . ,yJ)) =
n

2
ln

(∑J
j=1

∑nj

i=1(yji − yj + yj − μ̂)2
∑J

j=1

∑nj

i=1(yji − yj)2

)

=
n

2
ln

(∑J
j=1

∑nj

i=1(yji − yj)
2 +

∑J
j=1 nj(yj − μ̂)2

∑J
j=1

∑nj

i=1(yji − yj)2

)

=
n

2
ln

(

1 +
J − 1
n − J

∑J
j=1 nj(yj − μ̂)2/(J − 1)

∑J
j=1

∑nj

i=1(yji − yj)2/(n − J)

)

=
n

2
ln

(

1 +
J − 1
n − J

Fobs

)

.

Potom môžeme ULR preṕısat’

uLR = n ln

(

1 +
J − 1
n − J

Fobs

)

.
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ANOVA model v (funkcia aov())
Argumenty (vstupy) funkcie aov():

1. ANOVA model formula v podobe y∼x;

2. dátová tabul’ka data;

3. nastavenie výstupu v podobe tabul’ky s rozmermi n × 3 obsahujúcej odhady μ̂, α̂j a reziduály
(chyby) εji, projections=FALSE (prednastavené);

Výstupy funkcie aov():

1. tabul’ky s rozmermi n × 3 obsahujúca odhady μ̂, α̂j a reziduály εji, projections;

2. odhady ŷji fitted.values;

3. reziduály εji residuals;

Výstupy funkcie summary(aov()):

1. ANOVA tabul’ka, kde

• stupne vol’nosti dfA a dfe summary(MODEL)[[1]][,1],

• sumy štvorcov SSA,obs a SSe,obs summary(MODEL)[[1]][,2],

• priemerné štvorce MSA,obs a MSe,obs summary(MODEL)[[1]][,3];

2. realizáciu testovacej štatistiky Fobs summary(MODEL)[[1]][1,4];

3. p-hodnota summary(aov())[[1]][1,5].

Funkcia aov() použ́ıva na výpočty funkciu lineárny regresný model lm(). Pri priamom použit́ı fukcie
lm() dostaneme ANOVA tabul’ku ako anova(lm()). Odmocninu z rozptylu σ̂2

e dostaneme pomocou
summary(lm())$sig. Alternat́ıvne je možné použit’ funkciu oneway.test(), ktorej vstupom je ANOVA
model formula v podobe y∼x, dátová tabul’ka data a nastavenie rovnosti rozptylov var.equal=TRUE.
Výstupom sú realizácia testovacej štatistiky Fobs, stupne vol’nosti dfA a dfe a p-hodnota.

Pŕıklad 251 (test pomerom vierohodnosti o rovnosti stredných hodnôt) Naprogramujte v
test pomerom vierohodnosti o rovnosti stredných hodnôt za predpokladu homogenity rozptylov. Aplikujte
na dáta anova-head.txt a premennú bizyg.W u mužov a porovnajte výsledok testu pomerom vierohodnosti
s výsledkom ANOVA F -testu. Odôvodnite rozdiely vo výsledkoch.

Riešenie v
1358 ” t e s t y . o . s t r e d . hodnotach ” <− f u n c t i o n ( x , y ){
1359 MODEL <− aov ( y˜x )
1360 F . s t a t <− summary (MODEL) [ [ 1 ] ] [ 1 , 4 ]
1361 p . hodnota . F <− summary (MODEL) [ [ 1 ] ] [ 1 , 5 ]
1362 VYSL . F . t e s t <− c (F . s ta t , p . hodnota . F)
1363 names (VYSL . F . t e s t ) <− c ( ” t e s t−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1364 J <− n l e v e l s ( x )
1365 n <− l eng th ( x )
1366 u . LT <− n∗ l og (1+(J−1)/ (n−J )∗F . s t a t )
1367 p . hodnota . LR <− 1−pch i sq ( u . LT , df=J−1)
1368 VYSL . LR . t e s t <− c ( u . LT , p . hodnota . LR)
1369 names (VYSL . LR . t e s t ) <− c ( ” t e s t−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1370 VYSL <− l i s t (VYSL . F . t e s t , VYSL . LR . t e s t )
1371 r e t u rn (VYSL)
1372 }
1373 t e s t y . o . s t r e d . hodnotach ( sex . s e x o r [ s ex==”m” ] , b i z y g .W[ sex==”m” ] )
1374 #[ [ 1 ] ]
1375 # te s t−s t a t p−hodnota
1376 #3.32743009 0.07303222
1377 #[ [ 2 ] ]
1378 #te s t−s t a t p−hodnota
1379 #9.8476790 0.0199063

Pŕıklad 252 (testy o rovnosti stredných hodnôt; simulačná štúdia) Majme 4 populácie, kto-
rých stredné hodnoty sú μ1 = 390, μ2 = 405, μ3 = 415 a μ4 = 410. Predpokladajme, že Yji ∼
N(μj , σ

2
e), kde σ2

e = 152. Použite na simuláciu hustoty (1) necentrálneho FdfA,dfe,λ2 testovaćıch

štatist́ık F
(m)
W,λ (necentrálne F rozdelenie s dfA a dfe stupňami vol’nosti a parametrom necentrality
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λ2) a (2) necentrálneho χ2
dfA,λ2 testovaćıch štatist́ık u

(m)
LR,λ (necentrálne χ2 rozdelenie s dfA stupňami

vol’nosti a parametrom necentrality λ2), kde α = 0.05, K = 6, λ2 =
∑J

j=1 (μj − μ̂)2 /(σ2
e/K), m =

1, 2, . . . ,M , pri M = 1000 opakovaniach. Vypoč́ıtajte silu v pŕıpade (1) a (2). Okomentujte výsledok.

Riešenie v (riešenie pozri na obrázku 8.3)
Na základe výsledkov pŕıkladu 252 je možné konštatovat’, že sila testu pomerom vierohodnosti pri danej
alternat́ıve je väčšia ako sila ANOVA F -testu.
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Obr. 8.3: Histogramy vygenerovaných testovaćıch štatist́ık za platnosti alternat́ıvnej hypotézy v relat́ıvnej škále super-
ponované s teoretickými krivkami hustoty FW (vl’avo) a ULR (vpravo)

Pŕıklad 253 (testy o rovnosti stredných hodnôt; simulačná štúdia) Na základe simulačnej
štúdie preverte, že ak (a) Yj ∼ N(μj , σ

2), kde μj = 1,σ2 = 1/4, j = 1, 2, . . . , J a (b) Yj ∼ [(1 −
p)N(μj , σ

2) + pN(μj , σ
2
1)], kde p = 0.05 a σ2

1 = 1, potom testovacia štatistika (1) FW má FJ−1,n−J

rozdelenie s J − 1 a n − J a (2) ULR má χ2
J−1 rozdelenie s J − 1 stupňami vol’nosti. Použite rozsahy

náhodných výberov nj = 10 a nj = 50 (n =
∑J

j=1 nj). Pre každú simuláciu vypoč́ıtajte Fobs,m a uLR,m,
m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 10000. Superponujte histogram vygenerovaných testovaćıch štatist́ık v re-
lat́ıvnej škále s teoretickou krivkou hustoty (1) FW a (2) ULR.

Riešenie (riešenie (a) pozri na obrázku 8.4)
Na základe simulačnej štúdie z pŕıkladu 253 je lepšie použ́ıvat’ ANOVA F -test ako test pomerom
vierohodnosti pre n ≤ 10, avšak rozdiely medzi výsledkami sú vel’mi malé, pretože obe testovacie
štatistiky rýchlo konvergujú k svoj́ım teoretickým rozdeleniam.

8.1.2 Metódy mnohonásobného porovnávania

Ak ANOVA F -test zamietne H0, potom je potrebné zistit’, ktoré rozdiely dvoj́ıc stredných hodnôt sú
štatisticky signifikantné na nominálnej hladine významnosti α. Môžeme tak urobit’ pomocou post-
hoc testov. Základným predpokladom ich použitia je, rovnako ako pre ANOVA model, splnenie
podmienky homogenity rozptylov a normality Yji a chýb εji. Ekvivalentnou H0 je nasledovná hypotéza
H0 : μi = μj pre ∀i, j; i < j. Preṕı̌sme H0 do všeobecneǰsieho tvaru

H0 :
∑J

j=1 ajμj =
∑J

j=1 ajμ0j oproti
∑J

j=1 ajμj �=
∑J

j=1 ajμ0j pre nejaké a = (a1, a2, . . . , aJ)T ∈ A,

kde A = {a :
∑J

j=1 aj = 0} a a je vektor kontrastov. Kontrasty nie sú nezávislé, pozri napr. Casella
a Berger (2002). Vo všeobecnosti však môžeme prepokladat’, že H0 generuje podpriestor s hodnost’ou
h. Potom definujme H0 = ∩h

k=1H0k, kde h =
(
J
2

)
= J (J − 1) /2, ak ide o všetky párové porovnania.

235



8.1 KAPITOLA 8. TESTOVANIE HYPOTÉZ O VIACERÝCH PARAMETROCH
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Obr. 8.4: Histogramy vygenerovaných testovaćıch štatist́ık (za platnosti nulovej hypotézy) v relat́ıvnej škále superpono-
vané s teoretickými krivkami hustoty FW (vl’avo) a ULR (vpravo)

V pŕıpade, že J-ta z porovnavaných populácíı je kontrolná (charakterizovaná μJ) a ostatné majú byt’
porovnávané len s touto kontrolnou populáciou a nie medzi sebou, potom voĺıme h = J−1 a zauj́ımame
sa len napr. o rozdiely tvaru

∣
∣yj∙ − yJ∙

∣
∣, kde j = 1, 2, . . . , J − 1. Najprv testujeme H0 viacvýberovým

ANOVA F -testom na hladine významnosti α použit́ım ANOVA F -̌statistiky. Ak H0 nezamietame,
nepokračujeme d’alej. Ak H0 zamietame, chceme identifikovat’, ktorú z hypotéz aT μ = aT μ0 = 0,
kde μ = (μ1, . . . , μJ)T , zamietame (pre fixné a). Počet hypotéz h poznáme vopred, ale množiny
H0 = {k : H0k = 0} a H1 = {k : H0k = 1}, t.j. množiny nezamietnutých a zamietnutých nulových
hypotéz z množiny všetkých nulových hypotéz H = H0 ∪ H1 = {1, 2, . . . , h}, kde h = h0 + h1,
h0 = card {H0} a h1 = card {H1}, dopredu nepoznáme.

Pre H0,ij : μi = μj , i < j, bude vektor kontrastov ak mat’ na i-tom mieste −1, na j-tom mieste 1,
ostatné sú nuly, napr.

a1 = (1,−1, 0, . . . , 0)T ,a2 = (0, 1,−1 . . . , 0)T , . . . , aJ−1 = (0, 0, . . . , 1,−1)T ,

z čoho vyplýva, že
a1 ⇒ μ1 = μ2,a2 ⇒ μ2 = μ3, . . . , aJ−1 ⇒ μJ−1 = μJ ,

čo implikuje μ1 = μ2 = . . . = μJ = μ.

Pre nejaký vektor a je stredná hodnota E[
∑J

j=1 ajY j∙] =
∑J

j=1 ajμj a rozptyl V ar[
∑J

j=1 ajY j∙] =

σ2
e

∑J
j=1

a2
j

nj
. Potom

ZW =

∑J
j=1 ajY j∙ −

∑J
j=1 ajμj0

√

σ2
e

∑J
j=1

a2
j

nj

D
∼ N(0, 1).
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Rozptyl σ2
e nepoznáme a muśıme ho odhadnút’. Výberový rozptyl v j-tej populácii je rovný S2

j =
1

nj−1

∑nj

j=1(Yji −Y j∙)2, kde j = 1, 2, . . . , J , sú nezávislé. Potom plat́ı (nj − 1)S2
j /σ2

e ∼ χ2
nj−1. Ked’že v

modeloch FH0 a FH1 predpokladáme rovnost’ rozptylov, potom môžeme ṕısat’ σ̂2
e ako s2 = 1

n−J

∑J
j=1(nj−

1)s2
j = 1

n−J

∑J
j=1

∑nj

i=1

(
yji − yj∙

)2
= 1

n−J SSe,obs, kde n− J =
∑J

j=1(nj − 1). Potom (n− J)S2/σ2
e ∼

χ2
n−J . Navyše S2 je nezávislé na Y j∙, a teda môžeme ṕısat’

Ta =
aT μ̂ − aT μ0√
S2aT (XT X)−1a

=

∑J
j=1 ajY j∙ −

∑J
j=1 ajμj0

√

S2
∑J

j=1

a2
j

nj

D
∼ tn−J ,

kde je matica plánu X použitá bez prvého st́lpca (charakterizujúceho celkovú strednú hodnotu μ) a má
preto rozmery n× J (podobne aj d’alej v celej kapitole 8). Realizáciou Ta je ta, p-hodnota = Pr(Ta ≥
|ta||H0) a H0 zamietame, ak |ta| ≥ tn−J(α/2); tn−J(α/2) je kritická hodnota t rozdelenia s n − J
stupňami vol’nosti. Ta = TLSD je Waldova testovacia štatistika, často nazývaná aj Fisherova LSD
štatistika (z angl. least significant difference, t.j. najmenš́ı signifikantný rozdiel) a test viacvýberový
Fisherov LSD test o lineárnom kontraste

∑J
j=1 ajμj . Potom môžeme definovat’ Waldov 100 ×

(1−α)% empirický IS pre nejakú lineárnu kombináciu
∑J

j=1 ajμj (nazývaný aj empirický IS
Fisherovho typu) ako




J∑

j=1

ajyj∙ − tn−J(α/2)

√√
√
√s2

J∑

j=1

a2
j

nj
,

J∑

j=1

ajyj∙ + tn−J(α/2)

√√
√
√s2

J∑

j=1

a2
j

nj



 .

Označme

T 2
a =

(
aT μ̂ − aT μ0

)2

S2aT (XT X)−1a
=

(∑J
j=1 ajY j∙ −

∑J
j=1 ajμj0

)2

S2
∑J

j=1

a2
j

nj

=

(∑J
j=1 aj(Y j∙ − μj0)

)2

S2
∑J

j=1

a2
j

nj

.

Potom

sup
a:
∑J

j=1 aj=0

T 2
a =

∑J
j=1 nj

(
(Y j∙ − Y ∙∙) − (μj0 − μ)

)2

S2
= (J − 1)FW ,

kde Y ∙∙ =
∑J

j=1 njY j∙/
∑J

j=1 nj a μ =
∑J

j=1 njμJ/
∑J

j=1 nj . Navyše

sup
a:
∑J

j=1 aj=0

T 2
a

D
∼ (J − 1)FJ−1,n−J .

Čitatel’ a menovatel’ (J − 1)FW sú nezávislé. Tiež plat́ı S2 ∼ σ2
eχ2

n−J/(n − J) a

1/σ2
e




J∑

j=1

nj

(
(Y j∙ − Y ∙∙) − (μj0 − μ)

)2



 ∼ χ2
J−1.

Scheffe ukázal, že

Fa =

(
aT μ̂ − aT μ0

)2

S2aT (XT X)−1a
=

(
∑J

j=1 ajY j∙ −
∑J

j=1 ajμj0)2

S2
∑J

j=1 a2
j/nj

D
∼ (J − 1)FJ−1,n−J ,

kde H0 zamietame, ak Fa ≥ (J − 1)FJ−1,n−J(α), kde FJ−1,n−J(α) je kritická hodnota F rozdelenia
s J − 1 a n − J stupňami vol’nosti. Je potrebné zdôraznit’, že H0 muśı platit’ pre všetky kontrasty
a simultánne a H0 zamietame, ak zamietame hypotézu o supréme T 2

a , t.j. zamietame H0 v ANOVA
F -teste. Fa sa nazýva Waldova testovacia štatistika, často nazývaná aj Scheffeho štatistika
a test viacvýberový Scheffeho test nulovosti všetkých kontrastov. Realizáciou Fa je Fa,obs
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a (adjustovaná) p-hodnota = Pr(Fa ≥ Fa,obs|H0). Waldove simultánne 100× (1 − α)% empirické
intervaly spol’ahlivosti Scheffeho typu definujeme ako
(

aT μ̂ −
√

(J − 1)FJ−1,n−J(α)
√

σ̂2
eaT (XT X)−1a,aT μ̂ +

√
(J − 1)FJ−1,n−J(α)

√
σ̂2

eaT (XT X)−1a

)

,

kde pravdepodobnost’ pokrytia všetkých IS (simultánne) je rovná 1 −α. Za simultánnu inferenciu (t.j.
testovanie H0k) plat́ıme d́lžkou simultánnych IS Scheffeho typu oproti IS Fisherovho typu, t.j. ked’že
garantujeme simultánny koeficient spol’ahlivosti 1 − α, simultánne IS Scheffeho typu môžu byt’ dost’
široké (plat́ı tn−J(α/2) ≤

√
(J − 1)FJ−1,n−J(α)). Z čoho vyplýva, že Sheffeho testy majú menšiu silu

ako t-testy (Casella a Berger, 2002).

Tukey ukázal, že

sup
a:
∑J

j=1 aj=0

Ta =
Y max ∙ − Y min ∙

S

√
1
2

(
1

nmaxY max ∙
+ 1

nminY min ∙

)
D
∼ qJ,n−J ,

kde Y max ∙ = max∀j Y j∙ a jemu prislúchajúci rozsah nmax, Y min ∙ = min∀j Y j∙ a jemu prislúchajúci
rozsah nmin. Potom

Fa =

(
aT μ̂ − aT μ0

)2

S2aT (XT X)−1a
D
∼

1
2
q2
J,n−J ,

kde H0 zamietame, ak Fa ≥ 1
2q2

J,n−J (α), kde qJ,n−J(α) je kritická hodnota studentizovaného
rozpätia s J a n−J stupňami vol’nosti. Je potrebné opät’ zdôraznit’, že H0 muśı platit’ pre všetky kon-
trasty a simultánne a H0 zamietame, ak zamietame hypotézu o supréme Ta. Fa sa nazýva Waldova
testovacia štatistika, často nazývaná aj Tukeyho HSD štatistika (alebo Tukey-Kramerova
štatistika; HSD z angl. honest significant difference, t.j.

”
skutočný“ signifikantný rozdiel) a test

viacvýberový Tukeyho HSD test nulovosti všetkých kontrastov. Realizáciou Fa je Fa,obs

a (adjustovaná) p-hodnota = Pr(Fa ≥ Fa,obs|H0). Waldove simultánne 100× (1 − α)% empirické
intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu definujeme ako

(

aT μ̂ − qJ,n−J(α)

√
1
2
σ̂2

eaT (XT X)−1a,aT μ̂ + qJ,n−J(α)

√
1
2
σ̂2

eaT (XT X)−1a

)

.

Pŕıklad 254 (test trendu v jednofakorovom ANOVA modeli) Majme jednofaktorový ANOVA
model, v ktorom chceme testovat’ H0 o lineárnom trende, kde α1 < α2 < . . . < αJ a naviac αj = aj.
Ak napr. J = 3, potom H0 : α2 − α1 = α3 − α2 alebo H0 : α1 − 2α2 + α3 = 0, kde a = (1,−2, 1)T .

Defińıcia 97 (chyba porovnávania αc) Chyba porovnávania (comparison-wise error,
CWER) αc je pravdepodobnost’ zamietnutia práve jednej H0k, ked’ táto H0k je pravdivá, t.j. ide
o pravdepodobnost’, že nastane práve jedna CHPD v jednom párovom porovnańı.

Defińıcia 98 (experimentálna chyba αe) Experimentálna chyba (experiment-wise error,
EWER) αe je pravdepodobnost’ zamietnutia aspoň jednej H0k, ked’ všetky H0k sú pravdivé, t.j.
ide o pravdepodobnost’, že nastane aspoň jedna CHPD medzi všetkými h nezávislými párovými po-
rovnávaniami. Táto chyba je kontrolovaná na nominálnej hladine významnosti α.

Z defińıcíı 97 a 98 vyplýva, že Pr(CHPD) jedného testu je rovná αc a pravdepodobnost’ správneho roz-
hodnutia je 1−αc. Za predpokladu, že máme h nezávislých párových porovnávańı, bude mat’ náhodná
premenná V (počet CHPD) binomické rozdelenie, t.j. V ∼ Bin(h, αc). Ked’že αe je pravdepodobnost’,
že nastane aspoň jedna CHPD medzi všetkými h nezávislými párovými porovnávaniami, môžeme ju
definovat’ nasledovne

α = αe = Pr(V ≥ 1) = 1 − Pr(V = 0) = 1 −

(
J

2

)

α0
c(1 − αc)

h = 1 − (1 − αc)
h.

Z tejto rovnosti vyplýva, že ak sa počet párových porovnávańı zväčšuje, αe sa bĺıži k jednotke (pozri
tabul’ku 8.1). Ak h = 1 (dvojvýberový pŕıpad), potom α = αe = αc.
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Tabul’ka 8.1: Experimentálna chyba αe ako funkcia αc a h

αc/h 2 5 10 20 50
0.01 0.0199 0.0490 0.0956 0.1821 0.3950
0.05 0.0975 0.2262 0.4013 0.6415 0.9231
0.10 0.1900 0.4095 0.6513 0.8784 0.9948

Zamerajme sa na hodnotenie zovšeobecnenej pravdepodobnosti CHPD v podobe

1. pravdepodobnosti najmenej jednej CHPD, kde V je počet zamietnutých pravdivých H0k

(family-wise error rate, FWER: metódy napr. Fisher (1935) LSD, Tukey (1949, 1953, 1991) HSD,
Scheffe (1953), Bonferroni (1936), Šidák (1967), Holm (1979), Hochberg (1988)); FWER = Pr(V ≥
1); FWER adjustované (upravené) p-hodnoty sú definované nasledovne

p̃k = inf {α : H0k zamietame na FWER = α} ;

2. očakávanej hodnoty podielu CHPD medzi zamietnutými hypotézami, FDR = E[V/R],
ak R > 0 alebo 0, ak R = 0, kde R je počet zamietnutých pravdivých a nepravdivých H0,
FDP = V/R (false dicovery rate, FDR, false discovery proportion, FDP: metódy napr. Benjamini
a Hochberg (1995), Benjamini a Yekutieli (2001)); FDR adjustované p-hodnoty sú definované
nasledovne

p̃k = inf {α : H0k zamietame na FDR = α} ;

Kontrola FWER a FDR znamená nasledovné: FWER ≤ α a Pr(FDP > γ) ≤ α, kde γ, α ∈ (0, 1).
Rovnako je možné zovšeobecnit’ aj silu testu (pozri napr. Dudoit a van der Laan, 2008).

Aby bolo možné robit’ simultánnu inferenciu, je potrebné modifikovat’ kritickú hodnotu tn−J(α/2)
rozdelenia Fisherovej LSD štatistiky pomocou substitúcie α/2 použit́ım jedno- a viackrokových metód.
(Jednokroková) Bonferroniho, resp. Šidákova metóda sú založené na prinćıpe zmenšenia argu-
mentu α/2 kritickej hodnoty t-rozdelenia s n − J stupňami vol’nosti (obojstranný test) na základe
Bonferroniho, resp. Šidákovej nerovnosti, Pr

(
∪h

k=1Ak

)
≤

∑h
k=1 Pr (Ak), Pr

(
∪h

k=1Ak

)
≤ 1 − α, resp.

Pr
(
∩h

k=1Ak

)
≥

∏h
k=1 Pr (Ak) ,Pr

(
∩h

k=1Ak

)
≥ 1 − α, na α/(2h), resp. 1 − (1 − α/2)1/h, kde Ak je

najaká udalost’. Bonferroniho metóda je konzervat́ıvneǰsia ako Šidákova (vedie ku menšiemu počtu
zamietnut́ı, t.j. kritické hodnoty sú väčšie), lebo plat́ı (1 − α)1/h

< 1 − α/h pre všetky α > 0, h > 1,
teda tn−J(α/h) > tn−J(1 − (1 − α)1/h). Rozdiel je ale zanedbatel’ný. V súvislosti s kontrolou FWER
a adjustovanými p-hodnotami plat́ı pre Bonferroniho nerovnost’

FWER = Pr(V > 0) = Pr
(
∪h

k=1

(
P̃k ≤ α

))
≤

h0∑

k=1

Pr
(
P̃k ≤ α

)
≤

h0∑

k=1

α

h
= h0

α

h
≤ α.

a pre Šidákovu nerovnost’

Pr(V = 0) = Pr
(
∩h

k=1

(
P̃k ≥ α

))
=

h0∏

k=1

Pr
(
P̃k ≥ α

)

=
h0∏

k=1

Pr
(
Pk ≥ 1 − (1 − α)1/h

)
= 1 − (1 − α)h0/h

,

z ktorej vyplýva, že FWER = Pr(V > 0) = 1 − Pr(V = 0) = (1 − α)h0/h ≤ α.
Ak použijeme vyššie uvedené postupy na h párových porovnańı, potom pravdepodobnost’, že aspoň

raz chybne zamietneme jednu z rovnost́ı μi = μj , ktorá plat́ı, nie je väčšia ako α. Ak ide o vyvážené
triedenie, kde n1 = n2 = . . . = nJ , potom je táto pravdepodobnost’ presne rovná α. T.j. ak sú všetky
hypotézy pravdivé, pravdepodobnost’ identifikácie, že niektorá z nich je nepravdivá, nie je viac ako α,
pretože α je pravdepodobnost’ zamietnutia ANOVA F -testu. Taktiež ANOVA F -test je test všetkých
aT

k μ = 0, k = 1, 2, . . . , h, a ak je tento test zamietnutý, ešte nemuśı nastat’ situácia, že niektorá z vyššie
spomenutých metód nezamietne nejakú hypotézu. Práve pre túto vlastnost’ je experimentálna chyba
menšia ako α. Ale ak ANOVA F -test zamieta nulovú hypotézu, potom Scheffeho metóda bude zamietat’
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H0 aspoň pre jeden kontrast.

Nech SS
(
aT

k μ
)

=
(∑J

j=1 akjyj∙ −
∑J

j=1 akjμj

)2

/
(∑J

j=1 a2
kj/nj

)
. LSD metóda je silneǰsia ako

Scheffeho metóda. Scheffeho metóda zamieta H0, ak SS
(
aT

k μ
)
/MSe > hFh,dfe

(α), LSD metóda za-
mieta H0, ak SS

(
aT

k μ
)
/MSe > F1,dfe

(α). Navyše plat́ı, že hFh,dfe
(α) > F1,dfe

(α).
Ak H0 zamietneme ANOVA F -testom, potom je LSD metoda silneǰsia ako Šidákova a Bonferroniho

metóda, pretože F1,dfe (α/h) > F1,dfe(1 − (1 − α)1/h) > F1,dfe (α). Bonferroniho metóda je dizajno-
vaná na konečné množstvo hypotéz, a teda nie je prekvapujúce, že je silneǰsia ako Scheffeho metóda
pre testovanie h hypotéz, ak h nie je pŕıliž vel’ké.

Pŕıklad 255 (Studentov t-test vs. Tukeyho LSD metóda) Pomocou simulačnej štúdie, vygene-
rujte M = 10000 náhodných výberov z N(0, 1) pre n = 24, J = 6, vypoč́ıtajte t-štatistiky (1) Fisherove
TLSD,m,j , m = 1, 2, . . . ,M, j = 1, 2, . . . , 4, a (2) maximum Fisherových štatist́ık max∀j(TLSD,m,j),
čo je Tukeyho štatistika THSD,m. Nakreslite hustoty (1) a (2), odhadnuté pomocou funkcie density(),
do jedného obrázka spolu s ich korešpondujúcimi kvantilmi.

Riešenie v (pozri obrázok 8.5)

1380 x <− f a c t o r ( rep (LETTERS [ 1 : 6 ] , rep ( 4 , 6 ) ) )
1381 n <− 24
1382 J <− 6
1383 a l f a <− 0 .05
1384 model . s im <− summary ( lm ( rnorm (24) ˜x ) )
1385 model . s im$ coe f [ , 1 ] # r e g r e s n e k o e f i c i e n t y
1386 #( I n t e r c e p t ) xB xC xD xE xF
1387 # −0.1517165 0.4501536 0.1832767 0.1540238 0.2710701 −0.1914448
1388 model . s im$ s i g # 1.063496 odmocnina z MSe
1389 model . s im$ coe f [ 2 , 1 ]∗ s q r t (2 ) /model . s im$ s i g # 0 .9493587 ; t−s t a t i s t i k a pre A a B
1390 k v a n t i l . t <− qt(1− a l f a /2 ,n−J ) # 2 .100922 ; k v a n t i l t−r o z d e l e n i a
1391 # roz sah t−s t a t i s t i k
1392 r o z s ah . t . s t a t <− range ( c (0 , model . s im$ coe f [ −1 ,1]) ) # −0.1914448 0.4501536
1393 # maximum t−s t a t i s t i k
1394 ( r o z s ah . t . s t a t [2]− r o z s ah . t . s t a t [ 1 ] ) ∗ s q r t (2 ) /model . s im$ s i g # 0.8531835
1395 # s imu l a c i a p re M=1000
1396 M <− 1000
1397 TESTSTAT <− matr ix (0 ,M, 2 )
1398 f o r ( i i n 1 :M){
1399 model . s im <− summary ( lm ( rnorm (24) ˜x ) )
1400 TESTSTAT[ i , 1 ] <− abs ( model . s im$ coe f [ 2 , 1 ]∗ s q r t (2 ) /model . s im$ s i g )
1401 r o z s ah . t . s t a t <− range ( c (0 , model . s im$ coe f [ −1 ,1]) )
1402 TESTSTAT[ i , 2 ] <− ( r o z s ah . t . s t a t [2]− r o z s ah . t . s t a t [ 1 ] ) ∗ s q r t (2 ) /model . s im$ s i g
1403 }
1404 # pod i e l s i g n i f i k a n t n y c h t−s t a t i s t i k , po rovnan i e A a B
1405 sum (TESTSTAT[ ,1] > k v a n t i l . t )/M # 0.05
1406 # pod i e l s i g n i f i k a n t n y c h max t−s t a t i s t i k
1407 sum (TESTSTAT[ ,2] > k v a n t i l . t )/M # 0.315
1408 # k r i t i c k a hodnota nad kto rou uz zamietame
1409 quan t i l e (TESTSTAT[ ,2] ,1 − a l f a ) # 3.158423
1410 # k v a n t i l s t ud en t i z o vaneho r o z p a t i a
1411 k v a n t i l . qt <− qtukey(1− a l f a , J , n−J )/ sq r t (2 ) # 3.178035
1412 # obrazok
1413 windows (5 , 5 )
1414 par (mar=c ( 4 . 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
1415 hus t . max <− den s i t y (TESTSTAT[ , 2 ] , from=0, to=5)
1416 hus t .AB <− den s i t y (TESTSTAT[ , 1 ] , from=0, to=5)
1417 matplot ( hus t .AB$x , cb ind ( hus t . max$y , hus t .AB$y ) , type=” l ” , lwd=2,
1418 x l ab=”t−s t a t i s t i k y ” , y l a b=” hus to ta ” , cex . l a b =1.2)
1419 a b l i n e ( h=0, co l=” grey ” )
1420 a b l i n e ( v=k v a n t i l . t , l t y =2, lwd=2)
1421 a b l i n e ( v=k v a n t i l . qt , lwd=2)
1422 l egend ( ” t o p r i g h t ” , c ( ”LSD” , ”HSD” ) , co l=c ( ” red ” , ” b l a ck ” ) , l t y=c ( 2 , 1 ) , lwd=c ( 2 , 2 ) )

Porovnanie LSD a HSD metódy pomocou simulácie 1000 náhodných výberov z N(0, 1), kde n =
24, J = 6, ukazuje, že použitie LSD vedie ku zvýšeniu Pr(CHPD) až na αLSD = 0.32 � α bez použitia
ANOVA F -testu (pozri obrázok 8.5), t.j. použitie kritických hodnôt tn−J(α/2) namiesto qJ,n−J(α)
pri teste maximálneho rozdielu stredných hodnôt vedie ku 32% riziku zamietnutia H0, ked’ H0 plat́ı.

Všeobecne LSD je metóda silneǰsia ako ostatné metódy na detekciu pravdivých aT
k μ �= aT

k μ0, ale
ak nastane aT

k μ = aT
k μ0, potom je vyššia Pr(CHPD), ako pri iných metódach, t.j. pravdepodobnost’,

že takúto hypotézu identifikujeme ako rozdielnu od nuly.
Č́ım je menšia hodnost’ (dimenzia) h podpriestoru konečného počtu hypotéz, tým je väčšia sila

Scheffeho testu. Majme dva podpriestory, jeden s dimenziou hA a druhý s dimenziou hB , kde hA > hB.
Je garantované, že experimentálna chyba nepresiahne α. Silneǰsia procedúra je tá, ktorá pravdivo
zamieta časteǰsie. Na základe Scheffeho metódy zamietame v prvom pŕıpade, ak SS

(
aT

k μ
)
/MSe >

hAFhA,dfe
(α) a v druhom pŕıpade, ak SS

(
aT

k μ
)
/MSe > hBFhB ,dfe

(α). Ked’že hA > hB , potom
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Obr. 8.5: Odhadnuté hustoty vybraných t-̌statist́ık TLSD (pre rozdiel populácíı A a B) a maximálnych t-̌statist́ık (THSD)
spolu s korešpondujúcimi teoretickými kritickými hodnotami tn−J (0.025), resp. a qJ,n−J (0.05)

hAFhA,dfe (α) ≥ hBFhB ,dfe (α), teda očakávame viac zamietnut́ı v podpriestore s dimenziou hB a navyše
táto procedúra je silneǰsia (Christensen, 2002). Jednou z výhod Scheffeho metódy je, že ide o možný
test akejkol’vek hypotézy v podpriestore, môžeme sa pozriet’ do dát a vybrat’ H0 a test zostáva validný.
Táto metóda je najvhodneǰsia na testovanie vybraných kontrastov, ale Pr(CHPD) je za platnosti H0

výrazne pod nominálnou α, sila testu je tiež dost’ ńızka v porovnańı s inými metódami.

Všeobecne môžeme ṕısat’ nasledovné

hFh,dfe (α) > F1,dfe (α/h) > F1,dfe(1 − (1 − α)1/h) >
q2
J,dfe

(α)

2
> F1,dfe (α) , h > 1,

z čoho vyplýva pre silu nasledovné

(1 − β)LSD > (1 − β)HSD > (1 − β)Šidák > (1 − β)Bonferroni > (1 − β)Scheffe

a pre Pr(CHPD)

Pr(CHPDLSD) > Pr(CHPD)HSD > Pr(CHPDŠidák) > Pr(CHPDBonferroni) > Pr(CHPDScheffe),

pričom sa rozdiely zväčšujú so zväčšujúcim sa J (pozri obrázok 8.6).

Tukeyho HSD nie je natol’ko ovplyvnená malým rozsahom n pri vel’kých J ako Bonferroniho a Šidákova
metóda. Použitie Scheffeho metódy nie je pri takejto situácii vhodné (kritické hodnoty sú pŕıliž vy-
soké, pozri obrázok 8.6, prvý riadok). Pri fixnom počte pozorovańı n je sila všetkých metód pri danej
alternat́ıve vyššia pri nižšom J (pozri obrázok 8.1).

Ďaľsou skupinou metód sú sekvenčne zamietajúce (viackrokové) metódy založené na Bonfer-
roniho a Šidákovom prinćıpe. Hlavným prinćıpom je zoradenie p-hodnôt do neklesajúcej postupnosti
vypoč́ıtaných na základe napr. TLSD, kde p(1) ≤ p(2) ≤ . . . ≤ p(h). Ďalej nech α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αh sú
konštanty a k = 1, 2, . . . , h.

Ak zamietanie prebieha nasledovne – ak p(1) > α1, potom nezamietame žiadnu H0, inak p(1) ≤

α1, . . . , p(r) ≤ αr a H0(1), . . . ,H0(r) sú zamietnuté, kde r ≤ h je najväčš́ı index sṕlňajúci nerovnost’ –
hovoŕıme o step-down procedúre (zač́ıname s najmenšou p-hodnotou a pokračujeme zamietańım,
pokial’ sú korešpondujúce p-hodnoty malé). Holm (1979) navrhol na základe Bonferroniho prinćıpu
tzv. Holm-Bonferroniho αk = α/(h − k + 1) a Dudoit a van der Laan (2008) navrhli na základe
Šidákovho prinćıpu tzv. Holm-Šidákove αk = 1 − (1 − α)1/(h−k+1).

Ak zamietanie prebieha nasledovne – ak p(h) ≤ αh, potom zamietame všetky H0, inak p(1) >

α1, . . . , p(r+1) > αr+1 a H0(1), . . . ,H0(r+1) nie sú zamietnuté, kde r je najmenš́ı index sṕlňajúci ne-
rovnost’ – hovoŕıme o step-up procedúre (zač́ıname s najväčšou p-hodnotou a pokračujeme neza-
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Obr. 8.6: Kritické hodnoty – Scheffeho hFh,dfe (α) , Bonferroniho F1,dfe (α/h), Tukeyho HSD q2
J,n−J (α) a Fisherove

LSD F1,dfe (α), J = 5, 7, 10, pre rôzne n < 100, kde n − J > 0 (prvý riadok); upravené hladiny významnosti
αk – Bonferroniho αk = α/h, Holmove αk = α/(h − k + 1), Benjamini-Hochbergove αk = kα/h, Benjamini-

Yekutieliho αk = kα/(h
∑h

l=1 1/l), J = 5, 7, 10, pre vzrastajúce k = 1, 2, . . . , h (druhý riadok)

mietańım pokial’ sú korešpondujúce p-hodnoty vel’ké). Hochberg (1988) navrhol na základe Bonferro-
niho metódy tzv. Hochberg-Bonferroniho αk = α/(h − k + 1), na základe Šidákovho prinćıpu
tzv. Hochberg-Šidákove αk = 1 − (1 − α)1/(h−k+1), Benjamini a Hochberg (1995) navrhli tzv.
Benjamini-Hochbergove αk = kα/h, Benjamini a Yekutieli (2001) navrhli tzv. Benjamini-Yeku-
tieliho αk = kα/(h

∑h
l=1 1/l). Konštanty αk pre k = 1 a k = h sú pre prvé dve metódy rovnaké, ale pre

k �= 1, h > 0, Benjamini-Hochbergove αk sú väčšie, čo indikuje časteǰsie zamietanie. So zväščujúcim
sa počtom porovnávaných skuṕın sa sklon priamky, prechádzajúcej bodmi (k, αk) Benjamini-Hoch-
bergových αk, zmenšuje. Hochberg-Bonferroniho (Holm-Bonferroniho) αk sa so zvyšujúcim sa J pri-
bližujú hodnote αk jednokrokovej Bonferroniho metódy s výnimkou vysokých indexov k, čo hovoŕı
o liberálnosti (vedie ku väčšiemu počtu zamietnut́ı, t.j. kritické hodnoty sú menšie), podobne ako aj
jednokroková Bonferroniho metóda (pozri obrázok 8.6, druhý riadok). Benjamini-Yekutieliho αk boli
navrhnuté pre pŕıpady závislosti testovaćıch štatist́ık, čo je častý pŕıpad pri aplikácii mnohonásobného
porovnávania pri mnohorozmerných (h-rozmerných) problémoch napr. v genetike (závislost’ porovnáva-
ných génov) a antropológii (asymetria dlhých kost́ı), kde pri dvojvýberovom alebo párovom pŕıpade
aplikujeme najprv Hotellingov T 2-test a potom h post-hoc dvojvýberových Studentových t-testov
pre rozdiel stredných hodnôt, pri viacvýberovom pŕıpade najprv MANOVA F -test a potom h post-hoc
ANOVA F -testov s pŕıslušnou korekciou αk podl’a výberu metódy.

Adjustované hladiny významnosti) αk sú definované nasledovne

• Bonferroniho αk = α/h,

• Šidákove αk = 1 − (1 − α)1/h,

• Holm-Bonferroniho step-down αk = α/(h − k + 1),
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• Holm-Šidákove step-down αk = 1 − (1 − α)1/(h−k+1),

• Hochberg-Bonferroniho step-up αk = α/(h − k + 1),

• Hochberg-Šidákove step-up αk = 1 − (1 − α)1/(h−k+1),

• Benjamini-Hochbergove step-up αk = kα/h,

• Benjamini-Yekutieliho step-up αk = kα/(h
∑h

l=1 1/l).

Argument α/2 kritickej hodnoty tn−J(α/2) sa substituuje αk. Potom budú Waldove simultánne
100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Fisherovho typu definované nasledovne

(

aT μ̂ − tn−J(αk)
√

σ̂2
eaT (XT X)−1a,aT μ̂ + tn−J(αk)

√
σ̂2

eaT (XT X)−1a

)

.

Adjustované p-hodnoty pk sú definované nasledovne (Yekutieli a Benjamini, 1999)

• Bonferroniho p̃k = min {hpk, 1},

• Šidákove p̃k = 1 − (1 − pk)h,

• Holm-Bonferroniho step-down p̃(j) = maxk=1,...,j

{
min

{
(h − k + 1)p(k), 1

}}
,

• Holm-Šidákove step-down p̃(j) = maxk=1,...,j

{
(1 −

(
1 − p(k)

)h−k+1
}

,

• Hochberg-Bonferroniho step-up p̃(j) = mink=j,...,h

{
min

{
(h − k + 1)p(k), 1

}}
,

• Hochberg-Šidákove step-up p̃(j) = mink=j,...,h

{
(1 −

(
1 − p(k)

)h−k+1
}

,

• Benjamini-Hochbergove step-up p̃(j) = mink=j,...,h

{
min

{
h
k p(k), 1

}}
,

• Benjamini-Yekutieliho step-up p̃(j) = mink=j,...,h

{
min

{
h
∑h

l=1 1/l

k p(k), 1
}}

.

Metódy kontrolujúce FWER sú konzervat́ıvneǰsie, metódy kontrolujúce FDR sú liberálneǰsie (Shaf-
fer, 1995). Viackrokové metódy sú menej konzervat́ıvne než jednokrokové. Teda pri fixovanej no-
minálnej α použitie FDR metód vedie ku vyššej sile post-hoc testov pri danej alternat́ıve. FDR je
sl’ubnou alternat́ıvou ku FWER, aj napriek vyššiemu počtu CHPD, pokial’ ich počet je malý v porov-
nańı so všetkými zamietnutými hypotézami (pozri napr. Dudoit a van der Laan, 2008). Pri malom
počte porovnávaných stredných hodnôt (a teda malom počte post-hoc testov) je vhodné použit napr.
Bonferroniho metódu alebo Tukey HSD test. Pri vel’kom počte porovnávaných stredných hodnôt je
vhodneǰsie použit sekvenčné metódy. Pri mnohorozmerných problémoch je vhodné použit’ metódu
Benjamini a Yekutieli (2001).

Mnohonásobné porovnávania v
Na Tukeyho HSD metódu použijeme funkciu TukeyHSD(aov(),ordered=FALSE), kde argument orde-
red ponechá pôvodné poradie hypotéz H0k. Výstupom je tabul’ka obsahujúca odhady rozdielov stred-
ných hodnôt yi∙ − yj∙, dolné a horné hranice Waldových simultánnych 100 × (1 − α)% empirických IS
Tukeyho typu a adjustované p-hodnoty p̃k. Na jednokrokové a viackrokové metódy (výpočet adjusto-
vaných p-hodnôt) použijeme funkciu pairwise.t.test(y,x,p.adjust=”metoda”,pool.sd=TRUE), kde argu-
ment pool.sd=TRUE predstavuje použitie σ̂2

e a argument p.adjust=”metoda” špecifikuje metódu nasle-
dovne

1. Bonferroniho p.adjust=”bonferroni”,

2. Holm-Bonferroniho p.adjust=”holm”,

3. Hochberg-Bonferroniho p.adjust=”hochberg”,
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4. Benjamini-Hochbergove p.adjust=”BH” a

5. Benjamini-Yekutieliho p.adjust=”BY”.

Funkcia lm() má prednastavené kontrasty párových porovnańı s prvou populáciou, αj −α1, kde J > 1,
kedy použijeme vstupné argumenty y a x. Pokial’ by sme chceli testovat’ nulovost’ jednotlivých αj ,
použijeme vstupné argumenty y-mean(y) a x-1 (argument x-1 znamená model bez interceptu μ).

Minimálny rozsah K môžeme poč́ıtat’ aj na základe post-hoc testov, kde použijeme koeficient
necentrality definovaný na základe (1) λ =

√
(J − 1)σ2

A/(σ2
e/K) alebo (2) λ = |δ|/

√
2σ2

e/K. Potom

1. Fisherova LSD metóda, kde minimálny rozsah bude riešeńım iteračných rovńıc

F1,J(K−1),λ2(β) = F1,J(K−1)(1 − α),

2. Tukeyho HSD metóda, kde minimálny rozsah bude riešeńım iteračných rovńıc

F1,J(K−1),λ2(β) =
q2
J,J(K−1)(1 − α)

2
,

3. Šidákova metóda, kde minimálny rozsah bude riešeńım iteračných rovńıc

F1,J(K−1),λ2(β) = F1,J(K−1)((1 − α)1/h),

4. Bonferroniho metóda, kde minimálny rozsah bude riešeńım iteračných rovńıc

F1,J(K−1),λ2(β) = F1,J(K−1)(1 − α/h),

5. Scheffeho metóda, kde minimálny rozsah bude riešeńım iteračných rovńıc

F1,J(K−1),λ2(β) = (J − 1)FJ−1,J(K−1)(1 − α),

Pŕıklad 256 (minimálny rozsah; post-hoc testy) Majme štyri populácie, ktorých stredné hodnoty
sú μ1 = 390, μ2 = 405, μ3 = 415 a μ4 = 410. Predpokladajme, že X ∼ N(μj , σ

2
e). Vypoč́ıtajte

minimálny rozsah K, ak σ2
e = 202 a α = 0.05, použit́ım (1) Fisherovej LSD metódy, (2) Tukeyho

HSD metódy, (3) Šidákovej metódy, (4) Bonferroniho metódy a (5) Scheffeho metódy. Výsledky po-
rovnajte s K vypoč́ıtaným v pŕıklade 250. Funkcie nazvite nasledovne (1) minimalny.rozsah.Fisher(),
(2) minimalny.rozsah.Tukey(), (3) minimalny.rozsah.Sidak(), (4) minimalny.rozsah.Bonferroni() a (5) mi-
nimalny.rozsah.Scheffe().

Riešenie
(1) Fisherova LSD metóda – minimálny rozsah K = 10 a n = KJ = 40.
(2) Tukeyho HSD metóda – minimálny rozsah K = 15 a n = KJ = 60.
(3) Šidákova metóda – minimálny rozsah K = 15 a n = KJ = 60.
(4) Bonferroniho metóda – minimálny rozsah K = 15 a n = KJ = 60.
(5) Scheffeho metóda – minimálny rozsah K = 16 a n = KJ = 64.

Porovnańım všetkých použitých metód dostaneme nasledovné poradie minimálnych rozsahov

nLSD < nHSD = nŠidák = nBonferroni < nScheffe.

Vzt’ahy medzi n korešpondujú poradiu kritických hodnôt. Výpočet je ovplyvnený malými rozsahmi K,
zaokrúhlovańım n na nula desatinných miest a vol’bou h pri Bonferroniho a Šidákovej metóde. Toho
dôsledkom sú aj odlǐsné hodnoty sily, ktorá pre dané n pri rôznych metódach prvýkrát prekroč́ı hranicu
0.8.
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Pŕıklad 257 (jednorozmerný pŕıpad) Majme koncentráciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodných
celkoch (pozri tabul’ku 8.2). Otestujte rovnost’ stredných hodnôt ANOVA F -testom pomocou funkcíı (1)
aov() (2) oneway.test() a (3) lm(). Ak je H0 zamietnutá na α = 0.05, potom použite (1) Tukeyho HSD
metódu (THSD štatistiku), vypoč́ıtajte adjustované p-hodnoty, simultánne 95% empirické IS Tukeyho
typu pre všetky párové porovnania rozdielov stredných hodnôt a zobrazte ich graficky. (2) Vypoč́ıtajte
adjustované p-hodnoty a Waldove simultánne 95% empirické IS Fisherovho typu pre všetky párové
porovnania rozdielov stredných hodnôt (a) Bonferroniho metódou, (b) Holmovou step-down metódou,
(c) Hochbergovou step-up metódou, (d) Benjamini-Hochbergovou step-up metódou a (e) Benjamini-
Yekutieliho step-up metódou. (3) Po náhl’ade na dáta vhodne zadefinujte kontrasty a aplikujte na ne
Scheffeho metódu.

Tabul’ka 8.2: Koncentrácia stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodných celkoch

A (1) B (2) C (3) D (4) E (5)
28.2 39.6 46.3 41.0 56.3
33.2 40.8 42.1 44.1 54.1
36.4 37.9 43.5 46.4 59.4
34.6 37.1 48.8 40.2 62.7
29.1 43.6 43.7 38.6 60.0
31.0 42.4 40.1 36.3 57.3

Riešenie (aj v , pozri obrázok 8.7)

1423 K <− 6
1424 J <− 5
1425 VodCelk <− f a c t o r ( rep (LETTERS [ 1 : J ] , rep (K, J ) ) )
1426 ConcStr . 1 <− c ( 2 8 . 2 , 3 3 . 2 , 3 6 . 4 , 3 4 . 6 , 2 9 . 1 , 3 1 . 0 )
1427 ConcStr . 2 <− c ( 3 9 . 6 , 4 0 . 8 , 3 7 . 9 , 3 7 . 1 , 4 3 . 6 , 4 2 . 4 )
1428 ConcStr . 3 <− c ( 4 6 . 3 , 4 2 . 1 , 4 3 . 5 , 4 8 . 8 , 4 3 . 7 , 4 0 . 1 )
1429 ConcStr . 4 <− c ( 4 1 . 0 , 4 4 . 1 , 4 6 . 4 , 4 0 . 2 , 3 8 . 6 , 3 6 . 3 )
1430 ConcStr . 5 <− c ( 5 6 . 3 , 5 4 . 1 , 5 9 . 4 , 6 2 . 7 , 6 0 . 0 , 5 7 . 3 )
1431 ConcStr <− c ( ConcStr . 1 , ConcStr . 2 , ConcStr . 3 , ConcStr . 4 , ConcStr . 5 )
1432 mean ( ConcStr ) # 43.16
1433 PRIEM . ConcStr <− t app l y ( ConcStr , VodCelk , mean )
1434 round (PRIEM . ConcStr , 2 )
1435 # A B C D E
1436 #32.08 40 .23 44 .08 41 .10 58 .30
1437 PRIEM . s t r <− t app l y ( ConcStr−mean ( ConcStr ) , VodCelk , mean )
1438 round (PRIEM . s t r , 2 )
1439 # A B C D E
1440 # −11.08 −2.93 0 .92 −2.06 15 .14
1441 # obrazok −− model FH0 a FH1
1442 windows (10 ,5 )
1443 par ( mfco l=c ( 1 , 2 ) ,mar=c ( 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
1444 p l o t ( 1 : 3 0 , ConcStr , t ype=”n” , y l a b=”Sr (mg/ml ) ” , x l a b=” po r ad i e ” ,
1445 sub=” nu lovy ANOVA model ” , cex . l a b =1.2)
1446 f o r ( i i n 1 : 30 ) l i n e s ( c ( i , i ) , c (mean ( ConcStr ) , ConcStr [ i ] ) , co l=” grey ” , lwd=2)
1447 a b l i n e (mean ( ConcStr ) ,0 , lwd=2)
1448 po i n t s ( 1 : 3 0 , ConcStr , pch=16)
1449 p l o t ( 1 : 3 0 , ConcStr , t ype=”n” , y l a b=”Sr (mg/ml ) ” , x l a b=” po r ad i e ” ,
1450 sub=”ANOVA model ” , cex . l a b =1.2)
1451 f o r ( i i n 1 : 6 ) l i n e s ( c ( i , i ) , c (PRIEM . ConcStr [ 1 ] , ConcStr [ i ] ) , co l=” grey ” , lwd=2)
1452 f o r ( i i n 7 : 12 ) l i n e s ( c ( i , i ) , c (PRIEM . ConcStr [ 2 ] , ConcStr [ i ] ) , co l=” grey ” , lwd=2)
1453 f o r ( i i n 13 : 18 ) l i n e s ( c ( i , i ) , c (PRIEM . ConcStr [ 3 ] , ConcStr [ i ] ) , co l=” grey ” , lwd=2)
1454 f o r ( i i n 19 : 24 ) l i n e s ( c ( i , i ) , c (PRIEM . ConcStr [ 4 ] , ConcStr [ i ] ) , co l=” grey ” , lwd=2)
1455 f o r ( i i n 25 : 30 ) l i n e s ( c ( i , i ) , c (PRIEM . ConcStr [ 5 ] , ConcStr [ i ] ) , co l=” grey ” , lwd=2)
1456 l i n e s ( c ( 1 , 6 ) , c (PRIEM . ConcStr [ 1 ] , PRIEM . ConcStr [ 1 ] ) , lwd=2)
1457 l i n e s ( c (7 ,12 ) , c (PRIEM . ConcStr [ 2 ] , PRIEM . ConcStr [ 2 ] ) , lwd=2)
1458 l i n e s ( c (13 ,18) , c (PRIEM . ConcStr [ 3 ] , PRIEM . ConcStr [ 3 ] ) , lwd=2)
1459 l i n e s ( c (19 ,24) , c (PRIEM . ConcStr [ 4 ] , PRIEM . ConcStr [ 4 ] ) , lwd=2)
1460 l i n e s ( c (25 ,30) , c (PRIEM . ConcStr [ 5 ] , PRIEM . ConcStr [ 5 ] ) , lwd=2)
1461 po i n t s ( 1 : 3 0 , ConcStr , pch=16)
1462
1463 StrMOD01 <− aov ( ConcStr ˜VodCelk )
1464 summary (StrMOD01) # ANOVA tabu l k a
1465 oneway . t e s t ( ConcStr ˜VodCelk , var . equa l=TRUE) # vy s l e d k y ANOVA F−t e s t u
1466 StrMOD02 <− lm ( ConcStr ˜VodCelk )
1467 summary (StrMOD02) # vy s l e d k y ANOVA F−t e s t u
1468 anova (StrMOD02) # ANOVA tabu l k a
1469 StrMOD03 <− lm ( ConcStr−mean ( ConcStr ) ˜VodCelk−1)
1470 summary (StrMOD03) $ coe f # e f e k t y f a k t o r a VodCelk
1471 s q r t ( ( summary (StrMOD03) $ s i g ) ˆ2/K) # 1 .275748 ; odmocnina z (MSe/K)
1472 anova (StrMOD03) # ANOVA tabu l k a
1473
1474 # Tukeyho HSD metoda pre vybrany k on t r a s t B−A
1475 lambda .AB <− c ( −1 ,1 ,0 ,0 ,0)

245



8.1 KAPITOLA 8. TESTOVANIE HYPOTÉZ O VIACERÝCH PARAMETROCH

1476 c i t a t e l .AB <− sum ( lambda .AB∗PRIEM . ConcStr ) # 8.15
1477 s igmasq . e . hat <− ( summary (StrMOD03) $ s i g ) ˆ2 # 9.7652
1478 menovate l .AB <− s q r t ( s igmasq . e . hat/2∗sum ( lambda .ABˆ2/K) ) # 1.275748
1479 t . LSD .AB <− c i t a t e l .AB/menovate l .AB # 6.388408
1480 qtukey ( 0 . 9 5 , J ,K∗J−J ) # 4.153363
1481 p . hodn <− 1−ptukey ( t . LSD .AB, J ,K∗J−J ) # 0.001129311
1482 IS .AB <− c i t a t e l .AB+c (−1 ,1)∗qtukey ( 0 . 9 5 , J ,K∗J−J )∗menovate l .AB
1483 # 2.851355 13.448645
1484 mp. Tukey <− TukeyHSD( aov ( ConcStr ˜VodCelk ) , ordered=FALSE) # tab . 41
1485 # g r a f i c k e zna zo r n en i e s imu l tannuch IS
1486 IS . Tukey <− mp. Tukey$VodCelk [ , 2 : 3 ]
1487 mu. a . hat <− mp. Tukey$VodCelk [ , 1 ]
1488 range . x <− range ( IS . Tukey )
1489 h <− J∗( J−1)/2
1490 windows (5 , 5 )
1491 par (mar=c ( 5 , 4 . 5 , 1 , 1 ) )
1492 p l o t (mu. a . hat , 1 : h , type=”n” , x l a b=”Sr (mg/ml ) ” , y l a b=”” , sub=”Waldove s imu l t anne 95% emp i r i c k e IS Tukeyho typu ” ,
1493 x l im=range . x , bty=”n” , axe s=FALSE , cex . l a b =1.2)
1494 a b l i n e ( v=0, l t y =2)
1495 f o r ( j i n 1 : h ) a b l i n e ( h=j , co l=” gray ” )
1496 f o r ( j i n 1 : h ) arrows (mu. a . hat [ h−j +1] , j , IS . Tukey [ h−j +1 ,1] , j , l eng th =0.05 , ang l e =90, lwd=2)
1497 f o r ( j i n 1 : h ) arrows (mu. a . hat [ h−j +1] , j , IS . Tukey [ h−j +1 ,2] , j , l eng th =0.05 , ang l e =90, lwd=2)
1498 po i n t s ( rev (mu. a . hat ) , 1 : h , pch=16)
1499 a x i s (1 )
1500 a x i s (2 , l a b e l s=rownames (mp. Tukey$VodCelk ) , a t=h : 1 , l a s =2)
1501 box ( )
1502
1503 # parove po rovnavan i a
1504 mp. Bonf <− p a i r w i s e . t . t e s t ( ConcStr , VodCelk , p . a d j u s t=” b o n f e r r o n i ” , poo l . sd=TRUE)
1505 mp. Holm <− p a i r w i s e . t . t e s t ( ConcStr , VodCelk , p . a d j u s t=”holm” , poo l . sd=TRUE)
1506 mp. Hoch <− p a i r w i s e . t . t e s t ( ConcStr , VodCelk , p . a d j u s t=” hochberg ” , poo l . sd=TRUE)
1507 mp.BH <− p a i r w i s e . t . t e s t ( ConcStr , VodCelk , p . a d j u s t=”BH” , poo l . sd=TRUE)
1508 mp.BY <− p a i r w i s e . t . t e s t ( ConcStr , VodCelk , p . a d j u s t=”BY” , poo l . sd=TRUE)
1509 mp. a l l <− cb ind (mp. Tukey$VodCelk [ , 4 ] ,
1510 na . omit ( c (mp. Bonf$p . v a l u e ) ) , na . omit ( c (mp. Holm$p . v a l u e ) ) ,
1511 na . omit ( c (mp. Hoch$p . v a l u e ) ) , na . omit ( c (mp.BH$p . v a l u e ) ) ,
1512 na . omit ( c (mp.BY$p . v a l u e ) ) )
1513 rownames (mp. a l l ) <− rownames (mp. Tukey$VodCelk )
1514 colnames (mp. a l l ) <− c ( ”Tukey HSD” , ” Bon f e r r o n i ” , ”Holm” , ”Hochberg” , ”Benjamin i−Hochberg” , ”Benjamin i−Y e k u t i e l i ” )
1515 round (mp. a l l , 1 0 ) # tab . 42
1516
1517 # Sche f f eho metoda
1518 lambda . 1 <− c (0 ,1 /3 ,1/3 ,1/3,−1)
1519 c i t a t e l . 1 <− sum ( lambda . 1∗PRIEM . ConcStr ) # −16.49444
1520 s igmasq . e . hat <− ( summary (StrMOD03) $ s i g ) ˆ2 # 9.7652
1521 menovate l . 1 <− s q r t ( s igmasq . e . hat∗sum ( lambda .1ˆ2 /K) ) # 1.473107
1522 S1 <− abs ( c i t a t e l . 1 ) /menovate l . 1 # 11.19704
1523 qf ( 0 . 9 5 , J−1,K∗J−J ) # 2.75871
1524 k r i t . hodn <− s q r t ( ( J−1)∗qf ( 0 . 9 5 , J−1,K∗J−J ) ) # 3.321873
1525 F . s t a t <− c i t a t e l . 1ˆ2 / ( ( J−1)∗menovate l . 1 ˆ2 ) # 31.34345
1526 p . hodn <− 1−pf (S1 , J−1,K∗J−J ) # 2.411503 e−05

0 5 10 15 20 25 30

30
35

40
45

50
55

60

nulovy ANOVA model
poradie

S
r (

m
g/

m
l)

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0 5 10 15 20 25 30

30
35

40
45

50
55

60

ANOVA model
poradie

S
r (

m
g/

m
l)

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

Obr. 8.7: Rozptylové grafy ANOVA modelov – FH0 (vl’avo) a FH1 (vpravo)

Celkový aritmetický priemer je rovný y = 43.16. Aritmetické priemery koncentrácíı Sr v jednotlivých
vodných celkoch sú nasledovné: y1∙ = 32.08, y2∙ = 40.23, y3∙ = 44.08, y4∙ = 41.10 a y5∙ = 58.30, pre
nj = 6, j = 1, 2, . . . , 6. Centrované aritmetické priemery sú rovné – y1∙ − y = −11.08, y2∙ − y = −2.93,
y3∙ − y = 0.92, y4∙ − y = −2.06 a y5∙ − y = 15.14. Pre aritmetické priemery plat́ı y1∙ < y2∙ < y4∙ <
y3∙ < y5∙. ANOVA tabul’ka je nasledovná
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zdroj variability suma štvorcov df priemerné štvorce
medzi súbormi SSA,obs

.
= 2193.442 J − 1 = 4 MSA,obs

.
= 548.361

vnútri súborov SSe,obs
.
= 244.130 n − J = 25 MSe,obs

.
= 9.765

celkovo SST,obs
.
= 2437.572 n − 1 = 29

Z ANOVA tabul’ky vypoč́ıtame FW
.
= 56.2, čo je väčšie ako FJ−1,n−J (α) = F4,25 (0.05)

.
= 2.76 (p-

hodnota � 0.05), t.j. H0 zamietame na α = 0.05. Ďalej sme zistili (Tukeyho HSD metódou), že
μ1 �= μ2 = μ4 = μ3 �= μ5 (pozri tabul’ku 8.3 a 8.4 a graf 8.8).

Waldove simultanne 95% empiricke IS Tukeyho typu
Sr (mg/ml)
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Obr. 8.8: Waldove simultánne 95% empirické IS Tukeyho typu pre rozdiely stredných hodnôt

Tabul’ka 8.3: Výsledky Tukey HSD metódy – rozdiely aritmetických priemerov yi∙−yj∙, dolná a horná hranica Waldových

simultánnych 95% empirických IS Tukeyho typu pre μi − μj (DH a HH), adjustované p-hodnoty p̃k

yi∙ − yj∙ DH HH p̃k

B-A 8.15 2.85 13.45 0.00112931
C-A 12.00 6.70 17.30 0.00000534
D-A 9.02 3.72 14.32 0.00033392
E-A 26.22 20.92 31.52 <0.00000001
C-B 3.85 –1.45 9.15 0.23762175
D-B 0.87 –4.43 6.17 0.98848032
E-B 18.07 12.77 23.37 <0.00000001
D-C –2.98 –8.28 2.32 0.47910996
E-C 14.22 8.92 19.52 0.00000029
E-D 17.20 11.90 22.50 0.00000001

Po náhl’ade na dáta použijeme nasledovné tri vektory kontrastov ak, nim prislúchajúce odhady
efektov aT

k μ̂ =
∑J

j=1 akjyj∙, ich rozptyly s2aT
k (XT X)−1ak = s2

∑J
j=1 a2

kj/nj a Scheffeho testovacie

štatistiky
√

(J − 1)F =
∣
∣aT

k μ̂
∣
∣ /

√
s2aT

k (XT X)−1ak , kde k = 1, 2 a 3:

• a1 = (0, 1
3 , 1

3 , 1
3 ,−1)T , aT

1 μ̂
.
= −9.7, s2aT

1 (XT X)−1a1 = 1.472,
√

4F
.
= 11.20,

• a2 = (1,− 1
3 ,− 1

3 ,− 1
3 , 0)T , aT

2 μ̂
.
= −16.5, s2aT

2 (XT X)−1a2 = 1.472,
√

4F
.
= 6.60,

• a3 = ( 1
2 ,− 1

3 ,− 1
3 ,− 1

3 , 1
2 )T , aT

3 μ̂
.
= 3.4, s2aT

3 (XT X)−1a3 = 1.162,
√

4F
.
=2.93.

Scheffeho kritická hodnota je rovná
√

(J − 1) FJ−1,n−J (α) =
√

4F4,25 (0.05)
.
= 3.32. Potom H0k :

aT
k μ = 0 oproti H1k : aT

k μ �= 0 zamietame, ak k = 1, 2, a nezamietame, ak k = 3.
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Tabul’ka 8.4: Adjustované p-hodnoty pre Tukeyho HSD (THSD) metódu, Bonferroniho (B) metódu, Holm-Bonferroniho
metódu (HB step-down), Hochberg-Bonferroniho metódu (HB step-up), Benjamini-Hochbergovu (BH)
metódu a Benjamini-Yekutieliho (BY) metódu

THSD B HB step-down HB step-up BH BY
B-A 0.00112931 0.00130222 0.00052089 0.00052089 0.00018603 0.00054488
C-A 0.00000534 0.00000572 0.00000343 0.00000343 0.00000114 0.00000335
D-A 0.00033392 0.00037498 0.00018749 0.00018749 0.00006250 0.00018305
E-A <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001
C-B 0.23762175 0.42841263 0.12852379 0.12852379 0.05355158 0.15685087
D-B 0.98848032 1.00000000 0.63514400 0.63514400 0.63514400 1.00000000
E-B <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001 <0.00000001
D-C 0.47910996 1.00000000 0.22143936 0.22143936 0.12302187 0.36032714
E-C 0.00000029 0.00000031 0.00000022 0.00000022 0.00000008 0.00000023
E-D 0.00000001 0.00000001 0.00000001 0.00000001 <0.00000001 0.00000001

8.1.3 Jednofaktorový ANOVA model s fixnými efektami pri rôznych rozptyloch

Nech Yji(μj , σ
2
j ), kde existuje aspoň jedna dvojica i �= j taká, že σ2

i �= σ2
j a zároveň σ2

j sú neznáme.
Potom FW štatistika nemá F rozdelenie s J − 1 a n − J stupňami vol’nosti a muśı byt’ modifikovaná
nasledovne

FW =

∑J
j=1 ŵj

(
Y j∙ − Y

(w)

∙∙

)2

J − 1 + J−2
J+1

∑J
j=1

(1−ĥj)2

nj−1

D
∼ FJ−1,dfw

,

ŵj = nj/s2
j , ĥj = ŵj∑J

i=1 ŵi
, j = 1, 2, . . . , J a μ̂ = Y

(w)

∙∙ =
∑J

j=1 ĥjY j∙. Počet stupňov vol’nosti

dfw1 =
J2 − 1

3
∑J

j=1
(1−ĥj)2

nj−1

,

čo zaokrúhlime na najbližšie nižšie celé č́ıslo, t.j. dfw = �dfw1�. FW sa nazýva Fisherova testova-
cia štatistika (alebo presneǰsie Welchova ANOVA F -̌statistika) a test viacvýberový F -test
s Welchovou aproximáciou stupňov vol’nosti o rovnosti stredných hodnôt μ1, μ2, . . . , μJ

(alebo Welchov ANOVA F -test). Realizáciou FW je Fobs a p-hodnota = Pr(FW ≥ Fobs|H0). Na
porovnanie ANOVA modelu pri rôznych rozptyloch s ANOVA modelom pri rovnakých rozptyloch – s2

definujeme ako vážený priemer výberových rozptylov s2
j , j = 1, 2, . . . , J , teda

s2 =

∑J
j=1 (nj − 1) s2

j
∑J

j=1 (nj − 1)
=

∑J
j=1 (nj − 1) s2

j

n − J
.

Potom Yj ∼ Nnj (Xβ,Σj), kde Σj = σ2
j Inj×nj , vektor chýb εj ∼ Nnj (0,Σj), vektor parametrov β̂ ∼

NJ+1(β, (XT Σ−1X)−1), kde Σ = diag(σ2
1 , σ

2
2 , . . . , σ2

J) a maximálne vierohodný odhad β̂ vypoč́ıtame
pomocou zovšeobecnenej metódy najmenš́ıch štvorcov, t.j. β̂ = (XT Σ−1X)−1XT Σ−1Y.

Waldov 100× (1− α)% empirický IS pre nejakú lineárnu kombináciu
∑J

j=1 ajμj (nazývaný
aj empirický IS Fisherovho typu) ako




J∑

j=1

ajyj∙ − tdfw(α/2)

√√
√
√

J∑

j=1

a2
js

2
j

nj
,

J∑

j=1

ajyj∙ + tdfw(α/2)

√√
√
√

J∑

j=1

a2
js

2
j

nj



 .

Waldove simultánne 100× (1−α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Scheffeho typu definu-
jeme ako
(

aT μ̂ −
√

(J − 1)FJ−1,dfw(α)
√

aT (XT S−1X)−1a,aT μ̂ +
√

(J − 1)FJ−1,dfw(α)
√

aT (XT S−1X)−1a

)

,
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kde Σ̂ = S = diag(s2
1, s

2
2, . . . , s

2
J). Waldove simultánne 100 × (1 − α)% empirické intervaly

spol’ahlivosti Tukeyho typu definujeme ako
(

aT μ̂ − qJ,dfw(α)

√
1
2
aT (XT S−1X)−1a,aT μ̂ + qJ,dfw(α)

√
1
2
aT (XT S−1X)−1a

)

.

Waldove simultánne 100× (1−α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Fisherovho typu defi-
nované nasledovne

(

aT μ̂ − tdfw
(αk)

√
aT (XT S−1X)−1a,aT μ̂ + tdfw

(αk)
√

aT (XT S−1X)−1a

)

.

ANOVA model v
Funkciu oneway.test() je možné použit’ aj v pŕıpade, že rozptyly nie sú rovnaké, ak nastav́ıme argument
var.equal=FALSE.
Mnohonásobné porovnávania v
Na jednokrokové a viackrokové metódy (výpočet adjustovaných p-hodnôt) použijeme podobne ako
predtým funkciu pairwise.t.test(y,x,p.adjust=”metoda”), avšak argument pool.sd=FALSE.

Pŕıklad 258 (Tukeyho HSD metóda) Naprogramujte v Tukeyho HSD metódu za predpokladu
nerovnosti rozptylov.

Pŕıklad 259 (viacvýberový jednorozmerný pŕıpad) Majme dáta anova-newborns.txt a pre-
mennú pôrodná hmotnost’ hodnoteného diet’at’a weight.C (v gramoch). V dáta sa nachádzajú odl’ahlé
pozorovania, preto je potrebné ich pred výpočtami winsorizovat’ v každej skupine zvlášt’ (pozri kapitolu
3.1 a 3.2). Otestujte
(a) sexuálny dimorfizmus (t.j. rozdiely stredných hodnôt – chlapci mı́nus dievčatá),
(b) sexuálny dimorfizmus u (1) prvorodených det́ı, (2) druhorodených det́ı a (3) det́ı narodených
v tret’om a d’aľsom porad́ı, ako aj rozdiely medzi (1) a (2), (2) a (3) u každého pohlavia zvlášt’ (pre-
menná prch.N),
(c) sexuálny dimorfizmus u det́ı, ktorých matky mali (1) základné vzdelanie, (2) vzdelanie stredné
bez maturity, (3) vzdelanie stredné s maturitou a (4) vysokoškolské, ako aj rozdiely medzi (1) a (2),
(2) a (3), (3) a (4) u každého pohlavia zvlášt’ (premenná edu.M).
Na testovanie použite

(1) dvojvýberové Studentove t-testy, kde TW
D
∼ tdf , (1.1) df = n1 + n2 − 2 a (1.2) df sú Welchove

stupne vol’nosti z dvojvýberového Studentovho t-testu s Welchovou aproximáciou stupňov vol’nosti,
(2) viacvýberové Fisherove LSD testy, kde TLSD ∼ tdf , (2.1) df = n− J a (2.2) df = dfw sú Welchove
stupne vol’nosti z Welchovho ANOVA F -testu ((a) J = 2 a počet porovnávańı h = 1; (b) J = 6 a počet
porovnávańı h = 7; (c) J = 8 a počet porovnávańı h = 10),
(3) viacvýberové Tukeyho HSD testy pri homogenite a nehomogenite rozptylov ((a) J = 2, (b) J = 6
a (c) J = 8).
Ďalej vypoč́ıtajte
(4) Waldove 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti pre rozdiel stredných hodnôt s použit́ım
kritických hodnôt tdf (α/2), kde df je z (1.1) a (1.2).
(5) Waldove simultánne 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu pre rozdiel
stredných hodnôt, kde df je z (2.1) a (2.2).

Novorodenci mužského pohlavia majú systematicky o niečo vyššiu pôrodnú hmotnost’ než novorodené
dievčatá (259a, pozri graf 8.9; e.g. Kumar a kol., 2013). Súčasne existujú nezanedbatel’né rozdiely
v rade znakov medzi súrodencami narodenými v rôznom porad́ı. Napŕıklad prvorodeńı chlapci aj
dievčatá majú v pupočnej krvi výrazne vyššie hladiny pohlavných hormónov než novorodenci narodeńı
vo vyššom porad́ı (Maccoby a kol., 1979). Čo sa týka pôrodnej hmotnosti, prvorodeńı mávajú o niečo
nižšiu pôrodnú hmotnost’ než druhorodeńı. Rozdiely medzi pohlaviami sa vysvetl’ujú špecifickými fak-
tormi z pohlavných chromozómov a odlǐsnými hladinami pohlavných hormónov, ktoré ovplyvňujú
prenatálnu diferenciáciu a rast celého tela. Rozdiely medzi novorodencami narodenými v rôznom po-
rad́ı sa hl’adajú v mechanizmoch (imunitná interakcia matky s predchádzajúcimi potomkami, stres
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matky so zvyšujúcou sa paritou), ktoré cez matku ovplyvňujú embryo a plod v jej maternici (e.g.
Bogaert a Skorska, 2011). V našom pŕıpade máme k dispoźıcii pôrodnú hmotnost’ (premenná weight.C)
novorodených dievčat a chlapcov a chceme zistit’, ako tieto dva faktory (pohlavie a poradie narode-
nia) ovplyvňujú pôrodnú hmotnost’. Chceme vediet’, či sa ĺı̌sia novorodenci narodeńı v inom porad́ı, u
každého pohlavia zvlášt’, v pôrodnej hmotnosti (premenná prch.N, f-1 prvorodené dievčatá, f-2 druho-
rodené dievčatá, f-3 dievčatá narodené v tret’om a vyššom porad́ı; obdobne chlapci); a d’alej či existuje
sexuálny dimorfizmus v pôrodnej hmotnosti v rámci každého poradia narodenia zvlášt’ (pŕıklad 259b;
obrázok 8.12).
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Obr. 8.9: Krabicové diagramy pôrodnej hmotnosti pre dievčatá a chlapcov

Celkovo vid́ıme väčšie rozptyly u chlapcov (pozri obrázok 8.10, tabul’ku rozptylov neuvádzame),
čo môže odpovedat’ faktu, že samčie pohlavie je všeobecne variabilneǰsie. Preto je v tomto pŕıpade
potrebné vopred poč́ıtat’ s nehomogenitou rozptylov. Na základe krabicových diagramov (graf 8.10) a
aritmetických priemerov je možné konštatovat’, že dimorfizmus by mohol byt’ štatisticky významný až
vo vyššom porad́ı. Organizmus matky je pravdepodobne plne prispôsobený reprodukčnej funkcii až pri
druhom a tret’om porad́ı. Podl’a niektorých štúdíı však poradie narodenia nie je jediným faktorom v
hre, rolu hrá tiež vek matky (súviśı so vzdelańım – matky s vyšš́ım vzdelańım sa v našej populácii v
priemere zač́ınajú reprodukovat’ neskôr; vzdelanie matiek je výrazným faktorom reprodukcie, pokial’
sú matky stále vo vzdelávacom systéme, po jeho opusteńı už menej; Št’astná, 2010) a medzipôrodný
interval; tehotenstvo po pŕıliž krátkom medzipôrodnom intervale je stresujúce, po extrémne dlhom
medzipôrodnom intervale sa môže fyziologicky bĺıžit’ situácii prvého tehotenstva (prehl’ad Rousso a
kol., 2002). Pokial’ budú väčšie rozptyly u jedného pohlavia než u druhého, toto pohlavie môže byt’
citliveǰsie na niektorý z uvedených prenatálnych faktorov. Ešte výrazneǰśım faktorom však môže byt’
skrytá heterogenita v dátach, spôsobená sociálnymi a etnickými rozdielmi. Pokial’ sú v dátach skryté
rôzne sociálne/etnické skupiny ĺı̌siace sa priemernou pôrodnou hmotnost’ou a súčasne majúce odlǐsnú
normu v počte det́ı v rodine (ktorý môže negat́ıvne súvisiet’ i so vzdelańım matky), bude v rôznom
porad́ı narodenia rôzne zastúpenie každej z týchto skuṕın, čo ovplyvńı porovnávané stredné hodnoty
a pravdepodobne aj rozptyly. Rozsiahle demografické štúdie pôrodnej hmotnosti založené na vzorcoch
z moderných mestských populácíı s vel’kou pravdepodobnost’ou (nekontrolovaného) mnohoetnického
zloženia sú týmto faktorom pravdepodobne vždy ovplyvnené.

Ďalej chceme zistit’, či existujú rozdiely v pôrodnej hmotnosti (premenná weight.C) medzi det’mi
narodenými matkám s rôznym stupňom vzdelania (premenná edu.M, pre novorodené dievčatá: f-1
základné, f-2 stredné bez maturity, f-3 stredné s maturitou a f-4 vysokoškolské; obdobne m-1, m-2, m-3
a m-4 pre chlapcov; pŕıklad 259c; obrázok 8.12).

Biologické rozdiely medzi novorodencami jednotlivých skuṕın môžu byt’ dané napr. neskorš́ım začiat-
kom reprodukcie u žien s vyšš́ım vzdelańım (pozri graf 8.11). Vzhl’adom na to, že dosiahnuté vzdelanie
môže súvisiet’ aj s celkovým počtom det́ı (a dáta obsahujú ženy rôzneho veku, parity, atd’.), je možné,
že dve vyššie kategórie zahŕňajú vyššiu proporciu prvorodených, zatial’ čo dve nižšie kategórie vyššiu
proporciu det́ı narodených vo vyššom porad́ı (a tak hmotneǰsiu než pri zložeńı odpovedajúcemu vyšš́ım
dvom kategóriám). Bolo by preto vhodné sledovat’ vplyv všetkých troch faktorov súčasne (pohlavie,
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Obr. 8.10: Krabicové diagramy pôrodnej hmotnosti pre dievčatá a chlapcov podl’a počtu predchádzajúcich det́ı biologickej
matky

poradie narodenia, vzdelanie matky). Pokial’ existuje nejaká súvislost’ medzi dosiahnutým vzdelańım
matky a počtom det́ı, a súčasne sa skryté sociálne/etnické skupiny ĺı̌sia v počte det́ı i pôrodnej hmot-
nosti, je pravdepodobné, že výsledky budú ovplyvnené tiež sociálnym/etnickým zložeńım vzorky, ktoré
ale v našich dátach nemáme pod kontrolou. Výsledky potom môžu byt’ rôzne ovplyvnené počtom det́ı,
vzdelańım a priemernou hmotnost’ou novorodencov v jednotlivých sociálnych/etnických skupinách.
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Obr. 8.11: Krabicové diagramy pôrodnej hmotnosti pre dievčatá a chlapcov podl’a vzdelania biologickej matky

Post-hoc testy ukazujú (pozri obrázok 8.12), že nemôžeme zamietnut’ nulovú hypotézu v žiadnej
porovnávanej dvojici populácíı ani pri predpoklade homogenity rozptylov a ani pri nehomogenite
rozptylov. Prejavuje sa len predpokladaná tendencia k sexuálnemu dimorfizmu s vyšš́ımi hodnotami
u chlapcov a u oboch pohlav́ı tendencia k vyššej hmotnosti u druhorodených oproti prvorodeným,
a tiež naopak tendencia k nižšej hmotnosti u det́ı vo vyššom porad́ı oproti druhorodeným.

Jediný štatisticky významný rozdiel (pozri obrázok 8.13) bol zistený medzi synmi matiek so základ-
ným a stredným vzdelańım bez maturity (m-2 vs m-1), kedy vyššia priemerná hmotnost’ bola zazna-
menaná u matiek s vyšš́ım vzdelańım. Celkovo je však z porovnania susedných skuṕın podl’a vzdelania
matiek v rámci pohlavia zrejmé, že pôrodná hmotnost’ bud’ nesúviśı so vzdelańım matiek vôbec, alebo
vid́ıme aspoň tendenciu k vyššej pôrodnej hmotnosti u novorodencov matiek so vzdelańım o stupeň
vyšš́ım (4 zo 6 rozdielov sú pozit́ıvne). Čo sa týka sexuálneho dimorfizmu v žiadnej kategórii podl’a
vzdelania matiek nebola pôrodná hmotnost’ štatisticky významne rozdielna medzi pohlaviami, aj ked’
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je viditel’ný trend k vyššej hodnote u chlapcov. Výnimkou sú deti matiek s najnižš́ım vzdelańım, kde
nie je ani žiadna tendencia k rozdielu. Detailné vysvetlenie výsledkov by bolo možné pri doplneńı
informácíı v zmysle vyššie uvedených súvislost́ı s etnickým/sociálnym zložeńım vzorky.
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Obr. 8.12: Waldove simultánne 95% empirické intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu pre rozdiely stredných hodnôt
pôrodnej hmotnosti (pohlavie diet’at’a vs počet predchádzajúcich det́ı biologickej matky) – za predpokladu

homogenity rozptylov (vl’avo) a nehomogenity rozptylov (vpravo); rozdiely v dĺžke toho istého intervalu
spol’ahlivosti pri rôznych predpokladoch sa ĺı̌sia od 0.63 po 14.52 v závislosti od odchýlky hodnôt rozpty-
lov použitých na ich výpočet a od rozdielov stupňov vol’nosti dfw (newinsorizované dáta)

Pŕıklad 260 (dvojvýberový mnohorozmerný pŕıpad) Majme dáta anova-head.txt a premenné
(1) dĺ̌zka hlavy head.L, (2) š́ırka hlavy head.W, (3) š́ırka dolnej čel’uste bigo.W a (4) š́ırka tváre
bizyg.W (všetky v milimetroch). V dátach sa nachádzajú odl’ahlé pozorovania, preto je potrebné ich
pred výpočtami winsorizovat’ v každej skupine zvlášt’ (pozri kapitolu 3.1 a 3.2). Otestujte sexuálny di-
morfizmus (t.j. rozdiely stredných hodnôt premenných (1) až (4) – muži mı́nus ženy; premenná sex)
nasledovne:
(a) použite štyri dvojvýberové Studentove t-testy (nezávisle pre každú premennú), kde TW

D
∼ tdf , (1)

df = n1 + n2 − 2 a (2) df sú Welchove stupne vol’nosti z dvojvýberového Studentovho t-testu s Welcho-
vou aproximáciou stupňov vol’nosti,
(b) použite štyri viacvýberové Fisherove LSD testy, kde TLSD ∼ tdf , (1) df = n − J a (2) df = dfw sú
Welchove stupne vol’nosti z Welchovho ANOVA F -testu (J = 2 a počet porovnávańı h = 4× J(J−1)

2 =
4).
Vypoč́ıtajte
(c) Waldove 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti pre rozdiel stredných hodnôt s použit́ım
kritických hodnôt tdf (α/2), kde df je z (1) a (2) z (a).
(d) Waldove simultánne 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Fisherovho typu pre rozdiel
stredných hodnôt s použit́ım Benjamini-Yekutieliho kritických hodnôt tdf (αk), kde αk = 1, 2, . . . , h, df
je z (1) a (2) z (b).
(f) Waldove simultánne 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu pre rozdiel
stredných hodnôt, kde J = 4.

U človeka existuje výrazný dimorfizmus vo výške postavy (vel’kosti tela), ktorý sa ale z vel’kej časti
utvára v puberte a adolescencii pod vplyvom odlǐsných hlad́ın gonadálnych steroidných hormónov.
Nervový systém a s ńım i skelet neurokránia naopak rastie najvýrazneǰsie v obdob́ı pred pubertou.
Spolu s výrazne sa zvyšujúcimi priemernými hodnotami u mužov však môže v puberte a adolescencii
narastat’ medzi mužmi viac než medzi ženami tiež variabilita, napŕıklad v pŕıpade kl’́učnej kosti môže
byt’ rozsah hodnôt niektorých vel’kostných ukazovatel’ov takmer dvojnásobný oproti ženám (e.g. Singh
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Obr. 8.13: Waldove simultánne 95% empirické intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu pre rozdiely stredných hodnôt
pôrodnej hmotnosti (pohlavie diet’at’a vs vzdelanie biologickej matky) – za predpokladu homogenity rozptylov

(vl’avo) a nehomogenity rozptylov (vpravo); rozdiely v dĺžke toho istého intervalu spol’ahlivosti pri rôznych
predpokladoch sa ĺı̌sia od 2.51 po 54.40 v závislosti od odchýlky hodnôt rozptylov použitých na ich výpočet
a od rozdielov stupňov vol’nosti dfw (newinsorizované dáta)

a Jit, 1996). V rozmeroch lebky by tak vo výsledku mohli byt’ medzipohlavné rozdiely percentuálne
väčšie v znakoch rastúcich prevažne v obdob́ı puberty (t.j. skôr rozmery tvárovej časti, v dolnej polovici
tváre), ale vzhl’adom na rastúci rozptyl by to nemuselo mat’ vplyv na vel’kost’ efektu medzipohlavných
rozdielov (štandardizovaný rozdiel stredných hodnôt, vztiahnutý na združenú smerodajnú odchýlku
a teda aj štatistickú významnost’ testu rozdielu stredných hodnôt).

Krabicové diagramy (pozri obrázok 8.14) naznačujú, že vo všetkých štyroch rozmeroch sa pravdepo-
dobne bude nachádzat’ podl’a predpokladu sexuálny dimorfizmus. Grafy tiež súčasne poukazujú na to,
že v š́ırke dolnej čel’uste majú muži (vizuálne posudzované) skutočne väčš́ı rozptyl než ženy, čo opät’
odpovedá predpokladu väčšej variability pubertálneho/adolescentného rastu medzi mužmi než medzi
ženami.

Pŕıklad 261 (viacvýberový mnohorozmerný pŕıpad) Majme dáta anova-head.txt a premenné
(1) dĺ̌zka hlavy head.L, (2) š́ırka hlavy head.W, (3) š́ırka dolnej čel’uste bigo.W a (4) š́ırka tváre bi-
zyg.W (všetky v milimetroch). V dátach sa nachádzajú odl’ahlé pozorovania, preto je potrebné ich pred
výpočtami winsorizovat’ v každej skupine zvlášt’ (pozri kapitolu 3.1 a 3.2). Otestujte rozdiely v stredných
hodnotách medzi (premenné sex a sexor)
- f-op – ženami so sexuálnou orientáciou výlučne na opačné pohlavie,
- f-sa – ženami s bisexuálnou alebo homosexuálnou orientáciou,
- m-op – mužmi so sexuálnou orientáciou výlučne na opačné pohlavie a
- m-sa – mužmi s bisexuálnou alebo homosexuálnou orientáciou.
Testovanie vykonajte nasledovne:

(a) použite 24 dvojvýberových Studentových t-testov (nezávisle pre každú premennú), kde TW
D
∼ tdf ,

(1) df = n1 +n2 −2 a (2) df sú Welchove stupne vol’nosti z dvojvýberového Studentovho t-testu s Wel-
chovou aproximáciou stupňov vol’nosti,
(b) použite 24 viacvýberových Fisherových LSD testov, kde TLSD ∼ tdf , (1) df = n − 4 a (2)
df = dfw sú Welchove stupne vol’nosti z Welchovho ANOVA F -testu (J = 4, počet porovnávańı
h = 4 × J(J−1)

2 = 4 × 6 = 24),
(c) použite (1) ANOVA F -test a (2) Welchov ANOVA F -test pre všetky štyri premenné.
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Obr. 8.14: Krabicové diagramy pre ženy a mužov – dĺžka hlavy (vl’avo hore), š́ırka dolnej čel’uste (vl’avo dole), š́ırka hlavy
(vpravo hore) a š́ırka tváre (vpravo dole)

Vypoč́ıtajte
(d) Waldove 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti pre rozdiel stredných hodnôt s použit́ım
kritických hodnôt tdf (α/2), kde df je z (1) a (2) z (a).
(e) Waldove simultánne 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Fisherovho typu pre rozdiel
stredných hodnôt s použit́ım Benjamini-Yekutieliho kritických hodnôt tdf (αk), kde αk = 1, 2, . . . , h, df
je z (1) a (2) z (b).
(f) Waldove simultánne 100 × (1 − α)% empirické intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu pre rozdiel
stredných hodnôt, kde J = 4.

Okrem sexuálneho dimorfizmu, t.j. rozdielov definovaných biologickým pohlav́ım (založených na odlǐsnej
kombinácii pohlavných chromozómov a odlǐsných hladinách pohlavných hormónov prenatálne aj v pu-
berte) ale existujú rozdiely spojené so sexuálnou orientáciou (pozri obrázok 8.15). Napriek tomu, že
presný mechanizmus vzniku rozdielov v sexuálnej orientácii nie je doteraz známy, v súčasnej dobe sa
teórie i nepriame empirické dôkazy klonia na stranu biologických hypotéz a k sexuálnej orientácii nezme-
nitel’ne determinovanej už v prenatálnom obdob́ı. Z odlǐsných frekvencíı a d’aľśıch súvislost́ı sexuálnej
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orientácie u mužov a u žien je zrejmé, že mechanizmy nastavenia finálnej sexuálnej orientácie môžu
byt’ u mužov a žien odlǐsné. U žien (vel’mi zjednodušene povedané) zaznamenané dôkazy (napr. vro-
dená adrenálna hyperplázia) nasvedčujú tomu, že na vznik ženskej homosexuality vplýva nerovnováha
(zvýšené hladiny) prenatálnych androgénov. U mužov sú v tomto ohl’ade dôkazy ešte nejednoznačneǰsie.
Boli však nájdené dôkazy naznačujúce, že sexuálna orientácia mužov súviśı s dedičnými faktormi na X–
chromozóme od matky. Je možné, že variant niektorého (zatial’ hypotetického) génu na X–chromozóme
je reprodukčne vel’mi výhodný, pokial’ sa nachádza v ženskom tele (t.j. zvyšuje reprodukčnú úspešnost’
žien – nositeliek, č́ım prispieva k udržaniu svojej frekvencie v populácii), ale feminizuje telo a mozog
mužských nositel’ov, ak ho od matky zded́ı syn (źıska práve ten jej X–chromozóm, ktorý je nositel’om
tejto výhodnej formy). Nepriame dôkazy (LeVay, 1991) nasvedčujú, že niektoré hypotalamické jadrá
mužských homosexuálov majú feminizované kvantitat́ıvne vlastnosti, iné štúdie tieto výsledky spo-
chybňujú (Swaab a kol., 1992) a poukazujú na metodicky diskutabilné vzorkovanie a vzt’ah medzi zis-
tenými asociáciami (súvislost’ami, vzt’ahmi, koreláciami) a predpokladanými kauzálnymi závislost’ami.
Čo sa týka telesnej stavby, ako u ženských, tak aj u mužských homosexuálov nájdeme femińınne a
maskuĺınne telesné formy (ženy: butch a femme lesbians). Obmedzené množstvo dostupných štúdíı
ukazuje u oboch pohlav́ı zmes maskuĺınneǰśıch i femińınneǰśıch foriem znakov oproti heterosexuálnym
porovnávaćım populáciám. Prevaha výsledkov však naznačuje, že femińınneǰsie znaky u mužských ho-
mosexuálov a maskuĺınneǰsie znaky u ženských homosexuálov celkovo prevládajú, t.j. homosexuálni
jedinci sa zdajú byt’ v určitej miere posunut́ı smerom k norme opačného pohlavia (napr. Nedoma a
Freund, 1961; Bogaert a Blanchard, 1996; Weill, 2009). V našom pŕıpade chceme zistit’, či okrem pohla-
via sledované 4 rozmery hlavy súvisia tiež s pohlavnou orientáciou. Ak plat́ı vyššie uvedený predpoklad,
dimorfizmus u heterosexuálnych jedincov by mal byt’ väčš́ı než u jedincov homosexuálnych. Vzhl’adom
na to, že pohlavná orientácia by sa mala zakladat’ už prenatálne, zistené rozdiely by mohli mat’ raný
ontogenetický pôvod (pokial’ nie je po narodeńı rast týchto telesných partíı ovplyvnený externými
faktormi inak u /neskôr v dospelosti/ homosexuálnych a heterosexuálnych jedincov).

Výsledky (obrázok 8.16) sú do značnej miery v zhode s vyššie uvedenými predpokladmi. Vo všetkých
štyroch rozmeroch je štatisticky významný dimorfizmus a č́ıselne najvyšš́ı medzipohlavný rozdiel
nájdený medzi heterosexuálnymi mužmi a ženami. Všetky ostatné medzipohlavné rozdiely (hetero-
sexuálni muži vs. homosexuálne ženy, heterosexuálne ženy vs. homosexuálni muži, homosexuálni muži
vs. homosexuálne ženy) sú celkovo č́ıselne menšie a v 4 z 12 týchto porovnańı nie sú štatisticky
významné (čo sa ale dá očakávat’, vzhl’adom na početne menšiu vzorku homosexuálov). Rozdiely medzi
homosexuálmi a heterosexuálmi v rámci každého pohlavia sú celkovo malé a štatisticky nevýznamné (až
na hranične významný rozdiel v š́ırke dolnej čel’uste mezi homosexuálnymi a heterosexuálnymi ženami,
kedy čel’ust’ homosexuálnych žien je širšia), aj tu plat́ı vyššie uvedený komentár k vel’kosti vzorky.
Evidentne je však vo všetkých rozmeroch viditel’ný trend k posunu rozdielu v zmysle posunu hodnôt
homosexuálnej vzorky k hodnotám obvykleǰśım u opačného pohlavia (maskulinizácia homosexuálnych
žien a feminizácia homosexuálnych mužov). Výsledky sa podobajú výsledkom zistených v iných antro-
pometrických premenných (porovnanie Weill, 2009). Tento trend sa zdá najvýrazneǰśı v š́ırke čel’usti
u žien a š́ırke tváre u mužov. Výsledky teda naznačujú, že faktor sexuálnej orientácie súviśı viac s ras-
tom tváre než mozgovne. Vzhl’adom na výrazneǰśı rast tejto časti hlavy v puberte a adolescencii možno
usudzovat’ na nejakú prenatálnu súvislost’ medzi sexuálnou orientáciou a pubertálnym/adolescentným
rastom. U oboch rozmerov tváre súčasne vid́ıme (obrázok 8.15, i ked’ opät’ s rezervou vzhl’adom
na vel’kost’ vzorky), že rozptyl vo vzorke homosexuálov sa zdá byt’ väčš́ı, t.j. akoby zahŕňal ako formy
obvyklé pre dané pohlavie, tak aj formy posunuté smerom k opačnému pohlaviu (v dôsledku čoho
je však posunutá v priemere celá skupina). Obmedzeńım testovanej vzorky sú iste výrazne odlǐsné
počty homosexuálnych a heterosexuálnych jedincov, predovšetkým malý počet pŕıpadov vzorky homo-
sexuálov. Na druhej strane však celé dáta predstavujú prirodzenú skupinu mladých dospelých l’ud́ı,
väčšinou vysokoškolských študentov, vrátane prirodzeného zastúpenia ne–heterosexuálnych jedincov,
bez akýchkol’vek apriorných vplyvov sexuálnej orientácie na vznik vzorky (vrátane anonymného do-
tazńıka sexuálnej orientácie). Pokial’ by mal mat’ výber štatisticky pŕıhodné vlastnosti (predovšetkým
vel’kost’), bolo by nutné zámerne hl’adat’ jedincov oboch skuṕın a sexuálnu orientáciu dopredu zist’ovat’.
Ďalej by sa museli zaistit’ rovnaké kritéria výberu u oboch skuṕın z hl’adiska sledovaných rozmerov
(čo vzhl’adom na celý rad (sub)kultúrnych a iných rozdielov nemuśı byt’ práve triviálna úloha). Ne-
menej podstatnou oblast’ou metodiky je samotná klasifikácia sexuálnej orientácie. Zlúčenie jedincov
všetkých 6 kategóríı Kinseyho škály (Kinsey a kol., 1948) s nejednoznačne heterosexuálnou orientáciou
(všetci mimo výlučne heterosexuálnych jedincov) do jednej kategórie ne–heterosexuáli (pozri popis dát
anova-head.txt) môže zakrývat’ d’aľsiu variabilitu v rámci našej početne malej

”
homosexuálnej“ skupiny.
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Obr. 8.15: Krabicové diagramy pre ženy a mužov podl’a sexuálnej orientácie – d́lžka hlavy (vl’avo hore), š́ırka dolnej
čel’uste (vl’avo dole), š́ırka hlavy (vpravo hore) a š́ırka tváre (vpravo dole)

8.2 Asymptotické testy o rozptyloch

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ testami o homogenite (rovnosti) viacerých rozptylov. Najprv od-
vod́ıme testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti a následne Bartlettovu modifikáciu tejto štatistiky
(Bartlett, 1937). Hypotézy definujeme nasledovne H0 : σ2

1 = σ2
2 = . . . = σ2

J = σ2 oproti H1 : σ2
i �=

σ2
j �= σ2 pre aspoň jedno i < j, i = 1, 2, . . . , J − 1; j = 2, 3, . . . , J .

Test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov.

Nech Yj ∼ N(μj , σ
2
j ), kde j = 1, 2, . . . J , θ = (μ1, μ2, . . . , μJ , σ2

1 , σ2
2 , . . . , σ2

J)T . Logaritmus funkcie
vierohodnosti má tvar

l(θ|y1,y2, . . . ,yJ) = −
J∑

j=1

nj

2
ln(2πσ2

j ) −
J∑

j=1

1
2σ2

j

(
nj∑

i=1

(yji − μj)
2

)

.
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Obr. 8.16: Waldove simultánne 95% empirické intervaly spol’ahlivosti Tukeyho typu pre rozdiely stredných hodnôt –
d́lžka hlavy (vl’avo hore), š́ırka dolnej čel’uste (vl’avo dole), š́ırka hlavy (vpravo hore) a š́ırka tváre (vpravo
dole); newinsorizované dáta

MLE θ je rovný θ̂ = (μ̂1, μ̂2, . . . , μJ , σ̂2
1 , σ̂2

2 , . . . , σ̂
2
J)T , kde

μ̂j = yj , σ̂
2
j =

1
nj

nj∑

i=1

(yji − yj)
2,

t.j. Θ1 = {θ : σ2
i �= σ2

j �= σ2; i < j, i = 1, 2, . . . , J − 1; j = 2, 3, . . . , J} pre aspoň jedno i a j.
Za platnosti H0 je θ0 = (μ̂1, μ̂2, . . . , μ̂J , σ̃2, σ̃2, . . . , σ̃2)T , kde (pozri Mood a kol., 1987)

σ̃2 =

∑J
j=1 nj σ̂

2
j

∑J
j=1 nj

,

t.j. Θ0 = {θ : σ2
1 = σ2

2 = . . . = σ2
J = σ2}. Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ̂ bude mat’ tvar

l(θ̂|y1,y2, . . . ,yJ) = −
J∑

j=1

nj

2
ln(2πσ̂2

j ) −
J∑

j=1

1
2σ̂2

j

(
nj∑

i=1

(yji − μj)
2

)

= −
J∑

j=1

nj

2
ln(2πσ̂2

j ) −
J∑

j=1

nj σ̂
2
j

2σ̂2
j

.
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Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ0 bude mat’ tvar

l(θ0|y1,y2, . . . ,yJ) = −
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j=1

nj

2
ln(2πσ̃2) −

J∑
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1
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nj σ̂
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j

2

Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(y1,y2, . . . ,yJ)) = l(θ̂|y1,y2, . . . ,yJ) − l (θ0|y1,y2, . . . ,yJ)

= −
J∑

j=1

nj

2
ln σ̂2

j −
J∑

j=1

nj

2
+

J∑

j=1

nj

2
ln

(∑J
j=1 nj σ̂

2
j

∑J
j=1 nj

)

+
J∑

j=1

nj

2

=
1
2

J∑

j=1

nj ln

( ∑J
j=1 nj σ̂

2
j

σ̂2
j

∑J
j=1 nj

)

=
1
2

J∑

j=1

nj ln

(
σ̃2

σ̂2
j

)

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (Y1,Y2, . . . ,YJ))
D
∼

χ2
J−1.

Nech J = 2 a n1 = n2. Nech Fobs =
∑n

i=1(y1i−y1)
2

∑n
i=1(y2i−y2)

2 , čo je špeciálny pŕıpad Fobs z kapitoly 7.2. Potom

σ̃2

σ̂2
1

=
1
2

(

1 +
1

Fobs

)

a
σ̃2

σ̂2
2

=
1
2

(1 + Fobs)

a testovacia štatistika pomerom vierohodnosti

uLR = n ln

(
σ̃2

σ̂2
1

)

+ n

(
σ̃2

σ̂2
2

)

= 2n ln
1
2

+ n

(

ln

(

1 +
1

Fobs

)

+ ln (1 + Fobs)

)

,

čo je vel’ké č́ıslo, ak 1/Fobs alebo Fobs je vel’ké, t.j. Fobs je malé alebo vel’ké. Prvá derivácia ULR podl’a
F je rovná n

1+F

(
− 1

F + 1
)
, čo je rovné nule, ak Fobs = 1. Ked’že funkcia je rastúca pre malé a vel’ké

Fobs, dosahuje uLR v bode Fobs = 1 minimum. Ak Fobs = 0, potom uLR = 0.

Bartlett (1937) modifikoval testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti nasledovne

UB =
U

(alt)
LR

C

D
∼ χ2

J−1,

kde

U
(alt)
LR =

J∑

j=1

(nj − 1) ln

(
S̃2

S2
j

)

, s̃2 =

∑J
j=1 (nj − 1) S2

j
∑J

j=1 (nj − 1)
,

S2
j sú výberové rozptyly a

C = 1 +
1

3(J − 1)




J∑

j=1

1
nj − 1

−
1

∑J
j=1 (nj − 1)



 .

UB konverguje ku χ2
J−1 rozdeleniu rýchleǰsie ako ULR.

Pŕıklad 262 (testy o homogenite rozptylov) Naprogramujte v
(a) test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov a
(b) Bartlettovu modifikáciu testu pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov. Funkciu nazvite testy.o.rozptyloch().
Test (b) porovnajte s výsledkom funkcie bartlett.test().
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Riešenie v
1527 ” t e s t y . o . r o z p t y l o c h ” <− f u n c t i o n ( vec . n , vec . s2 ){
1528 J <− l eng th ( vec . n )
1529 mle . s2 <− ( vec . n−1)∗vec . s2/ vec . n
1530 poo l ed . s2 <− sum ( ( vec . n−1)∗vec . s2 ) /sum ( vec . n )
1531 u . LR <− sum ( vec . n∗ l og ( poo l ed . s2 /mle . s2 ) )
1532 p . hodn <− 1−pch i sq ( u . LR , df=J−1)
1533 VYSL . LR . t e s t <− c ( poo l ed . s2 , u . LR , p . hodn )
1534 names (VYSL . LR . t e s t ) <− c ( ” s2 ” , ” t e s t−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1535 poo l ed . s2 <− sum ( ( vec . n−1)∗vec . s2 ) /sum ( vec . n−1)
1536 u . LR . a l t <− sum ( ( vec . n−1) ∗ l og ( poo l ed . s2 / vec . s2 ) )
1537 menovate l <− 1+(sum (1/ ( vec . n−1))−1/sum ( vec . n−1))/ (3∗( J−1))
1538 u .B <− u . LR . a l t /menovate l
1539 p . hodn <− 1−pch i sq ( u .B, df=J−1)
1540 VYSL .B . t e s t <− c ( poo l ed . s2 , u .B, p . hodn )
1541 names (VYSL .B . t e s t ) <− c ( ” s2 ” , ” t e s t−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1542 VYSL <− l i s t (VYSL . LR . t e s t , VYSL .B . t e s t )
1543 r e t u rn (VYSL)
1544 }

Pŕıklad 263 (testy o homogenite rozptylov; simulačná štúdia) Na základe simulačnej štúdie
preverte, že ak (a) Yj ∼ N(μj , σ

2), kde μj = j, σ2 = 1/4, j = 1, 2, . . . , J a (b) Yj ∼ [(1−p)N(μj , σ
2)+

pN(μj , σ
2
1)], kde p = 0.05 a σ2

1 = 1, potom testovacia štatistika (1) ULR a (2) UB má χ2
J−1 rozdelenie

s J − 1 stupňami vol’nosti. Použite rozsahy náhodných výberov nj = 10 a nj = 50. Pre každú simuláciu
vypoč́ıtajte uLR,m a uB,m, m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 10000. Superponujte histogram vygenerovaných
testovaćıch štatist́ık v relat́ıvnej škále s teoretickou krivkou hustoty (1) ULR a (2) UB.

Riešenie (riešenie (a) pozri na obrázku 8.17)
Na základe simulačnej štúdie z pŕıkladu 263 je lepšie použ́ıvat’ Bartlettovu modifikáciu testu pomerom
vierohodnosti o homogenite rozptylov ako test pomerom vierohodnosti pre n ≤ 50, pretože konvergencia
testovacej štatistiky testu pomerom vierohodnost k χ2

J−1 rozdeleniu je pomaľsia.

Pŕıklad 264 (testy o homogenite rozptylov) Majme dáta more-samples-variances-clavicle.txt

a premennú dĺ̌zka kl’́učnej kosti u mužov cla.L v mm. Otestujte rovnost’ rozptylov štyroch populácíı
pomocou (1) testu pomerom vierohodnosti a (2) Bartlettovej modifikácie testu pomerom vierohodnosti
o homogenite rozptylov. Pokial’ H0 : σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = σ2
4 = σ2 zamietnete, zistite medzi ktorými

rozptylmi je štatisticky signifikantný rozdiel na hladine významnosti α použit́ım χ2
J−1 (Scheffeho

metóda; správny spôsob) a χ2
1 (nesprávny spôsob).

Riešenie v
uLR

.
= 5.086 a p-hodnota

.
= 0.166

uB
.
= 5.075 a p-hodnota

.
= 0.166.

1545 DATA <− read . t a b l e ( ”more−samples−v a r i a n c e s−c l a v i c l e . t x t ” , heade r=TRUE)
1546 names (DATA)
1547 ## [ 1 ] ” popu l a t i o n ” ” sex ” ” c l a . L”
1548 DATA <− na . omit (DATA)
1549 attach (DATA)
1550 n <− t app l y ( c l a . L , popu l a t i on , l eng th )
1551 # eng gre ind1 ind2
1552 # 70 94 120 81
1553 r o z p t y l y <− t app l y ( c l a . L , popu l a t i on , var )
1554 # eng gre ind1 ind2
1555 #110.46149 83.15546 76.27283 67.57184
1556 t e s t y . o . r o z p t y l o c h (n , r o z p t y l y )
1557 # s2 t e s t−s t a t p−hodnota
1558 #81.7466134 5.0857782 0.1656227
1559 # s2 t e s t−s t a t p−hodnota
1560 #82.6523930 5.0747268 0.1664064

Predpokladané rozdiely mohli byt’ teoreticky vyvolané odlǐsnými faktormi postnatálneho rastu kl’́učnej
kosti v každej z populácíı alebo odlǐsne diverzným zložeńım každej populácie z hl’adiska vnútorných
rozdielov v raste kl’́učnej kosti v puberte a adolescencii. I ked’ v hodnotách rozptylov vid́ıme relat́ıvne
vel’ké č́ıselné rozdiely, viacvýberový test homogenity rozptylov nezamietol nulovú hypotézu zhody roz-
ptylov d́lžky kl’́učnej kosti pravej strany medzi mužmi pochádzajúcimi zo štyroch rôznych populácíı.
Č́ıselné rozdiely v rozptyle sú teda spôsobené nejakými náhodnými faktormi (vzorkovanie, meranie,
ap.). Významné rozdiely by sa však mohli prejavit’ u kost́ı l’avej strany, ktorá je u väčšiny l’ud́ı v priebehu
postnatálneho rastu zat’ažovaná menej a tiež rastie v priemere dlhšie než kl’́učna kost’ pravej strany
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(Mays a kol., 1999), priestor pre vznik systematických rozdielov v rozptyle je tak u nej o niečo v äčš́ı.
Významné rozdiely by sa tiež mohli prejavit’ pri porovnańı mužov a žien (napr. Singh a Jit, 1996),
ked’že vzorce postnatálneho rastu sú u mužov a žien odlǐsné a v rade metrických znakov sú muži
variabilneǰśı než ženy (Marini a kol., 1999). Vzhl’adom na relat́ıvne mierny vel’kostný dimorfizmus
a podobné stredné hodnoty metrických znakov u mužov a žien (najbežneǰsie od cca 5 do 15 percent)
je vhodné porovnávat’ variabilitu medzi pohlaviami na základe rozptylov v jednotkách odpovedajúcich
druhej mocnine jednotiek pôvodného znaku. Pokial’ by však bol rozdiel medzi strednými hodnotami
pre mužov a ženy väčš́ı (napr. v niektorých rozmeroch zápästných kost́ı; Mastrangelo a kol., 2011),
rozdiely stredných hodnôt by mohli mechanicky ovplyvňovat’ aj rozdiely v rozptyloch. V takom pŕıpade
je vhodneǰsie porovnanie relat́ıvneho rozptýlenia hodnôt, napr. koeficientu variácie (pozri kapitolu 3.2).
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Obr. 8.17: Histogramy vygenerovaných testovaćıch štatist́ık (za platnosti nulovej hypotézy) v relat́ıvnej škále superpo-
nované s teoretickými krivkami hustoty ULR (vl’avo) a UB (vpravo)

8.3 Asymptotické testy o korelačných koeficientoch

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ testami o homogenite (rovnosti) viacerých korelačných koeficien-
tov. Najprv odvod́ıme χ2-testovaciu štatistiku testujúcu rovnost’ Fisherových Z-transformácíı (zovšeo-
becnenie dvojvýberovej Z -̌statistiky z kapitoly 7.3) a následne testovaciu štatistiku pomerom viero-
hodnosti. Hypotézy definujeme nasledovne H0 : ρ1 = ρ2 = . . . = ρJ = ρ oproti H1 : ρi �= ρj �= ρ pre
aspoň jedno i < j, i = 1, 2, . . . , J − 1; j = 2, 3, . . . , J .

Z kapitol 6.3 a 7.3 vieme, že výberový korelačný koeficient R má asymptoticky normálne rozdelenie,
ale konvergencia k nemu je pomalá (rozdelenie je zošikmené) a tiež, že je lepšie použit’ normalizujúcu
a rozptyl stabilizujúzu Fisherovu Z-transformáciu korelačného koeficientu, ktorá má asymptoticky
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normálne rozdelenie. Potom (Donner a Rosner, 1974)

χ2
F =

J∑

j=1



Zj − ξ0
1√

nj−3





2

=
J∑

j=1

(nj − 3)(Zj − ξ0)2
D
∼ χ2

J .

kde Zj = 1
2 ln 1+Rj

1−Rj
, j = 1, 2, . . . , Ja ξ0 = 1

2 ln 1+ρ0
1−ρ0

a ξ0 je potrebné odhadnút’ nasledovne

ξ̃0 = Z =

∑J
j=1(nj − 3)Zj

∑J
j=1(nj − 3)

,

z čoho vyplýva že

RF = tanh Z =
exp

(
2Z

)
− 1

exp
(
2Z

)
+ 1

.

Alternat́ıvna verzia výpočtu Z je uvedená v práci Hotelling (1953). Potom bude platit’

χ2
F =

J∑

j=1

(nj − 3)(Zj − Z)2
D
∼ χ2

J−1.

Test pomerom vierohodnosti o rovnosti korelačných koeficientov.

Nech (Xj , Yj)T ∼ N2(μj ,Σj), kde (Xj , Yj)T sú nezávislé, θ = (θ1,θ2, . . . , θJ)T , θj =
(μj1, μj2, σ

2
j1, σ

2
j2, ρj)T a j = 1, 2, . . . , J . Logaritmus funkcie vierohodnosti bude mat’ tvar (Paul,

1989)

l(θ|x1,y1, . . . ,xJ ,yJ) = −n ln (2π) −
J∑

j=1

nj

2
ln

(
σ2

j1σ
2
j2

)
−

J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ2

j

)

−
J∑

j=1

1
2(1 − ρ2

j )

(∑nj

i=1(xji − μj1)2

σ2
j1

− 2ρj

∑nj

i=1(xji − μj1)(yji − μj2)
σj1σj2

+

∑nj

i=1(yji − μj2)2

σ2
j2

)

,

kde n =
∑J

j=1 nj . MLE θ̂j = (μ̂j1, μ̂j2, σ̂
2
j1, σ̂

2
j2, ρ̂j)T , kde

μ̂j1 = xj , μ̂j2 = yj , σ̂
2
j1 =

1
nj

nj∑

i=1

(xji − xj)
2, σ̂2

j2 =
1
nj

nj∑

i=1

(yji − yj)
2,

ρ̂j =

∑nj

i=1(xji − xj)(yji − yj)

njsj1sj2

a Θ1 = {θ : ρi �= ρj �= ρ, i < j, i = 1, 2, . . . , J − 1; j = 2, 3, . . . , J} pre aspoň jedno i a j. Za platnosti
H0 je θj0 = (μ̂j1, μ̂j2, σ̃

2
j1, σ̃

2
j2, ρ̂)T , kde

σ̃2
j1 =

σ̂2
j1(1 − ρ̂ρ̂j)

1 − ρ̂2
, σ̃2

j2 =
σ̂2

j2(1 − ρ̂ρ̂j)

1 − ρ̂2

maximálne vierohodný odhad ρ̂ je iteračným riešeńım rovnice
∑J

j=1
nj(ρ̂j−ρ̂)

1−ρ̂j ρ̂ = 0 (pozri Pearson,
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1933) a Θ0 = {θ : ρ1 = ρ2 = ρ}. Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ̂ bude mat’ tvar

l(θ̂|x1,y1, . . . ,xJ ,yJ) = −n ln (2π) −
J∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̂2

j1σ̂
2
j2

)
−

J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

j

)

−
J∑

j=1

1
2(1 − ρ̂2

j )

(
nj σ̂

2
j1

σ̂2
j1

− 2ρ̂j

nj σ̂
2
j1σ̂

2
j2ρ̂j

σ̂2
j1σ̂

2
j2

+
nj σ̂

2
j2

σ̂2
j2

)

= −n ln (2π) −
J∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̂2

j1σ̂
2
j2

)
−

J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

j

)
− n.

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre θ0 bude mat’ tvar

l(θ0|x1,y1, . . . ,xJ ,yJ) = −n ln (2π) −
J∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̃2

j1σ̃
2
j2

)
−

J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

)

−
J∑

j=1

1
2(1 − ρ̂2)

(
nj σ̂

2
j1

σ̃2
j1

− 2ρ̂
nj σ̂

2
j1σ̂

2
j2ρ̂j

σ̃2
j1σ̃

2
j2

+
nj σ̂

2
j2

σ̃2
j2

)

= −n ln (2π) −
J∑

j=1

nj

2
ln

(
σ̂2

j1σ̂
2
j2

)
−

J∑

j=1

nj ln
(1 − ρ̂ρ̂j)2

(1 − ρ̂2)2

−
J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

)
− n

Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude potom rovný

− ln(λ(θ|x1,y1, . . . ,xJ ,yJ)) = l(θ̂|x1,y1, . . . ,xJ ,yJ) − l (θ0|x1,y1, . . . ,xJ ,yJ)

= −
J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

j

)
+

J∑

j=1

nj

2
ln

(
1 − ρ̂2

)
+

J∑

j=1

nj ln
(1 − ρ̂ρ̂j)2

(1 − ρ̂2)2

=
1
2

J∑

j=1

nj ln
(1 − ρ̂ρ̂j)2

(1 − ρ̂2)(1 − ρ̂2
j )

.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (X1,Y1, . . . ,XJ ,YJ))
D
∼ χ2

J−1.

Pŕıklad 265 (testy o homogenite korelačných koeficientov) Naprogramujte v (a) test pome-
rom vierohodnosti a (b) χ2-test o homogenite korelačných koeficientov. Funkciu nazvite testy.o.kor.koef().

Riešenie v
1561 ” rho . hat ” <− f u n c t i o n ( r , vec . r , vec . n ) sum ( vec . n∗( vec . r−r )/(1−vec . r∗ r ) )
1562 ” t e s t y . o . kor . koe f ” <− f u n c t i o n ( vec . n , vec . r ){
1563 J <− l eng th ( vec . n )
1564 kor <− un i r oo t ( rho . hat , i n t e r v a l=c (−1 ,1) , vec . n=vec . n , vec . r=vec . r ) $ r o o t
1565 u . LR <− sum ( vec . n∗ l og ((1− vec . r∗kor ) ˆ2/((1− kor ˆ2)∗(1−vec . r ˆ2) ) ) )
1566 p . hodn <− 1−pch i sq ( u . LR , df=J−1)
1567 VYSL . LR . t e s t <− c ( u . LR , p . hodn )
1568 names (VYSL . LR . t e s t ) <− c ( ” t e s t−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1569 x i . j <− atanh ( vec . r )
1570 z . bar <− sum ( ( vec . n−3)∗ x i . j )/sum ( vec . n−3)
1571 kor <− ( exp (2∗z . bar )−1)/ ( exp (2∗z . bar )+1)
1572 #kor <− tanh ( z . bar )
1573 c h i s q . obs <− sum ( ( vec . n−3)∗( x i . j−z . bar ) ˆ2)
1574 p . hodn <− 1−pch i sq ( c h i s q . obs , df=J−1)
1575 VYSL . c h i s q . t e s t <− c ( kor , c h i s q . obs , p . hodn )
1576 names (VYSL . c h i s q . t e s t ) <− c ( ” rho . hat ” , ” t e s t−s t a t ” , ”p−hodnota ” )
1577 VYSL <− l i s t (VYSL . LR . t e s t , VYSL . c h i s q . t e s t )
1578 r e t u rn (VYSL)
1579 }
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Pŕıklad 266 (testy o homogenite korelačných koeficientov; simulačná štúdia) Na základe si-
mulačnej štúdie preverte, že ak (a) (Xj , Yj)T ∼ N2(μj ,Σj), kde μj1 = 50, μj2 = 25, σ2

j1 = σ2
j2 = 9,

ρ = 0, j = 1, 2, . . . , J a (b) pN2 (μ1,Σ1)+ (1−p)N2 (μ2,Σ2), kde p = 0.05 a σ2
1 = 1, potom testovacia

štatistika (1) ULR a (2) χ2
F má χ2

J−1 rozdelenie s J − 1 stupňami vol’nosti. Použite rozsahy náhodných
výberov nj = 10 a nj = 50. Pre každú simuláciu vypoč́ıtajte uLR,m a χ2

F,obs,m, m = 1, 2, . . . ,M , kde
M = 10000. Superponujte histogram vygenerovaných testovaćıch štatist́ık v relat́ıvnej škále s teoretickou
krivkou hustoty (1) ULR a (2) χ2

F.

Riešenie (riešenie (a) pozri na obrázku 8.18)
Na základe simulačnej štúdie z pŕıkladu 266 je lepšie použ́ıvat’ χ2-test o homogenite korelačných koe-
ficientov ako test pomerom vierohodnosti pre n ≤ 50, pretože konvergencia testovacej štatistiky testu
pomerom vierohodnost k χ2

J−1 rozdeleniu je pomaľsia.
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Obr. 8.18: Histogramy vygenerovaných testovaćıch štatist́ık (za platnosti nulovej hypotézy) v relat́ıvnej škále superpo-
nované s teoretickými krivkami hustoty ULR (vl’avo) a χ2

F (vpravo)

Pŕıklad 267 (testy o homogenite korelačných koeficientov) Majme dáta more-samples-correla-
tions-skull.txt a premenné výška nosa (nose.H) a š́ırka nosa (nose.B) v mm. (a) Otestujte rovnost’
rozptylov piatich populácíı pomocou (1) testu pomerom vierohodnosti a (2) χ2-testu o homogenite ko-
relačných koeficientov. (b) Pokial’ H0 : ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = ρ5 = ρ zamietnete, zistite medzi ktorými
korelačnými koeficientami je štatisticky signifikantný rozdiel na hladine významnosti α použit́ım χ2

J−1

(Scheffeho metóda; správny spôsob) a χ2
1 (nesprávny spôsob). (c) Vypoč́ıtajte aj aritmetické priemery

a rozptyly jednotlivých populácíı. (d) Otestujte nulovost’ jednotlivých korelačných koeficientov v každej
z piatich populácíı na hladine významnosti α použit́ım χ2

J−1.
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Riešenie v
uLR

.
= 9.820 a p-hodnota

.
= 0.044

χ2
F,obs

.
= 8.428 a p-hodnota

.
= 0.077.

1580 DATA <− read . t a b l e ( ”more−samples−c o r r e l a t i o n s −s k u l l . t x t ” , heade r=TRUE)
1581 names (DATA)
1582 #[ 1 ] ” i d ” ”pop” ” sex ” ” nose .H” ” nose .B” ” i n t o r b .B”
1583 DATA <− na . omit (DATA)
1584 attach (DATA)
1585 h l a d i n y <− l e v e l s ( pop )
1586 #[ 1 ] ”ban” ” c i n ” ”mal” ”nem” ” per ”
1587 vec . n <− t app l y ( nose .H, pop , l eng th )
1588 vec . n <− t a b l e ( pop )
1589 #ban c i n mal nem per
1590 # 14 19 73 20 46
1591 vec . r <− numeric (5 )
1592 f o r ( j i n 1 : 5 ) vec . r [ j ] <− cor (DATA[ pop==h l a d i n y [ j ] , 4 ] ,DATA[ pop==h l a d i n y [ j ] , 5 ] )
1593 names ( vec . r ) <− h l a d i n y
1594 vec . r
1595 # ban c i n mal nem per
1596 #0.67190649 0.01149325 0.18891009 0.59573830 0.13706907
1597 t e s t y . o . kor . koe f ( vec . n , vec . r )
1598 # rho . hat t e s t−s t a t p−hodnota
1599 #0.25355680 9.81976444 0.04357567
1600 # rho . hat t e s t−s t a t p−hodnota
1601 #0.2501608 8.4281651 0.0770948
1602 # zak l adne c h a r a k t e r i s t i k y
1603 vec . cov <− matr ix ( 0 , 5 , 2 )
1604 vec . cov [ , 1 ] <− t app l y (DATA[ , 4 ] , pop , var )
1605 vec . cov [ , 2 ] <− t app l y (DATA[ , 5 ] , pop , var )
1606 dimnames ( vec . cov ) [ [ 1 ] ] <− h l a d i n y
1607 vec . mean <− matr ix ( 0 , 5 , 2 )
1608 vec . mean [ , 1 ] <− t app l y (DATA[ , 4 ] , pop , mean )
1609 vec . mean [ , 2 ] <− t app l y (DATA[ , 5 ] , pop , mean )
1610 dimnames ( vec . mean ) [ [ 1 ] ] <− h l a d i n y
1611 TAB. z a k l . char <− cb ind ( vec . mean , vec . cov )
1612 dimnames (TAB. z a k l . char ) [ [ 2 ] ] <− c ( ”mean ( nose .H) ” , ”mean ( nose .B) ” ,
1613 ” va r ( nose .H) ” , ” va r ( nose .B) ” )
1614 # mean( nose .H) mean ( nose .B) va r ( nose .H) va r ( nose .B)
1615 #ban 48.92857 26.92857 17.456044 9.917582
1616 #c i n 53.00000 25.21053 8.555556 2.730994
1617 #mal 51.82192 26.06849 13.953957 4.509132
1618 #nem 51.85000 24.20000 8.450000 5.852632
1619 #per 50.45652 22.97826 9.364734 2.777295
1620 rho0 <− 0
1621 tW. obs <− s q r t ( vec . n−2)∗vec . r / ( s q r t (1−vec . r ˆ2) )
1622 uLR . obs <− −vec . n∗ l og (1−tW. obs ˆ2/ (tW. obs ˆ2+( vec . n−2)) )
1623 # ban c i n mal nem per
1624 #8.406888343 0.002509969 2.652774161 8.767126374 0.872466639
1625 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=5−1) # spravny sposob
1626 # ban c i n mal nem per
1627 #0.07776037 0.99999921 0.61750345 0.06719122 0.92847727
1628 p . hodn . LR <− 1−pch i sq (uLR . obs , df=1) # nesp ravny sposob
1629 # ban c i n mal nem per
1630 #0.003738019 0.960043029 0.103369360 0.003067083 0.350273343

Z výsledkov pŕıkladu 267 je zretel’né, že použitie testu pomerom vierohodnosti nie je kvôli ńızkym
početnostiam vhodné, čo je aj dôvod rozdielu v signifikancii výsledkov použitých testov. Ďaľśım
problémom môžu byt’ aj vel’ké rozdiely v rozptyloch (t.j. ich nehomogenita).

Z popisnej štatistiky je zrejmá malá vzorka u niektorých populácíı a tiež vel’ké rozdiely v roz-
ptyloch. To môže byt’ pŕıčinou jednak č́ıselných rozdielov v korelačných koeficientoch samotných a jed-
nak nemožnosti zamietnut’ zhodu medzi nimi viacvýberovým testom. Ak by sme testovali nulovost’
korelačných koeficientov nezávisle pre každú populáciu, zamietli by sme nulovú hypotézu u dvoch
populácíı (ban a nem), ale nezamietli u dvoch najpočetneǰśıch populácíı (mal a per). Ked’že ide
o viacvýberový problém, žiadnu nulovú hypotézu nezamietame. Na základe dát teda nemôžeme tvr-
dit’, že medzi dvoma sledovanými rozmermi existuje nejaký vzt’ah. Súčasne ale vid́ıme, že (a) všetky
korelačné koeficienty sú pozit́ıvne a (b) pozit́ıvna, i ked’ slabá, je aj závislost’ medzi oboma rozmermi u
dvoch najpočetneǰsie zastúpených populácíı (malajská a peruánska). Výsledok správne použitého Schef-
feho testu śıce na 5% hladine významnosti nezamietol zhodu korelačných koeficientov, významnost’ je
ale hraničná (p-hodnota = 0.077), čo naznačuje, že pri dostatočne vel’kej vzorke by sme rozdiely medzi
populáciami mohli nájst’ a vysvetlenie tohto rozdielu by bolo treba hl’adat’ v odlǐsnostiach biologických
procesov medzi populáciami a/alebo v procesoch vzniku vzoriek. Táto situácia je žial’ typická pre met-
rické porovnanie kostrových vzoriek, ktoré sú (nevyhnutne) výsledkom spracovania populácíı zomretých
l’ud́ı z pohreb́ısk (Wood a kol., 1992), kde charakter analyzovaných dát je ovplyvnený celým radom
faktorov, od hl’adaných biologických procesov a selekt́ıvnej mortality, cez pohrebný ŕıtus a tafono-
mické procesy (zachovalost’ a fragmentárnost’ pozostatkov), až po rozsah a metodiku archeologického
výskumu (čiastkový záchranný výskum – neúplné pohrebiská).
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8.4 Asymptotické testy o pravdepodobnostiach

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ testami o zhode vektora pravdepodobnost́ı s nejakým teoretickým
vektorom pravdepodobnost́ı. Najprv odvod́ıme testovaciu štatistiku pomerom vierohodnosti, potom
Waldovu a skóre testovaciu štatistiku. Ukážeme, že v posledných dvoch pŕıpadoch ide o χ2-test dobrej
zhody. Hypotézu definujeme nasledovne H0 : p = p0 oproti H1 : p �= p0, kde p = (p1, p2, . . . , pJ)T

a p0 = (p01, p02, . . . , p0J)T . Ďalej sa budeme zaoberat’ testami o homogenite (rovnosti) viacerých prav-
depodobnost́ı. Hypotézy definujeme nasledovne H0 : p1 = p2 = . . . = pI = p oproti H1 : pi �= pj �= p
pre aspoň jedno i < j, i = 1, 2, . . . , I − 1; j = 2, 3, . . . , I (ide o nezávislé pravdepodobnosti z I bi-
nomických rozdeleńı). Nakoniec budeme diskutovat’ testy homogenity viacerých vektorov pravdepo-
dobnost́ı. Pre dva vektory pravdepodobnost́ı hypotézy definujeme nasledovne H0 : p1 = p2 oproti
H1 : p1 �= p2, kde pi = (pi1, pi2, . . . , piJ )T .

V prvom pŕıpade môžeme realizácie yj usporiadat’ do nasledovnej kontingenčnej tabul’ky 1 × J
pre početnosti

odpoved’ 1 odpoved’ 2 . . . odpoved’ J spolu
y1 y2 . . . yJ N

kde
∑J

j=1 yj = N a kontingenčnej tabul’ky 1 × J pre pravdepodobnosti

odpoved’ 1 odpoved’ 2 . . . odpoved’ J spolu
p1 p2 . . . pJ 1

V druhom pŕıpade ide o špeciálny pŕıpad súčinového multinomického rozdelenia (I nezávislých bi-
nomických rozdeleńı) a nezávislé realizácie yj môžeme usporiadat’ do nasledovnej kontingenčnej
tabul’ky 2 × I pre početnosti

skupina 1 skupina 2 . . . skupina I
má znak y1 y2 . . . yI

nemá znak N1 − y1 N2 − y2 . . . NI − yI

N1 N2 . . . NI

a kontingenčnej tabul’ky 2 × I pre pravdepodobnosti

skupina 1 skupina 2 . . . skupina I
má znak p1 p2 . . . pI

nemá znak 1 − p1 1 − p2 . . . 1 − pI

spolu 1 1 . . . 1

V tret’om pŕıpade ide o špeciálny pŕıpad súčinového multinomického rozdelenia (2 nezávislé multino-
mické rozdelenia) a realizácie yij môžeme usporiadat’ do nasledovnej kontingenčnej tabul’ky 2 × J
pre početnosti

kategória 1 kategória 2 . . . kategória J spolu
skupina 1 y11 y12 . . . y1J N1

skupina 2 y21 y22 . . . y2J N2

a kontingenčnej tabul’ky 2 × J pre pravdepodobnosti

kategória 1 kategória 2 . . . kategória J spolu
skupina 1 p1|1 p2|1 . . . pJ|1 1
skupina 2 p1|2 p2|2 . . . pJ|2 1

Predchádzajúcu tabul’ku kvôli zjednodušeniu značenia preznačme nasledovne

kategória 1 kategória 2 . . . kategória J spolu
skupina 1 p11 p12 . . . p1J 1
skupina 2 p21 p22 . . . p2J 1
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Test pomerom vierohodnosti v multinomickom rozdeleńı.

Nech Y ∼ MultJ (N,p), kde θ = p = (p1, p2, . . . , pJ)T . Logaritmus jadra vierohodnosti má tvar

l(θ|y) = ln
J∏

j=1

p
yj

j .

MLE θ je rovný θ̂ = p̂ = (p̂1, p̂2, . . . , p̂J)T , kde p̂j = yj/N , t.j. Θ1 = {θ : pj �= p0j , j = 1, 2, . . . , J}
pre aspoň jedno j. Za platnosti H0 je θ0 = p0 a Θ0 = {θ : pj = p0j , j = 1, 2, . . . , J} pre všetky j.
Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(y)) = l
(
θ̂|y

)
− l (θ0|y) =

J∑

j=1

yj ln
yj

N
−

J∑

j=1

yj ln p0j

=
J∑

j=1

yj ln
yj

N

p0j
=

J∑

j=1

yj ln
yj

Np0j
=

∑

j

pozorovanéj × ln
pozorovanéj

očakávanéj
.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (Y))
D
∼ χ2

J−1.

Waldov test v multinomickom rozdeleńı.
Na základe defińıcie multinomického rozdelenia, defińıcie I(p) z kapitoly 2, asymptotickej normality
√

N
(

1
N X − p0

)
∼ NJ−1 (0J−1,Σ0), rozdelenia kvadratickej formy N

(
1
N X − p0

)T
Σ−1

0

(
1
N X − p0

)
∼

χ2
J−1 a rovnosti p0J = 1 −

∑J−1
j=1 p0j (kde vektory pravdepodobnost́ı sú (J − 1)-rozmerné), môžeme

ṕısat’

uW = N

J−1∑

j=1

(p̂j − p0j)
2
/p0j + N

J−1∑

i=1

J−1∑

j=1

(p̂i − p0i) (p̂j − p0j) /p0J

= N

J−1∑

j=1

(p̂j − p0j)
2
/p0j + N




J−1∑

j=1

(p̂j − p0j)





2

/p0J

= N

J−1∑

j=1

(p̂j − p0j)
2
/p0j + N (p̂J − p0J)2 /p0J

= N

J∑

j=1

(p̂j − p0j)
2
/p0j =

J∑

j=1

(yj − Np0j)
2

Np0j

=
J∑

j=1

(pozorovanéj − očakávanéj)2

očakávanéj
.

Vieme, že Waldova testovacia štatistika UW
D
∼ χ2

J−1.

Skóre test v multinomickom rozdeleńı.
Na základe defińıcie multinomického rozdelenia, defińıcie I−1(p) z kapitoly 2 a rovnosti p0J = 1 −
∑J−1

j=1 p0j (kde vektory pravdepodobnost́ı sú (J − 1)-rozmerné), môžeme ṕısat’

uS = N

J−1∑

j=1

(
p̂j

p0j
−

p̂J

p0J

)2

p0j − N

J−1∑

i=1

J−1∑

j=1

(
p̂i

p0i
−

p̂J

p0J

)(
p̂j

p0j
−

p̂J

p0J

)

p0ip0j

= N
J−1∑

j=1

(B)2 p0j + A = C + A,
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kde
∑J−1

j=1 (p̂j − p0j) = − (p̂J − p0J),

A = −N




J−1∑

j=1

(
p̂j

p0j
−

p̂J

p0J

)

p0J





2

= −N

(
p̂J

p0J
− 1

)2

B =
p̂jp0J − p̂Jp0j ± p0Jp0j

p0jp0J
= [p0J (p̂j − p0j) − p0j (p̂J − p0J)] / (p0jp0J) ,

C = N




J−1∑

j=1

1
p0j

(p̂j − p0j)
2 +

2
p0J

(p̂J − p0J)2 +
1

p2
0J

(1 − p0J) (p̂J − p0J)2





= N




J∑

j=1

1
p0j

(p̂j − p0j)
2 +

1
p2
0J

(p̂J − p0J)2



 .

Potom

uS = N

J∑

j=1

1
p0j

(p̂j − p0j)
2 =

J∑

j=1

(yj − Np0j)
2

Np0j
=

J∑

j=1

(pozorovanéj − očakávanéj)2

očakávanéj
.

Vieme, že skóre testovacia štatistika US
D
∼ χ2

J−1.
Sila testu. Sila χ2 testu (Waldovho a skóre testu v multinomickom rozdeleńı) 1 − β je definovaná

ako
1 − β = Pr

(
χ2

J−1,λ2 ≥ χ2
J−1(α)

)
,

kde χ2
J−1(α) je kritická hodnota χ2

J−1 rozdelenia s J−1 stupňami vol’nosti a χ2
J−1,λ2 náhodná premenná

z necentrálneho χ2
J−1 rozdelenia s J − 1 stupňami vol’nosti a parametrom necentrality λ2. Potom

minimálny rozsah N pre nejaký vektor pravdepodobnost́ı p za platnosti alternat́ıvnej hypotézy
bude rovný

N = λ2




J∑

j=1

N
(pj − p0j)

2

p0j





−1

,

kde

λ2 = lim
N→∞

J∑

j=1

N
(pj − p0j)

2

p0j

a tento parameter necentrality vypoč́ıtame iteračným riešeńım rovńıc 1−β = Pr
(
χ2

J−1,λ2 ≥ χ2
J−1(α)

)
.

Pŕıklad 268 (minimálny rozsah) Naprogramujte v funkciu na výpočet minimálneho rozsahu
súboru N . Nazvite ju minimalny.rozsah.multinom(). Aplikujte na vektory p = (0.4, 0.3, 0.2, 0.1)T a
p0 = (0.420, 0.366, 0.160, 0.054)T .

Riešenie
Parameter necentrality λ2 = 11.48 (necentrálneho χ2

J−1 rozdelenia) a minimálny rozsah N = 185.

Krvné A a B sú dominanté nad 0 a kodominantné navzájom. Preto pre fenotyp 0 existuje len jeden
genotyp 00; fenotyp krvnej skupiny A pozostáva z genotypov AA alebo A0, fenotyp krvnej skupiny B
z genotypov BB alebo B0; pre fenotyp AB existuje len jeden genotyp AB. Nech p je pravdepodobnost’
výskytu alely 0, q je pravdepodobnost’ výskytu alely A a r je pravdepodobnost’ výskytu alely B. Potom
p + q + r = 1. Za platnosti Hardy-Weinbergovho (HW) zákona môžeme ṕısat’

(p + q + r)2 = p2 + q2 + r2 + 2pq + 2pr + 2qr = 1, kde p = 1 − q − r.
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Pŕıklad 269 (populačná genetika; krvné skupiny) Majme dáta multinom-blood-groups.txt. (a)
Pomocou χ2-testu dobrej zhody otestuje zhodu početnost́ı krvných skuṕın pre Prahu s Hardy-
Weinbergovým zákonom. (b) Nakreslite logaritmus štandardizovanej funkcie vierohodnosti v paramet-
roch q a r pomocou funkcie contour(). Dokreslite do obrázku jej maximum v bode θ̂ = (q̂, r̂)T . (c)
V obrázku zvýraznite vierohodnostnú 95% empirickú elipsu spol’ahlivosti pomocou funkcie polygon().
(c) Nakreslite stĺpcový diagram relat́ıvnych početnost́ı krvných skuṕın (v %) pre Košice a Prahu.

Riešenie (pozri tabul’ku 8.5, obrázky 8.19)
Nech (Y1, Y2, Y3, Y4)T ∼ Mult4(N,p), kde N = 500 a p = (p1, p2, p3, p4)T . Za platnosti HW zákona
(Y1, Y2, Y3, Y4)T ∼ Mult4(N,p0), kde N = 500, p0 = (p01, p02, p03, p04)T , p01 = p2 (genotyp 00),
p02 = q2 + 2qp (genotyp AA a A0), p03 = r2 + 2rp (genotyp BB a B0) a p04 = 2qr (genotyp AB).
Pravdepodobnosti q a r odhadneme pomocou maximalizácie logaritmu funkcie vierohodnosti parametra
θ = (q, r)T , kde po dosadeńı do jadra logaritmu funkcie vierohodnosti dostaneme

l(θ|x) =
4∑

j=1

yj ln pj = y1 ln
(
p2

)
+y2 ln((q2+2qp)2)+y3 ln((r2+2rp)2)+y4 ln((2qr)2), kdep = 1−q−r.

Odhady pravdepodobnost́ı výskytu aliel sú q̂ = 0.239, r̂ = 0.114 a p̂ = g(θ̂) = b+aT θ̂ = 1−q̂−r̂ = 0.648
(čo sme mohli urobit’ na základe invariantnosti odhadu), kde a = (−1,−1)T a b = 1. Rozptyly para-

metrov q̂ a r̂ vypoč́ıtame z hesiánu, t.j. V̂ ar[q̂] = 0.0002 a V̂ ar[r̂] = 0.0001. V̂ ar[p̂] = aT (I(θ̂))−1a =
0.0003. Vierohodnostnú 95% empirickú elipsu spol’ahlivosti je možné vypoč́ıtat’ pomocou cut-off loga-
ritmu štandardizovanej funkcie vierohodnosti v bode log(exp(−1

2χ2
2(0.05))) = log(0.05) = −2.995732

(pozri obrázok 8.19).

Tabul’ka 8.5: Pozorované početnosti a pravdepodobnosti a očakávané početnosti a pravdepodobnosti (vypoč́ıtané pomo-
cou funkcie vierohodnosti) pre Prahu

krvné skupiny 0 A B AB

pozorované početnosti yj 209 184 81 26
pozorované pravdepodobnosti yj/N 0.4180 0.3680 0.1620 0.0520

očakávané početnosti Np0j 210 183 80 27
očakávané pravdepodobnosti p0j 0.4197 0.3661 0.1600 0.0542
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Obr. 8.19: Logaritmus štandardizovanej funkcie vierohodnosti s maximom označeným • a vierohodnostnou 95% empi-
rickou elipsou spol’ahlivosti pre θ
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1. Hypotézy

• slovná formulácia – H0 : početnosti výskytu krvných skuṕın sú v zhode s HW zákonom
oproti H1 : početnosti výskytu krvných skuṕın nie sú v zhode s HW zákonom.

• matematická formulácia – H0 : p = p0 oproti H1 : p �= p0.

2. Testovacia štatistika – χ2
obs

.
= 0.065.

1631 c h i . obs <− sum ( ( poz . poc−ocak . poc ) ˆ2/ocak . poc ) # 0.06484433

3. Zamietacia oblast’ – kritická hodnota χ2
3 (α) = χ2

3 (0.05) = 5.991, potom W = (5.991,∞).
1632 qch i sq (1−0.05 ,3) # 7.814728

4. Štatistický záver – p-hodnota= 0.664. Kedže p-hodnota nie je menšia ako α = 0.05 (ekvivalentne
χ2

obs nepatŕı zamietacej oblasti), H0 nezamietame na hladine významnosti α.

1633 1−pch i sq ( c h i . obs , df=3) # 0.9956928

5. Slovný záver – Nemáme dostatok dôkazov na zamietnutie nulovej hypotézy o tom, že početnosti
výskytu krvných skuṕın sú v zhode s HW zákonom.

6. Antropologický záver – Empiricky zistené početnosti krvných skupin AB0 systému vo vzorke
pražského obyvatel’stva zodpovedajú teoretickým početnostiam vyplývajúcim z HW zákona a da-
ného modelu dedičnosti (alely A a B kodominantné a alela 0 receśıvna).

Testovanie na základe hlavných alel AB0 systému nemuśı kompletne vyčerpat’ problematiku variability
AB0 systému a rozdielov medzi populáciami vo frekvenciách krvných skuṕın tohoto systému, pretože
alela A sa d’alej deĺı na imunitne odlǐsné formy A1 a A2, č́ım vzniká šest’ rôznych fenotypov (0,
A1, A2, B, A1B, A2B), a d’alej existuje celý rad menej početných foriem alely A i B. Navyše je
molekulárny podklad antigénov krvných skuṕın AB0 systému (oligosacharidov) prepojený s antigénmi
krvných skuṕın systémov H a Lewis (Mielke a kol., 2011). V pŕıpade štúdia adapt́ıvnych vlastnost́ı
AB0 systému (vzt’ah k mikrobiálnym patogénom) u rôznych populácíı je potrebné vyššie uvedené vziat’
do úvahy a adekvátne tomu prispôsobit’ i štatistický model.

Test pomerom vierohodnosti o homogenite pravdepodobnost́ı z I binomických rozdeleńı.

Nech Yi ∼ Bin (Ni, pi), kde θi = pi. Označme θ = p = (p1, p2, . . . , pI)T . Logaritmus vierohodnosti
má tvar

l(θ|y1,y2, . . . ,yI) = ln
I∏

j=1

p
yj

j (1 − pj)
Nj−yj .

MLE θi je rovný θ̂i = p̂i, kde p̂i = yi/Nj , t.j. Θ1 = {θ : pi �= pj , i < j, i = 1, 2, . . . , I − 1; j =
2, 3, . . . , I} pre aspoň jedno i a j. Za platnosti H0 je θ0 = (p̂, p̂, . . . , p̂)T , kde p̂ =

∑I
i=1 Nipi/

∑I
i=1 Ni

a Θ0 = {θ : p1 = p2 = . . . = pI = p}. Potom −1 krát prirodzený logaritmus pomeru vierohodnosti
bude rovný

− ln(λ(y1,y2, . . . ,yI)) = l
(
θ̂|y1,y2, . . . ,yI

)
− l (θ0|y1,y2, . . . ,yI) =

I∑

i=1

yi ln p̂i

+
I∑

i=1

(Ni − yi) ln(1 − p̂i) −
I∑

i=1

yi ln p̂ −
I∑

i=1

(Ni − yi) ln(1 − p̂)

=
I∑

i=1

yi ln
p̂i

p̂
+

I∑

i=1

(Ni − yi) ln
1 − p̂i

1 − p̂
.

Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (Y1,Y2, . . . ,YI))
D
∼

χ2
I−1. Preznačme pi na pi1 a 1 − pi na pi2. Ekvivalentne preznač́ıme yi na yi1, Ni − yi na yi2.
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Potom θ = p = (p11, p12, p21, p22, . . . , pI1, pI2)T , θ̂ = p̂ = (p̂11, p̂12, p̂21, p̂22, . . . , p̂I1, p̂I2)T a θ0 =
p0 = (p0,11, p0,12, p0,21, p0,22, . . . , p0,I1, p0,I2)T = (p̂, 1 − p̂, p̂, 1 − p̂, . . . , p̂, 1 − p̂)T , kde pi1 + pi2 = 1,
yi1 + yi2 = Ni a i = 1, 2, . . . , I . Potom dostaneme

uLR = 2
I∑

i=1

2∑

j=1

yij ln
p̂ij

p0,i
= 2

I∑

i=1

2∑

j=1

pozorovanéij × ln
pozorovanéij

očakávanéij
.

Waldov a skóre test o homogenite pravdepodobnost́ı z I binomických rozdeleńı.
Tieto testy odvod́ıme podobne ako Waldov a skóre test v multinomickom rozdeleńı. Dostaneme

uW = uS =
I∑

i=1

2∑

j=1

(yij − Np0,ij)
2

Np0,ij
=

I∑

i=1

2∑

j=1

(pozorovanéij − očakávanéij)2

očakávanéij
.

Vieme, že Waldova a skóre testovacia štatistika UW = US
D
∼ χ2

I−1.

Pŕıklad 270 (rovnost’ I pravdepodobnost́ı) Ak I = 2, ktorej z testovaćıch štatist́ık ZW alebo
Z

(alt)
W testu rozdielu pravdepodobnost́ı p1 a p2 z kapitoly 7.4 je rovná testovacia štatistika U

1/2
W ?

Pŕıklad 271 (rovnost’ I pravdepodobnost́ı) Ukážte, že uW = 1
p̂(1−p̂)

(∑I
i=1 yij p̂

2
i − Np̂2.

)

Pŕıklad 272 (rovnost’ I pravdepodobnost́ı) Majme dáta more-samples-probabilities-pubis.txt
a premennú výskyt zmien kostného reliéfu (súčet početnost́ı premenných trace.to.small a mode-
rate.to.large) u troch populácíı žien. (a) Pomocou (1) χ2-testu dobrej zhody (Waldovho a skóre testu)
a (2) testu pomerom vierohodnosti otestuje rovnost’ v početnostiach žien s výskytom zmien kostného
reliéfu u všetkých troch populácíı. (b) Nakreslite stĺpcový diagram relat́ıvnych početnost́ı absencie
a výskytu zmien kostného reliéfu u žien (v %) pre všetky populácie.

Test pomerom vierohodnosti o homogenite dvoch vektorov pravdepodobnost́ı .

Nech Yi ∼ MultJ (Ni,pi), kde i = 1, 2, a θi = pi = (pi1, pi2, . . . , piJ)T . Logaritmus jadra vierohod-
nosti má tvar

l(θ|y1,y2) = ln
2∏

i=1

J∏

j=1

p
yij

ij .

MLE θij je rovný θ̂ij = p̂ij , kde p̂ij = yij/Ni, t.j. Θ1 = {θ : p1j �= p2j , j = 1, 2, . . . , J} pre aspoň
jedno j. Za platnosti H0 je θ0 = (p̂1, p̂2, . . . , p̂J , p̂1, p̂2, . . . , p̂J)T , kde p0,ij = p̂j =

∑2
i=1 Nipij/N ,

kde N =
∑2

i=1 Ni a Θ0 = {θ : p1j = p2j , j = 1, 2, . . . , J}. Potom −1 krát prirodzený logaritmus
pomeru vierohodnosti bude rovný

− ln(λ(y1,y2)) = l
(
θ̂|y1,y2

)
− l (θ0|y1,y2) =

2∑

i=1

J∑

j=1

yij ln p̂ij −
2∑

i=1

J∑

j=1

yij ln p̂j

=
2∑

i=1

J∑

j=1

yij ln
p̂ij

p̂j
.

Potom dostaneme

uLR = 2
2∑

i=1

J∑

j=1

yij ln
p̂ij

p0,ij
= 2

2∑

i=1

J∑

j=1

pozorovanéij × ln
pozorovanéij

očakávanéij
.
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Vieme, že testovacia štatistika pomerom vierohodnosti ULR = −2 ln (λ (Y1,Y2)))
D
∼ χ2

J−1.

Waldov a skóre test o homogenite dvoch vektorov pravdepodobnost́ı.
Tieto testy odvod́ıme podobne ako Waldov a skóre test v multinomickom rozdeleńı. Dostaneme

uW = uS =
2∑

i=1

J∑

j=1

(yij − Np0,ij)
2

Np0,ij
=

2∑

i=1

J∑

j=1

(pozorovanéij − očakávanéij)2

očakávanéij
.

Vieme, že Waldova a skóre testovacia štatistika UW = US
D
∼ χ2

J−1.

Pŕıklad 273 (homogenita dvoch vektorov pravdepodobnost́ı) Majme dáta multinom-palmar-
lines.txt pre 200 študentov (100 mužov a 100 žien), ktoŕı boli zaradeńı do troch kategóríı podl’a farby
vlasov (LiH, MH, DaH) a súčasne do troch kategóríı podl’a zakončenia troch hlavných dlaňových ĺıníı
(Hi, Mi, Lo). (a) Pomocou (1) χ2-testu dobrej zhody (Waldovho a skóre testu) a (2) testu pomerom
vierohodnosti otestuje pre každú farbu vlasov zvlášt’ pohlavný dimorfizmus v početnostiach zakončeńı
dlaňových ĺıníı. (b) Nakreslite stĺpcový diagram relat́ıvnych početnost́ı zakončeńı dlaňových ĺıníı (v %)
pre každú farbu vlasov.

Riešenie (čiastočné; pozri obrázok 8.20)

LiH−F LiH−M MH−F MH−M DaH−F DaH−MLiH−F LiH−M MH−F MH−M DaH−F DaH−M

0
20

40
60

80
10

0

Hi
Mi
Lo

37.5%

37.5%

25%

37.5%
25%

37.5%

37.5%

25% 26.32%

26.32%

47.37%

26.32%
16.67%

35.71%

47.62%

16.67%
26.09%

47.83%

26.09%

26.09% 28.57%

28.57%

42.86%

28.57%

Obr. 8.20: St́lpcový diagram relat́ıvnych početnost́ı zakončeńı dlaňových ĺıníı (v %) pre každú farbu vlasov.
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9 Antropologické dátové subory

9.1 Dátový súbor – jednovýberový test o strednej hodnote

Hodnotený súbor: Z arch́ıvnych materiálov (Schmidt, 1888) máme k dispoźıcii pôvodné kranio-
metrické údaje o d́lžke a š́ırke lebky zo starovekej egyptskej populácie (pozri obrázok 9.1). Súčasne
máme k dispoźıcii priemerné hodnoty oboch rozmerov, hodnoty smerodajnej odchýlky a počty pŕıpadov
vzorky z novovekej egyptskej populácie (dĺžka lebky: xm = 177.568 mm, xf = 171.962 mm; sm=7.526
mm, sf=7.052 mm; nm=88, nf = 52 a š́ırka lebky: xm = 136.402 mm, xf = 131.038 mm; sm = 6.411 mm,
sf = 5.361 mm; nm = 87, nf = 52).

Súbor dát: one-sample-mean-skull-mf.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (egant – egyptská staroveká);
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
skull.L – najväčšia d́lžka mozgovne (mm), t.j. priama vzdialenost’ kraniometrických bodov glabella
a opisthocranion ;
skull.B – najväčšia š́ırka mozgovne (mm), t.j. vzdialenost’ oboch kraniometrických bodov euryon.

Biologické súvislosti: Výrazná zmena určitého biologického znaku v populácii po uplynut́ı dlhšieho
časového obdobia sa označuje ako sekulárny trend (z latinského saeculum – generácia, vek, storočie).
Brachycefalizácia, resp. debrachycefalizácia, t.j. relat́ıvne skracovanie či predlžovanie lebky je jedným
z pŕıkladov sekulárneho trendu. Tieto zmeny lebky/hlavy korelujú so zmenami kost́ı končat́ın a dávajú
sa do súvislost́ı so zmenami vonkaǰśıch životných podmienok i genetického zloženia populácie. Napriek
tomu, že pomer š́ırky a d́lžky lebky záviśı od oboch rozmerov, ukazuje sa, že zmeny v tvare lebky
ovplyvňujú predovšetkým zmeny v jej š́ırke.

Ciele:
(a) zistit’, či sa d́lžka lebky starovekej egyptskej populácie ĺı̌si v strednej hodnote od novovekej egyptskej
populácie (zvlášt’ u mužov a u žien);
(b) zistit’, či sa š́ırka lebky starovekej egyptskej populácie ĺı̌si v strednej hodnote od novovekej egyptskej
populácie (zvlášt’ u mužov a u žien).

9.2 Dátový súbor – párový test o strednej hodnote

Hodnotený súbor: Hodnotený súbor predstavujú osteometrické dáta, konkrétne hodnoty vertikálneho
priemeru stredu d́lžky tela kl’́učnej kosti (clavicula) z pohrebiska u Sv. Jakuba v Brne, prevažne z ob-
dobia stredoveku. K dispoźıcii máme hodnoty rozmeru 40 vybraných jedincov na pravej aj l’avej strane
tela z pôvodného merania (Živný, 2010) a z dvoch nových opakovaných merańı (Hupková, nepubliko-
vané dáta).

Súbor dát: paired-means-clavicle.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo jedinca;
sex – pohlavie (M3 – vel’mi pravdepodobne muž, M2 – pravdepodobne muž, M1 – skôr muž, I –
indiferentný, F1 – skôr žena, F2 – pravdepodobne žena, F3 – vel’mi pravdepodobne žena);
side – strana (R – pravá, L – l’avá);
simd – vertikálny priemer v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti (superior–inferior midshaft diameter ), 1.
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Obr. 9.1: Znázornenie premenných najväčšia d́lžka mozgovne (skull.L) a najväčšia š́ırka mozgovne (skull.B)

meranie (mm) prvého výskumńıka (pozri obrázok 9.2);
simd.1 – vertikálny priemer v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti (superior–inferior midshaft diameter ), 1.
meranie (mm) druhého výskumńıka;
simd.2 – vertikálny priemer v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti, 2. meranie (mm) druhého výskumńıka.

Biologické súvislosti: Stranové rozdiely v hrúbke tela kl’́učnej kosti môžu odrážat’ rozdielne za-
t’ažovanie každej zo strán. U malých rozmerov, ako je vertikálny priemer stredu tela kl’́učnej kosti,
môže hrat’ významnú úlohu skreslenie skutočnej hodnoty rozmeru vplyvom chyby merania (inter-
individuálna chyba – viac výskumńıkov a intraindividuálna chyba – jeden výskumńık, systematická
chyba – správnost’ merania a náhodná chyba – presnost’ merania). Ked’že chyba merania môže výrazne
ovplyvnit’ hodnotenie subt́ılnych biologických trendov, ako sú napr. stranové rozdiely ((a)symetria), je
vel’mi dôležité (ešte pred samotnými analýzami stranových rozdielov) chybu merania kvantifikovat’.

Ciele:
(a) zistit’, či je stredná hodnota vertikálneho priemeru stredu tela kl’́učnej kosti prvého a druhého
merania zhodná, t.j. zhodnotit’ intraindividuálnu chybu merania;
(b) vypoč́ıtat’ (1) technickú chybu merania, (2) relat́ıvnu technickú chybu merania a (3) koeficient
reliability merania (pozri kap. 6.1)
(c) zistit’, či sa stredná hodnota priemeru prvého (simd.1 ) a druhého opakovaného merania (simd.2 )
ĺı̌si od strednej hodnoty prvého merania (simd), t. j. zhodnotit’ interindividuálnu chybu merania;
(d) zistit’, či je kl’́učna kost’ v mieste vertikálneho priemeru stredu diafýzy na pravej strane tela vyvinutá
inak než na strane l’avej, t.j. či existuje systematická stranová asymetria;
(e) overit’, či je stredná hodnota stranového rozdielu u oboch pozorovatel’ov zhodná.

Obr. 9.2: Znázornenie premennej vertikálny priemer v strede dĺžky tela kl’́učnej kosti (simd)
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9.3 Dátový súbor – párový test o strednej hodnote

Hodnotený súbor: Hodnotený súbor predstavujú osteometrické dáta kl’́učnej kosti (clavicula) an-
glického súboru dokumentovaných skeletov (Parsons, 1916). Konkrétne ide o dĺžku kl’́učnej kosti z pra-
vej a l’avej strany tela (pozri obrázok 9.3) v párovom usporiadańı. Jednotlivé kosti bez druhostrannej
kosti neboli do súboru zaradené.

Súbor dát: paired-means-clavicle2.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo jedinca;
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
length.R – d́lžka kosti z pravej strany (mm);
length.L – d́lžka kosti z l’avej strany (mm).

Biologické súvislosti: V pŕıpade kl’́učnej kosti sa ukazuje, že kost’ z l’avej strany je v priemere tenšia
a súčasne dlhšia než kost’ z pravej strany. Rozdiel pravdepodobne vzniká v dôsledku odlǐsnej doby
ukončenia rastu oboch strán v priebehu dospievania (l’avá kost’ väčšinou rastie dlhšie; Mays a kol.
(1999)) v kombinácii s odlǐsným zat’ažeńım oboch strán v priebehu života.

Ciele:
(a) zistit’ (pre každé pohlavie zvlášt’), či je d́lžka kl’́učnej kosti na l’avej strane tela dlhšia než na strane
pravej.

Obr. 9.3: Znázornenie premennej dĺžka kosti kl’́učnej z l’avej strany (length.L)

9.4 Dátový súbor – jednovýberový test o rozptyle

Hodnotený súbor: Z arch́ıvnych materiálov (Schmidt, 1888) máme k dispoźıcii pôvodné kraniomet-
rické údaje o d́lžke lebky zo starovekej egyptskej populácie. Súčasne máme k dispoźıcii priemerné
hodnoty oboch rozmerov, hodnoty smerodajnej odchýlky a počty pŕıpadov vzorky z novovekej egypt-
skej populácie (d́lžka lebky: xm = 177.568 mm, xf = 171.962 mm; sm = 7.526 mm, sf = 7.052 mm;
nm = 88, nf = 52 a š́ırka lebky: xm=136.402 mm, xf=131.038 mm; sm = 6.411 mm, sf = 5.361 mm;
nm = 87, nf = 52).

Súbor dát: one-sample-variance-skull-mf.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (egant – egyptská staroveká);
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
skull.L – najväčšia d́lžka mozgovne (mm), t.j. priama vzdialenost’ kraniometrických bodov glabella
a opisthocranion (pozri obrázok 9.1);
skull.B – najväčšia š́ırka mozgovne (mm), t.j. vzdialenost’ oboch kraniometrických bodov euryon (pozri
obrázok 9.1).

Biologické súvislosti: Nezamietnutie zhody rozptylov dvoch porovnávaných súborov môže znamenat’
podobné biologické vlastnosti alebo obdobné vzorkovanie (výber vzorky z populácie).
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Ciele:
(a) zistit’, či sa d́lžka lebky starovekej egyptskej populácie ĺı̌si v rozptyle od novovekej egyptskej po-
pulácie (zvlášt’ u mužov a u žien).
(b) zistit’, či sa š́ırka lebky starovekej egyptskej populácie ĺı̌si v rozptyle od novovekej egyptskej po-
pulácie (zvlášt’ u mužov a u žien).

9.5 Dátový súbor – jednovýberový test o korelačnom koeficiente

Hodnotený súbor: Vo vyššie uvedenom súbore (Schmidt, 1888) starovekej egyptskej populácie d’alej
sledujeme súvislosti dvoch rozmerov tvárovej časti lebky (splanchnocranium) a mozgovej časti lebky
(neurocranium); pozri obrázok 9.4. Súčasne máme k dispoźıcii hodnoty korelačného koeficientu medzi
oboma rozmermi a údaje o počtoch pŕıpadov zo vzorky novovekej egyptskej populácie (rm = 0.251,
rf = 0.144; nm = 30, nf = 19).

Súbor dát: one-sample-correlation-skull-mf.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (egant – egyptská staroveká);
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
skull.pH – najväčšia výška mozgovne, projekčná vzdialenost’ najvyššieho bodu mozgovne k najnižšiemu
bodu lebečnej bázy v strednej rovine, kolmá na najväčšiu d́lžku mozgovne (mm);
face.H – morfologická výška tváre, vzdialenost’ bodu nasion a gnathion (mm).

Biologické súvislosti: Rozmery oboch hlavných čast́ı lebky sú počas vývinu riadené inými faktormi.
Rast mozgovej časti lebky je spojený s rastom mozgu a prebieha predovšetkým v prvých siedmich
či ôsmich rokoch po narodeńı, potom už rastie len málo. Intenźıvny rast tvárovej časti lebky pokračuje
aj v priebehu puberty a adolescencie. Napriek tomu spolu obe časti tvoria komplexný funkčný celok
(Lieberman, 2011).

Ciele:
(a) zistit’, či výška mozgovej časti lebky súviśı s výškou tvárovej časti lebky (zvlášt’ u mužov a žien);
(b) porovnat’, či je v tejto súvislosti rozdiel medzi starovekou a novovekou egyptskou populáciou.

Obr. 9.4: Znázornenie premenných najväčšia výška mozgovne (skull.pH) a morfologická výška tváre (face.H)
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9.6 Dátový súbor – jednovýberový test o lineárno-uhlovom korelačnom koeficiente

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii hodnoty troch lineárnych rozmerov a jedného uhla popisujúce
výšku a š́ırku lebky a lebečnej bázy (pozri obrázok 9.5) vypoč́ıtané z pôvodných x, y a z súradńıc
štyroch význačných bodov (bregma, basion, porion dx a porion sin) digitalizovaných na 60 vybraných
lebkách dospelých jedincov (40 mužov a 20 žien) z kostrovej zbierky z archeologickej lokality Pohansko
– Pohřebǐstě okolo kostela (Jurda, 2008).

Súbor dát: lin-uhl-fm.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
skull.H – výška lebky, vzdialenost’ bodov basion a bregma (mm);
base.H – výška lebečnej bázy, minimálna vzdialenost’ bodu basion k spojnici pravostranného a l’avo-
stranného bodu porion (mm);
base.B – š́ırka lebečnej bázy na spojnici oboch bodov porion (mm);
base.A – uhol, ktorý zvierajú ĺınie prechádzajúce bodom basion a pravostranným a l’avostranným
bodom porion (stupne).

Biologické súvislosti: Sploštenie lebečnej bázy (platybázia) je jedným zo znakov použ́ıvaných v bio-
archeologických štúdiách ako indikátor stresu a horš́ıch životných podmienok pri rekonštruovańı a hod-
noteńı životných podmienok minulých populácíı. Výška lebečnej bázy je u l’ud́ı trpiacich v priebehu
vývinu nutričným stresom nižšia než u l’ud́ı, ktoŕı boli nutričnému stresu vystaveńı v menšej miere.
Podl’a práce Angel (1982) ide o dôsledok deformácie nedostatočne nutrične zásobených kost́ı lebečnej
bázy pod hmotnost’ou vyšsie položených oblast́ı hlavy a mozgu. Larsen (1997, 19–20) ale uvádza, že
chrupavkové elementy lebečnej bázy majú vnútornú rastovú kapacitu dostatočne odolnú voči tlaku
a uvedené vysvetlenie splošt’ovania bázy v dôsledku nutričného stresu nepovažuje za dostatočné.

Ciele:
(a) zistit’, či vel’kost’ uhla, ktorý zvierajú ĺınia prechádzajúca bodom basion a pravostranným bodom
porion s ĺıniou prechádzajúcou bodom basion a l’avostranným bodom porion súviśı s niektorým zo sle-
dovaných rozmerov na lebke (zvlášt’ u mužov a u žien);
(b) zistit’, či sa zistené závislosti ĺı̌sia u mužov a u žien;
(c) zistit’, či vel’kost’ tohto uhla súviśı viac s výškou alebo š́ırkou bázy; ak s výškou bázy, zistit’, ako
vel’mi súviśı výška bázy s basion-bregmatickou výškou lebky.

9.7 Dátový súbor – jednovýberový test o uhlovom korelačnom koeficiente

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii č́ıselné hodnoty dvoch uhlov na lebke (pozri obrázok 9.6)
vypoč́ıtané z pôvodných x, y a z súradńıc štyroch význačných bodov (bregma, basion, nasion a prost-
hion) digitalizovaných na 60 vybraných lebkách dospelých jedincov (40 mužov a 20 žien) z kostrovej
zbierky z archeologickej lokality Pohansko – Pohřebǐstě okolo kostela (Jurda, 2008).

Súbor dát: uhl-uhl-fm.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
front.A – uhol v bode nasion ; uhol, ktorý zviera ĺınia prechádzajúca bodmi bregma a nasion s ĺıniou
prechádzajúcou bodmi nasion a basion (stupne);
prog.A – uhol tvárového trojuholńıka v bode prosthion ; uhol, ktorý zviera ĺınia prechádzajúca bodmi
basion a prosthion s ĺıniou prechádzajúcou bodmi prosthion a nasion (stupne).

Biologické súvislosti: Uhol nasia popisuje oblast’ predného neurokrania, uhol tvárového trojuholńıka
v prosthiu vyjadruje stupeň alveolárneho prognatizmu hornej čel’uste a stupeň vývoja hornej časti
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Obr. 9.5: Znázornenie premenných výška lebky (skull.H), výška lebečnej bázy (base.H), š́ırka lebečnej bázy (base.B) a
uhol, ktorý zvierajú ĺınie prechádzajúce oboma bodmi porion s vrcholom v bode basion (base.A)

splanchnokrania. I ked’ mozgová (neurocranium) a tvárová (splanchnocranium) čast’ lebky spolu tvoria
komplexný funkčný celok, počas vývinu sú riadené inými faktormi (Lieberman, 2011).

Ciele:
(a) zistit’, či súviśı vel’kost’ uhla nasia s vel’kost’ou uhla tvárového trojuholńıka v prosthiu (zvlášt’ u mužov
a u žien);
(b) zistit’, či sa zistená závislost’ ĺı̌si u mužov a u žien.

9.8 Dátový súbor – jednovýberový test o pravdepodobnosti

Hodnotený súbor: Sekundárny pomer pohlav́ı (šanca narodenia chlapca; anglicky secondary sex
ratio, odds ratio) je pomer počtu novorodencov mužského pohlavia a počtu novorodencov ženského
pohlavia. V priemere sa udáva hodnota 1.06 pre Českú republiku a 1.05 pre celosvetovú populáciu
(Cheng a kol., 2007); sumárny údaj pre 220 národov z celého sveta). V priebehu jedného roka sa
v krajskej nemocnici narodilo 729 chlapcov a 674 dievčat (Alánová, 2008).

Súbor dát: one-sample-probability-sexratio.txt

Popis premenných:
sex – pohlavie novorodenca (m – mužské, f – ženské).

Biologické súvislosti: Je známe, že v l’udských populáciách je sekundárny pomer pohlav́ı syste-
maticky vychýlený v prospech chlapcov. Nerovná sa teda presne jednej (1.00), ako by to vyplývalo
z prinćıpu genetického určenia pohlavia pomocou pohlavných chromozómov. O pŕıčinách a mecha-
nizme vychýlenia sekundárneho pomeru pohlav́ı, rovnako ako o význame medzipopulačných rozdielov
v pomere pohlav́ı sa diskutuje (James, 2006, 2008).

Ciele:
(a) testovat’, či sa pomer pohlav́ı ĺı̌si od vyrovnaného pomeru (1.00);
(b) či sa pomer pohlav́ı ĺı̌si od celosvetového priemeru (1.05);
(c) či sa pomer pohlav́ı ĺı̌si od tabelového priemeru pre Českú republiku (1.06).
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Obr. 9.6: Znázornenie premenných uhol v bode nasion (front.A) a uhol tvárového trojuholńıka v bode prosthion (prog.A)

9.9 Dátový súbor – jednovýberový test o pravdepodobnosti

Hodnotený súbor: Na základe publikovanej štúdie (Hauser, De Stefano a kol., 1989, str. 42–43)
máme k dispoźıcii údaje o frekvencii výskytu epigenetického znaku sutura metopica (binárny znak)
na lebkách Ainov z ostrova Hokkaido – v súbore 184 lebiek bol metopizmus zaznamenaný v 3.3 %
pŕıpadov. Súčasne máme k dispoźıcii percentuálne zastúpenie sutura metopica v japonskej populácii,
ktorá dnes v Japonsku prevláda – metopizmus bol zaznamenaný v súbore 241 lebiek v 9.1 % pŕıpadov
(Mouri, 1976; Hauser, De Stefano a kol., 1989, str. 42–43).

Súbor dát: one-sample-probability-met.txt

Popis premenných:
origin – pôvod jedincov kostrového súboru (Ain – Ainovia, Jap – japonská populácia);
n – počet jedincov v jednotlivých súboroch;
met – počet jedincov s výskytom sutura metopica.

Biologické súvislosti: Sutura metopica (metopizmus) je epigenetický znak. Predstavuje v dospelosti
perzistujúci šev (sutura interfrontalis) uprostred čelovej kosti, ktorý v priebehu ontogenézy oddel’uje
jej pravú a l’avú čast’ a normálne sa uzatvára asi do dvoch rokov postnatálneho vývinu. Funkčne
môže pretrvávanie švu spôsobovat’ dlhš́ı rast čelovej kosti do š́ırky. Podl’a niektorých štúdíı majú lebky
s metopizmom dlhšie transverzálne rozmery (Hauser, De Stefano a kol., 1989, str. 41). Na výskyte sa
podiel’a v určitej miere dedičnost’ a medzi rôznymi populáciami existujú odlǐsnosti vo frekvencii tohoto
znaku (od 0 do 16 %). Ainovia, najstarš́ı obyvatelia severnej oblasti japonských ostrovov, ktorých pôvod
je dodnes predmetom výskumu, predstavujú subpopuláciu v mnohých znakoch odlǐsnú od majoritnej
japonskej populácie.

Ciele:
(a) zistit’, či sa či sa frekvencia výskytu sutura metopica u Ainov ĺı̌si od frekvencie v prevládajúcej
japonskej populácii.

9.10 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele stredných hodnôt

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii údaje o pôrodnej hmotnosti prvorodených a druhorodených
chlapcov, novorodencov narodených v krajskej nemocnici v priebehu jedného roka (Alánová, 2008).
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Novorodencov narodených vo vyššom porad́ı sme z tohto porovnania vylúčili.

Súbor dát: two-samples-means-birth.txt

Popis premenných:
o.sib.N – počet starš́ıch súrodencov (0 – žiadny, 1 – jeden);
birth.W – pôrodná hmotnost’ (g).

Biologické súvislosti: Z niektorých štúdíı vyplýva, že medzi prvorodenými a druhorodenými novo-
rodencami môžu byt’ rozdiely v pôrodnej hmotnosti. Prvorodeńı by potom mali mat’ nižšiu pôrodnú
hmotnost’ než deti narodené ako druhé v porad́ı (Seidman a kol., 1988; Swamy a kol., 2012).

Ciele:
(a) zistit’, či sa pôrodná hmotnost’ prvorodených a druhorodených chlapcov z jednej pôrodnice a sezóny
v priemere ĺı̌si.

9.11 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele stredných hodnôt

Hodnotený súbor: Z arch́ıvnych materiálov (Schmidt, 1888) máme k dispoźıcii pôvodné kraniomet-
rické údaje 215 dospelých mužov a 107 dospelých žien zo starovekej egyptskej populácie o basion–
bregmatickej výške lebky (pozri obrázok 9.7). Súčasne máme k dispoźıcii priemerné hodnoty basion–
bregmatickej výšky (xm = 133.977 mm; xf = 126.942 mm), hodnoty smerodajnej odchýlky (sm =
5.171 mm; sf = 4.430 mm) a počty pŕıpadov (nm = 87, nf = 52) vzorky z novovekej egyptskej
populácie.

Súbor dát: two-samples-means-skull.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (egant – egyptská staroveká);
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
skull.H – výška lebky, vzdialenost’ bodov basion a bregma (mm).

Biologické súvislosti: Rozdiely medzi dospelými mužmi a ženami vo vel’kosti lebky bývajú v l’udských
populáciách systematicky posunuté v prospech mužov (väčšie hodnoty u mužov), i ked’ väčšinou ne-
dosahujú takej miery ako v puberte a adolescencii výrazne rozvinutý dimorfizmus rozmerov postk-
raniálneho skeletu (Dadejová a kol., 2011). Miera dimorfizmu môže tiež koĺısat’ medzi populáciami,
pričom zmeny/rozdiely môžu byt’ spôsobené zmenami u jedného, druhého alebo oboch pohlav́ı.

Ciele:
(a) vyjadrit’ mieru medzipohlavných rozdielov pomocou indexu sexuálneho dimorfizmu

ISD =
xm − xf

xm
;

(b) zistit’, či sa stredné hodnoty basion–bregmatickej výšky lebky u mužov a u žien ĺı̌sia;
(c) zistit’, či sa ĺı̌sia stredné hodnoty basion–bregmatickej výšky starovekej od stredných hodnôt novo-
vekej, zvlášt’ u mužov a zvlášt’ u žien.

9.12 Dátový súbor – dvojvýberový test o podiele rozptylov

Hodnotený súbor: Z arch́ıvnych materiálov (Schmidt, 1888) máme k dispoźıcii pôvodné kraniomet-
rické údaje 215 dospelých mužov a 107 dospelých žien zo starovekej egyptskej populácie o basion–
bregmatickej výške lebky (pozri obrázok 9.7). Súčasne máme k dispoźıcii priemerné hodnoty (xm =
133.977 mm; xf = 126.942 mm), hodnoty smerodajnej odchýlky (sm = 5.171 mm; sf = 4.430 mm)
a počty pŕıpadov (nm = 87, nf = 52) tohto znaku u vzorky z novovekej egyptskej populácie.
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Obr. 9.7: Znázornenie premennej výška lebky (skull.H)

Súbor dát: two-samples-variances-skull.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (egant – egyptská staroveká);
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
skull.H – výška lebky, vzdialenost’ bodov basion a bregma (mm).

Biologické súvislosti: Rozdiel v rozptyle rovnakého znaku v dvoch populáciách môže znamenat’
odlǐsnost’ vo variabilite alebo odlǐsnosti v spôsobe výberu subjektov.

Ciele:
(a) zistit’, či sa muži a ženy zo starovekej egyptskej populácie ĺı̌sia v rozptyle výšky lebky;
(b) zistit’, či sa muži a ženy z novovekej egyptskej populácie ĺı̌sia v rozptyle výšky lebky;
(c) zistit’, či sa muži zo starovekej a novovekej egyptskej populácie ĺı̌sia v rozptyle výšky lebky;
(d) zistit’, či sa ženy zo starovekej a novovekej egyptskej populácie ĺı̌sia v rozptyle výšky lebky.

9.13 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele korelačných koeficientov

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii súbor hodnôt dĺžky trupu (rozdiel akromiálnej a spinálnej
výšky tela) a d́lžky dolnej končatiny (spinálna výška tela) mladých dospelých jedincov (pozri obrázok
9.8; zdroj 1), prevažne študentov vysokých škôl z Brna a Ostravy (Kráĺık, nepublikované dáta).

Súbor dát: two-samples-correlations-trunk.txt

Popis premenných:
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
lowex.L – d́lžka dolnej končatiny (mm);
tru.L – d́lžka trupu (mm).

Biologické súvislosti: Rozmery trupu sú u žien priestorovo zásadné z hl’adiska tehotenstva a miesta
pre rastúci plod. Muži takéto obmedzenia nemajú. Preto napŕıklad u žien prevláda dýchanie hrudné,
1Atlas somatoskopických znak̊u člověka (http://www.sci.muni.cz/somatoskopie), upravené
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zatial’ čo u mužov brušné. So zväčšujúcou sa vel’kost’ou tela v priebehu rastu v puberte a adolescencii
by preto mala u dospelých žien narastat’ úmerneǰsie aj vel’kost’ trupu. U mužov by tendencia nemusela
byt’ tak silná. Možno teda predpokladat’, že závislost’ vel’kosti oboch čast́ı tela bude u žien silneǰsia než
u mužov.

Ciele:
(a) zistit’, či u mladých dospelých l’ud́ı, bez ohl’adu na pohlavie, súviśı d́lžka dolnej končatiny s d́lžkou
trupu;
(b) zistit’, či sa ženy a muži v miere tejto závislosti ĺı̌sia.

Obr. 9.8: Znázornenie premenných dĺžka dolnej končatiny (lowex.L) a d́lžka trupu (tru.L)

9.14 Dátový súbor – dvojvýberový test o rozdiele pravdepodobnost́ı

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii údaje o počte prvorodených a druhorodených chlapcov a dievčat,
novorodencoch narodených v krajskej nemocnici v priebehu jedného roka (Alánová, 2008). Novoroden-
cov narodených vo vyššom porad́ı sme z tohto porovnania vylúčili.

Súbor dát: two-samples-probabilities-sexratio.txt

Popis premenných:
sex – pohlavie novorodenca (m – mužské, f – ženské);
o.sib.N – počet starš́ıch súrodencov (0 – žiadny, 1 – jeden).

Biologické súvislosti: Sekundárny pomer pohlav́ı je u človeka systematicky vychýlený v prospech
chlapcov. Podl’a niektorých evolučných teóríı nie je pohlavie potomkov u vtákov a cicavcov náhodné,
pretože naň nenáhodne vplýva prostredie a pohlavie predchádzajúcich potomkov regulujúce repro-
dukčnú úspešnost’ rodičov. U človeka niektoré štúdie zaznamenali súvislosti sekundárneho pomeru
pohlav́ı s paritou (Juntunen a kol., 1997), iné však nie (Almagor a kol., 1998).

Ciele:
(a) zistit’, či je podiel chlapcov a dievčat u skupiny prvorodených a druhorodených det́ı odlǐsný.
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9.15 Dátový súbor – viacvýberový test o stredných hodnotách, nominálna premenná

Hodnotený súbor: Z arch́ıvnych materiálov (Schmidt, 1888) máme k dispoźıcii pôvodné kraniomet-
rické údaje o výške hornej časti tváre mužov (pozri obrázok 9.9) z piatich populácíı – nemeckej (19
jedincov), malajskej (69 jedincov), č́ınskej (18 jedincov), peruánskej (44 jedincov) a bantuskej (13
jedincov).

Súbor dát: anova-means-skull.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (nem – nemecká, mal – malajská, cin – č́ınska, per – peruánska, ban – bantuská);
sex – pohlavie (m – muž);
upface.H – výška hornej časti tváre, priama vzdialenost’ medzi bodmi nasion a prosthion (mm).

Biologické súvislosti: Výška hornej časti tváre je jedným z rozmerov, ktoré sa uplatňujú pri hod-
noteńı populačnej afinity (odhade etnickej pŕıslušnosti) vo forenzných aplikáciách, kde sa obvykle
rozlǐsujú tri hlavné kategórie – kaukazoidná, negroidná a mongoloidná. I ked’ hlavným ukazovatel’om
populačnej afinity na lebke sú jej morfologické rysy a nie metrické znaky, môžeme vo všeobecnosti
povedat’, že pre kaukazoidný fenotyp je charakteristická stredná až vysoká a často široká lebka s rôzne
širokou a stredne vysokou tvárou; pre negroidný fenotyp dlhá, úzka a ńızka lebka s širokou a ńızkou
tvárou; a pre mongoloidný fenotyp zas dlhá, široká a stredne vysoká lebka s vel’mi širokou a vysokou
tvárou.

Ciele:
(a) zistit’, či sú u mužov zo sledovaných populácíı rozdiely v strednej hodnote výšky hornej časti tváre;
(b) zistit’, či pŕıpadné rozdiely odpovedajú tradične uvádzaným rozdielom (najnižšia tvár u negroidných
populácíı, stredne vysoká u kaukazoidných populácíı a vysoká u mongoloidných populácíı).

Obr. 9.9: Znázornenie premennej výška hornej časti tváre (upface.H)

9.16 Dátový súbor – viacvýberový test o stredných hodnotách, nominálna premenná

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii antropometrické údaje mladých dospelých l’ud́ı, prevažne
študentov vysokých škôl z Brna a Ostravy (Kráĺık, nepublikované dáta), konkrétne údaje o rozme-

283



9.17 KAPITOLA 9. ANTROPOLOGICKÉ DÁTOVÉ SUBORY

roch hlavy (pozri obrázok 9.10; zdroj2), a súčasne zaradenie pŕıpadov do kategóríı podl’a pohlavia,
sexuálnej orientácie a počtu vlastných súrodencov.

Súbor dát: anova-head.txt

Popis premenných:
sex – pohlavie (m – muž, f – žena);
sexor – sexuálna orientácia (op – výlučne na opačné pohlavie, sa – ostatné, t.j. iné než výlučne na opačné
pohlavie (bisexuálna, homosexuálna));
obra – existencia staršieho biologického brata (yes – jedinec má staršieho brata, no – jedinec nemá
staršieho brata);
body.H – výška postavy (mm);
head.L – d́lžka hlavy, vzdialenost’ medzi bodmi glabella a opisthocranion (mm);
head.W – š́ırka hlavy, vzdialenost’ oboch bodov euryon (mm);
bigo.W – š́ırka dolnej čel’uste, vzdialenost’ oboch bodov gonion (mm);
bizyg.W – š́ırka tváre, vzdialenost’ oboch bodov zygion (mm).

Biologické súvislosti: Pohlavia sa obvykle ĺı̌sia celým radom telesných rozmerov. Okrem niektorých
reprodukčne významných rozmerov v oblasti panvy majú ženy obvykle väčšinu rozmerov menšiu než
muži odpovedajúceho veku z rovnakej populácie. Je však známe, že modifikujúci vplyv na tie isté
rozmery má celý rad d’aľśıch faktorov, napŕıklad sexuálna orientácia, poradie narodenia, počet starš́ıch
súrodencov atd’. (i ked’ sa v miere vplyvu týchto modifikujúcich faktorov rôzne štúdie ĺı̌sia).

Ciele:
(a) zistit’, či sú jednotlivé rozmery hlavy sexuálne dimorfné, t.j. či sa stredné hodnoty jednotlivých
rozmerov medzi mužmi a ženami ĺı̌sia;
(b) zistit’, či existuje vplyv pohlavia na jednotlivé rozmery hlavy modifikovaný vplyvom sexuálnej
orientácie;
(c) zistit’, či existuje vplyv pohlavia na jednotlivé rozmery hlavy modifikovaný vplyvom existencie
biologického staršieho brata.

Obr. 9.10: Znázornenie premenných dĺžka hlavy (head.L), š́ırka hlavy (head.W), š́ırka dolnej čel’uste (bigo.W) a š́ırka tváre
bizyg.W

2Atlas somatoskopických znak̊u člověka (http://www.sci.muni.cz/somatoskopie), upravené
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9.17 Dátový súbor – viacvýberový test o stredných hodnotách, ordinálna premenná

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii dáta o pôrodnej hmotnosti v súbore novorodencov z okresnej
nemocnice za jeden rok a súčasne údaje o parite matiek (poradie narodenia jednotlivých novorodencov)
a vzdelańı matiek (Alánová, 2008).

Súbor dát: anova-newborns.txt

Popis premenných:
edu.M – vzdelanie matky (1 – základné, 2 – stredné bez maturity, 3 – stredné s maturitou, 4 – vy-
sokoškolské);
prch.N – počet predchádzajúcich det́ı biologickej matky hodnoteného jedinca (hodnoty od 0 po 8, sle-
dujeme však iba tri kategórie: 1 – prvorodené, 2 – druhorodené a 3 – spoločne deti narodené v tret’om
a d’aľsom porad́ı);
sex.C – pohlavie hodnoteného diet’at’a (m – mužské, f – ženské);
weight.C – pôrodná hmotnost’ hodnoteného diet’at’a (g).

Biologické súvislosti: Hmotnost’ novorodenca je dôležitý údaj z hl’adiska perspekt́ıvy jeho d’aľsieho
vývinu. Záviśı na celom rade faktorov, modifikujúci vplyv môže mat’ napr. parita a vzdelanie matky.

Ciele:
(a) zistit’, či záviśı pôrodná hmotnost’ chlapca na porad́ı, v ktorom sa biologickej matke narodilo;
(b) zistit’, či súviśı pôrodná hmotnost’ chlapca so vzdelańım matky;
(c) zistit’, či záviśı pôrodná hmotnost’ dievčat’a na porad́ı, v ktorom sa biologickej matke narodilo;
(d) zistit’, či súviśı pôrodná hmotnost’ dievčat’a so vzdelańım matky.

9.18 Dátový súbor – viacvýberový test o rozptyloch

Hodnotený súbor: Máme k dispoźıcii osteometrické dáta o dĺžke kl’́učnej kosti (clavicula) z pravej
strany u štyroch súborov – výberov zo štyroch rôznych populácíı: anglickej, dvoch indických a gréckej
(pozri obrázok 9.11).

Súbor dát: more-samples-variances-clavicle.txt

Popis premenných:
population – populácia, z ktorej kostrový súbor pochádza: eng – anglická populácia (dáta Parsons,
1916), ind1 – indická populácia z Amritsaru (dáta Jit a Singh, 1966), ind2 – indická populácia z Va-
ranasi (dáta Singh a Gangrade, 1968), gre – grécka populácia z Atén (dáta Kráĺık a kol., 2014);
sex – pohlavie (m – muž);
cla.L – najväčšia d́lžka kosti kl’́učnej z pravej strany (mm).

Biologické súvislosti: Osteologické vzorky porovnávaných kost́ı kl’́učnych vznikali v rôznych obdo-
biach a predstavujú rôznym spôsobom vybraných jedincov z rôzne rozsiahlych populácíı. Je preto
možné, že sa súbory budú ĺı̌sit’ svojim rozptylom.
Ciele:
(a) zistit’, či sa štyri porovnávané populácie ĺı̌sia v rozptyloch dĺžky kl’́učnej kosti z pravej strany.

Obr. 9.11: Znázornenie premennej najväčšia d́lžka kosti kl’́učnej z pravej strany (cla.L)
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9.19 Dátový súbor – viacvýberový test o korelačných koeficientoch

Hodnotený súbor: Vo vyššie uvedenom súbore (Schmidt, 1888) mužov z piatich rôznych populácíı –
nemeckej (20 jedincov), malajskej (73 jedincov), č́ınskej (19 jedincov), peruánskej (46 jedincov) a ban-
tuskej (14 jedincov) – sledujeme súvislosti medzi rozmermi tvárovej časti lebky (splanchnocranium),
konkrétne medzi výškou a š́ırkou nosa a medzi š́ırkou nosa a interorbitálnou š́ırkou (pozri obrázok
9.12).

Súbor dát: more-samples-correlations-skull.txt

Popis premenných:
id – poradové č́ıslo;
pop – populácie (nem – nemecká, mal – malajská, cin – č́ınska, per – peruánska, ban – bantuská);
sex – pohlavie (m – muž);
nose.H – výška nosa, t.j. priama vzdialenost’ medzi bodom nasion a najnižš́ım bodom apertura pirifor-
mis (mm);
nose.B – š́ırka nosa, t.j. najväčšia š́ırka apertura piriformis, medzi pravým a l’avým bodom apertion
(mm);
interorb.B – interorbitálna š́ırka odpovedajúca priamej vzdialenosti medzi pravým a l’avým bodom
dakryon (mm).

Biologické súvislosti: Výška a š́ırka nosa a interorbitálna š́ırka patria medzi rozmery, ktoré sa
uplatňujú pri hodnoteńı populačnej afinity (odhade etnickej pŕıslušnosti) vo forenzných aplikáciách,
kde sa obvykle odlǐsujú tri hlavné kategórie – kaukazoidná, negroidná a mongoloidná. I ked’ hlavným
ukazovatel’om populačnej afinity na lebke sú jej morfologické rysy a nie metrické znaky, vo všeobecnosti
možno povedat’, že pre kaukazoidný fenotyp je charakteristický vysoký a úzky nosný otvor; pre neg-
roidný fenotyp široký a ńızky nosný otvor a široká interorbitálna oblast’; a pre mongoloidný fenotyp
široký nosný otvor.

Ciele:
(a) zistit’, či u jednotlivých skuṕın súviśı výška so š́ırkou nosa;
(b) zistit’, či u jednotlivých skuṕın súviśı interorbitálna š́ırka so š́ırkou nosa;
(c) zistit’, či sa sledované populácie v miere týchto súvislost́ı ĺı̌sia.

Obr. 9.12: Znázornenie premenných výška nosa (nose.H), š́ırka nosa (nose.B) a interorbitálna š́ırka (interorb.B)
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9.20 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach

Hodnotený súbor: Na základe publikovanej štúdie (Stewart, 1970) máme k dispoźıcii údaje o frekven-
cii výskytu troch stupňov zmien kostného reliéfu na vnútornej strane lonovej kosti (os pubis) v bĺızkosti
lonovej spony (symphysis pubica) u žien z troch kostrových súborov: európskeho pôvodu, afrického
pôvodu a Inuitov (pozri obrázok 9.13). Súčasne máme k dispoźıcii počty jedincov každého z týchto
troch súborov.

Súbor dát: more-samples-probabilities-pubis.txt

origin absence trace.to.small moderate.to.large number.of.cases
European 30 20 10 60

African 56 37 17 110
Inuits 16 6 13 35

Popis premenných:
origin – pôvod jedincov kostrového súboru (European – európsky, African – africký, Inuits – Inuiti;
absence – početnosti pŕıpadov s nepŕıtomnost’ou zmien kostného reliéfu;
trace.to.small – početnosti pŕıpadov so stopami zmien až malými zmenami kostného reliéfu;
moderate.to.large – početnosti pŕıpadov so strednými až výraznými zmenami kostného reliéfu;
number.of.cases – početnosti pŕıpadov v jednotlivých kostrových vzorkách.

Biologické súvislosti: Popôrodné zmeny na kostre sú spornou otázkou, ktorej riešenie má viac než 140
rokov trvajúcu históriu (cf. Mikešová, 2008). Predovšetkým sú s tehotenstvom a/alebo pôrodom spájané
zmeny kostného reliéfu na kosti panvovej – tzv. sulcus praeauricularis pod dolným okrajom facies
auricularis a obdobné zmeny na vnútornej strane lonovej kosti v bĺızkosti symphysis pubica. Etiológia
týchto zmien však nie je dosial’ známa. Zretel’ne vytvorený sulcus praeauricularis vo forme špecifických
jamkovitých depresíı sa vyskytuje iba u žien, ktoré rodili. Nepŕıtomnost’ týchto zmien ale neznamená,
že ide o ženu, ktorá nerodila. Môže ı́st’ o muža, o ženu, ktorá nerodila, o ženu, ktorá rodila a zmeny sa
u nej nevytvorili alebo sa vytvorili, ale časom došlo k ich vymiznutiu v dôsledku remodelácie kosti. Tieto
útvary kostného reliéfu teda nemožno použit’ ani na odhad pohlavia (pŕıtomnost’ vs. nepŕıtomnost’),
ani na stanovenie parity (miera prejavu). Okrem toho sa ženy z rôznych populácíı môžu vo výskyte
týchto útvarov ĺı̌sit’.

Ciele:
(a) zistit’, či sa tri sledované populácie ĺı̌sia vo výskyte každej z troch foriem kostného reliéfu na zadnej
(vnútornej) strane kosti lonovej.

9.21 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach

Hodnotený súbor: Pri vyšetreńı očnej dúhovky 60 mužov a 60 žien (Horńıčková, 1992) bol hod-
notený farebný odtieň dúhovky a výskyt rôznych typov útvarov v štruktúre dúhovky. Farba oč́ı bola
posudzovaná pomocou lupy podl’a vzorkovnice R. Martina (Martin, 1914/1928), ktorá obsahuje 16
farebných odtieňov, a následne kategorizovaná do jednej zo štyroch skuṕın. Súčasne bol podl’a schémy
Ziegelmayera (Martin a Saller, 1957–1966, str. 400) hodnotený výskyt koncentrických, kryptovitých a
lúčovitých útvarov v štruktúre dúhovky. K dispoźıcii máme početnosti jednotlivých farebných kategóríı
pre obe pohlavia a početnosti dúhoviek s lúčovitými útvarmi v jednotlivých farebných kategóriách.

Súbor dát: multinom-iris-color.txt
H HZ ME M L.H L.HZ L.ME L.M

m 13 11 24 12 7 5 9 2
f 16 12 26 6 9 7 2 1

sum 29 23 50 18 16 12 11 3

Popis premenných:
sex – pohlavie jedincov vo vzorke (m – muži, f – ženy, sum – obe pohlavia);
iris.C – farba očnej dúhovky (H – hnedé oči (odtiene 2 – 4), HZ – hnedozelené oči (odtieň 5), ME –
meĺırované oči (odtiene 6 – 8 a 12 – 15), M – modré oči (odtiene 9 – 11));
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Obr. 9.13: Kostný reliéf na vnútornej strane os pubis

iris.S – štruktúra dúhovky (L.H – hnedé oči s lúčovitými útvarmi, L.HZ – hnedozelené oči s lúčovitými
útvarmi, L.ME – meĺırované oči s lúčovitými útvarmi, L.M – modré oči s lúčovitými útvarmi).

Biologické súvislosti: Farba oč́ı (dúhovky) je daná z vel’kej časti dedične. U svetleǰśıch oč́ı (modrých,
šedých a zelených) záviśı farba oč́ı predovšetkým od množstva pigmentu v dúhovkovej časti sietnice
(pars iridica retinae), u hnedých oč́ı obsahuje melanocyty aj dúhovková trámčina (stroma iridis) a u af-
rických populácíı aj predná hraničná vrstva dúhovky, a to vo vel’mi vel’kom množstve. Farba dúhovky
teda súviśı s obsahom dúhovkovej trámčiny. Jej vnútorná štruktúra však nie je homogénna. Vyskytujú
sa v nej rôzne koncentrické, kryptovité (otvory) a radiálne (lúčovité) útvary, ktorých pŕıtomnost’ môže
do určitej miery súvisiet’ s pigmentáciou dúhovkovej trámčiny.

Ciele:
(a) zistit’, či medzi farebnými kategóriami existujú štatisticky významné rozdiely vo výskyte lúčovitých
útvarov dúhovky;
(b) zistit’, či existujú rozdiely vo výskyte lúčovitých útvarov dúhovky medzi pohlaviami.

9.22 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach

Hodnotený súbor: Vo vzorke, ktorú tvorilo 200 študentov (100 mužov a 100 žien), boli štandardnou
dermatoglyfickou metodikou sńımané dermatoglyfy dlane (Býmová, 1990). Na odtlačkoch bolo hodno-
tené zakončenie troch hlavných dlaňových ĺıníı (D, C a B); pozri obrázok 9.14. Pŕıpady boli podl’a
vzorca zakončenia (vyústenia proximálnych radiant digitálnych trirádíı na štandardne č́ıslovaných
polohách okraja dlane) rozdelené do troch kategóríı. Súčasne bola hodnotená farba vlasov podl’a
štandardnej Fischer-Sallerovej (Martin a Saller, 1957–1966, s. 391) stupnice 30 odtieňov, ktoré boli roz-
delené do 3 skuṕın. K dispoźıcii máme početnosti jedincov v jednotlivých kategóriách, zvlášt’ pre mužov
a ženy.

Súbor dát: multinom-palmar-lines.txt

m Hi Mi Lo
LiH 6 6 4
MH 20 15 7

DaH 18 12 12

f Hi Mi Lo
LiH 4 6 6
MH 18 10 10

DaH 12 22 12
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Popis premenných:
sex – pohlavie (m – muži, f – ženy);
palmar.lines – zakončenie troch dlaňových ĺıníı (Hi – vysoké (najčasteǰśı vzorec 11 9 7), Mi – stredné
(najčasteǰśı vzorec 9 7 5), Lo – ńızke (najčasteǰśı vzorec 7 5 5));
hair.C – farba vlasov (LiH – svetlé, MH – stredné, DaH – tmavé).

Biologické súvislosti: Zakončenie hlavných dlaňových ĺıníı na okraji dlane odráža celkový smer prie-
behu epidermálnych ĺı̌st na dlani, ktorý môže byt’ niekde medzi transverzálnym a longitudinálnym.
Vysoké polohy odpovedajú prevažne transverzálnemu priebehu, nižšie polohy reprezentujú prevažne
šikmý až longitudinálny priebeh epidermálnych ĺı̌st dlańı. Ked’že sa epidermálne lǐsty vytvárajú pre-
natálne od 3. mesiaca tehotenstva, finálny priebeh epidermálnych ĺı̌st v dospelosti odráža epigene-
tické procesy z tohto obdobia. Približne v rovnakej dobe prebieha migrácia melanocytov z neurálnej
lǐsty do pokožky (epidermis) a rozv́ıjajú sa vlasové folikuly, ktoré predstavujú deriváty kože na iných
miestach tela (mimo papilárny terén). Nie je však jasné, akým spôsobom spolu epigenetické procesy
v papilárnom teréne kože a mimo papilárneho terénu súvisia. Súčasne je známe, že rozdielne l’udské
populácie sa ĺı̌sia ako v priebehu dlaňových ĺıníı (obyvatelia Indie a Predného východu majú skôr
vysoké zakončenie, pôvodńı obyvatelia rovńıkovej Afriky prevažne ńızke a obyvatelia východnej Ázie
prechodné), tak aj vo farbe kože. Medzipopulačné rozdiely však nemusia byt’ plne obsiahnuté v roz-
dieloch medzi l’ud’mi v rámci jednej populácie, akokol’vek sú variabilńı v študovaných znakoch. Je teda
otázne, či spolu môžu súvisiet’ priebeh hlavných dlaňových ĺıníı a farba vlasov u Európanov s vel’mi
variabilnou farbou vlasov.

Ciele:
(a) zistit’, či existuje vzt’ah medzi farbou vlasov a zakončeńım hlavných dlaňových ĺıníı (zvlášt’ u mužov
a u žien);
(b) zistit’, či sa zakončenie troch dlaňových ĺıníı ĺı̌si medzi skupinami s odlǐsnou farbou vlasov;
(c) zistit’, či sa pohlavia ĺı̌sia vo farbe vlasov;
(d) zistit’, či sa početnosti zakončenia hlavných dlaňových ĺıníı ĺı̌sia;
(e) zistit’, pri akom minimálnom počte jedincov vo vzorke by rovnaké proporcionálne zastúpenie
v jednotlivých kategóriách a jednotlivých porovnaniach dosiahlo štatistickú významnost’ na hladine
významnosti α = 0.05 a pri sile testu 1 − β = 0.8.

Obr. 9.14: Č́ıslovanie poźıc na okraji dlane a pŕıklady vysokého (Hi), stredného (Mi) a ńızkeho (Lo) zakončenia troch
hlavných dlaňových ĺıníı (D, C a B)
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9.23 Dátový súbor – viacvýberový test o pravdepodobnostiach

Hodnotený súbor: Vo vzorke, ktorú tvorilo 120 študentov vysokej školy (60 mužov a 60 žien) bola
okrem iného hodnotená pril’ahlost’ ušnice (Štouračová, 1992) a sledované medzipohlavné a stranové
rozdiely v tomto znaku. Pŕıpady boli podl’a pril’ahlosti ušnice rozdelené do troch kategóríı (Titlbachová,
1967, s. 97) zvlášt’ na pravej a l’avej strane. K dispoźıcii máme početnosti jedincov v jednotlivých
kategóriách.

Súbor dát: multinom-earlobe.txt
m R L
1 22 22
2 34 34
3 4 4

f R L
1 38 36
2 21 24
3 1 0

Popis premenných:
sex – pohlavie (m – muži, f – ženy);
side – strana tela (R – pravá, L – l’avá);
earlobe – pril’ahlost’ ušnice (1 – pril’ahlé, 2 – stredne pril’ahlé, 3 – odstávajúce).

Biologické súvislosti: Vo vel’kosti, tvare a d’aľśıch vlastnostiach ušnice (auricula) sa človek ĺı̌si od os-
tatných primátov. Už u vyšš́ıch primátov má ušnica len rudimentárnu pohyblivost’ (za zvukom sa
otáča celá hlava), stále sa však uplatňuje pri zachytávańı akustických vĺn. Ušnica človeka má skrátenú
pozd́lžnu os, okraj zvinutý v tzv. helix, rozš́ırené pripojenie k hlave a vytvorený ušný lalôčik (lobulus
auriculae). Podl’a niektorých výskumov (Hulanicka, 1973) sa však uši mužov a žien v niektorých vlast-
nostiach systematicky ĺı̌sia. Uši napŕıklad odstávajú viac mužom než ženám. Nie je však jasné, či je tento
rozdiel vedl’aǰśım dôsledkom dimorfizmu ontogenézy a výsledného tvaru hlavy alebo odráža funkčné
rozdiely v sluchovej percepcii medzi pohlaviami (napr. obvyklý charakter a smer sluchových signálov).
Vylúčený ale nie je ani kultúrne podmienený dlhodobý vplyv odlǐsnej pokrývky hlavy (šatky u žien
a klobúky u mužov). Pri hl’adańı odpovede treba najskôr zistit’, či je dimorfizmus v pril’ahlosti ušnice
univerzálny jav platný aj v iných l’udských populáciách, t.j. overit’ existenciu dimorfizmu v pril’ahlosti
ušnice na iných súboroch.

Ciele:
(a) zistit’, či existuje sexuálny dimorfizmus v pril’ahlosti ušnice (zvlášt’ na pravej a l’avej strane);
(b) zistit’, pri akom minimálnom počte jedincov vo vzorke by rovnaké proporcionálne zastúpenie v
jednotlivých kategóriách dosiahlo štatistickú významnost’ na hladine významnosti α = 0.05 a pri sile
testu 1 − β = 0.8.

9.24 Dátový súbor – homogenita vektorov pravdepodobnost́ı

Hodnotený súbor: V nezávislých výskumoch boli zistené frekvencie krvných skuṕın AB0 systému
(skupina 0, A, B a AB) u 400 obyvatel’ov Koš́ıc (Slovensko) a 500 obyvatel’ov Prahy (pozri Vondrušková,
1983). K dispoźıcii máme početnosti v jednotlivých kategóriách.

Súbor dát: multinom-blood-groups.txt

0 A B AB
K 138 147 84 31
P 209 184 81 26

Popis premenných:
city – mesto (K – Košice, P – Praha);
blood – krvná skupina AB0 systému (0, A, B, AB).

Biologické súvislosti: Krvné skupiny sú vrodené vlastnosti povrchu erytrocytov (protéıny, glykop-
rotéıny alebo glykolipidy), detegovatel’né pomocou aloprotilátok. Do dnešnej doby bolo rozĺı̌sených mi-
nimálne 30 systémov krvných skuṕın, z ktorých väčšina je polymorfných (l’udia sa vzájomne ĺı̌sia kom-
bináciou alel podmieňujúcich pŕıslušné antigény). Polymorfizmus krvných skuṕın je podl’a dnešných po-
znatkov udržovaný pŕırodným výberom a predstavuje výsledok adaptácíı minulých populácíı na pôsobe-
nie bakteriálnych patogénov. Napŕıklad relat́ıvne ńızka frekvencia skupiny 0 (AB0 systému) v mnohých
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oblastiach Európy a Ázie môže byt’ dôsledkom devastujúcich epidémíı (Yersiniapestis). Antigén na po-
vrchu tohto mikroorganizmu je podobný H antigénu krvnej skupiny 0. L’udia s krvnou skupinou 0
neprodukujúci žiadne protilátky anti-H pravdepodobne tento patogén nerozpoznali, čo u nich mohlo
viest’ k horšiemu priebehu choroby a vyššej úmrtnosti (Mielke a kol., 2011). Frekvencie foriem v rámci
daného systému (napr. AB0 systému) sa naprieč geografickým územı́m meńı klinálne, t.j. existujú
geografické gradienty v zastúpeńı jednotlivých foriem (A, B, AB a 0).

Ciele:
(a) zistit’, či sa obyvatelia Prahy a Koš́ıc ĺı̌sia v zastúpeńı krvných skuṕın AB0 systému.
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10 Funkcie

V tabul’kách 10.1, 10.2, 10.3, 10.4, 10.5 a 10.6 sa nachádza tabul’kový prehl’ad použitých a naprogra-
movaných funkcíı v a ich stručné defińıcie.

Tabul’ka 10.1: Prehl’ad základných funkcíı – charakteristiky polohy a variability a matematické funkcie

funkcia popis
cor() korelačný koeficient r
length() rozsah n
mad() priemer absolútnych odchýlok MAD
max() maximum xmax

mean() aritmetický priemer x
median() medián x̃0.5

min() minimum xmin

quantile() vybrané kvantily, napr. x̃0.25, x̃0.5 a x̃0.75

range() rozpätie D
sd() smerodajná odchýlka sx

summary() pät’č́ıselný súhrn (xmin, x̃0.25, x̃0.5, x̃0.75, xmax)
var() rozptyl s2

x

abs() absolútna hodnota
atan() arkus tangens
atanh() hyperbolický arkus tangens
ceiling() najbližsie vyššie celé č́ıslo

colMeans() aritmetický priemer č́ısel v matici po st́lpcoch

colSum() suma č́ısel v matici po st́lpcoch
cos() kośınus uhla v radiánoch
cumsum() kumulat́ıvna suma
cut() rozdelenie spojitej premennej na intervaly
density() hustota
dim() rozmery objektu
exp() exponenciálna funkcia
floor() celá čast’ č́ısla
log() prirodzený logaritmus
na.omit() vyradenie chýbajúcich pozorovańı ozn. NA
order() výpis poradia elementov vektora
round() zaokrúhl’ovanie
rowMeans() aritmetický priemer č́ısel v matici po riadkoch
rowSum() suma č́ısel v matici po riadkoch
scale() škálovanie dát
sin() śınus uhla v radiánoch
sort() zoradenie elementov vektora podl’a vel’kosti
sqrt() odmocnina č́ısla
sum() suma členov vektora
tanh() hyperbolický tangens
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Tabul’ka 10.2: Prehl’ad funkcíı súvisiacich s dátovým manažmentom a funkcia library()

funkcia popis
addmargins() pridanie okrajových početnost́ı do tabul’ky početnost́ı
apply() aplikácia funkcie na maticu
array() vytvorenie objektu pole
as.data.frame() zmena nejakého objektu na dátovú tabul’ku
as.factor() zmena nejakého objektu na kategoriálnu premennú
as.matrix() zmena nejakého objektu na maticu
as.numeric() zmena nejakého objektu na č́ıselný vektor
as.vector() zmena nejakého objektu na vektor

attach() použitie názvov st́lpcov
c() vytvorenie objektu vektor

cbind() skladanie vektorov po st́lpcoch
combn() jednoduchý náhodný výber s vráteńım z knižnice utils
data.frame() vytvorenie dátovej tabul’ky
dimnames() pomenovania dimenzíı v objekte
factor() vytvorenie kategoriálnej premennej
ftable() vytvorenie kontingenčnej tabul’ky
choose() počet všetkých výberov s vráteńım z knižnice utils
levels() hladiny kategoriálnej premennej
library() nač́ıtanie nainštalovanej knižnice
list() vytvorenie objektu list
margin.table() marginálne početnosti v tabul’ke početnost́ı
matrix() vytvorenie objektu matica
na.omit() odstránenie chýbajúcich pozorovani ozn. NA
names() pomenovanie dimenzíı v objekte alebo elementov objektu
numeric() vytvorenie č́ıselného vektora
print() výpis objektu (použitie vo funkcii alebo cykle)
prop.table() vytvorenie tabul’ky pravdepodobnost́ı
rbind() skladanie vektorov po riadkoch

read.table() nač́ıtanie (import) dátovej tabul’ky do
rep() vytvorenie vektora opakovańım jeho elementov
replicate() opakovanie nejakého pŕıkazu alebo funkcie
return() výpis objektu (použitie vo funkcii)
sample() jednoduchý náhodný výber bez vrátenia alebo s vráteńım
seq() vytvorenie sekvencie č́ısel
split() rozdelenie dát na skupiny
t() transpoźıcia matice
table() vytvorenie tabul’ky početnost́ı
tapply() aplikácia funkcie na pole

write.table() export tabul’ky z
X[i] indexovanie vo vektore
X[[i]] indexovanie v liste
X[i,j] indexovanie v matici
”retazec” textový ret’azec
== indexovanie
!is.na() identifikácia chýbajúcich pozorovańı ako FALSE, ostatných ako TRUE
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Tabul’ka 10.3: Prehl’ad štatistických a numericko-matematických funkcíı

funkcia popis
cr() koeficient reliability merania
grafy.dva.vybery() tri grafy pre exploratórnu analýzu dát
grafy.jeden.vyber() štyri grafy pre exploratórnu analýzu dát
chisq.stat χ2 test dobrej zhody
ISkor() IS pre klasický Pearsonov korelačný koeficient ρ
ISkor.rozdiel() IS pre rozdiel dvoch Pearsonových korelačných koeficientov ρ1 − ρ2

ISkor.uhl() IS pre lineárno-uhlový Pearsonov korelačný koeficient ρ
ks.l.mc() MC Lillieforsov test dobrej zhody
ks.mc() MC Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody
kvart.sikmost() kvartilová šikmost’

lambda.multinom() parameter necentrality λ2 rozdelenia χ2
J−1,λ2

lin.uhl.r() lineárno-uhlový Pearsonov korelačný koeficient r
LRp() logaritmus funkcie vierohodnosti pre pravdepodobnost’ p
min.rozsah.n.kor() minimálny rozsah n pre rozdiel dvoch korelačných koeficientov ρ1 − ρ2

min.rozsah.n.p() minimálny rozsah N pre rozdiel dvoch pravdepodobnost́ı p1 − p2

oktil.sikmost() oktilová šikmost’ b1O

priem.uhol() priemerný uhol
rho.hat() odhad korelačného koeficientu ρ̂ (iteračné riešenie rovńıc)
rozptyl() rozptyl s2

x
SE() štandardná chyba sx

sikmost() šikmost’ b1
sin.cos.uhla() śınus a kośınus uhla v stupňoch
smerodch() smerodajná odchýlka sx

spicatost() špicatost’ b2
tem() technická chyba merania
tem.rel() relat́ıvna technická chyba merania
test.pomeru.sanci() Waldove testy o pomere šanćı
test.relat.rizika() Waldove testy o relat́ıvnom riziku
test.rozdielu.prav() Waldove testy o rozdiele pravdepodobnost́ı
testy.o.kor.koef() test pomerom vierohodnosti a χ2-test o korelačných koeficientoch
testy.o.rozptyloch() test pomerom vierohodnosti a Bartlettov test o homogenite rozptylov
testy.o.stred.hodnotach() F -test a test pomerom vierohodnosti o rovnosti stredných hodnôt
uhl.uhl.r() uhlový Pearsonov korelačný koeficient r
urezanie() γ-urezaný vektor
winsorizacia() vektor winsorizovaný pomocou

”
vnútorných hradieb“

zakl.char() vybrané základné charakteristiky
aov() ANOVA model s fixnými efektami
bartlett.test() viacvýberový test o homogenite rozptylov
binconf() Waldov 95% empirický IS pre pravdepodobnost’ z knižnice Hmisc
cor.test() jednovýberový t-test nulovosti korelačného koeficientu ρ
ks.test() Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody
lillie.test Lillieforsov test dobrej zhody z knižnice nortest
pairwise.t.test() viacvýberový test o rovnosti stredných hodnôt
power.t.test() sila jednovýberového Studentovho t-testu o strednej hodnote
prop.test() χ2 test o pravdepodobnosti alebo o vektore pravdepodobnost́ı
t.test() Studentove t-testy
TukeyHSD() viacvýberový Tukeyho HSD test
var.test() χ2 test o podiele rozptylov
optim() numerické hl’adanie maxima alebo minima funkcie
optimize() numerické hl’adanie maxima alebo minima funkcie
uniroot() numerické hl’adanie koreňov rovnice
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Tabul’ka 10.4: Prehl’ad funkcíı kresliacich rôzne druhy grafov a funkcíı s grafmi súvisiacich

funkcia popis
abline() priamka so zadaným interceptom a sklonom
arrows() úsečka so š́ıpkami na ich koncoch
axis() dokreslenie ośı x a y do obrázka

barplot() st́lpcový diagram
box() ohraničenie grafu
boxplot() krabicový diagram
contour() kontúrový graf/vkreslenie kontúr do existujúceho obrázka
curve() krivka
errbar() chybová úsečka z knižnice Hmisc
gray() vytvorenie RGB-vektora z vektora hlad́ın sivej z intervalu 〈0, 1〉
grey() vytvorenie RGB-vektora z vektora hlad́ın sivej z intervalu 〈0, 1〉
heat.colors() teplé farby
histback() dva histogramy dotýkajúce sa bázami z knižnice Hmisc
histogram() histogram
identify() výpis poźıcie (x,y) v grafe na mieste kurzora
image() siet’ farebných štvoruholńıkov
kde2d() dvojrozmerný graf hustoty
legend() výpis legendy grafu
lines() nakreslenie krivky medzi bodmi (x,y)
locator() výpis poźıcie (x,y) v grafe na mieste kurzora
matplot() komplikovaneǰśı bodový graf
mtext() výpis textu na špecifikované miesto mimo grafu
par() parametre obrázka
persp() perspekt́ıvny 3D graf
pie() kruhový diagram
plot() bodový (rozptylový) graf
plot(ecdf()) empirická distribučná funkcia
points() body v súradniciach (x,y)
polygon() vyfarbený mnohouholńık medzi dvoma krivkami
qqline() kvantilová priamka
qqnorm() kvantilový diagram
qqPlot() kvantilový diagram s Atkinsonovou obálkou z knižnice car
rainbow() farby dúhy
rect() vyfarbený štvoruholńık (a jeho vnútro) definovaný svojimi vrcholmi
rug()

”
koberec“ pod histogramom

scatterplot3d() 3D bodový graf z kniznice scatterplot3d
segments() úsečka medzi bodmi (x0,y0) a (x1,y1)
sm.density() hustota z knižnice sm
spine() spinogram z knižnice vcd
terrain.colors() topografické farby
text() text v polohe (x,y)
title() popis grafu
topo.colors() topografické farby
windows() otvorenie okna danej š́ırky a výšky v palcoch

Tabul’ka 10.5: Prehl’ad funkcíı súvisiacich s grafmi – popis obrázka a jeho parametre

argument popis argument popis
xlab popis osi x col farba
ylab popis osi y pch typ bodu
sub popis grafu cex vel’kost’ bodu
main nadpis grafu lty typ čiary
axes zobrazenie ośı lwd š́ırka čiary

fig súradnice plochy obrázka mfcol počet st́lpcov v sérii
new pridanie obrázka do série mfrow počet riadkov v sérii
font typ ṕısma family ṕısmová rodina
xlim hranice grafu v smere osi x ylim hranice grafu v smere osi y
asp pomer škály ośı y a x mar okraje grafu
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Tabul’ka 10.6: Prehl’ad funkcíı súvisiacich s rozdeleniami pravdepodobnosti

funkcia popis funkcia popis

binomické rozdelenie Poissonovo rozdelenie
dbinom() pravdepodobnostná funkcia dpois() pravdepodobnostná funkcia
pbinom() distribučná funkcia ppois() distribučná funkcia
qbinom() kvantil qpois() kvantil
rbinom() pseudonáhodné č́ısla rpois() pseudonáhodné č́ısla
multinomické rozdelenie gama rozdelenie
dmultinom() pravdepodobnostná funkcia dgamma() hustota
pmultinom() distribučná funkcia pgamma() distribučná funkcia
qmultinom() kvantil qgamma() kvantil
rmultinom() pseudonáhodné č́ısla rgamma() pseudonáhodné č́ısla
normálne rozdelenie Studentovo rozdelenie
dnorm() hustota dt() hustota
pnorm() distribučná funkcia pt() distribučná funkcia
qnorm() kvantil qt() kvantil
rnorm() pseudonáhodné č́ısla rt() distribučná funkcia
χ2 rozdelenie Fisherovo rozdelenie
dchisq() hustota df() hustota
pchisq() distribučná funkcia pf() distribučná funkcia
qchisq() kvantil qf() kvantil
rchisq() pseudonáhodné č́ısla rf() pseudonáhodné č́ısla
mnohorozmerné normálne rozdelenie mnohorozmerné normálne rozdelenie
z knižnice mvtnorm z knižnice MASS
rmvnorm() pseudonáhodné č́ısla mvrnorm() pseudonáhodné č́ısla
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Bowman, A.W., Azzalini, A., 1997: Applied Smoothing Techniques for Data Analysis. Oxford: Oxford University Press
Brazzale, A.R., Davison, A.C., Reid, N., 2007: Applied Asymptotics: Case Studies in Small-Sample Statistics. New York:

Cambridge University Press
Brent, R.P., 1973: Chapter 4: An Algorithm with Guaranteed Convergence for Finding a Zero of a Function. Algorithms for

Minimization without Derivatives. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall
Broca, P., 1862: Sur les proportions relatives du bras, de l’avant bras et de la clavicule chez les nègres et les Européens. Bulletin
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Hotelling, H., 1979: New light on the correlation coefficient and its transforms. Journal of the Royal Statistical Society, Series

B 15: 193–232
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Lorencová, A., Beneš, J. 1976: Body composition of workers in three industrial centres in Moravia ( ČSSR). In: M. Dokládal
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Titlbachová, S., 1967: Somatoskopie. In: Fetter, V. a kol., Antropologie. Praha: Academia
Tukey, J.W., 1949: Comparing Individual Means in the Analysis of Variance. Biometrics 5(2): 99–114
Tukey, J.W., 1953: The problem of multiple comparisons. Unpublished manuscript. In The Collected Works of John W. Tukey

VIII. Multiple Comparisons: 1948–1983. New York: Chapman & Hall
Tukey, J.W., 1962: The Future of Data Analysis. The Annals of Mathematical Statistics 31: 385–391
Tukey, J.W., 1991: The philosophy of multiple comparisons. Statist. Sci. 6: 100–116
Ugarte, M.D., Militino, A.F., Arnholt, A.T., 2008: Probability and Statistics with R. Boca Raton: Chapman Hall/CRC Press
Ulijaszek, S.J., Kerr, D.A., 1999: Anthropometric measurement error and the assessment of nutritional status. British Journal

of Nutrition 82: 165–177
Ulijaszek, S.J., Lourie, J.A., 1994: Intra- and inter-observer error in anthropometric measurement. In: Ulijaszek, S.J., Mascie-

Taylor, C.G.N. (eds.) Anthropometry: the individual and the population. Cambridge: Cambridge University Press
Venables, W.N., Ripley, B.D., 2002: Modern Applied Statistics with S. New York: Springer
Venables, W. N., Smith, D.M., the R Core Team, 2013: An Introduction to R. Notes on R: A Programming Environment for

Data Analysis and Graphics Version 3.0.1 (2013-05-16). Vienna: R Foundation for Statistical Computing
Verzani, J., 2005: Using R for Introductory Statistics. Boca Raton: Chapman & Hall/CRC Press
von Bortkiewicz, L., 1898: Das Gesetz der kleinen Zahlen [The law of small numbers]. Leipzig: B.G. Teubner
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škála, 19
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rozdiel korelačných koeficientov, 204
rozdiel riźık, 209
rozdiel stredných hodnôt, 191
rozptyl, 159
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zovšeobecnený, 120
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kvantilový diagram, 101

Atkinsonova obálka, 101
odtiene

farby sivej, 95
farieb dúhy, 95
teplých farieb, 95
topografických farieb, 95

qq-diagram, 101
rozptylový, 91
spinogram, 90

st́lpcový diagram, 89
výsekový diagram, 94
veková pyramı́da, 89

charakteristika polohy
aritmetický priemer, 80
decil, 80, 106
dolný kvartil, 78, 80, 106
druhý kvartil, 80, 106
horný kvartil, 78, 80, 106
maximum, 80
medián, 77, 80, 106
minimum, 80
modus, 80
pät’č́ıselný súhrn, 80
percentil, 78, 80, 106
poradie, 81
prvý kvartil, 80, 106
stredná hodnota, 77
stredná hodnota mediánu, 79
strednoporadie, 81
tret́ı kvartil, 80, 106
urezaný aritmetický priemer, 81
winsorizovaný aritmetický priemer, 82

charakteristika variability
decilové rozpätie, 84
koeficient šikmosti, 83
koeficient špicatosti, 83
koeficient variácie, 77, 82, 113
kvartilový koeficient šikmosti, 84
kvartilový koeficient variácie, 84
medzikvartilové rozpätie, 83
oktilový koeficient šikmosti, 85
percentilové rozpätie, 84
priemer absolútnych odchýlok, 83
rozpätie, 79, 83
rozptyl, 77, 82
rozptyl aritmetického priemeru, 83
rozptyl mediánu, 79
smerodajná odchýlka, 82
stredná chyba priemeru, 83
suma štvorcov, 83
štandardná chyba, 83
suma absolútnych odchýlok, 83
urezaný rozptyl, 84
vnútorné hradby, 84
vonkaǰsie hradby, 84
winsorizovaný rozptyl, 84

chyba
druhého druhu, 105
interindividuálna, 5, 152
intraindividuálna, 5, 152
kalibrácie meracieho pŕıstroja, 21
koeficient reliability, 23
náhodná, 22

registrácie, 22
priemerná kvadratická, 113
prvého druhu, 105
relat́ıvna technická chyba merania, 22
systematická

kombinovaná, 21
merania, 21

pŕıstroja, 21
spôsobená externými faktormi, 21

technická chyba merania, 22

interval
d́lžka, 115
dvojstranný, 113
elipsa spol’ahlivosti, 121
elipsoid spol’ahlivosti, 121
empirický, 114
jednostranný, 113, 117
koeficient spol’ahlivosti, 105, 113
konzervat́ıvny, 118
liberálny, 118
obojstranný, 117
pravdepodobnost’ pokrytia

aktuálna, 118
nominálna, 118
skutočná, 118

spol’ahlivosti, 113
skóre, 177
vierohodnostný, 121, 127, 128, 150, 162, 169, 178,

187, 202, 207, 222
Waldov, 125, 144, 160, 166, 175, 186, 190, 200, 204,

212, 213, 216, 217, 219, 220
š́ırka, 115

knižnica
Hmisc, 97
MASS, 45
PASWR, 132
car, 101
kolmim, 79
mvtnorm, 45
nortest, 140
scatterplot3d, 91
sm, 98
utils, 35
vcd, 90

konvergencia
podl’a pravdepodobnosti, 109
skoro všade, 109
v distribúcii, 110
v kvadratickom strede, 109

kritická hodnota, 107
Fisherovho rozdelenia, 107
χ2 rozdelenia, 107
normálneho rozdelenia, 107
Studentovho rozdelenia, 107

kvantil, 106
Fisherovho rozdelenia, 106
χ2 rozdelenia, 106
normálneho rozdelenia, 106
Studentovho rozdelenia, 106

metóda
BFGS, 71
Brent-Dekkerova metóda, 130
Brentova, 130
dotyčńıc, 69
Fisherova skóringová, 71
Nelder-Meadova, 71
Newton-Raphsonova, 69
Newtonova, 69
quasi Newtonova, 71
sečńıc, 130
simplexov, 71
sukceśıvnej parabolickej interpolácie, 70
zlatého rezu, 70

model, 34
aplikácia na dáta, 33
distribučná funkcia, 33
funkcia hustoty, 33
množina modelov, 34
na dáta, 33
neparametrický, 40
parametrický, 33, 40
pre štatistiku, 33



pre chyby, 33
pre testovaciu štatistiku, 33
rozdelenia pravdepodobnosti, 2, 15, 33, 39
štatistická inferencia, 34
štatistický, 2, 11–13, 15, 24, 27, 28, 33

parameter, 39
odhad

asymptoticky nevychýlený, 110
asymptoticky normálny, 111
intervalový, 113
konzistentný, 110
konzistentný a asymptoticky efekt́ıvny, 111
lepš́ı, 110
maximálne vierohodný, 63, 64, 69
nevychýlený, 110
vlastnosti odhadu, 112
vychýlený, 110

premenná, 1, 23
mätúca, 11
nezávislá, 2
pozri znak, 23
závislá, 1, 2

rozdelenie
asymptotické, 116
diskrétne, 35

binomické, 47, 208
multinomické, 49, 54
negat́ıvne binomické, 54, 56
Poissonovo, 52, 54, 56
súčinové multinomické, 50
ZIP, 135

funkcie parametra, 209
marginálne, 42, 49, 56
parametra

normálne, 121, 128, 166
pivotovej štatistiky, 114
podmienené, 54
poriadkovej štatistiky, 78
pravdepodobnosti, 2, 15, 33
spojité, 36

dvojrozmerné normálne, 42, 204
exponenciálne, 59
Fisherovo, 106, 107, 109
gama, 56
χ2, 106
normálne, 41, 75, 76, 84–86, 96, 100, 101, 119, 131,

138
rovnomerné, 59
štandardizované dvojrozmerné normálne, 44
štandardizované normálne, 41, 57, 107
Studentovo, 106–108

stupne vol’nosti, 107
symetrické, 80, 99
štatistiky

normálne, 119
testovacej štatistiky

Fisherovo, 118, 199
χ2, 118, 136, 159
necentrálne Studentovo, 144, 191
normálne, 118, 119, 204, 215–220
Studentovo, 118, 144, 169, 191

zošikmené, 75, 86, 96
l’avostranne, 47, 80, 99
negat́ıvne, 80
pozit́ıvne, 80
pravostranne, 47, 80, 99

štúdia
účely, 1
analytická, 2
biologické súvislosti, 1
ciele, 1, 3

hlavné, 4
vedl’aǰsie, 5
vedecká otázka, 5

deskript́ıvna, 2

dizajn, 1
experimentálna, 6
hypotézy, 1
interná, 3
klinická, 2
klinické vyšetrenia, 2
kontrola kvality, 5
kostrových pozostatkov, 14
metóda, 3
meta-analýza, 7
metodika, 3
observačná, 6

audit pacientov, 7
kohortová, 9
kvalitat́ıvna, 7
plán, 11
pŕıpadov a kontrol, 9
pŕıpadová, 7
prierezová, 8
sekvenčná, 11
semilongitudinálna, 11

opis štatistickej analýzy, 2
opisná, 2
plán, 1
subjekty, 1
systematický prehl’ad, 7, 13
technika, 3
translačná, 7
trvanie, 2
validita, 3

externá, 3
konštrukčná, 3
štatistických záverov, 3

validizácia
externá, 5
interná , 5

zákroky, 2
štatistika, 11

abundancia, 11
frekvencia, 11
incidencia, 11
kumulat́ıvna incidencia, 11
kumulat́ıvna prevalencia, 11
pivot, 114
pivotová, 114
počet, 11
početnost’, 11
poriadková, 77
postačujúca, 60
prevalencia, 11
testovacia, 61, 105

pomerom vierohodnosti, 120, 126, 150, 152, 162,
169, 178, 187, 194–196, 202, 206, 222, 233, 258,
262, 266, 269, 271

skóre, 120, 177, 187, 267, 270, 271
typy, 121
Waldova, 120, 122, 144, 159, 166, 169, 175, 185,

189, 191, 199, 204, 211, 212, 215–220, 266, 270,
271

test
štatistický, 105
dobrej zhody

χ2, 131
Kolmogorov-Smirnovov, 137
Lillieforsov, 139

dvojvýberový
alternat́ıvny Z-test o logaritme pomeru šanćı, 219
alternat́ıvny Z-test o logaritme relat́ıvneho rizika,

216
alternat́ıvny Z-test o rozdiele pravdepodobnost́ı,

212
alternat́ıvny Z-test o pomere šanćı, 220
alternat́ıvny Z-test o relat́ıvnom riziku, 217
F -test o podiele rozptylov, 199
t-test o rozdiele stredných hodnôt, 191
Welchov t-test o rozdiele stredných hodnôt, 191
Z-test o logaritme pomeru šanćı, 218



Z-test o logaritme relat́ıvneho rizika, 215
Z-test o pomere šanćı, 220
Z-test o relat́ıvnom riziku, 217
Z-test o rozdiele korelačných koeficientov, 204
Z-test o rozdiele pravdepodobnost́ı, 211
Z-test o rozdiele stredných hodnôt, 189

hladina významnosti, 106, 115, 116
pozorovaná, 117

hypotéza
alternat́ıvna, 105
jednostranná, 115–117
nezamietanie, 116, 117
nulová, 105
obojstranná, 115–118
zamietanie, 116, 117

jednovýberový
χ2-test o rozptyle, 159
Studentov t-test o strednej hodnote, 144
Z-test o λ, 185
Z-test o korelačnom koeficiente, 166
Z-test o pravdepodobnosti, 175
Z-test o strednej hodnote, 122

konzervat́ıvny, 118
kritická hodnota, 116, 120
liberálny, 118
Neyman-Pearsonov pŕıstup, 106
oblast’

kritická, 105
nezamietania, 105, 115
zamietania, 105

obor
kritický, 116, 124, 144, 160, 166, 175, 185, 189, 191,

200, 204, 211, 212
nezamietania, 105, 115, 116
zamietania, 116

p-hodnota, 117, 118, 144, 160, 166, 175, 186, 190, 192,
200, 204, 211, 212, 216, 217, 219, 220

párový
Studentov t-test o strednej hodnote, 152

sila, 105
silofunkcia, 106, 124, 144, 160, 166, 175, 185, 189, 191,

200, 204, 211, 212
testovacie kritérium, 116
výsledok

hraničná štatistická signifikancia, 117
štatisticky nesignifikantný, 117
štatisticky signifikantný, 117

viacvýberový
Bartlettov test o homogenite rozptylov, 258
F -test o rovnosti stredných hodnôt, 230
χ2-test o homogenite korelačných koeficientov, 261
χ2-test o homogenite pravdepodobnost́ı, 270
χ2-test o homogenite vektorov pravdepodobnost́ı,

271
χ2-test v multinomickom rozdeleńı, 266

výber
alokačný čas, 28
chyba

registrácie, 17
reprezentat́ıvnosti, 17

dobrovol’ńıci, 17
informovaný súhlas, 28, 29
infraštruktúra, 28
kontrola, 29
kritériá

prij́ımacie, 29
vylučovacie, 29

nábor, 30
náhodný, 16

homogénny, 85
jednoduchý, 16
mechanický, 16
oblastný, 16
skupinový, 16
stratifikovaný, 16
systematický, 16
usporiadaný, 77

nepravdepodobnostný, 16
počet návštev, 28
pomer vyšetrených ku zahrnutým, 28
pravdepodobnostný, 16
propagácia, 28
protokol, 29
rozsah, 33

minimálny, 27, 124, 167, 176, 205
selekt́ıvny, 17
školenie subjektov, 28
štatistické jednotky, 15
štatistický súbor, 15
typu snehovej gule, 17
typu vhodnosti a pŕıležitosti, 17
typy, 15
výberové jednotky, 15
vedecká etika, 29
vyšetrenie, 30
základný súbor, 15
zámerný, 17
zápis subjektov do štúdie, 29

znak, 23
kardinálny, 23
kvalitat́ıvny, 24

alternat́ıvny, 24
binárny, 24
neusporiadaná kategorizácia, 24
nominálny, 24
ordinálny, 24
usporiadaná kategorizácia, 24

kvantitat́ıvny, 23
diskrétny, 23
frekvencia, 24
intervalový, 23
spojitý, 23
výskyt, 24

metrický, 23
pozri premenná, 23
prognostický, 25
realizácie, 24
škála merania, 23







hat)/N2
  zW<-(p1.hat-p2.hat)/sqrt(sg.sq)
  p.hodn<-1-pnorm(abs(zW))
  IS<-p1.hat-p2.hat+c(-1,1)*qnorm(0.975)*sqr-
t(sg.sq)
  Ztest<-c(IS,zW,p.hodn)
  #alternativnyZ-testaIS
  p.hat<-(N1*p1.hat+N2*p2.hat)/(N1+N2)
  sg.sq.alt<-p.hat*(1-p.hat)*(1/N1+1/N2)
  zW.alt<-(p1.hat-p2.hat)/sqrt(sg.sq.alt)
  p.hodn.alt<-1-pnorm(abs(zW.alt))
  ISalt<-p1.hat-p2.hat+c(-1,1)*qnor-
m(0.975)*sqrt(sg.sq.alt)
  Ztest.alt<-c(ISalt,zW.alt,p.hodn.alt)
  #vysledky
  Z.test<-rbind(Ztest,Ztest.alt)
  dimnames(Z.test)[[2]]<-c(„DH“,“HH“,“Z-
-stat“,“p-hodnota“)
  dimnames(Z.test)[[1]]<-c(„Ztest(p1-p2)“,“Z-
test.alt(p1-p2)“)
  #odhady
  odhady<-c(p.hat,p1.hat,p2.hat,p1.hat-p2.
hat,sqrt(sg.sq),sqrt(sg.sq.alt))
  names(odhady)<-c(„p“,“p1“,“p2“,“roz-
diel“,“sd“,“sd.alt“)
  VYSL<-list(odhady=round(odhady,4),Z.
test=round(Z.test,4))
  return(VYSL)

„test.relat.rizika“<-function(n1,n2,N1,N2){
  p1.hat<-n1/N1
  p2.hat<-n2/N2
  p.hat<-(N1*p1.hat+N2*p2.hat)/(N1+N2)
  RR.hat<-p1.hat/p2.hat
  lnRR.hat<-log(RR.hat)
  #lnRRklasickyZ-testaIS
  sg.sq.lnRR<-(1-p1.hat)/(N1*p1.hat)+(1-p2.
hat)/(N2*p2.hat)
  zW.lnRR<-lnRR.hat/sqrt(sg.sq.lnRR)
  p.hodn.lnRR<-1-pnorm(abs(zW.lnRR))
  IS.lnRR<-exp(lnRR.hat+c(-1,1)*qnor-
m(0.975)*sqrt(sg.sq.lnRR))
  Ztest.lnRR<-c(IS.lnRR,zW.lnRR,p.hodn.lnRR)
  #lnRRalternativnyZ-testaIS
  sg.sq.alt.lnRR<-(1-p.hat)/p.hat*(1/N1+1/N2)
  zW.alt.lnRR<-lnRR.hat/sqrt(sg.sq.alt.lnRR)
  p.hodn.alt.lnRR<-1-pnorm(abs(zW.alt.lnRR))
  ISalt.lnRR<-exp(lnRR.hat+c(-1,1)*qnor-
m(0.975)*sqrt(sg.sq.alt.lnRR))
  Ztest.alt.lnRR<-c(ISalt.lnRR,zW.alt.lnRR,p.
hodn.alt.lnRR)
  #RRalternativnyZ-testaIS
  sg.sq.alt.RR<-RR.hat^2*sg.sq.alt.lnRR
  zW.alt.RR<-(RR.hat-1)/sqrt(sg.sq.alt.RR)
  p.hodn.alt.RR<-1-pnorm(abs(zW.alt.RR))
  ISalt.RR<-RR.hat+c(-1,1)*qnorm(0.975)*sqr-
t(sg.sq.alt.RR)
  Ztest.alt.RR<-c(ISalt.RR,zW.alt.RR,p.hodn.
alt.RR)
  #vysledky
  Z.test<-rbind(Ztest.lnRR,Ztest.alt.lnRR,Z-
test.RR,Ztest.alt.RR)
  dimnames(Z.test)[[2]]<-c(„DH“,“HH“,“Z-
-stat“,“p-hodnota“)
  dimnames(Z.test)[[1]]<-c(„Ztest(lnRR)“,“Z-
test.alt(lnRR)“,
                           „Ztest(RR)“,“Z-
test.alt(RR)“)
  #odhadyRR
  odhady<-c(p.hat,p1.hat,p2.hat,exp(lnRR.
hat),sqrt(sg.sq.lnRR),
            sqrt(sg.sq.alt.lnRR),sqrt(sg.
sq.RR),sqrt(sg.sq.alt.RR))
  names(odhady)<-c(„p“,“p1“,“p2“,“RR“,“sd(l-
nRR)“,“sd.alt(lnRR)“,
                   „sd(RR)“,“sd.alt(RR)“)

  Ztest.alt<-c(ISalt,zW.alt,p.hodn.alt)
  #vysledky
  Z.test<-rbind(Ztest,Ztest.alt)
  dimnames(Z.test)[[2]]<-c(„DH“,“HH“,“Z-
-stat“,“p-hodnota“)
  dimnames(Z.test)[[1]]<-c(„Ztest(p1-p2)“,“Z-
test.alt(p1-p2)“)
  #odhady
  odhady<-c(p.hat,p1.hat,p2.hat,p1.hat-p2.
hat,sqrt(sg.sq),sqrt(sg.sq.alt))
  names(odhady)<-c(„p“,“p1“,“p2“,“roz-
diel“,“sd“,“sd.alt“)
  VYSL<-list(odhady=round(odhady,4),Z.
test=round(Z.test,4))
  return(VYSL)

„test.relat.rizika“<-function(n1,n2,N1,N2){
  p1.hat<-n1/N1
  p2.hat<-n2/N2
  p.hat<-(N1*p1.hat+N2*p2.hat)/(N1+N2)
  RR.hat<-p1.hat/p2.hat
  lnRR.hat<-log(RR.hat)
  #lnRRklasickyZ-testaIS
  sg.sq.lnRR<-(1-p1.hat)/(N1*p1.hat)+(1-p2.
hat)/(N2*p2.hat)
  zW.lnRR<-lnRR.hat/sqrt(sg.sq.lnRR)
  p.hodn.lnRR<-1-pnorm(abs(zW.lnRR))
  IS.lnRR<-exp(lnRR.hat+c(-1,1)*qnor-
m(0.975)*sqrt(sg.sq.lnRR))
  Ztest.lnRR<-c(IS.lnRR,zW.lnRR,p.hodn.lnRR)
  #lnRRalternativnyZ-testaIS
  sg.sq.alt.lnRR<-(1-p.hat)/p.hat*(1/N1+1/N2)
  zW.alt.lnRR<-lnRR.hat/sqrt(sg.sq.alt.lnRR)
  p.hodn.alt.lnRR<-1-pnorm(abs(zW.alt.lnRR))
  ISalt.lnRR<-exp(lnRR.hat+c(-1,1)*qnor-
m(0.975)*sqrt(sg.sq.alt.lnRR))
  Ztest.alt.lnRR<-c(ISalt.lnRR,zW.alt.lnRR,p.
hodn.alt.lnRR)
  #RRalternativnyZ-testaIS
  sg.sq.alt.RR<-RR.hat^2*sg.sq.alt.lnRR
  zW.alt.RR<-(RR.hat-1)/sqrt(sg.sq.alt.RR)
  p.hodn.alt.RR<-1-pnorm(abs(zW.alt.RR))
  ISalt.RR<-RR.hat+c(-1,1)*qnorm(0.975)*sqr-
t(sg.sq.alt.RR)
  Ztest.alt.RR<-c(ISalt.RR,zW.alt.RR,p.hodn.
alt.RR)
  #vysledky
  Z.test<-rbind(Ztest.lnRR,Ztest.alt.lnRR,Z-
test.RR,Ztest.alt.RR)
  dimnames(Z.test)[[2]]<-c(„DH“,“HH“,“Z-
-stat“,“p-hodnota“)
  dimnames(Z.test)[[1]]<-c(„Ztest(lnRR)“,“Z-
test.alt(lnRR)“,
                           „Ztest(RR)“,“Z-
test.alt(RR)“)
  #odhadyRR
  odhady<-c(p.hat,p1.hat,p2.hat,exp(lnRR.
hat),sqrt(sg.sq.lnRR),
            sqrt(sg.sq.alt.lnRR),sqrt(sg.
sq.RR),sqrt(sg.sq.alt.RR))
  names(odhady)<-c(„p“,“p1“,“p2“,“RR“,“sd(l-
nRR)“,“sd.alt(lnRR)“,
                   „sd(RR)“,“sd.alt(RR)“)
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Aplikovaná štatistická inferencia I
Biologická antropológia očami matematickej štatistiky

Dnešný antropologický výskum sa bez uplatnenia štatistického uvažovanie nezaobíde. I keď sa väčšina biológov, lekárov 
ani antropológov štatistikmi nikdy nestanú, výsledky výskumov i možnosti ich publikácie na správnom usporiadaní a štatistic-
kom spracovaní dát silno závisia. Kľúčovým pre obojstranne úspešnú spoluprácu preto je na strane týchto odborov porozu-
mieť základom štatistických postupov, vedieť sa vyjadrovať aspoň základnou štatistickou terminológiou a vedieť štatistikovi 
vysvetliť svoj výskumný zámer; na strane štatistika potom pochopiť podstatu zamerania jednotlivých odborov, charakter ich 
metodológie a typické problémy, s ktorými sa po štatistickej stránke stretávajú. Jedným z cieľov tejto knihy je podporiť kladný 
prístup mladých  ľudí k využívaniu štatistických prostriedkov v antropológii a ďalších odboroch a umožniť ich aplikáciu v pro-
stredí programu    , univerzálneho výpočtového prostredia, voľne dostupného všetkým. Táto kniha nie je „kuchárskou kni-
hou“ (pretože matematická štatistika nie je knihou receptov alebo návodov), nie je ani „teoretickou matematickou štatistikou“ 
(pretože teória je vysvetlená prostredníctvom príkladov pochádzajúcich z reality praxe biologickej antropológie) a nie je ani 
„učebnicou prostredia    “ (pretože program    je v knihe použitý len ako nástroj, prostredníctvom ktorého sú riešené reál-
ne situácie). Čím teda kniha je? Kniha je unikátnou kombináciou sily teoretického základu matematickej štatistiky implemen-
tovaného v prostredí    s cieľom pochopiť a riešiť praktické situácie z biologickej antropológie (ako aj biológie a medicíny).
Internetová stránka knihy: http://www.math.muni.cz/pro-studenty/ucebni-text-el-podoba/352-aplikova-statisticka-inferencia.html 
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stredí programu    , univerzálneho výpočtového prostredia, voľne dostupného všetkým. Táto kniha nie je „kuchárskou kni-

„učebnicou prostredia    “ (pretože program    je v knihe použitý len ako nástroj, prostredníctvom ktorého sú riešené reál-

tovaného v prostredí    s cieľom pochopiť a riešiť praktické situácie z biologickej antropológie (ako aj biológie a medicíny).

Katina, Stanislav (*1976), bioštatistik; v súčasnosti pôsobí ako docent a vedúci Oddelenia aplikovanej matematiky 
na Ústave matematiky a štatistiky Masarykovej univerzity a tiež ako Honorary Research Fellow na School of Mathematics and 
Statistics (The University of Glasgow). Dlhodobo pôsobil v zahraničí na univerzitách v USA, Kanade, Nemecku, Rakúsku, Fran-
cúzsku a Veľkej Británii. Je členom výkonného výboru International Society for Clinical Biostatistics a členom dvoch subkomisií 
National Groups a Statistics in Regulatory Affairs v tejto spoločnosti. Vo vedeckej činnosti sa venuje biomedicínskym štatistickým 
analýzam v kardiológii, neurológii, imunológii a antropológii, štatistickej analýze tvaru a obrazu, časopriestorovému štatistické-
mu modelovaniu elektroencefalografi ckých signálov, elektrických signálov srdca a biogeografi ckých javov, dizajnu klinických, 
medicínskych a antropologických štúdií, štatistickej vizualizácii a implementácii štatistických a numericko-matematických metód 
do jazyka     . Kontakt: Oddělení aplikované matematiky, Ústav matematiky a statistiky, Přírodovědecká fakulta, Masarykova 
univerzita, Kotlářská 267/2, 611 37, Brno, Česká republika, e-mail: katina@math.muni.cz, tel.: 00420-549-49-7265. Internetová 
stránka: http://www.muni.cz/sci/people/Stanislav.Katina

Králík, Miroslav (*1973), antropológ; v súčasnosti pôsobí ako docent Ústavu antropológie Prírodovedeckej fakulty Ma-
sarykovej univerzity. Zaoberá sa teoretickými aspektmi sexuálneho dimorfi zmu, jeho variabilitou, prenatálnou a postnatálnou 
ontogenézou, významom sexuálneho dimorfi zmus z hľadiska ľudského konania a sexuality, a tiež praktickými aplikáciami sexu-
álneho dimorfi zmu vo forenznej oblasti a archeológii. Po metodologickej stránke sa venuje aplikácii a rozvoju moderných morfo-
metrických prístupov v antropológii. Kontakt: Laboratoř morfologie a forenzní antropologie, Ústav antropologie, Přírodovědecká 
fakulta, Masarykova univerzita, Kotlářská 267/2, 611 37, Brno, Česká republika, e-mail: mirekkralik@seznam.cz, tel.: 00420-549-
49-4966. Internetová stránka: http://www.muni.cz/sci/people/Miroslav.Kralik

Hupková, Adela (*1985, rod. Koprdová), antropologička so zameraním na kostrovú a dentálnu antropológiu; v súčasnos-
ti pôsobí ako asistentka Ústavu antropológie Prírodovedeckej fakulty Masarykovej univerzity. Zaoberá sa ontogenézou človeka, 
vplyvom vývinového stresu na rozvoj bilaterálne symetrických znakov, indikátormi stresu na zuboch a kostrových pozostatkoch 
človeka. Po metodologickej stránke sa venuje aplikácii histologických analýz mikroštruktúry tvrdých zubných tkanív v antropológii 
a bioarcheológii. Kontakt: Laboratoř morfologie a forenzní antropologie, Ústav antropologie, Přírodovědecká fakulta, Masarykova 
univerzita, Kotlářská 267/2, 611 37, Brno, Česká republika, e-mail: hupkova@sci.muni.cz, tel.: 00420-549-49-4073. Internetová 
stránka: http://www.muni.cz/sci/people/Adela.Hupkova

do jazyka     . Kontakt: Oddělení aplikované matematiky, Ústav matematiky a statistiky, Přírodovědecká fakulta, Masarykova 
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