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PREDMLUVA

Pred péti lety mé kontaktovali nestastni rodi¢e Lukase. Lukas nastoupil z Mon-
tessori matetské Skoly do zakladni Skoly, kde si neporozumél s pani ucitelkou.
Lukas byl mirn¢ instabilni, avSak rozumov¢ pifedstihoval své spoluzaky. Jiz pfi
nastupu do 1. tiidy umél ¢ist. Ve tiidé vSak bylo pod jeho trroven piedcitat jako
ostatni d&ti ve slabikafi , MA-MA® Pani uéitelka usoudila, Ze neumi &ist vibec.
Lukase velmi zajimala matematika, ale nebavily ho ulohy, které fesili spolu-
zéaci, napt. 2 + 3. Rad scital s pfechodem pies zaklad deset, i viceciferna c¢isla
(napft. 122 + 15), od¢ital i do z&pornych Cisel (3 — 10 =—7), seznamil se s ndsobenim.
Pani ucitelka ho vsak hodnotila spiSe za Gpravu nez za pocitani. Lukas mél ale se
psanim problémy, projevovaly se u néj projevy poruchy uceni, dysgrafie. M¢l
rovnéZ potize v oblasti pravolevé orientace, Cislice 3, 6, 9 psal zrcadlové obracené.
Lukas zazival frustraci z toho, ze v matematice nebyl znamkovan za postup, ale za
psani Cislic. Zacinal byt proto demotivovany, zaujal vii¢i pani ucitelce obranny postoj.

Pani ucitelka nevétila, ze Lukas je rozumoveé nadany, proto rodice s Lukasem
navstivili pedagogicko-psychologickou poradnu. Projevilo se nadani pro matema-
tiku. Problém ale byl v tom, ze Lukasovi stacilo, kdyz néco pochopil. Pak uz se
jeho zajem stacel k né¢emu dalsimu, latku si dostateéné neprocvicil a nezapama-
toval. Bylo potfeba najit ¢innosti nebo ptiklady, které by ho natolik zaujaly, Ze by
si nevédomky osvojoval a procvicoval dovednosti. To se ale ve Skole nedélo
a LukaSova demotivace rostla.

rvo rowr

Vyrazné se projevil Lukasiv problém s pravolevou orientaci pii psani ¢islic. U¢i-
telka slibila, ze Lukase bude v matematice znamkovat pouze za vypocty, nikoli
za Upravu nebo psani ¢isel. Luka$ vSak i nadale dostaval horsi znamky, protoze
nedokazal spravné zapsat Cislice. Mnohdy se stalo, Ze v§echny vypocty byly sprav-
né, avSak znamka byla sniZena za zrcadlové psané Sestky nebo trojky.

Lukase to ve Skole ptestavalo bavit. Neustale byl znamkovan za Spatné napsana
¢isla, ucitelka nenasla efektivni zplsob, jak LukaSe naucit Cislice spravné psat.
Byla ptesvédcena o tom, Ze kdyz Lukas bude kazdy den trénovat psani Cisel, zlep-
$i se. Lukdse vSak nebavilo zbytecné prepisovat ¢isla nebo pocitat lehké priklady.
Bavilo ho ale, kdyz mu tata zadaval ulohy jako 10 000 000 000 — 1.

Ve t¥idé nebylo pro Lukése p¥ili§ priznivé klima. Casto se soutézilo, usp&iné déti
dostavaly sladkosti nebo razitko srdicka, netispé$né déti dostavaly razitko sklebici
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se hlavicky. LukaSovi soutézeni nevyhovovalo, rad se zahloubal do problému,
rychlost pro n¢j nebyla dulezita. Lukas byl situaci ve tfidée stresovan, zacal koktat.

Béhem druhého pololeti 1. ro¢niku se situace velmi vyhrotila. Lukas plakal pfi
plnéni domacich tkoli, jeho koktani se zhorSovalo béhem tydne a zlepSovalo béhem
vikendu. Ptestavaly ho bavit bézné tkoly, které mél diive rad. Do Skoly chodil
nerad. Pfed realitou utikal k tabletu, jeho matka fikala, Ze to uz je jedina ¢innost,
u které se dokaze uvolnit. Rodice situaci vydrzeli do konce Skolniho roku, potom
vSak vyjednali zménu Skoly. Nova Skola a nova pani ucitelka LukaSovi mnohem
vice vyhovovaly, situace se uklidnila.

Od této chvile jsem se setkavala s dal§imi zaky, ktefi méli nadpramérné rozvinu-
té matematické mysleni, ale jejich skolni hodnoceni odpovidalo zaktim primérnym
¢1 podprumérnym. Nekteti z téchto zakd méli kromé nadani specifickou poruchu
uceni, nékteti byli hyperaktivni, néktefi byli emocné nestabilni. Jejich $kolni
projevy neodpovidaly obrazu nadaného zaka, vzdy ptipraveného a hlésiciho se,
komunikativniho, ochotného pomahat slabsim spoluzaktim.

Zacala jsem se zabyvat otazkou, jaké jsou vlastné projevy nadanych zakt ve vyu-
ce matematiky, zda u nich existuji prevladajici strategie feSeni matematickych
uloh, jimiz by se liSili od béznych zaku, zda se vyznacuji tim, ze se pii feSeni
dopoustéji méneé numerickych chyb nez bézni zaci apod. Rovnéz mé zajimalo,
které ulohy jsou pro nadané zaky inspirujici a posouvaji je dal ve vyvoji matema-
tického mysleni.

V té dobé¢, v roce 2013, zac¢inal dvoulety projekt Fakulty socialnich studii a Peda-
gogické fakulty Masarykovy univerzity pod zastitou doc. Sarky Portesové, ktera
se po mnoho let zabyva nadanymi zaky, zejména zaky s dvoji vyjimecnosti. Tento
projekt mi ptinesl mnoho cennych zkusenosti a zejména zajem o tuto problemati-
ku. Nadale jsem se zajimala o problémy nadanych zaki ve vyuce matematiky.

Zkusenosti, které jsme ziskaly se zaky z projektu, a hlavné tlohy, které jsme jim
zadavaly, jsme s kolegynémi z Pedagogické fakulty vyuzily pro vydani publikaci
Matematika pro bystré a nadané zZaky 1. stupné a Matematika pro bystré a nadané
Zaky 2. stupné (Budinova et al., 2016; Blazkova & Budinova, 2017).

Tuto publikaci jsem se rozhodla vypracovat jako meznik mé dosavadni pétileté
prace, v némz uplatnim nabyté poznatky a zkuSenosti z prace s nadanymi détmi
a ktery bude slouzit jako vychozi bod pro moji dalsi praci tim, ze si odpovim na
nékteré otazky, které jsem si polozila — zejména zda u nadanych zakt existuji
prevladajici strategie feSeni matematickych uloh.



uvoD

Podnétem ke zpracovani publikace byly otazky mnoha rodicu, jejichz déti vyka-
zovaly v ptedskolnim véku fadu vyjimecnych vlastnosti, ale ve Skole nebyly spo-
kojeny. Pti pfechodu do Skolni dochazky nastaly problémy, déti se nerozvijely
a ztracely zdjem o Skolni vyucovani. Polozila jsem si otazku, jaké typy matema-
tickych tuloh je vhodné nabizet nadanym zaktm, aby byl plné vyuzivan jejich
potencial, a jaké strategie feSeni mohou ucitelé od nadanych zakt oc¢ekavat. Jako
nosné téma se mi v tomto ohledu jevil piechod od aritmetiky k algebfe a tilohy
rovnicového charakteru, které zakim nabizi Sirokou paletu feSitelskych strategii.

Cilem publikace je vyhodnotit piistupy k feSeni matematickych tloh riznymi
skupinami zakt vzhledem k nadani, a to béhem 1. 1 2. stupné zakladni Skoly. Z vyse
uvedenych divodu byly pro testovani vybrany tlohy rovnicového charakteru.
Problematiku vzdé€lavani nadanych zaki jsem se vSak rozhodla pojmout v $ir§im
kontextu. Ctenaf bude seznamen s aktualni koncepci vzdélavani nadanych zaka
1 s historickym vyvojem pohledu na nadané.

4

Publikace je ¢lenéna do 10 kapitol. Prvni tfi ¢asti jsou vénovany teoretickym vy-
chodiskim, problematice nadanych déti a jejich identifikace, problematice podvy-
konnosti ¢i dvoji vyjimecnosti, problematice matematického nadani a jeho projevi.
Ctenaf se v této &asti miize seznamit s riznymi pohledy na nadani a s riznymi
typy nadani v zavislosti na druzich inteligence. Jsou uvedeny ptipadové studie
nékolika zaki, se kterymi jsem méla moznost béhem poslednich péti let pracovat.
Na téchto ukazkach je mozné sledovat, ze nadani zaci maji velmi rozdilné projevy.
Jejich vykony jsou ovlivnény druhem inteligence, ktery u nich prevlada, ale rovnéz
prostifedim, ve kterém se vzdélavaji. Pozornost je dale v rdmci prvni ¢asti vénova-
na vzdélavani nadanych zaku, vlivu rodiny a u¢itelt. Ctenai ma dale moznost
seznamit se s problematikou rozvoje algebraického mysleni a pfechodem od arit-
metiky k algebfe, ke kterému by na zakladni Skole mélo dochazet.

Druha ¢ast obsahuje vyzkumna Setieni, ktera byla provadéna postupné v letech
2013-2017 se zaky 1. a 2. stupné ZS. U zaka 1. stupné se jednalo o analyzu zakov-
skych feSeni uloh rovnicového typu, tj. slovnich tloh, které vedou k feseni pomo-
ci rovnice. Jsou ukazany riizné piistupy k feseni a rovnéz chyby, kterych se zaci
dopoustéji. Pro zaky 2. stupné byl vytvoten test sestavajici rovnéz z tiloh rovnico-
vého charakteru. Byla provedena kvantitativni i kvalitativni analyza vysledku
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zakl, zamétujici se na rizné metody feseni, které zaci volili, a na schopnost pfi-
stoupit k feSeni ulohy, kdyz nejsou seznameni s postupem feseni tlohy v ramci
Skolni vyuky.

Posledni tii kapitoly jsou vénovany zavértim, diskusi a doporuceni do praxe. Za-
véry mohou byt podkladem pro vyzkumniky, ktefi se chtéji vénovat problematice
vzdélavani nadanych zakt v matematice. Uvedené poznatky mohou rovnéz slouzit
studentiim ucitelstvi matematiky na ZS i uéitelim pro rozsiteni povédomi o pro-
blematice vzdélavani nadanych zaka a ptechodu od aritmetiky k algebfte, ptipadné
i pro dalsi vyzkum.

Rada bych pode¢kovala RNDr. Marii Budikové, kterd provedla kvantitativni ana-
lyzu vysledku testu a byla mi velmi ochotnou a trpélivou radkyni pii zpracovani
dat.
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TEORETICKY RAMEC

-1- NADANI A NADANY ZAK

-1-1 NADANI A TALENT

V odborné literatute najdeme rizné ptistupy k vymezeni pojmu nadani, které se
od sebe mohou zasadné liSit. Rlizna pojeti tohoto pojmu se lisi predevsim tim,
zda nadani souvisi s potencialem jedince, ¢i s jeho vykony. Nékteré pristupy pro-
to chapou nadani jako projev vynikajiciho, nadprimérného vykonu, jiné jako
potencial podavat nadprimérny vykon v jakékoli hodnotné oblasti, ptipadné jako
potencidl rozvijet svou Kkreativitu (Havigerova, 2011). Hfibkova (2009) uvadi,
7e nadani je Casto chapano jako potencial (potencidlem mohou byt mySleny napt.
schopnosti, motivace, vlastnosti a rysy atd.) na strané osobnosti k urcité ¢innosti
podmiiiyjici mimotddny vykon. Problém ale spatfuje v tom, ze abychom mohli
vyslovit urcity usudek o potencialu, musime podany vykon jedince porovnat
(v détském veku nejcastéji s vykony vrstevnikli v té€Ze oblasti, v dospélosti s vy-
kony ostatnich v daném oboru). Na potencial tedy usuzujeme z vykond, ty jsou ale
ovlivnény celou fadou dalSich faktord.

Mutzeme se setkat i s tzv. 1Q definici, ktera jako nadaného oznacuje kazdého,
kdo ma nadpriamérnou hodnotu inteligenéniho kvocientu, obvykle 1Q > 130
(Havigerova, 2011). Tento pfistup je vyhodny z pohledu métitelnosti a také srov-
nani vykonl nadanych jedinct.

Z riznych vymezeni pojmu nadani je mi nejblizsi to, které nadani chape jako
potencial pro podavani nadprumérnych vykont v urcité oblasti. To znamena,
ze jestlize se dité nenachazi v dostateéné stimulujicim prostiedi, jeho nadani se
nemusi projevit. Nadani proto budu chapat jako ,,dispozici k projeveni nadpriimeér-
nych vykont v jakékoli hodnotné oblasti lidského snazeni“ (Havigerova, Kfova-
cova et al., 2011: s. 5). Slovni spojeni ,,nadpramérny vykon* vSak nelze zaméno-
vat se schopnosti plnit tikoly rychleji nebo bezchybné a podobn¢. Nadani v tomto
sméru neni tak jednoznacné vymezitelné, jak se ¢asto ocekava.

_|_'|'I



Pojmy nadani a talent chape celd fada autorti synonymné (Hiibkova, 2009; Por-
teSova, 2011; aj.). Nekteti autofi mezi t€émito pojmy rozlisuji. Napiiklad Gagné
(2005) chépe ,,nadani“ jako vrozenou schopnost neboli vlohu, zatimco ,,talent*
definuje jako ziskanou dovednost, ktera se rozviji diky vlivu okoli. V praci budu
tyto pojmy pouzivat jako synonyma.

—-1-2 NADANE DETI

Htibkova (2009) uvadi, ze v osobnostnévyvojovém ptistupu ke studiu nadani bylo
velké wsili vénovano odhaleni charakteristickych znakt nadaného ditéte. I kdyz
je, jak pise, tfeba brat v tivahu druh nadani, které modifikuje jednotlivé behavio-
ralni projevy ditéte, presto se ukazuje, Ze zejména tfi znaky jsou urcujici. Podle
Htibkové Ize tedy za mimoradné nadané dité povazovat dité (2009: s. 45):

o které velmi zahy ve svych projevech manifestuje vyvojovou akceleraci
a je témito projevy napadné ve srovnani s vrstevniky;

» které podava v urcité oblasti (i nekognitivni) vynikajici vykony, které jsou
ve srovnani s vrstevniky z hlediska kvantity ¢i kvality vyjimecné;

* u kterého byl opakovang zjistén osobnostni potencial pro podavani mimo-
fadnych vykont, ktery se vSak dosud ve vykonech v danych oblastech
bézné neprojevuje (napi. intelektovy, tvorivy, popt. silny zdjem o urcitou
oblast nebo nékolik oblasti lidské ¢innosti projevujici se napt. vytrvalosti
pii feseni ukold a neobvyklymi znalostmi aj.).

Ve skolském zakoné je od roku 2004 vymezena skupina mimoiadné nadanych
déti, Zaki a studenti. Skolsky zakon sou¢asné povéfuje zjistovanim mimotad-
ného nadani pedagogicko-psychologické poradny (PPP) a specialné-pedagogicka
centra (SPC). Vzdélavani nadanych déti, zaki a studentt je legislativné zakotveno
Zakonem ¢. 561/2004 Sb., o predskolnim, zakladnim, stfednim, vyssim odbor-
ném a jiném vzdélavani (Skolsky zakon), v platném znéni, § 16—19, a Vyhlaskou
¢. 27/2016 Sb., o vzdélavani zaku se specidlnimi vzdélavacimi potiebami a zaku
nadanych, v platném znéni. Za mimoradn¢ nadaného zaka se pro ucely této vy-
hlasky povazuje ,,predevsim zak, jehoz rozlozeni schopnosti dosahuje mimotradné
urovné pii vysoké tvorivosti v celém okruhu ¢innosti nebo v jednotlivych oblastech
rozumovych schopnosti, v pohybovych, manualnich, uméleckych nebo socialnich
dovednostech” (Standard komplexni diagnostiky mimotadného [intelektového]
nadani, 2016).

V Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani (RVP ZV) je vy-
mezena skupina nadanych zaki a skupina mimotadné nadanych zakl nasledovné:
,»Nadanym zakem se rozumi jedinec, ktery pii adekvatni podpote vykazuje ve
srovnani s vrstevniky vysokou uroven v jedné ¢i vice oblastech rozumovych
schopnosti, v pohybovych, manualnich, uméleckych nebo socialnich dovednostech.
Za mimotradné nadaného zaka se v souladu s vyhlaskou ¢. 27/2016 Sb. povazuje
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74k, jehoz rozlozeni schopnosti dosahuje mimotadné trovné pti vysoké tvofivos-
ti v celém okruhu ¢innosti nebo v jednotlivych oblastech rozumovych schopnosti‘
(s. 148). Z uveden¢ho vymezeni se jevi, Ze nadany zak dava najevo své schopnos-
ti a vyuziva nadani k podavani nadpriimérnych skolnich vykond.

—1-3 INTELIGENCE

Rozumové nadéni byva velmi ¢asto spojovano s inteligenci. Solso (2001) uvadi,
ze neni mozné uvést jednoznacnou definici inteligence. K pojmu inteligence se
vztahuje celd fada forem poznédvani, jako jsou vytvateni pojmu, zdivodilovani,
feSeni problému, tvotivost nebo také pamét a percepce. Solso (2001) uvadi ,,pra-
covni“ definici inteligence jako ,,schopnost ziskat, vybavit si a vyuzit znalosti
k porozuméni konkrétnich a abstraktnich pojmi a vztahi mezi nimi a vyuzit
znalosti smysluplnym zptisobem™ (Solso, 2001: s. 468). Jednim pohledem na inte-
ligenci, vyuzitelnym zejména ve Skolnim kontextu, je tedy schopnost ucit se tak,
aby byly naucené poznatky vyuzitelné. V bézném zivoté vSak neni schopnost ucit
se zdaleka jedinym atributem inteligence. Sternberg a Williams (2002) uvadi, ze
v roce 1986 byly osloveny dvé skupiny expertii a ty definovaly inteligenci pomoci
(1) schopnosti ucit se ze zkuSenosti a (2) schopnosti adaptovat se okolnimu
prostiedi. Pozdéji byla zdiraziiovana také metakognice jakozto schopnost poro-
zumét vlastnim procestim mysleni a kontrolovat je.

Goleman (2011") uvadi, Ze od padesatych let 20. stoleti psychologie kladla piehna-
ny diraz na kognitivni prvky lidské inteligence, a to dokonce i v oblasti emoci.
Na sklonku let Sedesatych se s piichodem ,,kognitivni revoluce* psychologie za-
meéftila pfedevs§im na mechanismy, kterymi mysl registruje a uchovava informace,
ana podstatu inteligence. Emoce v tomto pojeti nemély v inteligenci misto. Pfitom
je to podle Golemana pravé emoc¢ni slozka inteligence, ktera predurcuje to, jak
bude jedinec schopen vyuzit sviyj potencial v Zivoté, zda se bude spravné rozho-
dovat, s kym vstoupit do manzelstvi, jaké zaméstnani si vybrat atd.

Inteligence bezpochyby souvisi s paméti. Podle délky doby, po kterou nabyty
poznatek zUstava ve vyuzitelné kognitivni struktufe, rozliSujeme pamét’ kratko-
dobou a dlouhodobou. Kratkodobou pamét’ 1ze vnimat jako mezistanici mezi
novymi poznatky a dlouhodobou paméti. Mezi receptory a skladistém naSich
védomosti a poznatkl (dlouhodobou paméti) stoji kratkodoba pamét’. Jeji kapacita
je omezena, ale plni velice vyznamnou roli. Solso (2001) uvadi, Ze podle vyzkumu
Donalda Hebba informace konvertuji z kratkodobé do dlouhodobé paméti v pii-
padé, Ze pobyly v kratkodobé paméti dostatecné dlouho. Sdm ovSem upozoriiuje,

! Pivodni vydani v anglickém originale z roku 1995.
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ze podle jinych vyzkumi pouhé drzeni informaci v kratkodobé paméti nezaruci
jejich trvalost. Dalsim dulezitym faktorem je to, aby informace byla zkombinova-
na s néjakym jiz existujicim, v paméti ukotvenym poznatkem. Ve vyuce matema-
tiky je dulezité, aby zaci uméli vyuzivat jak kratkodobou, tak dlouhodobou pamét’,
nebot’ matematické poznatky na sebe navzajem navazuji.

Inteligence je n¢kdy spojovana s rychlosti feSeni uloh. To mnohdy nemusi platit,
nebot’ inteligentni Zaci mohou stravit vice ¢asu, nezli za¢nou fesit lohu. Rozho-
duji se, jak budou fesit ulohu jako celek. Sternberg (1981; cit. dle Sternberg
& Williams, 2002) toto planovani nazyva jako ,,globalni planovani®, oproti ,,lokal-
nimu planovani®, které vyuzivaji mén¢ inteligentni Zaci.

—1-4 INTELIGENCNI KVOCIENT

Nakonci 19. stoleti zavedli francouzsti psychologové Alfred Binet a Théodor Simon
pojem mentalni vék, tedy néco jako dusevni potencial ditéte. V roce 1912 zavedl
némecky psycholog William Stern termin inteligen¢ni kvocient a vyjadril jej jako
¢iselny pomér mentalniho a skute¢ného (tzv. chronologického) véku, nasobeno
stem, tj.

mentalni vék
1Q =100

" chronologicky vek

Primérné 1Q ma hodnotu 100 a odpovidé lidem, u nichz mentalni vék souhlasi
s vékem chronologickym. Od této doby byl hodnoté 1Q pfisuzovan zna¢ny vyznam
a ,,nadani bylo definovano pouze jako vysoce nadprimérny vykon ditéte v inteli-
gencénim testu, nejéastéji chapané jako 1Q = 140 a vice, 1 kdyz pozdé&ji posunula
vétsSina badatell hranici na IQ = 130 (Portesova, 2011: s. 18).

Podle Portesové (2011) se vyznam IQ v 70. letech 20. stoleti zacal piehodnocovat.
Zacalo se projevovat, ze 1Q neni jedinou strankou, ktera ovliviiuje Gspéch ditéte
v pozd¢jsim zivoté. Rovnéz dle Golemana (2011) je IQ jen jednou a nikoli nej-
vyznamnéjsi slozkou pfedpokladu kvality Zivota. Hledal kli¢ k pochopeni, pro¢
zivot jednoho ¢loveéka vzkvéta, zatimco druhy, stejné inteligentni ¢lovek skoncil
ve slepé ulicce: ,,Citové schopnosti jsou vyssim nadanim, jez rozhoduje o tom,
jak dobie dokazeme pouzit ostatni nasSe schopnosti, véetné logického mysleni*
(Goleman, 2011: s. 41). Kritizoval testovani zakl jednostrannymi zkouSkami,
které se zamétovaly prakticky jen na dva typy Skolnich dovednosti, a to na verbal-
ni a matematicko-logické mysleni.

Ptestoze jiz dnes vétsina odbornikl souhlasi s ndzorem, Ze inteligen¢ni kvocient
neni dostate¢nym ukazatelem nadani, stanoveni IQ ma své nesporné vyhody, diky
nimz dodnes pietrvava méfeni 1Q u zaka a poté jejich zafazovani do urcitych
kategorii. Vyhodami jsou snadnd méfitelnost pomoci standardizovanych testti
a snadné rozdéleni zakl do jednotlivych interval podle 1Q. Z téchto diivodi uve-
du teorii stanoveni stupné nadani podle IQ.
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Podle vyse inteligenniho kvocientu 1ze odvozovat rizné stupné nadani. Inteli-
gencni kvocient vyjadiuje hodnotu vykonu urc¢itého jedince na stupnici, v niz
¢islo 100 znamena pravé pramérny vykon. Cisla mensi nez 100 znaéi riizné stup-
n¢ podprumérnych vykont a ¢isla vétsi nez 100 znaci rizné stupné nadprimeér-
nych vykont (Havigerova, 2011). Vykon Ize rozdé&lit do urcitych intervalii. Ve
vyzkumech (napi. Nordby, cit. dle Havigerova, 2011; Foitik & Foitikova, 2007)
jsou standardné uzivany tyto intervaly a oznaceni (Tab. 1).

Tab. 1 Jeden ze zpiisobii rozdéleni vykonu v inteligencnim testu do intervali

1Q Oznacdeni urovné kognitivnich schopnosti jedince | Vyskyt v populaci
115-129 | Bystry jedinec 14,0 %
130-144 | Nadprimérné nadany 2,0 %
145-159 | Vysoce nadany 0,1 %

Podle Laznibatové (2001) jsou rozdily v pasmech intelektu nad 140 velké a vyraz-
né. ,,Nad hranici 130 — a to kazdych 15 bodd, jde o jiny typ inteligence. (...) Vyko-
ny déti s 1Q 145 oproti détem s 1Q 130 jsou asi takové, jako kdyz porovname vykon
déti s 1Q 130 a 115 (s. 32). Je-1i 1Q vyssi nez 180, mluvime obvykle o genialité.

Zcela jiné intervaly pro miru intelektového nadani nachdzime u Gagného (2005:
s. 109), a to nasledujici:

Tab. 2 Gagného metricky systém intervalii v populaci nadanych / talentovanych
(Gagné, 2005)

1Q Oznaceni Vyskyt v populaci
120-134 Mirné nadany 1:10

135-144 Stfedné nadany 1:100

145-154 Vysoce nadany 1:1 000

155-164 Mimotadné nadany 1:10 000

165 a vice? Extrémné nadany 1:100 000

Podle vyse inteligenéniho kvocientu l1ze rozliSovat mezi détmi nadanymi a bys-
trymi. Jako hranice bystrosti byva udavana hodnota IQ 115 a jako hranice nadani
hodnota IQ 130. Rozdily mezi détmi bystrymi a nadanymi jsou ve vyuce patrné.

2V Ceské republice neexistuje test, ktery by méfil intelektové nadani v takto vysokych

pasmech.
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Bystré déti jsou Sikovné, dobfe se uci a vyhovuji jim bézné pouzivané vyukové
postupy a formy uceni. Rozumové nadané déti ¢asto nejsou uspokojovany béz-
nymi postupy, vyzaduji individudlni pfistup. Laznibatova (2001) upozornuje,
ze v bézné vyuce vznikaji problémy v disledku velkych rozdilti v tempu uceni,
schopnosti abstrakce, v kombinac¢nich schopnostech, ve vyjadfovani, v mysleni
aj. u riznych skupin zaku. Vyrazné rozdily lze sledovat rovnéz mezi zaky
bystrymi (Sikovnymi, dobfe se ucicimi) a intelektové nadanymi. Poukazuje na to
Cvetkovic-Lay (1995, cit. dle Laznibatova, 2001), viz Tab. 3.

Tab. 3 Rozdily mezi bystrym a nadanym ditetem (Laznibatova, 2001: s. 87)

Bystré dité Mimoradné rozumové nadané dité

Zna odpovédi Klade otazky

Zajima se Je az neodbytné zveédave

Ma dobré napady Ma neobvyklé napady

Odpovida na otazky Zajima se o detaily, rozpracovava, dokoncuje
Je vidcem skupiny Je samostatné, ¢asto pracuje samo

Se zajmem nasloucha Projevuje silné emoce, ptitom nasloucha
Lehce se uci Vsechno jiz vi

Je oblibené u vrstevnikt Ma radgji spolecnost starSich déti a dospélych
Chape vyznamy Samostatné vyvozuje zavery

Vymysli tlohy a Gspésné je fesi Iniciuje projekty

Piijima tikoly a posluiné je vykonava | Ukoly piijimé kriticky, d&la jen to, co ho bavi
Presné kopiruje algoritmy tloh Vytvaii nova feSeni

Dobie se citi ve Skole Dobie se citi pfi uceni

Pfijima informace, vstiebava je Vyuziva informace, hled4 nové aplikace
Dobie si pamatuje Kvalitng usuzuje

Je vytrvalé pfi sledovani Velmi pozorné sleduje

Jespokojené se svymucenimavysledky | Je velmi sebekritické

Jiz bylo zminéno, ze v soucasné dob¢ se nadani nehodnoti pouze na zakladé vyse
1Q. Je patrné, Ze neni vhodné stanovit urcitou hranici 1Q, od niz budeme jedince
povazovat za nadané a pod niz se o né nebudeme zajimat. IQ samo o sob¢ fekne
sice o zakovi mnohé, ale urc¢it¢ ne vSe. Pfi vzdélavani zaku je tieba veédet, Ze jiz
bystré déti mohou mit v matematice velmi dobré napady, mohou mit zajimavé
ptistupy k fesSeni tiloh, a hlavné si v budoucnu mohou vybrat povolani, v némz
budou matematiku aktivné pouzivat.
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—1-5 NOVEJSi POHLEDY NA TEORII INTELIGENCE A NADANI

Psychologové si postupné uvédomovali, Ze nadani nelze ztotoznovat s celkovou
inteligenci. Rlizni zaci mohou mit nadpriimérné rozvinuty nékteré slozky inteli-
gence, zatimco v jinych oblastech jsou slabsi. Howard Gardner v roce 1983 vytvo-
fil teorii multiplikativni inteligence, v niz rozlisil osm relativné nezavislych
inteligenci (Gardner, 2006):

1. Jazykova inteligence, pouzivana pfi ¢teni textl, psani (napf. eseje nebo basng),
souvislém mluveni a porozuméni prednaskam.

2. Logicko-matematicka inteligence, pouzivana pii feSeni matematickych pro-
blémd, at’ uz slovnich nebo pocetnich, provadéni matematickych nebo logickych
dukazu.

3. Prostorova inteligence, pouzivana v kazdodennim zivoté pii orientovani se
v prostoru.

4. Muzikalni inteligence, pouzivana pfi hrani na hudebni nastroj ¢i zpivani, ale
také pfi porozuméni poslouchané hudbe.

5. Télesné-kinesteticka inteligence, pouzivana pti sportovani, pohybu.

6. Interpersonalni inteligence, pouzivana pro porozuméni, pro¢ se druzi lidé
chovaji tak, jak se chovaji, pti rozhodovani se, jak vhodné reagovat na komen-
tafe druhych lidi.

7. Intrapersonalni inteligence, pouzivana pii porozuméni sama sob& — pro¢
pfemyslime, citime a kondme urcitym zptisobem — a poznani nasSich silnych
stranek a limitd.

8. Prirodni inteligence, pouzivana pii porozumeéni Zivé a nezivé piirode.

Kazdy clovek, nejen nadany, ma jednotlivé slozky inteligence rtizné rozvinuté.

Muze se naptiklad stat, Ze jedinec mé vysokou logicko-matematickou inteligen-

ci, ale ma méné rozvinutou interpersonalni inteligenci. Nékdo je vysoce nadany

na jazyky, ale logicko-matematicka inteligence je u n¢j na nizké urovni. A tak
podobné.

Nabizi se otazka, zda je inteligence zcela neménny atribut, dany pouze dédi¢nos-
ti a geny. Alfred Binet, ktery jako prvni sestavil v roce 1905 test inteligence, byl
presvédcen, Ze inteligence se mize rozvijet po cely Zivot (Campbell, 2001). Jeden
z jeho zakl, Lewis Terman, byl naopak nézoru, ze 1Q je po cely zivot neménny
a je dan geneticky. V Americe pfevazovalo Termanovo stanovisko po vétSinu
20. stoleti. Jesté dnes néktefi autoti zastavaji prevahu genetického podminéni 1Q,
napi. Herrnstein a Murray (1994) argumentuji tim, ze individualni diference 1Q
se stabilizuje ptiblizn€ v Sesti letech véku. Od této chvile je tedy podle nich
neménna bez ohledu na zpiisoby vzdélavani a vychovavani ditéte.

Mnoho psychologii dnes véti, Ze inteligence mize byt modifikovana (Sternberg
& Williams, 2002). Byla ptijata idea genové-environmentalni interakce, v niz se
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kombinuji genové vlivy a vlivy prostfedi. Také Carol Dweck uvadi, ze inteligence
je sice vrozena kvalita kazdého jedince, ale vedle gentl je stejné dilezité prostiedi,
ve kterém se jedinec nachdzi. Aby geny mohly byt uspésné vyuzity, je potieba
podnétného prostiedi, umoziujiciho spravny vyvoj (Dweck, 2006).

Joseph Renzulli rozliSuje mezi $kolnim nadanim a tvorivé-produktivnim nada-
nim. Tvofivé-produktivni nadani maji lidé, ktefi tvofi literarni dila, divadelni dila,
provadi védecky vyzkum nebo vytvareji jiné hodnoty, které jsou ohodnoceny ve
svété mimo Skolu (Renzulli, 1978). Podle n&j nemusi byt lidé, ktefi jsou nadani
v oblastech souvisejicich se Skolnim vzdélavanim, tvofivé-produktivné nadani
a také naopak. Renzulli (2005) uvadi, ze ze sedmi druht inteligence, které formu-
loval Gardner, jsou ve Skole ohodnoceny dva druhy inteligence — jazykova a logic-
ko-matematicka.

Renzulli (1978) se zabyval vyzkumem tvorivé-produktivnich lidi, kteti dosahli
v urcité oblasti jedine¢nych vysledkil a pro néz nebylo mozné najit kritérium,
které by urcilo jejich nadani. Tito lidé se vSak vyznacovali interakei tii vlastnosti,
a to nadprimérnymi schopnostmi (nemuselo jit 0 mimotadné schopnosti), tvofi-
vosti a angazovanosti v ikolu. Z nich vytvoftil v roce 1978 tzv. tfikruhovy model
nadani, viz Obr. 1.

v Ukolu

Obr. 1 Graficka reprezentace Renzulliho tiikruhové koncepce nadani
(Renzulli, 1978: s. 3)

V roce 1986 upravil Monks Renzulliho tfikruhovy model na multifaktorovy
model (Obr. 2), ktery zahrnuje i komponenty prostfedi. Monks tedy chape nadani
jako potencial jedince pro mimofadné ¢i vyznacéné vykony v jedné nebo vice
oblastech (Monks, 1987), avSak upozornuje, Ze aby mohl byt potencial jakoZzto
charakteristika jedince, dana jeho motivaci, kreativitou a mimofadnymi schop-
nostmi, smysluplné vyuzit, musi mit jedinec podnétné socialni prosttedi, tvorené
zejména Skolou, rodinou a vrstevniky.

'|8_|_



skola rodina

mimoradné
schopnosti

vrstevnici

Obr. 2 Monksiiv multifaktorovy model nadani (Monks, 1987: s. 216)

-1-6 RUZNE TYPY NADANYCH ZAKU

George Betts a Maureen Neihart (1988; 2017) zavedli Sest profilii nadanych déti,
které jsou uznavané americkou Narodni asociaci pro nadané déti’:

1.

Uspésné déti, které jsou oblibené u ugitelii, obdivované spoluzaky i rodici; maji
excelentni vysledky ve Skole a jsou Casto vytipovany uciteli; tyto déti, jakoz
i déti z dalSich profilt, se ve Skole snadno za¢nou nudit.

Autonomni déti, které jsou obdivované pro své schopnosti, jsou vnimany jako
t1, kteti uspé&ji; maji dobré sebevédomi, vysokou vnitini motivaci; mivaji dobré
znamky.

Skryvaéi nadani (,,underground gifted), ktefi ptisobi tiSe a ostychave, jako
malo odolni a precitlivéli, jsou vnimani jako uspés$ni primérni; nejsou si jisti
sami sebou, maji nizké sebevédomi; ve Skole nebyvaji identifikovani.
Defenzivni odpadlici, ktefi jsou vnimani jako neposlusni, nepfijimaji je do-
spéli ani vrstevnici; jsou stale v opozici, maji na vSe vztek; objevuje se u nich
nesoulad mezi inteligenci a Skolnimi vysledky, jsou vynikajici v mimoskolnich

7~

aktivitach. Tato skupina také byva u nas oznacovana jako podvykonni Zaci.

Provokatéri (kreativni rebelové), kteti mivaji problémy s disciplinou, plisobi
jako iritujici; ve Skole se rychle za¢nou nudit, jsou netrpélivi, ¢asto v opozici,
maji nizké sebevédomi; ve skole nebyvaji identifikovani.

National Association for Gifted Children, Washington: https:/www.nagc.org/
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6. Déti s dvoji vyjimecnosti (nadané déti s fyzickym hendikepem c¢i s poru-
chou uceni), které byvaji vnimany jako divné a hloupé, ostatni déti se jim
vyhybaji; nedokazou reagovat na pozadavky ucitele, jsou frustrované, maji
nizké sebevédomi, nechapou pticiny svych tézkosti; potiebuji velkou podporu.

Mezi uvedenymi profily nadanych zaku jsou pro ucitele komplikované zejména
profily podvykonnych nadanych zakt a déti s dvoji vyjimecnosti. U téchto skupin
zaku se projevuje nesoulad mezi nadanim (Casto i identifikovanym v PPP) a skol-
nimi vykony. Z tohoto diivodu se nyni témito dvéma skupinami nadanych zaku
budu zabyvat podrobnéji.

—1-6-1 Podvykonni nadani 2aci

Podvykonnymi détmi rozumime déti, které dlouhodobé Skolsky neprospivaji
a pottebuji specialni péci, nebo prospivaji (mohou mit dokonce samé jednicky), ale
nenapliuji sviy potencial (Siegle, 2012). Podvykonnost miize mit rizné pficiny:
neptiméfeny tlak okoli na dité¢ (at’ uz maly nebo naopak velky), touha zatadit se
mezi vrstevniky, nizké sebevédomi aj.

Podvykonné nadané déti maji spoleéné znaky, které se projevuji v oblasti uceni
i chovani. V oblasti uceni se jedna zejména o tyto znaky: zak z n¢jakého divodu
zatajuje své vysoké schopnosti (napf. se snazi o ptfizen vrstevnikil); ma chabé
pracovni navyky, malou vydrz, nedokonéuje praci; obecné ma malou schopnost
pozornosti, ale dokdze se koncentrovat u ¢innosti, které jej bavi; je frustrovan
necinnosti a nedostatkem podnéti; casto o vsem diskutuje, ale mé malou schopnost
naslouchat atd. (Thomson, 2006). V oblasti chovani se jedna nejcastéji o tyto zna-
ky: nedodrzuje pravidla kolektivu, je konfronta¢ni; neudrzi pozornost; ignoruje
potfeby druhych; vyrusuje spoluzdky; mize se jevit znudény, frustrovany, tvrdo-
hlavy a nespolupracujici; mize se zdat, ze zabiji cas a je duchem neptitomny;
nema trpélivost se spoluzaky, ktef'i pfemysleji pomaleji; nekomunikuje dostate¢né
se spoluzaky ¢i ucitelem; preferuje samostatnou praci a vénuje se vlastnim zajmtim;
citi se omezeny restrikcemi, pracuje vlastnim zpiisobem a tempem atd. (Thomson,
2006). Snad kazdy ucitel se setkal se zakem, ktery se projevoval prave takto. Je-li
nekonformni chovani zdka zpisobeno podvykonnosti, Zak potfebuje ze strany
ucitele pomoc a trpélivé vedeni, aby se postupné¢ zacal uplatiiovat a rozvijet jeho
talent.

-1-6-2 Zacis dvoji vjjimeénosti

Dvoji vyjime¢nost je kombinace nadani a urcitého postizeni ¢i specifickych poti-
7i, které mohou ovlivnit uceni. Nejcastéji se jedna o dyslexii, dysgrafii, dysorto-
grafii, dyspraxii, Aspergertiv syndrom, ADHD apod. Déti s dvoji vyjimecnosti
vyzaduji individudlni ptistup a velkou trpélivost od ucitele.
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vrow

Nadané déti s poruchami uceni, nejcastéji s dyslexii, tvoii nejvetsi ¢ast skupiny
nadanych s handicapem. Zaroven jde o jedinou skupinu nadanych s postizenim,
u niz nemusi byt jejich handicap zjevny a napadny (PorteSova, 2011).

Definic dyslexie existuje mnoho a ¢asto jsou nejednotné. Portesova (2009: s. 20)
uvadi nejéastéjsi vymezeni dyslexie jako ,,neo¢ekavané obtize ve ¢teni, jez exis-
tuji u jedinci, kteti maji normalni nebo nadpriimérnou inteligenci, motivaci
a odpovidajici vzdélavaci podminky k dosazeni plynulého ¢teni. Obtize ve ¢teni
vznikaji na zakladé¢ urcitého handicapu, deficitu.“ Jedna se tedy o deficitni vyme-
zeni dyslexie. Toto pojeti chape dyslexii jako problém, ktery je mozné v nékterych
ptipadech kompenzaci zmirnit.

Nektefi autoii vymezuji pozitivni pojeti dyslexie (napt. West, 2009), které pied-
pokléada, Ze jedinci s dyslexii jsou velmi Casto nadani, a to zejména ve vizualné-
-prostorové oblasti a tvofivosti. Podle téchto autorti neni vhodné hodnotit dyslexii
jako deficit nebo dokonce zdravotni postizeni. Adekvatngjsi je podle nich vymezit
dyslexii jako odlisny zplsob zpracovani informaci, jako vzdélavaci odliSnost
(Portesova, 2009). West (2009) zminuje, ze fada dyslektikli disponuje urcitymi
schopnostmi, zejména vizualné-prostorovymi schopnostmi, které by byly zcela
opomijeny, pokud by byla pozornost upfena pouze na jejich deficity a handicapy
a na reedukaci téchto deficitli. V tomto pojeti jsou dyslexie a nadani dva aspekty
téZe véci.

Rovnéz americky neurolog Geschwind (1982) zastava hypotézu jednoty deficitu
a nadani, v niz dyslexie a nadani jsou dva aspekty téhoz. Jak je ohodnotime, zale-
zi pouze na situaci a kontextu.

Cteni neni jedinou oblasti, v niz mohou mit Zaci s dyslexii problémy. Ruizicka (2014)
upozoriuje na ¢astou koincidenci dyslexie a feCovych vad. Déti s dyslexii mivaji
opozdény vyvoj feci, Spatnou vyslovnost nékterych hlasek, mluvi rychle a ledaby-
le, neartikuluji.

PorteSova (2011) déle upozoriiuyje, Ze dle nékterych autorti (napt. Dixon, 1983) lidé
s dyslexii upfednostiuji neverbalni zpiisob mysleni, a to je mnohem rychlejsi nez
mysleni verbalni. Z toho divodu mohou mit nadani s dyslexii problém plynule
vyjadfovat své myslenky.

Nadané déti s dyslexii pottebuji od ucitele matematiky podporu a pomoc v oblas-
ti ¢teni a psani matematickych zapist, aby se eliminovaly numerické chyby,
aby dokazaly ¢ist s porozuménim jak texty slovnich uloh, tak symbolicky zapis.
Mivaji problémy s udrzenim pozornosti. Ucitel by mél byt pfipraven (odborné
1 moralné) na to, Ze zaci s dyslexii potfebuji vice ¢asu na plnéni ukolt.

Néroc¢na je pro ucitele kombinace naddni a Aspergerova syndromu, jedné z po-
ruch autistického spektra.

Porucha autistického spektra (PAS) je celozivotni neurovyvojova porucha, ktera
ma vliv na socidlni a komunikac¢ni schopnosti jedince, tzn. ovliviiuje to, jak se
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doty¢ny chova k ostatnim a jak s nimi komunikuje. Dusledkem poruchy je, Ze dité
Spatné vyhodnocuje informace, které k nému ptichazeji (nerozumi dobie tomu,
co vidi, slysi a prozivd) — z toho plyne naruseni v oblasti komunikace, socidlniho
chovani a predstavivosti (Thorova, 2016). Mezi nejcastéjsi zastupce PAS patii
détsky autismus, atypicky autismus a Aspergertv syndrom (téZ nazyvan jako
,socialni dyslexie™) (Thorova, 2016).

Autismus je neurovyvojova porucha, jejiz projevy souvisi s vyzravanim mozku.
Jde o poruchu vrozenou. Z hlediska neuropsychologického problémy ditéte vyve-
raji z potizi s vnimanim (pfijmem) informaci, zpracovanim informaci (problémy
v oblasti emoci a mysleni) a integraci informaci (oblast metakognice a exekutivnich
funkci) (Thorova, 2016). Autisté bézné mivaji primérnou az podprimérnou inte-
ligenci. Zhruba v jednom z deseti pfipadt se vSak vyskytuje kombinace autismu
a urcitych vysokych schopnosti (Ptikryl, 1999). Tito lidé projevuji pouze malé ¢i
zadné schopnosti logiky, originality a kreativity, maji vSak fenomenalni pamét.
Sami neumi své schopnosti vyuzit a vétSinou jim ani nerozumi a neumi popsat
postup, jakym dosahli vysledku (Ptikryl, 1999).

Déti s Aspergerovym syndromem mivaji obdobné problémy jako déti s autismem.
Intelektove jsou dobte vybavené, avsak celkovy profil schopnosti v inteligen¢nich
testech byva u téchto déti dosti nevyvazeny (Attwood, 2012). Mivaji fenomenalni
pamét’. Dit€ s Aspergerovym syndromem si sice obdivuhodné vybavi nejriiznéjsi
informace, umi vysvétlit vyznam nejriuznéjsich slov, ale feSeni problému nebyva
jeho silnou strankou (Attwood, 2012). Jedinci s Aspergerovym syndromem miva-
Jji potiZe s pruznosti mysleni, neboli maji pfesné nalinkovany zplsob uvazovani,
ktery se obtizn€ méni; vyznacuji se rigidnim myslenim, nedokdZzou se ptizplsobit
zménam, neuméji priznat selhani (Attwood, 2012).

Lidé s Aspergerovym syndromem mohou byt nadani témét ve vsech oblastech
(v oblasti literarni, v psani poezie, v pamétovych dovednostech); jsou mezi nimi
rychloc¢tenari, lidé s vynikajicim matematickym a logickym uvazovanim, Sachis-
té, malifi (Thorova, 2016). Mnoho zakd s Aspergerovym syndromem ma zdjem
o matematiku. Tito lidé vysokou rychlosti provadi aritmetické operace. Maji jiny
zplsob mysleni; postupy, které nam leckdy pfipadaji podivné, jsou pro né mnohem
srozumitelnéjsi a snadné&jsi nez ty, jez oznacujeme za klasické (Attwood, 2012).

Jedinci s Aspergerovym syndromem zdanlivé nemaji zajem o komunikaci s dru-
hymi, ptitom vétSina z nich touzi po kontaktu s druhymi lidmi. Problémem je to,
ze nevi, jak v danych situacich reagovat. Mnohdy proto reaguji nevhodnym zpii-
sobem (zahlcuji druhé lidi svym tématem, ktici apod.) (Bélohlavkova, 2013).
Jestlize se jim kontakt s druhymi opakované nezdafi, cilené ho jiz nevyhledavaji.
Jsou spise individualisté nez tymovi hraci; skupinové aktivity pro né totiz pred-
stavuji zdroj stresu (Attwood, 2012). Détem je potieba pomoci nacvikem socialnich
dovednosti, zejména v oblastech emoci, neverbalni komunikace, komunikace
a vztahi s druhymi lidmi.
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U déti s Aspergerovym syndromem je nevyhnutelnd spoluprace ucitele s rodici.
Rodic¢ je pro ucitele dilezitym zdrojem informaci. Rodi¢ uciteli popiSe zatézové
situace, vysvétli, co u ditéte spousti negativni prozivani, a mize nabidnout navod
na to, jak zatézovym situacim predchazet a jak je tesSit. Ucitel mize upravovat
vzdélavaci proces podle potfeb ditéte a svym postojem a chovanim vici ditéti
s Aspergerovym syndromem vést kolektiv jeho spoluzaki k pochopeni odlisnosti
téchto lidi (MiSovcova, 2014).

Kombinace naddani a ADHD (poruchy pozornosti s hyperaktivitou) vyzaduje od
ucitele trpélivost, nebot’ tito zaci maji tendenci opakované vyrusovat, zabyvaji se
jinymi ¢innostmi, nez jsou zadany ucitelem, maji potifebu pohybové aktivity béhem
hodiny. Efektivni metodou je zaméstnavat jejich mentalni aktivitu kvalitativné

Vv

-1-7 MATEMATICKE NADANI

Pro vykony v matematice je urcujici typ inteligence. VSeobecna inteligence nemu-
si zcela korespondovat s matematickymi schopnostmi zaka. Z Gardnerovych (2006)
sedmi druhti inteligence, které byly uvedeny vyse, mohou ovliviiovat matematické
schopnosti verbalni inteligence (feCové schopnosti, diky nim zaci mohou dobfte
analyzovat slovni ulohy), logicko-matematicka inteligence (schopnost rozpo-
znat, v ¢em spociva problém, a vytesit jej) a prostorova inteligence (uplatiujici
se nejvice v geometrii).

Pro pochopeni matematického nadani je dalezité uvédomit si, ¢im se vlastné lisi
matematicky nadané déti od ostatnich skupin déti. Psychologové se v této souvis-
losti zabyvali fenoménem zobecnovani a pokouseli se propojit schopnost zobec-
novat s hladinou inteligence (Sternberg & Detterman, 1979) a s komplexni schop-
nosti fesit problémy (Frensch & Sternberg, 1992). Greenes (1981, cit. dle Sriraman,
2008) tvrdi, ze matematicky nadané déti se 1isi od ostatnich skupin déti schopnos-
ti spontdnné formulovat problémy a pruzné organizovat data, dale schopnosti
abstrakce a zobecnovani. Matematicky nadani Zaci se odlisuji od svych nenada-
nych vrstevnikl vyjimecnou schopnosti usuzovani (House, 1987; Johnson, 1983).
Tito zaci mohou projevovat mimotadnou pamét, schopnost fesit problémové ulohy
neocekavanymi zplisoby, schopnost odhalovat vzorce a vztahy, radost ze zadavani
originalnich problémtl, preferovani feseni problému na abstraktni Grovni, rychlé
uceni, dlouhy interval sousttedéni pti provadéni ¢innosti, které je zajimaji, radost
z matematickych her (House, 1987).

Matematicky nadani zaci maji obvykle jiny zplisob uvazovani nez ostatni zaci,
jejich mysleni je komplexnéjsi, jsou schopni premyslet v Sirokych souvislostech
(Sternberg & Williams, 2002). S tim ale nemusi korespondovat schopnost zapsat
své myslenky tak, aby jim nékdo dalsi rozumél. Pro zaka s vysokou matematickou
inteligenci mize byt vyfeseni problému tak trivialni, Ze viibec nevi, jak by sdélil
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¢i zapsal svlj postup. Proto mnohdy zépis matematicky nadaného zaka spociva
v zapsani vysledku. Jindy zase matematicky nadany zak postup uvede, avSak
symbolice a zplisobu uvazovani nerozumi nikdo jiny nez on sdm. Dovednost vy-
jadfovat své myslenky a zapisovat postup feSeni je mozné u matematicky nadanych
zakl rozvijet.

Matematické nadani Ize zejména u mladsich déti zameénit se schopnosti pocitat.
Schopnost pocitat je jist¢ sama o sob¢é nadanim a nelze ji ignorovat, ale pro mate-
matické nadani nemusi byt nepostradatelna. Straker (1980) uvadi, ze mnozi uspes-
ni matematici o sob¢ fikaji, ze nejsou moc dobfii v aritmetice. Nesoulad mezi
aritmetickymi schopnostmi a schopnosti logického uvazovani miize matematicky
nadaného zaka zpomalovat pii feSeni matematickych {iloh a na ucitele to muze
pusobit dojmem, ze zak je v matematice pomaly, a tudiz nemtze byt nadany.

Matematicky nadané zaky mize v feSeni tloh dale zpomalovat zptisob mysleni,
ktery Sternberg ozna¢il jako globalni planovéani (Sternberg, 1981). Zak pii tomto
zpUsobu uvazovani tilohu analyzuje piedtim, nez ptistoupi k feseni, coz jej mize
zpomalit.

Matematické nadani je uzce spjato s matematickou tvotivosti. Ervynck (1991:
s. 42—-43) vytvoril tfistupiiovy model matematické kreativity:

1. Stupen 0 se vztahuje k pripravné technické fazi, ktera sestava z urcitého
druhu technické nebo praktické aplikace matematickych pravidel a procedur,
aniz by m¢l fesitel povédomi o teoretickém zakladu.

2. Stupein 1 sestava z algoritmické aktivity, kterd primarné spociva ve vytvare-
ni matematickych technik, jako je opakované aplikovani algoritmu.

3. Stupeii 2 se vztahuje ke kreativni (konceptualni, konstruktivni) aktivité.
Tato faze se zaklada na vyuzivani nealgoritmickych rozhodnuti a postupd.
Rozhodnuti jsou Siroce divergentni povahy, zahrnuji moznosti volby.

Matematicky nadani zaci tvoii specifickou skupinu v ramci nadanych zaku. Jejich
zpUsob uvazovani byva velmi komplexni, jak jiz bylo zminéno, a také divergentni
(Ervynck, 1991). Komplexnost jejich mySleni je miize zdrzovat pfi plnéni tkola
a matematicky nadani zaci proto mohou selhavat pii feSeni tiloh na rychlost.
Z téchto divodi je pomérné nespolehlivé identifikovat matematicky nadané zaky
pomoci didaktického testu. Matematické nadani lze spise posuzovat dlouhodo-
bym pozorovanim zéka, jeho schopnosti chdpat nové pojmy, ucit se nové postupy,
pracovat s chybou a ucit se z ni. Pod pojmem matematicky nadany zak proto budu
nadale rozumét Zdka, ktery dlouhodobé vykazuje znaky logicko-matematické
inteligence, ktera podle mého nazoru tizce souvisi se schopnosti zobecnovat a fesit
problémy s lehkosti a vhledem.

Ve vyzkumu budu sledovat odlisnosti ve zptisobu feseni tloh rovnicového charak-
teru u matematicky nadanych zakid v porovnani s ostatnimi zaky.
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—1-8 IDENTIFIKACE NADANYCH ZAKU

Nadané déti byvaji velmi ¢asto vnimany jako déti, které své nadani davaji jedno-
znacné najevo. Proto se o¢ekava, Ze se budou projevovat jako elita a budou dosa-
hovat vyjimecnych vykond.

Identifikace nadanych zakt je komplexni a dlouhodoba zélezitost, na které se
podileji rodice, ucitel, pedagogicko-psychologicka poradna a dité. Problém je nékdy
v tom, ze ucitelé za nadané zaky Casto povazuji ty, ktefi délaji véci jednoduseji,
rychleji a 1épe ve srovnani s vrstevniky. Nadani zaci se obvykle projevuji jinak
nezli spoluzaci, av§ak ne vzdy v pozitivnim slova smyslu.

Ucitel obvykle provadi prvotni identifikaci a doporuc¢i navstévu odborného praco-
visteé, které provede presnou identifikaci. Komplexni psychologicka diagnostika
mimoiadného nadani by dle Standardu komplexni diagnostiky mimoiadného
(intelektového) nadani (kolektiv autort, 2016: s. 35) méla zahrnovat:

* Analyzu dat z rodinné a osobni anamnézy.

* Administraci standardizovaného komplexniho individualniho testu rozu-
movych schopnosti.

e Posouzeni tvofivosti.

+ Zjisténi osobnostnich charakteristik a vlastnosti (véetné socialnich a komu-
nikac¢nich dovednosti).
* Analyzu vysledki pedagogické diagnostiky uciteli zamétfené na rtzné
charakteristiky osobnosti ditéte/zaka a na jejich projevy v jeho chovani.
e Zjisténi specifik prace s ucivem a strategii mysleni (ucebni a kognitivni
styly v€etn¢ metakognitivnich strategii).
» Posouzeni pracovnich charakteristik a volnich vlastnosti (v€etné seberegu-
lace a sebetizeni ve vztahu k uceni).
* Analyzu motivace a z4jmové ¢innosti, pfipadné dle potfeby téz profesni
orientace.
Vyrazna akcelerace rozumovych schopnosti se prokazuje splnénim jednoho z kri-
térii A, B (Standard komplexni diagnostiky mimotadného [intelektového] nadéni,
2016):

Kritérium A: V komplexnim testu inteligence je vazené skore testovaného po
zohlednéni mozné chyby méfeni alespon v jedné ze slozek rozumovych schopnos-
ti nebo v jednom z indexovych skore minimalné dvé smérodatné odchylky nad
prumérem pro danou vékovou skupinu.

Kritérium B: Vazena skore minimalné dvé smérodatné odchylky nad primérem
pro danou veékovou skupinu byly dosazeny v dil¢ich subtestech, které jsou pti
zohlednéni celého profilu rozumovych schopnosti nebo vyjimeéné i samostatné
dobrymi prediktory matematického, technického, prirodovédného, jazykového
nebo humanitniho nadani.
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U matematicky nadanych zakt miize byt problém s prvotni identifikaci nadani.
Jako projev nadani byva vnimana vyssi rychlost feseni problému. Jenze pravé
nadani zaci mohou byt naopak pti feSeni uloh pomalejsi, protoze se k feseni stavi
komplexné. Rychlé feseni problémi a memorovani symbol, ¢isel a formuli nemo-
hou byt povazovany za indikator nadani (Wieczerkovski, Cropley & Prado, 2000).
Z toho diivodu nemusi matematicky nadani Zaci prokazat své vysoké schopnosti
pifi pisemném testovani. Néktefi matematicky nadani Zaci nejsou u testovani
schopni podat vykon, ktery by jejich nadani odhalil (Sternberg & Williams, 2002).
74k miize mit rizné ditvody k tomu, proé v testovani neuspéje. Sternberg a Wil-
liams (2002) uvadeji, Ze nejcastéji se jedna o neschopnost fesit problémy rychle
nebo nechut’ fesit ulohy v okamziku, kdy probihd testovani. Nékdy zaky také
nezaujme typ uloh, které se v testu objevuji. Matematicky nadani zaci mohou také
narazet na sviyj slozity zpiisob mysleni, kvili némuz mohou vybrat komplikova-
néjsi zpusob feseni, ve kterém se dopusti numerickych chyb. Navic, jak jiz bylo
uvedeno, n¢ktefi matematicky nadani Zaci mohou byt slabi v aritmetice. Z uvede-
nych divodi vyplyva, ze pisemné testovani nemusi byt pro matematicky nadané
zaky vhodné a vysoké schopnosti zakl se pfi ném nemusi projevit.

—1-9 NALEPKOVANI NADANYCH ZAKU

Skolni identifikace nadanych zaki maZe byt poznamenana tim, jak ugitelé nahli-
zeji na zaky. Probiha-li kategorizovani lidi podle urcitych vlastnosti, dochazi
velmi Casto k vytvareni opozitnich dvojic, stavéni pojmit do protikladt (Vybiral,
2006). Dichotomie lidské mySleni vymezuji, ohrani¢uji a polarizuji. Stavéji pro-
myslené ,,objekty* proti sob&. Nékdy vybizeji k identifikaci s jednou nebo s druhou
stranou, polarizuji vybér. Stanou-li se z objektti 1lidé nebo jejich vlastnosti, ma
takova ptichylnost k bud/anebo za nasledek zjednoduseny zaver (Vybiral, 2006).
Toto riziko hrozi i pfi kategorizaci zakl podle nadani.

Htibkova (2009) uvadi, ze zak, ktery ve Skole dosahuje mimotadnych vykont
v urcitém predmétu ve srovnani s vykony svych vrstevniki, byva uditeli pova-
zovan za nadaného. Tato predstava o nadéani v détském véku je velmi rozsitena.
Do této kategorie mohou patfit Zaci nenadani, ktefi svymi vykony pievysuji spo-
luzaky, nebo nadani zaci, ktefi své nadani davaji najevo (manifestované nadanti).
Déti, které mimotadné vykony v konkrétnich oblastech jesté nepodavaji, ale byl
u nich psychologickym vySetfenim zjistén osobnostni potencial, ktery s vysokou
pravdépodobnosti umozni podavani takovych vykonia v budoucnosti, jsou potom
oznacovany jako potencidln€¢ nadané, v tomto piipadé se jedna o tzv. latentni
nadani (H¥ibkova, 2009).
Htibkova (2009) vymezuje rizikové skupiny nadanych déti, mezi néz patii:

» Nadané déti s extrémné vysokym IQ a vysokymi specidlnimi schopnostmi.

* Nadani s postizenim, s handicapem nebo se specifickymi poruchami uceni.

* Nadané divky.
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O t&chto détech se $ifi jesté dnes zkreslené piedstavy. Zaci z uvedenych skupin
maji specifické projevy a diky nim je mnoho ucitelti, vrstevnikt a dalsich lidi
nepovazuje za nadané. Za jednu z rizikovych skupin nadanych déti se obvykle
povazuji nadané déti s extrémné vysokym IQ, vétSinou nad 1Q = 150 (Htibkova,
2009). Tyto déti maji velmi rozdilné individualni profily raznych schopnosti.
Mivaji potize s vrstevniky a Casto se ocitaji v socidlni izolaci. Leta Holling-
worthova, kterd provedla ptipadovou studii 12 zakl s IQ nad 180 (Hollingworth,
1942), spattovala pfic¢inu v tom, Ze tyto déti mély zajmy, znalosti i slovni vyjadfo-
vani odpovidajici spiSe dospélému nezli ditéti. U nadanych déti s handicapem se
muizeme setkat s predstavou, ze nadani reprezentuji jeden konec Gaussovy kiivky
a handicapovani konec opacny — nadani se proto s handicapem Casto nespojuje
(Hiibkova, 2009). Nadanymi détmi s poruchou uéeni se zabyva Sarka Portesova,
kterd zjistila, Ze pro mnoho uciteld je nepiijatelnd mySlenka, Zze Zdk mlze byt
soucasn¢ nadany (projev ,,chytrosti*) a soucasné mit poruchu uéeni (projev ,,hlou-
posti®) (Portesova, 2011). Nadané divky jsou ohroZeny ocekavanim okoli, které
ma Casto k nadanym divkam negativni postoj a pfisuzuje nizsi obecnou inteligen-
ci divkam nez chlapciim, a konfliktem nadéani a zenské role (zena jako matka)
(Htibkova, 2009). Damarin (2000) povazuje matematicky nadané divky za dvakrat
znevyhodnéné, protoze spolecnost vinima zdjem o matematiku jako mén¢ akcep-
tovatelny u divek nez u chlapci.

Diezmann a Waters (2002) upozornuji, Ze negativni postoje k nadanym se odraze-
ji posmeésnym oznacenim téchto zaki bud’ jako ,,malych Einsteini* nebo ,,nerda‘.
Z4jmy a schopnosti matematicky nadanych zaka je izoluji od ostatnich zaku

@ X

a identifikuji je jako ,,poznamenanou ¢i ,,deviantni* populaci (Damarin, 2000).

Htibkova a Pachova (2013) se zabyvaly tim, jak cesti ucitelé 1. stupné a ucitelé
matematiky 2. stupné kategorizuji zaky. Dle jejich zjiSténi (na zakladé analyzy
vypovedi ucitelt a ucitelek) je kategorizovani a typizovani zakl velmi casto di-
chotomické, jakoby vychazejici ze zjednoduSené predstavy o existenci vzdy dvou
skupin déti (napt. nadané — nenadané). Autorky uvadeji, Zze pro uditele jsou tyto
kategorie dulezité z diivodu komunikace mezi sebou, avSak hrozi rizikem nalep-
kovani déti.

Htibkova a Pachova (2013) dale zjistily, Ze podle uciteld je uspésnost ditéte v ma-
tematice dana pfedev§im vnitinimi podminkami, jako jsou inteligence, logika ¢i
zralost. Nékteti ucitelé uvadéji, ze pokud zak neni pro matematiku ptirozené nadan,
nemuze v ni byt uspésny. Dalsi problém shledavaji v paméti zakd. Mnozi z ucite-
It uvadgji, ze zaci pouzivaji vyhradné kratkodobou pamét, rychle zapominaji
ucivo, které se ucili diive.

Z hlediska kognitivni dimenze rozd¢€luji ucitelé 1. stupné zaky v podstaté do tii
kategorii: Sikovny (bystry) zak —,,inteligentni, ma lepsi pamét, matematika ho bavi
a ma ji rdd, ma sebedivéru, protoze zazil vice chvil, kdy se mu néco podatilo,
ma viru v sebe, je rychlejsi (Hiibkova & Pachova, 2013: s. 227); primérny zak;
slaby zék — ,,mén¢ inteligentni, mén¢ Sikovny na matematiku, pomaly, neflexibilni,
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zapomene, co dél4, pracuje, jak je zrovna naladén, nevéti si, je vic citlivy* (tamtéz:
s. 227). V matematice Casto zaky deli do skupin logicky typ — mechanicky typ.

Htibkova a Pachova identifikovaly ve vypovédich uciteltt matematiky 2. stupné
dvé kategorie kognitivni dimenze: ,,Dimenze ,nadani‘ zahrnuje zminky ucitelti
vztahujici se k celkové kognitivni trovni ditéte, ¢i ke specifickému matematickému
nadani, casto apriorn¢ danému. Dimenze ,snaha‘ se pak tyka rozdilti mezi détmi,
zpusobenych pili, pe¢livosti ¢i objemem vynalozeného Gsili* (2013: s. 240). Jedna
skupina ucitelti je pfesvédcena, ze pokud chybi nadéani, nedd se nic délat. Jind
skupina ucitelli soudi, Ze snizené nadani je mozné ¢asteéné kompenzovat pili ¢i
ptristupem. Vyjimec¢né ucitelé uvazuji o moznosti rozvoje nadani, mnohem castgji
jde o prostou nahradu nadani za snahu. Autorky si v§imaji, Ze ucitelé paradoxné
hovoti o matematice jakozto predmétu, ktery rozviji logické mysleni, ale nasledné
s ni operuji jakozto s né¢im, co je logickym myslenim podminéno.

Ve vypovédich uciteld rozlisily Hribkova a Pachova (2013) ctyti skupiny zaku:
Zak nadany a snazivy je zak skolsky uspésny, Zak nenadany a nesnazivy je zak
Skolsky netspésny. Dale ucitelé¢ uvadéji kategorii ,,hloupé snazivky* — zak nena-
dany snazivy (ucitelé takto ¢astéji vnimaji divky) a ,,chytrého flinka* — zak nada-
ny nesnazivy (takto vnimaji Castéji chlapce). Dévcata jsou Casto vnimana jako
snaziva, pecliva, s ochotou ucit se postupy, ovsem s horsimi genetickymi pied-
poklady pro matematiku, neochotou pfemyslet. Chlapci jsou vniméni jako nesna-
zivi, lini, neochotni ucit se postupy, ovSem s lepSimi genetickymi predpoklady
pro matematiku, ochotou premyslet, ucit se s porozuménim (Hribkova & Pachova,
2013: s. 251). Havigerova (2011) vysvétluje, ze rozdily v rodovych dispozicich
jsou zpuisobeny rozdily ve struktuie mozku. Zeny maji vice bilé kiiry mozkové,
ktera souvisi s mnohatrovinovymi ulohami a jazykovym nadanim, zatimco muzi
maji vice Sedé kiry mozkové, kterd zodpovida za nadani pro matematiku a pro-
storové ulohy. Genderové rozdily v§ak nemusi znamenat, ze divky jsou na mate-
matiku méné Sikovné.

—-1-10 ZACI NADANI NA MATEMATIKU
A VYUKA MATEMATIKY

Pokud by byli zaci spravné identifikovani, jaky zptisob vzdélavani by pro né mél
byt ptipraven? Zasadnim principem vzdélavani nadanych je dle Monkse a Katzka
(2005) individualizace a diferenciace. Pod pojmem diferencovana vyuka mate-
matiky rozumim vytvotfeni vhodnych podminek pro vzdélavani zakti v matema-
tice vhledem k jejich zvlastnostem a pfedpokladiim. Ve Skolské praxi je realizo-
vana tzv. diferenciace vnéjsi (podle typu skol, pripadné tfid — Skoly nebo tiidy
s rozsifenou vyukou matematiky) a diferenciace vnitini (vyuka matematiky
v ramci jedné tiidy). Vnitini diferenciace se uplatiuje tam, kdy v jedné t¥idé vzdé-
lavame zaky s riznymi predpoklady, schopnostmi, s riznym tempem prace,
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specifickymi vzdélavacimi potfebami aj. Vnitini diferenciace se zpravidla reali-
zuje tzv. individualizovanou vyukou (Pricha et al., 1998). Pod pojmem individu-
alizovana vyuka rozumim vyuku zdka v béZné tfid¢, kdy se zaméfujeme na obsah
uciva, styl vyuky, metody prace a specifické zvlastnosti zaka. Cely proces vyuky
je ptizptisoben vzdelavacim potfebam konkrétniho zZaka. Zaméfujeme se na
vybér vhodnych metod prace, které podporuji rozvoj tvotrivych schopnosti zaka
a zvySovani jeho samostatnosti pfi vyuce matematiky (Priicha et al., 1998).

Rovnéz Borland (2005) uvadi, ze bychom se méli vice zamétovat na diferenciaci
kurikula, aby vSechny skupiny zakl byly ve vyuce uspokojeny. Kritizuje vzdéla-
vani zakd zamérené na identifikaci nadaného zaka v ramci urcité definice nadani,
zafazeni do urcité kategorie a podle toho do homogenni skupiny zak, v niZ bude
vzdélavan: ,,Akceptovani téchto (inteligencnich — poznamka autorky) testt jako
platného nastroje objektivni védy vedlo k jejich rozsifenému uzivani ve Skolach,
a to k diagnostikovani, vedeni, seskupovani a snad i kontrolovani déti (s. 4).

Jako mozné zpusoby individualizace vyuky matematiky se jevi zadavani kvalita-
tivné narocnéjsich uloh v ramci hodiny (ovSem s naslednou diskusi nad feSenim
ulohy) v souboru gradovanych tloh (Hejny, 2014), zadavani pracovnich listd se
zajimavymi Glohami, nabidka matematického krouzku, ptiprava Zak na matema-
tické soutéze apod. Ne kazdému zakovi lze v§ak doporucit Matematickou olym-
piddu, ktera je vzhledem k naro¢nosti ur€ena pro matematicky nadané zaky.
Neuspéch v soutézi mize nékteré zaky silné demotivovat. Dalsimi soutéZzemi jsou
napt. Matematicky klokan ¢i Pythagoridda, jejichZ naro¢nost je nizsi, a tim jsou
vhodné pro $irsi spektrum zakd. Ugast zakd na matematické soutdzi maze ovliv-
novat postoje zakll k matematice, tfeba kvili tomu, Ze se na soutézich objevuji
Skolsky netypické ulohy. Novakova (2016) naptiklad uvadi, ze Matematicky klokan
muze prispét k celkové pozitivni zméne pohledu na matematiku. Déle zminuje,
ze uspesni fesitelé Matematického klokana se neziidka najdou 1 mezi zaky, ktefi
majina vysvédceni z matematiky trojku nebo ctyiku. Domniva se, Ze tito Zaci maji
podstatné vyssi potencial, nez mohou projevit v hodinach matematiky.

Aby mohl ucitel efektivné pracovat nejen s zaky béznymi, ale i s Zaky nadanymi,
je nutné, aby k tomu byl diikladné teoreticky ptipraven, a navic mél ochotu véno-
vat energii zakiim, ktefi nezapadaji do stfedniho proudu. U nadanych zaku je
navic nezbytné, aby matematické znalosti a zkuSenosti vyucujiciho byly na dobré
urovni, aby ucitel mohl s nadanymi zaky o matematice diskutovat.

—1-11 RESITELSKE STRATEGIE U NADANYCH 2AKU

Nadani zaci maji rozdilné schopnosti, ze kterych vychézeji pti feSeni problémovych
uloh. Podle nékterych studii jsou nadani Zaci Gispésni v téch ¢astech feSeni pro-
blému, které jsou spojeny s organizovanim dat, pouzivanim pravidel, modifikaci
zadani, s porozuménim komplexnim problémtim a vyhledavanim relevantnich
udaju (Miller, 1990).
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Nadani Zaci jsou mnohdy schopni projevovat matematické dovednosti jako jejich
starsi spoluzaci (Sowell et al., 1990). Pfi feSeni problému nejednou pouzivaji
matematicky aparat, ktery zatim nebyl ve vyuce probiran. To souvisi s akceleraci
rozumovych schopnosti nadanych zaku, ktera se v matematice projevuje tim,
ze zaci si osvojuji ucivo rychleji nez vrstevnici. Jak uvadi PorteSova (2011),
ze zkusenosti s nadanymi détmi vyplyva, ze vétsina déti, u kterych se v utlém véku
projevi napadna akcelerace rozumovych schopnosti, si ur€ity vyvojovy naskok
pred svymi vrstevniky udrzi trvale. Existuji i déti, které v utlém veéku projevuji
v matematice zrychleny vyvoj, ale v urcité fazi se ve vyvoji zpomali a posléze
jsou jejich schopnosti srovnatelné se schopnostmi vrstevnikt (Portesova, 2011).
U nékterych nadanych déti se naopak miizeme setkat s pozdé&jsi akceleraci rozu-
movych schopnosti (Portesova, 2011). Renzulli (1978) uvadi, Ze nadani zaci maji
dle nekterych autorti pfedpoklad byt lepsi fesitelé matematickych problému nez
bézni zaci stejného veéku, avsak upozornuje, ze tito zaci nemusi byt uspésni ve
standardizovanych testech. U téchto zakli mlze byt tedy problém odhalit nadani
testovanim.

Jelikoz nadani zaci maji rozvinutéj$i dovednosti kvantitativniho a kvalitativniho
mysleni, jejich dovednost fesit problémy je mnohem vétsi nez u béznych zaku
(Knepper, Obrzut & Copeland, 1983).

Vyzkumnici, ktefi se zabyvali feSenim probléma nadanymi zaky 2. stupné, se
vétsinou zaméfovali na feseni nerutinnich problému. Zjistili naptiklad to, Ze na-
dani Zéci travi vice Casu ¢tenim zadani a jeho interpretaci vlastnimi slovy (Garo-
falo, 1993; Sriraman, 2003).

Linsell (2009) sledoval fesitelské strategie u uloh rovnicového charakteru a porov-
naval, jaké strategie voli zaci nadani a jaké bézni Zaci. Dosel k zavéru, ze nadani
zaci obvykle pouzivali sofistikovanéjsi strategie pro jednodussi ulohy a piesli
k metodé pokusu a omylu u slozitéjsich tloh. Mén¢ nadani zaci pouzivali metodu
pokusu a omylu u jednodussich tiloh, zatimco slozit&jsi illohy nebyli schopni fesit
zadnou strategii.

Autofi vyzkumi vétSinou nerozlisuji zaky nadané a matematicky nadané, piesto-
ze matematické nadani je klicové zejména pfi feseni problémovych tloh.

V mém vyzkumu jsem se v€novala zpiisoblim feSeni matematickych tloh nada-
nymi zaky. Zvazovala jsem, jaké typy uloh zakiim zadavat, pokud chci sledovat
specifické ptfistupy i matematicky nadanych zaku. Dle literatury maji nadani zaci
schopnost fesit s lehkosti a vhledem problémové ulohy. Z toho dtiivodu jsem vybra-
la illohy rovnicového charakteru, které jsou typické tim, Ze je lze fesit aritmeticky
i algebraicky. Zaci tedy maji moznost vybrat fesitelskou strategii dle svych schop-
nosti.

V nasledujicim textu pojednam o typech téchto uloh z teoretického hlediska.
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-2- ULOHY
ROVNICOVEHO
CHARAKTERU

-2-1 VUYMEZENi POJMU

Pod pojmem matematicka dloha rozumim vsechny ulohy, které je mozné fesit
matematickymi prostfedky (Kvéton, 1982). Jejich soucasti je také illoha slovni.
Novotna (2000) uvadi, ze pro slovni tlohy neni sjednocena terminologie, a z toho
diivodu neni v literatufe ustaleno jednotné vymezeni pojmu slovni tloha. Blazko-
va, Matouskova a Vanurova (2011a) definuji slovni tlohy jako ulohy, ve kterych je
souvislost mezi danymi a hledanymi udaji vyjadiena slovni formulaci. Mnoho
autoril pfi vymezeni pojmu slovni uloha vychazi z nazoru, Ze slovni ulohy jsou
takové ulohy, které maji sviij namét v néjakém realném, ¢i pseudo-realném kon-
textu. Kufina (1989) uvadi, ze ,,slovni tloha je tloha, kde je obvykle popsana ur-
¢itd realna situace a ukolem fesitele je urcit odpovédi na polozené otazky* (s. 61).

Postup, jenz z dané realné situace s redlnym problémem vede k uloze matematic-
ké nebo k matematické formulaci danych vztahtl, se nazyva matematizace realné
situace (Divisek, 1989). K matematizaci situace mize zak vyuzit znamy algoritmus,
mize mu pomoci obrazek, ve kterém budou znazornény vztahy mezi veli¢inami,
a muze také pouzit logickou tivahu, pomoci niz si uvédomi hledané vztahy.

Kazda slovni tloha obsahuje udaje, tj. Cisla, ktera potfebujeme k tomu, abychom
mohli odpovédét na otazku. Casto je volba operace ovlivnéna tzv. signalnim slo-
vem, neboli slovem, které ma byt spojeno s urcitou operaci. Toto slovo je v zahra-
nicni literatufe oznacovano jako kli¢ové slovo (Adetula, 1990), ptipadné verbalni
voditko (Nesher, 1976). Adetula uvadi, ze zaci pouzivaji klicova slova jako ,,vice",
»méne*, | ziskal®, , dohromady*, ,,ztratila®, atd. pro vybér operace na zaklad¢ zku-
Senosti. Jestlize se napt. ve slovni uloze vyskytne spojeni ,,0 2 vice nez®, je to
signal k pticteni dvou. Uvadi ptiklad pouziti slova ,,vice™ jako klicového slova
(Adetula, 1990: s. 354): ,,Mlékar piivezl v nedéli o 4 lahve mléka vice nez v pon-
déli. V pondéli privezl 7 lahvi. Kolik lahvi pfivezl v nedéli?*
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V ptipadg, ze takové slovo fesitele zavadi k jiné nez spravné operaci, jej nazveme
antisignalem (Hejny, 2014) nebo distraktorem (Adetula, 1990; Nesher, 1976).
Ne&kteti zahrani¢ni autofi oznacuji tlohy s antisignalem jako nekonzistentni tilo-
hy (Fuson et al., 1996). Uloha s antisignalem miize byt formulovana napf. takto:
Anicka ma 15 koralkii, coz je o 3 vice, nez ma Maruska. Kolik koralkii ma Marus-
ka? Spojeni ,,0 3 vice nez* je signalem k pficteni 3. Ve skutecnosti se ale jedna

o antisignal a Zdk m4 od 15 odecist 3.

Uloha miize také obsahovat Gidaje nadbyte&né. Jedna se o ¢iselné udaje, které nejsou
k vypoctu potieba. Pokud si zak nedokaze pro zadani vytvorit spravnou aritmetickou
predstavu, tyto nadbyte¢né udaje miize chybné vyuzit.

Podle mnozstvi pocetnich vykont, které potfebujeme k feseni, délime slovni tlo-
hy na jednoduché a slozené. Slovni ulohu povazujeme za jednoduchou, jestlize
k jejimu feseni postaci pouzit jeden pocetni vykon (Divisek, 1989). SloZena slov-
ni uloha sestava z nékolika dil¢ich, jednoduchych, na sebe navazujicich slovnich
uloh.

Ve Skole se zaci setkavaji nejcastéji s typickymi slovnimi ulohami, u nichz se
seznami s algoritmem, ktery posléze aplikuji. Problémové tilohy jsou ulohy, k je-
jichz feseni zak nema osvojeny potfebny algoritmus, typ tlohy nezna a tlohu musi
tesit vhledem.

Podle toho, zda v tloze plyne ¢as ¢i nikoli, rozliSujeme dynamické slovni tilohy
neboli tlohy s plynoucim ¢asem, a statické tilohy, odehravajici se v jednom case.

Oddélenég od uloh slovnich byvaji vnimany ulohy, které bych dle klasifikace Vy-
Sina (1962) zaradila do kategorie aritmetické ulohy — ulohy, kde se ma doplnit
nelplny algoritmus neékterého pocetniho vykonu, nebo urcit algoritmus, v némz
jsou jednotlivé Cislice nahrazeny pismeny; jde tedy o ulohy, které slovné popisuji
urcité vztahy mezi Cisly (napt. uloha: Myslim si ¢islo. Kdyz k nému prictu 8 a vy-
sledek vydelim ctyrmi, dostanu 9. Které cislo si myslim?).

Dale budu pouzivat termin algebraicka slovni iloha, ¢imz myslim slovni tlohu,
ktera je feSitelnd algebraickymi prosttedky. Specidlnim ptipadem algebraickych
uloh jsou tilohy rovnicového typu ¢i charakteru, jimiz Hejny (1990) chape rizné
ulohy, které je mozné fesit pomoci rovnice. Rozlisuje tlohy rovnicového charak-
teru podle formy zadéani na slovni a schematické ¢i obrazkové.

Ulohou rovnicového charakteru budu tedy oznacovat slovni ilohu, piipadné arit-
metickou ulohu nebo pocetni geometrickou tilohu, ktera je fesitelna algebraicky,
a to sestavenim rovnice nebo soustavy rovnic.

32_|_



—2-2 HISTORICKY VYV0J RESENI ALGEBRAICKYCH ULOH

Prvni ,,naznaky algebry* spadaji do doby kolem roku 2 000 pft. n. 1., kdy byly fe-
Seny Ulohy, které dnes fesime pomoci rovnic.

Zpocatku nebyly znamy znaky pro pocetni vykony, zapsani rovnosti ¢i nerovnos-
ti mezi Cisly; vSechny vztahy mezi matematickymi veli¢inami byly vyjadfovany
slovy a vétami. Toto obdobi nazyvame obdobim verbalistickym (Polak, 2014).
V Rhindové papyru, pochazejicim ze starovékého Egypta ptiblizné z doby 1650
pt. n. 1., jsou obsazeny slovni ulohy na urceni neznamé veliéiny % (Cte se ,,hau‘).
Muzeme se zde setkat s llohami vedoucimi k linearni (vyjimeéné kvadraticke)
rovnici, napt.: Hromada a jeji ¢tvrtina davaji dohromady 15. V papyru je uloha
fesena metodou fale$ného (chybného) piedpokladu (Polak, 2014). Resitel nej-
prve pfedpoklada, ze hledané mnozstvi je rovno ¢tyfem, protoze ze ¢tyf uréi jed-
noduse Ctvrtinu. Dostava 4 +%-4 =5, tedy tietinovy vysledek. Hledané ¢islo
musi byt proto tiikrat vétsi nez 4, tj. 12. Uvedend metoda se pouzivala v tillohach
se zlomky a jeji princip spocival v tom, Ze ,,falesny piredpoklad byl takové ¢islo,
aby dosazenim ze zlomki vznikla celd Cisla.

V Mezopotamii se od druhého tisicileti pi. n. L. fesily razné tlohy, vedouci k linear-
ni, kvadratické i kubické rovnici a také k soustavam rovnic, napft.: Soucet obsahii
dvou ¢tvercii je roven 1 525 jednotek obsahu. Strana jednoho ctverce je o 5 délko-
vych jednotek vétsi nez dvé tretiny strany druhého ctverce. Vypoctéte délky stran
obou ctvercii (Polék, 2014). U vétsiny babylonskych uloh nemtizeme jednoznaéné
urcit pouzity postup feseni, nebot’ hlinéné tabulky obsahuji jen zadani a ptipadné
vysledek. Ctverce z piedchozi Gilohy maji rozméry 30 a 25 délkovych jednotek.

Kolem roku 500 pt. n. 1. fesili Rekové alohy, které dnes fadime do algebry, geo-
metrickymi prostfedky. K rozvoji algebraické symboliky sice neptispéli, ale roz-
vinuli uzivani geometrickych uvah k feSeni uloh algebraického charakteru.
Hovoiime o geometrické algebfe Reki (Polak, 2014). A% teprve Diofantos
z Alexandrie kolem roku 250 pf. n. 1. ve svém spisu o rovnicich nazvaném Aritme-
tika uzil n€které symboly, které dnes nazyvame algebraickymi. Zavedl znak pro
neznamou a jeji mocniny, znak pro rovnost a znak pro od¢itani (Kvasz, 2007).
Diofantem bylo zahajeno druhé obdobi vyvoje algebry, kdy nékteré vztahy mezi
matematickymi veli¢inami byly popisovany slovy a vétami, jiné byly jiz zapiso-
vany zvlastnimi symboly. Diofantos zavedl n¢které symboly, proto je n¢kdy ozna-
covan za otce algebry (Mares, 2011), avSak Kvasz (2013) oponuje, Ze v jazyce
Diofanta chybéji algebraické operace a jsou pouzity pouze operace s Cisly. Proto
podle n&j Diofantos predstavuje spise jedno ze zavére¢nych stadii antické aritme-
tiky nez zarodek algebry. Toto obdobi nazyvame obdobim synkopickym (Polak,
2014). Trvalo az do konce 15. stoleti n. 1., tj. az do doby, kdy vyvoj v matematice
dospél k zavedeni znakli pro operace a pouzivani pismen ve vyznamu cisel.
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Nejvyznamnéj$im matematikem synkopického obdobi byl tadzicky matematik
al-Chowarizmi (asi 780—850). Shromazdil praktické vypocetni postupy pro
numerické fesSeni matematickych tloh. Vytvofil také praktické postupy pro poci-
tani (s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni) ¢isel, vypracoval podrobné mechanické
postupy pfi feseni rovnic a zvladl pocitani se zlomky (Mares, 2011).

Al-Chowarizmi nepouzival znaky a vSe popisoval slovné. Pro oznaceni mocnin
neznamé pouzival rizné terminy. Pro dnes uzivané x pouzival slovo Sai (véc)
a pro x? slovo mdl (majetek). Pii feSeni ulohy tato slova vypisoval (Kvasz, 2013).
Al-Chowarizmi byl schopen fesit kvadratickou rovnici, a to tak, Ze ji nejdiive
prevedl na tvar, ve kterém vystupovaly pouze kladné koeficienty a u nejvyssi
mocniny byla jednotka. Operace al-dzabr, kterou pii tom pouzival (pokud na
jedné strang rovnice vystupuji Cleny, které je tfeba ubrat, tak se k obéma strandm
pricte odpovidajici hodnota), dala jméno celé nauce o rovnicich (Kvasz, 2013).

NejvyznamnéjSim matematikem stfedoveéké Indie byl astronom a matematik
Brahmagupta (asi 596 — asi 668). Byl mezi prvnimi, ktefi zkouseli zavést algeb-
raickou symboliku, i kdyz jinou, nez jakou uzivadme dnes. Také jeho nasledovnik
Bhaskara II ve 12. stoleti zavadél symboly pro neznamé, avSak ve svych pracich
Ctenate spiSe odrazoval od jejich pouzivani, pokud je mozné problém feSit arit-
metickym tsudkem, naptiklad s vyuzitim poméru (Subramaniam & Banerjee,
2011). Bhaskara II byl dalsim z matematikda, ktefi k feSeni tloh vyuzivali meto-
du fale$ného piedpokladu. Resil napiiklad nasledujici tlohu (Juskevic, 1978):
Ze svazku cistych lotosii byly jedna tretina, pétina, resp. Sestina postupné obéto-
vany bohiim Sivovi, Visnovi ¢ Siurjovi a étvrtina byla obétovina Bhavanimu.
Zbyvajicich sest bylo darovano vysoce vazenému hodnostari. Rychle mi rekni,
kolik bylo lotosui? Bhaskara za pocet lotosii voli ¢islo 60, coz je nejmensi spolecny
nasobek Cisel 3, 4, 5, 6. Pti dosazeni tohoto Cisla do zadani zbyvaji tfi lotosy a ne
Sest, proto je fesSenim ulohy ¢islo 120.

V prvni poloving 13. stoleti pouzival také Leonardo Pisansky (asi 1170—1250)
pismen k oznaceni pro ¢isla, a to ve spisu Liber abaci. Nejvétsi zasluhu na disled-
ném zavedeni pismen ve vyznamu ¢isel mél francouzsky matematik Francois
Viete (1540-1603), ktery ve spise Logistica speciosa tato pismena pouzival. Sepsal
dilo Uvod do analytického uméni (slovo analyza v té dob& oznacovalo algebru),
jehoz cilem bylo sjednotit riizné postupy, které se pouzivaly k feSeni rovnic.
Viétovou hlavni inovaci bylo, ze zavedl rozliSeni neznamé a parametru (Kvasz,
2007). Navrhoval oznacovat znamé veli¢iny velkymi souhlaskami (B, C, D atd.)
a neznamé veli¢iny velkymi samohlaskami (A, E, I atd.).

Algebraicka symbolika byla dale zdokonalovana v 17. stoleti René Descartem
(1596-1650), ktery mimo jiné navrhl oznacovat znamé veli¢iny pismeny z pocatku
abecedy a neznamé veli¢iny z konce abecedy. Jeho symbolika ve velké mife pie-
trvala dodnes.
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Tteti obdobi vyvoje algebraické symboliky se vyznacuje pouzivanim symboli
a znakl pro matematické operace, exponenty, vyuzivanim pismen ve vyznamu
¢isel a trvd od 15. stoleti az do dneska. Nazyva se obdobim symbelickym (Polak,
2014).

Nyni pojednam struéné o rovnicich. Rovnice se v historii velmi dlouhou dobu
zapisovaly slovné a jejich feseni se uvadéla v podobé reguli, tedy postupii zapsa-
nych v piirozeném jazyce (Kvasz, 2013). Al-Chowarizmi naptiklad ve své knize
Kratka kniha o poctu algebry a al-muqdbaly nepouzival symboliku, ale vyjadfoval
vSe slovné. Chapani feseni rovnice jako série uprav formalnich vyrazi se objevilo
az témet 800 let po zrodu algebraického mysleni, a to v roce 1591 u Viéta.

Kvasz (2013: s. 320) uzavira: ,,Zda se, ze v tomto bod¢ se vyucovani zcela rozcha-
zi s historii. Namisto kultivace algebraického mysleni, tedy feSeni riznych slovnich
uloh (...) prostfednictvim piirozeného jazyka, se vyucovani zpravidla zamétuje
na nacvik formalnich pravidel symbolické manipulace s algebraickymi vyrazy.
Namisto u Al-Chowarizmiho, Pacioliho nebo Cardana zac¢ina vyuka algebry az od
Descarta. Tim odvadi pozornost od obsahu, tj. algebraického mysleni, k formé,
tj. symbolice, ktera, zda se, rozvoji algebraického mysleni spiSe brani, nez napo-
maha.“

—2-3 PROPEDEUTIKA ALGEBRAICKEHO MYSLENI

Algebra jako takova se na 1. stupni zakladni Skoly nevyucuje. Z historickych sou-
vislosti je vSak zndmo, Ze aritmetika v sobé skryva algebraicky zpiisob mysleni.
To znamena, ze jiz na 1. stupni je mozné v ramci aritmetiky plsobit na zaky tak,
aby postupné rozvijeli predalgebraické a posléze algebraické mysleni.

Bé&hem prvnich let primarniho vzdélavani ziskavaji Zaci dovednost s¢itat, od¢itat,
néasobit a délit prirozena &isla. Zaci by méli pochopit vztah mezi operaci danou
a k ni inverzni (s¢itdni — od¢itani, nasobeni — déleni). Pozd¢ji pracuji s vice ope-
racemi soucasné. Pro pamétni s¢itani nebo nasobeni mohou vyuzivat komutativ-
nosti s¢itani a nasobeni, asociativnosti s¢itani a nasobenti, a distributivnosti naso-
beni vzhledem ke s¢itani, napt. 12-5=(10+2)-5=10-5+2-5=50+ 10 = 60.
Tim, ze je naptiklad nasobeni komutativni a déleni nikoli, je pro zdka zpravidla
jednodussi pochopit vztah mezi danymi operacemi ve sméru od nasobeni k déleni
nezli naopak.

Po celou dobu vyuky operaci se miize formovat algebraicky pohled. Naptiklad uz
pfi scitani ¢isel je mozné se na véc divat dvojim zptisobem — znam-li oba s¢itance,
je jen jedna moznost vysledku, zatimco znam-li vysledek, existuje n¢kolik moz-
nosti rozkladu daného ¢isla na soucet. Zapis 2 + 3 = [J ¢te zak 1. stupné zleva do-
prava a vinima ho tak implikaéné: Jestlize ke dvéma pfictu tfi, musim dostat pét.
Néktefi autofi soudi, ze pokud se zaci pii vyuce s¢itani setkavaji pouze s timto
zpusobem zadédvani, vznika u nich implikaéni zptisob mysleni a rovnéz si osvo-
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juji nedostatecnou interpretaci symbolu rovna se. Booker (1987) nebo Booth (1988)
napiiklad zastavaji nazor, Ze timto zpisobem zak nabyva piesvédceni, Zze symbol
,rovna se znamena ,,spocitej*, spise nez by chapal, Ze se jedna o relaci ekvivalen-
ce. Zatimco v aritmetice miZzeme znak rovnosti skute¢né povazovat za propojeni
vypoctu s jeho vysledkem, v algebfe mé rovnost a ekvivalence velmi specificky
vyznam, coz nemusi byt zjevné, kdyz se pro oboji pouziva stejny znak (Booker,
1987). Zaci 1.1 2. stupné zakladni $koly maji ¢asto predstavu, Ze znak ,,rovna se*
pouze reprezentuje jednosmérny operator, ktery ze vstupl na levé strané vytvari
vystup na pravé stran¢ (napt. Vergnaud, 1985).

Podobné je to u uloh doéitacich. Ulohu typu (| +3 =5 zak 1. stupné promysli zleva
doprava, od zadani k vysledku, obvykle takto: 77i a kolik je pét? Zprava doleva zak
véts§inou neuvazuje. Jind situace v mysli zaka nastava, je-li tloha zadana
timto zptisobem: [ + [1 = 5. Nyni je Zak nucen postupovat od vysledku k zadani, tj.
zprava doleva, a premysli tieba takto: Cislo 5 mohu napsat jako 1 + 4, 4 + 1, 2 + 3,
3 + 2. NahliZeni na ptiklad zleva doprava a zprava doleva tedy neni symetrické.

Také tlohy typu [ +7=5+6¢1 9+ 5=7+ [] nuti zdky pfemyslet o rovnosti
zleva doprava i zprava doleva.

Uvedené piedstavy se u zaka upeviuji predevsim v prvnich dvou letech 1. stupné.
Nejcasteji si zaci zafixuji postup zleva doprava a tuto predstavu si prenaseji do
dalsich let, coz jim komplikuje pochopeni charakteru rovnic, kdy rovnici upravu-
jeme jako celek tak, abychom dostali vyraz, ktery je ekvivalentni s pfedchozim.

V 5. ro¢niku by zaci méli zvladat plynule séitat, od¢itat, nasobit a délit pfirozena
¢isla. Automatizace spoji je bezesporu dilezita soucast zakovskych dovednosti
a je podstatna pro feseni uloh. Russel, Schifter a Batable (2011) se zamysleji nad
tim, jaké jsou disledky toho, kdyz zaci neziskaji dostate¢nou zkusenost s chova-
nim a vlastnostmi operaci predtim, nez se maji seznamovat s algebrou. Co se sta-
ne, kdyz se klade diraz pouze na rychlost vypoétu a zapamatovani algoritmu,
aniz by zak rozumél podstaté operaci? Jeden z pravdépodobnych disledki spat-
fuji Russel a kol. (2011) v chybach, se kterymi se ¢asto setkdvame ve vyuce mate-
matiky a kterymi jsou napt. -3 + (-5) = 8, nebo 2(xy) = 2x2y, a mnoho dalsich.
Takové chyby casto ptetrvavaji i v ptipadé, kdy byly opakované opravovany uci-
telem. Pokud Zzak nechape spravné operaci, snazi se pomoci si riznymi mnemo-
technickymi pomuckami, jako je napf. ,,minus a minus da plus® pro nasobeni dvou
zapornych ¢isel. Uvedenou mnemotechnickou pomticku mohou zéaci nevhodné
rozs§ifit na tlohy typu (—a) + (=b).

Vgznam ¢isla ve slovnich Glohach

Ve slovnich tlohach, které Zaci fesi na 1. stupni ZS, &islo nejéastéji udava pocet
prvk, ¢islo je v pozici kardinalniho ¢isla koneénych mnozin. Matematizace pak
spociva v tom uvédomit si, které pocty jsou zndmy a které je nutno urcit (Malino-
va, 1983).
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Cislo miize jiz na 1. stupni vystupovat v tloze i v jiném kontextu neZ jako pocet
prvki. Hejny (2014) udava nasledujici tfidéni ¢iselnych predstav: identifikator
(napft. dobéhl na 5. mist€), kvantita (pocet nebo veli¢ina), operator (aditivni nebo
multiplikativni). Operator Ize dale rozd¢lit na porovnani (David je o dva roky
star§i nez Jakub, Eva je dvakrat star$i nez Sona) a zménu (pfibral 2 kg, je dvakrat
vyssi nez pred péti lety). Hejny (2014) upozoriiuje, Ze prace s operatorem je naroc-
néjsi nez prace s kvantitou. Operator zmény totiz poukazuje na dvé dalsi ¢isla: na
stav pfed zménou a stav po zmén¢. Tyto tdaje nejsou pro feSeni nezbytné potieb-
né, zak je vsak mize postradat. Obdobné operdtor porovnani v sobé obsahuje
dalsi dvé cisla, napt. vék obou déti, ktery ale nemusi byt udan (Hejny, 2014).

Uyuzivani schémat k reSeni algebraickgch 0loh

Vergnaud (2009) uvadi, Ze pro zaky je jiz od 1. stupné vyhodné pouzivat schema-
tické znazornéni aritmetické ulohy, které mtize zakiim pomoci pozdéji uchopo-
vat i tlohy s neznamou. Postup demonstruje na nasledujici iloze: ,,John vyhral
7 kulicek pfi hie s Meredith, nyni ma 11 kuli¢ek. Kolik kulicek m¢l pfed hrou?*
(Vergnaud, 2009: s. 86). Uloha je pro zaky 1. stupné naro¢na ze dvou daivodi:
obsahuje aditivni operator zmény (vyhral 7 kulic¢ek); dale se jednd o tlohu
s antisignalem, coz je slovo ,,vyhral“. Toto slovo mnoho zakt navede na pficitani,
tj. vypocet 11 + 7. Schematické zndzornéni situace miize zakim pomoci se uve-
dené chyb¢ vyhnout. Takzvany Sipkovy diagram (Obr. 3), jak Vergnaud schéma
nazyva, od sebe dile odliduje ¢islo jako pocet a &islo jako operator. Cislo jako
pocet zapisujeme do obdélnicki a ¢islo jako operator do elips.

Obr. 3 Sipkovy diagram podle Vergnauda (2009)

V diagramu lze sledovat pocatecni stav P (neznamy), koncovy stav K (11), pfimou
transformaci T (+7), nepiimou transformaci T~! (7). Symbolicky lze zapsat takto:
Jestlize T(P) = K, potom T~(K) = P. Zde jiZ vnimame algebraickou reprezentaci.

Rovnéz Kufina (1989) doporucuje, aby pro feseni aritmetickych uloh, obsahuyji-
cich ¢isla a operace, a pozdé&ji pro feSeni jednoduchych linearnich rovnic byl pou-
zit jazyk Sipek. Postup nazyva operacni schéma. Naptiklad pro feSeni rovnice
3x — 7 =5 uvadi nasledujici operacni schéma (Obr. 4) (Kufina, 1989: s. 33). Cilem
je osamostatnit neznamou. Stejné operace, které jsou provadény s hornim fadkem
schématu (levé strana rovnice), jsou provadény také s dolnim fadkem (prava stra-
na rovnice).
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Obr. 4 Operacni schéma pro resSent rovnice podle Kuriny (1989)

Obe reprezentace (diagram i algebraicka) ukazuji, Ze existuje kontrast mezi zpii-
soby symbolizace objekti a vztahd. Pro déti na 1. stupni neni vhodna algebraicka
reprezentace, nicméné Sipkovy diagram jim mize zndzornit vyznam postupu tam
a zpét. Zaci se dle Vergnauda (2009) maji setkavat s riznymi piiklady, na nichz
vidi inverzni charakter operaci s¢itani a od¢itani, nasobeni a déleni.

Vyuzivani Sipkového diagramu v urcitém typu uloh kultivuje u zakt jednu ze
sofistikovanych aritmetickych metod feSeni — metodu feSeni od konce. Kromé toho
muze v pozd¢jsich letech vzdelavani tvorit primy most k algebraické metod¢ fese-
ni rovnic. Kilpatrick, Swafford a Findell (2001) naptiklad uvadi, Ze zaci mohou
vyuzit feSeni problému k rozvoji dovednosti, které budou pozdéji potiebovat
v algebraickych tvahéch. ,,Pti feSeni problému jako ,Pricteme-Ii t7i k soucinu péti
s urcitym cislem, soucet je 38. Jaké je neznamé cislo?* mohou zaci vychazet ze
svych aritmetickych poznatkl a postupovat tak, ze od 38 odectou 3 a rozdil vyde-
li péti. Postupuji tedy v opacném potadi, nez je uvedeno v zadani, a pouzivaji
inverzni operace (s. 262). Uvedeny zpusob vypoctu byva oznacovan jako postup
od konce nebo také &iselny had. Zak ma v zad4ni nabidnuty operace a jeho ukolem
je vytvofit jejich inverze.

Pti zadavani uvedené ulohy je tieba mit na paméti, Ze Zaci budou mit sklony k im-
plika¢nimu pojeti. Zak se snazi Gilohu vyfesit ve stejném sméru, jako ji éte. Tento
smér je pro zdka znamy a ucitel mize predpokladat, ze opacny postup je zakovi
rovnéz ziejmy. Nemusi vSak tomu tak byt. Implikacéni pojeti je do jisté miry slozi-
t&j$1, nestoji-li chybgjici ¢islo na jedné strané samostatné. Také u Kilpatrickovy
ulohy by ,,zpétna cesta* zaktim mohla byt pfiblizena Sipkovym diagramem (Obr. 5).
Tentokrat je ale tfeba postupovat ve dvou krocich.

©) ©)
——| | —— |3
D@ @-

Obr. 5 Sipkovy diagram pro dvojkrokovou aritmetickou tilohu

Jestlize je v algebte zadana rovnice Sx + 3 = 38, Zaci potfebuji k vyfeseni stejnou
dovednost jako pii feSeni uvedeného problému: od 38 odecist 3 a rozdil vydélit
¢islem 5. Uvedeny Sipkovy diagram je mezikrokem mezi implikaénim pojetim
a ekvivalentnim pojetim, které je potfeba k feSeni rovnic.
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Néktefi autofi varuji, ze zaci se v ramci aritmetiky soustiedi vice na pocitani
(hledani vysledku) nez na vztahovy aspekt operace. Kieran (2004) uvadi, ze pfi
rozvoji algebraického zpiisobu mysleni je Uicelné: zaméftit se na vztahy a nejen
na vypocty a hledani vysledku; zaméfit se na operace stejné tak jako na jejich
inverze; zamétit se na vytvareni i feSeni problémt, ne pouze na feSeni zadanych
problémii; zaméfit se na pismena i ¢isla a nejen na ¢isla; nahlizet na znak rovnos-
ti jako na symbol pro ekvivalenci.

Vyzkumy (napi. Carraher et al., 2006) ukazaly, Ze dokonce i déti v prvnich dvou
letech zakladni skoly jsou schopny pouZzivat proménné k tomu, aby vyiesily slovné
zadanou aritmetickou ulohu nebo rovnici. Carraher a kol. testovali po dobu tficeti
mésictt 69 zaka ve véku 8—10 let. Prostfednictvim feSeni uloh byli Zaci nenapadné
nuceni si nezndmou ¢i proménnou hodnotu oznacovat, ¢asto k tomu sami od sebe
vyuzivali pismeno. Pro Zaky, kteti sami dosli k zavéru, Ze zapis pomoci pismene je
zjednodusujici, bylo vyuzivani algebraické symboliky ptirozené a rozuméli ji.

Lee a kol. (2010) se naopak zabyvali tim, pro¢ Zaci, kterym bylo od 4. ro¢niku
nabizeno aritmetické feSeni podpotené grafickym zndzornénim, které nazyvaji
schematicka metoda, méli na 2. stupni problém prejit k tzv. symbolické metodé
(algebraické) a nadale vyuzivali schematickou metodu. Jejich cilem bylo zjistit,
zda by bylo mozné zaky podpofit v pouzivani symbolické metody na 2. stupni
zékladni Skoly, naptiklad vynechanim schematické metody. Zkoumali ¢innost
mozku zakl béhem feseni tloh jednotlivymi metodami. Symbolickd metoda byla
namahav¢jsi pro zaky 1. stupné i 2. stupné zdkladni skoly. Ukazalo se, Ze je spiSe
vhodné zakiim nechavat volnost ve vybéru metody i poté, co jim byla nabidnuta
symbolicka metoda, protoze nékteti prirozen¢ inklinuji ke schematické metod¢
a jini k symbolické metode¢.

Jednim z nejpatrnéjsich rozdilti mezi aritmetikou a algebrou je pouzivani pismen
zastupujicich urcitou ¢iselnou hodnotu. To, ve kterém ro¢niku se zak s pismenem
ve vyznamu ¢isla poprvé setka, zavisi na uciteli. Jsou ucitelé, ktefi pismena pou-
Zivaji prubézné od 1. ro¢niku, postupné zakim objasiiuji jejich vyznam. Jsou také
ucitelé, kteti pismena zacnou pouzivat skute¢né az s nastupem algebry ve vyssich
ro¢nicich 2. stupné zakladni $koly. Zaci mohou byt vyskytem pismen zmateni,
nechapou, co presné znamenaji, zda a jak s nimi maji pocitat.

Pokud se pismena zavadéji na 1. stupni pouze formalné, mohou to zaci povazovat
za zbytecné. Ulohy totiz ¢asto vyiesi jednodusSe bez pismen, aritmetickymi ope-
racemi, mnohdy i bez zapisu, tedy pamétné. Nechapou potom, pro¢ si maji nezna-

mou oznacovat pismenem a fesit ulohu slozitéji, nez je jim ptirozené.

Pristupy k zavadeni Skolske algebry

Moderni skolska algebra je silné zamétena na technicky symbolicky aparat. Pokud
se podivame do historie, miizeme si v§imnout, jaky diraz kladli naptiklad indi¢ti
matematici, jako Bhaskara nebo Brahmagupta, na porozuméni a vhled do kvan-
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titativnich vztahti. Algebraické symboly jsou pomuckou k tomuto pochopeni.
»Algebra je zakladem pro aritmetiku, a ne pouze zobecnéni aritmetiky, z ¢ehoz
plyne, Ze aritmetika sama musi byt nahlizena o¢ima algebry* (Subramaniam
& Banerjee, 2011: s. 94). Subramaniam a Banerjee (2011) uvadéji, ze jestlize se
zaci u¢i manipulovat s proménnymi, pismeny a vyrazy, jako by to byly objekty,
je pro n¢ snadné ztratit povédomi o tom, ze se jedna o kvantity. Algebra ptinasi
nejen nové symboly ve formé pismen a vyrazl (doposud byli Zaci zvykli jen na
Cisla a symboly pro operace), ale také nové zplisoby zachazeni se symboly.

Bylo by vhodné. kdyby mezi aritmetikou a algebrou na zakladni Skole byl plynuly
pfechod. Zpocatku by se zaci méli ucit pouze jinak zapisovat feSeni uloh, ktera
ovladaji aritmeticky.

Jiz od 2. ro¢niku se zaci mohou seznamovat s ulohami, které se uc¢i nejdiive fesit
pamétné, pozdé&ji zapisovat aritmeticky, a nakonec zapisovat algebraicky. Nasle-
dujici tfi zadani jsou navzajem ekvivalentni, li§i se pouze mirou algebraizace zapisu:

1. Myslim si ¢islo. KdyZ ho vynasobim dvéma a pfictu 3, dostanu 13. Které
¢islo si myslim? (2.-3. ro¢nik, vhodna hra pro automatizaci nasobilky).

2. [J-2+3 =13 (4. rocnik, jedna se o zapsani predchoziho zadani; dité stale
uvazuje v mezich aritmetiky).

3. 2x+3 =13 (6. ro¢nik, pokud byly provedeny piedchozi dv¢ faze; dité pou-
ze nahradi volnou pozici pismenem x, stdle miize uvazovat v mezich arit-
metiky).

Algebraicky vyraz nebo rovnice je mozné interpretovat dvojim zptisobem. Jednim
z nich je ,,proceduralni® interpretace (Hiebert & Lefevre, 1986; Kieran, 1992)
nebo ,,operacionalni* interpretace (Sfard, 1991). Algebraicky vyraz, napt. x + 3, je
v této interpretaci chapan jako procedura nebo operace ,,k x pficti 3“. Druhym
je ,,strukturalni® (Sfard, 1987; Kieran, 1992) nebo také ,,konceptualni® interpreta-
ce (Hiebert & Lefevre, 1986). Algebraicky vyraz je v ni chapan jako objekt nebo
koncept v matematické struktute. Stacey a MacGregor (2000) uvadéji, Ze nekteti
autofi spojuji proceduralni ¢i operacionalni mysleni s aritmetikou a struktural-
ni mysleni s algebrou. Mnohdy pravé zaci, ktefi ovladaji algebraické postupy,
pohlizeji na feSeni ulohy velmi algoritmicky, maji nauc¢enou sekvenci kroku, kte-
ré pouziji, pfitom nemusi postupu rozumet.

Mnoho vyzkumt v didaktice matematiky (napf. Lee et al., 2010; Britt & Irwin,
2011; Russel et al., 2011; Novotna, 2016) se zabyva otazkou, zda je pro zaky
k zvladnuti Skolni algebry dostacujici osvojit si predepsané algoritmy nebo zda by
se Skolni matematika meéla také zamétovat na rozvijeni zdkovské nezavislosti
a kreativity pii feSeni problémovych tloh. Novotna (2016) uvadi, ze z vysledka
mnoha vyzkumt vyplyva dilezitost vytvareni podminek pro tvotivé ptistupy zakt
k feseni problému. V opacném piipad€ zaci ztraceji motivaci pro feSeni tilohy
v situacich, kdy jejich aktualni repertoar matematickych znalosti neobsahuje algo-
ritmus vedouci k feSeni.
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—2-4 ULOHY ROVNICOVEHO CHARAKTERU V RVP,
STANDARDECH A VYBRANYCH UCEBNICICH

Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani ani Standardy pro zaklad-
ni vzdélavani se na 1. stupni nezabyvaji ani pfechodem od aritmetiky k algebfe,
ani typy uloh, které by zaktim v tomto pfechodu na 2. stupni pomohly. Rdmcovy
vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani vytycuje na 2. stupni zakladni Skoly
nasledujici o¢ekavané vystupy pro oblast algebry a rovnice: M-9-1-07: Zdk
matematizuje jednoduché redlné situace s vyuzitim proménnych; urci hodnotu
vyrazu, s¢ita a nasobi mnohocleny, provadi rozklad mnohoclenu na soucin pomoct
vzorcii a vytykanim. M-9-1-08: Zdk formuluje a iesi redlnou situaci pomoci rovnic
a jejich soustav. Oba vystupy jsou pro 9. ro¢nik, a neni tudiz ziejmé, ve kterém
ro¢niku zaci ziskavaji potfebné znalosti a dovednosti.

K o¢ekavanému vystupu M-9-1-07 najdeme ve Standardech nasledujici indikatory:
1. Zdk vypocte hodnotu vyrazu pro dané hodnoty proménnych. 2. Zdak vyuziva
pri ipravé vyrazii vytykani a vzorce (a + b)%, (a — b)%, a*— b*. 3. Zdk vybere odpo-
vidajici vyraz, ktery popisuje jednoduchou redlnou situaci.

K oéekavanému vystupu M-9-1-08 jsou ve Standardech tyto indikatory: 1. Zdk
vyresi rovnici a soustavu dvou jednoduchych linedrnich rovnic pomoci ekviva-
lentnich uprav. 2. Zak ovéri spravnost resent slovni ulohy.

V Metodickych komentafich ke Standardim pro zakladni vzdélavani (Fuchs &
Zelendova, 2015) uvadi Vondrova, ze je dilezité, aby se pismeno v roli proménné
dostavalo do hry pfirozené, a zminuje tfi pilife algebry. Jednim z nich jsou ulohy
na zobechovani: ,,Zak si uvédomuje nutnost symbolického zapisu (aby nemusel
vypisovat mnoho riznych piipadi) i jeho podstatu (vyraz zastupuje riizné pripady,
tfeba i nekone¢n¢ mnoho). Ucitel by mél zaky nechat dospét k symbolickému
zapisu az poté, co si zak vyzkousi dostatecny pocet konkrétnich ptipadia (s. 26).
Jako propedeutiku oblasti feSeni linearnich rovnic uvadi Vondrova ulohy typu
»myslim si ¢islo®, ale také jednoduché linearni rovnice (zapsané nejdiive po-
moci ¢isel a napt. prazdného obdélniku, posléze pismena x). Poznamenava, Ze tyto
ulohy mohou fesit jiz zaci na 1. stupni, pfi¢emz vyuzivaji metodu pokusu
a omylu, pozdéji také systematicky experiment. Upozoriuje, Ze dal§im pilifem
pro rozvoj algebraického mysleni na ZS jsou &iselné vyrazy a jejich aritmetika.
Ptitom ale nelze v tomto ohledu algebru chéapat jako zobecnénou aritmetiku,
protoze algebraické procesy se v mnoha ohledech od aritmetickych lisi. Tuto pro-
blematiku uvadi Vondrova na ptikladu ¢iselného vyrazu 2(3 + 5) a algebraického
vyrazu 2(x + 5). Zatimco v ¢iselném vyrazu muze zak chapat ,,plus® jako pokyn
k secteni Cisel 3 a 5, ve vyrazu x + 5 musi zak nejdrive védét hodnotu x, aby mohl
séitat, a vyraz mize jediné roznasobit.
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Za dulezity model pro zavedeni ekvivalentnich Gprav rovnic povazuje Vondrova
véahy. Vahy dle ni mohou usmérnit pfedstavu zaka o znaku ,,rovna se“. Zaci si
Casto vytvoii na zakladé svych predchozich zkusenosti predstavu, Ze znaménko
,rovna se* oddéluje proceduru (vypocet) nalevo od vysledku napravo. O rovnosti
neuvazuji jako o ekvivalenci, ale jako o implikaci (viz také vyse).

—2-4-1 Kroky vedouci k pochopeni reseni rounic a jejich zastoupeni
v uCebnicich pro 1. a 2. stupen 2S

Vyuka rovnic by neméla zacit az v 7. nebo 8. ro¢niku (podle $koly a jejiho Skolni-
ho vzde¢lavaciho planu), ale méla by k ni vést fada krokt, zacinajicich jiz v 1. roc-
niku zékladni Skoly a gradujicich vzhledem k abstrakei, kterd je od zakl vyzado-
vana. Na 1. stupni se jedna o nasledujici typy tloh:

» Dodcitaci tlohy.

+ Ulohy typu ,,myslim si &islo* feSené pamétné.

« Ulohy typu ,,myslim si &islo“ feSené pomoci zakresleni do fetézce (Sipko-
vého schématu).

+ Reseni algebraickych slovnich uloh s akcentem na vyuzivani ¥izeného
experimentu a aritmetickych postup.
Na 2. stupni se potom jednd o tyto typy uloh:
+ Reseni tloh s vahami.
+  Reseni jednoduchych rovnic, v nichZ je vynechano jedno &islo
(napft. 3-[1+6 = 15) a které je mozné fesit pamétné.
+ Reseni jednoduchych rovnic, v nichZ je neznamé &islo zapsano pismenem
x, postupné zavadéni ekvivalentnich Gprav.
Podivejme se nyni, zda a jak se v u¢ebnicich matematiky objevuji ulohy, které
bychom mohli povazovat za propedeutické k feSeni rovnic. Uvedu piiklad dvou
fad ucebnic 1. stupné a dvou fad ucebnic 2. stupné, které se pouzivaji na fad¢ za-
kladnich skol a maji odlisné pojeti vyuky matematiky.
V ucebnicich matematiky pro 1. stupen zakladni Skoly se nejcastéji setkavame
s ulohami zamétujicimi se na procvicovani aritmetickych operaci. V nékterych
ucebnicich se potom mtizeme setkat s ilohami, které mohou u zakd péstovat po-
stupy, které budou vyuzitelné pti vyuce algebry a rovnic na 2. stupni. V ucebnicich
nakladatelstvi Alter (Blazkova, Matouskova & Vanurova, 2011b) mizeme najit
ulohy, které lze chapat jako propedeutiku budouciho uciva rovnic (Obr. 6)
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Obr. 6 Alter, Pracovni sesit pro 3. rocnik, 1. dil

Dale v téchto ucebnicich 1ze najit ukoly pro ptemyslivé. Na Obr. 7 se jedna o slov-
ni ulohy, které vedou na feSeni pomoci soustavy dvou rovnic o dvou neznamych
(Blazkova, Matouskova & Vatiurova, 2011c). Zaci tento aparat neovladaji a iilohu
musi fesit aritmeticky. Jedna se opét o propedeutiku budouciho uciva, avsak za
podminky, Ze jsou Zaci seznamovani s efektivnimi metodami feSeni, v tomto pii-
padé s metodou fizené¢ho experimentu.

10. Ulohy pro pfemyélivé poctafe:

3) <u: Kdyz si koupim jednu zvykacku, zbydou mi 2 K&.
Kdybych si chtela kouplt dvé Zvykacky, bude mi 1 K& chybét. Kolik korun stoji

1 svykaéka? (Ulohu mizes fedit pokusem.)

b ! é had i: Kdyz ti koupim jedno tricko, zdstane mi
v penezence 200 Kc Kdybych t| chtela koupit dvé takova tricka, bude mi 100 K&
chybét. Kolik korun stoji jedno tricko?

Obr. 7 Alter, Pracovni sesit pro 3. rocnik, 2. dil

Od 3. a 4. ro¢niku se zacina cilené pouzivat tzv. Fetézcu, a to také v souvislosti
s feSenim rovnic (Obr. 8).

3. Nékdy mGzeme rovnice fesit také pomoci fetézce:

B +53 :8
@D @D @
88+ 91« zpétny postup (720 {9 ) zpétny postup
=58 .8
Tedy X =38 Tedy z=72
Zkou$ka: 38 + 53 = 91 Zkouska: 72:8= 9

Obr. 8 Alter, ucebnice pro 4. rocnik, 1. dil
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Moy

Vyjimku mezi u¢ebnicemi tvoii fada u€ebnic, kterd je v souladu s tzv. vyucovanim
zalozenym na budovani schémat a byla vytvofena na zaklad¢ teorie poznavaciho
procesu, tzv. teorie generickych modeli (Hejny, 2014). Pro metodu se vZzilo pojme-
novani Hejného metoda. V ni se jiz v ramci 1. stupné mizeme setkavat s ilohami,
které maji algebraickou podstatu, prestoze je zak vytesi aritmetickymi prostiedky.

Ucebnice podle Hejného metody jsou zalozeny na urcitych didaktickych prostiedich.
Od 2. ro¢niku se zaci seznamuyji s prostfedim déda Leson. Déda Leson je ochran-
ce zviratek. Postupné je zavedeno osm druhil zvitat: mys, kocka, husa, pes, koza,
beran, krava, kan. Kazdé z téchto zvirat je reprezentovano obrazkem, ikonou,
pismenem a hodnotou, ktera odpovida jeho ,,sile®. Zaci tyto hodnoty postupné
odhaluji na zaklad¢ vztaht, které jsou znazornény na Obr. 9.

Obr. 9 Déda Leson (Hejny, 2014: s. 21)

Nejnizsi hodnotu ma mys, plati M = 1, dale kocka K = 2 atd. Jestlize zak vytvari
stejné silna druzstva zvifat, fesi vlastné modelové rovnicové situace* (Hejny, 2014).

V Hejného ucebnicich se jiz na 1. stupni setkavame s dal$imi algebraickymi pro-
sttedimi, jako jsou pavuciny (Obr. 10), hadi, nebo algebrogramy. V téchto prostte-
dich maji zaci moznost pohliZet na ¢islo nejen jako na znamou hodnotu, pfipadné
jako na hodnotu, kterou vypocitaji ze dvou znamych hodnot, ale také jako na ne-
znamou hodnotu.

Kufina (2016) v8ak upozornuje, Ze v prostiedi déda Leson je zaméiovana mnozinova ope-
race sjednoceni s aritmetickou operaci s¢itani. Dodava, ze s¢itat neznamena davat dohro-
mady. ,,Dam-li dohromady dva zajicky a lisku, dostanu dva zajicky a lisku (nenastane-li
n¢&jaka katastrofa), dam-li dohromady 2 a 1, dostanu 21 (Kufina, 2016: s. 86). Za proble-
matické povazuje Kufina i zavedeni zapisu na Obr. 9 pro skutecnost, Ze napf. ,,kocka je tak
silna jako dvé mysi®. ,,Praci s veli¢inami (navic nepojmenovanymi) nepovazuji za dobrou
propedeutiku feSeni rovnic” (Kufina, 2016: s. 86).
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Obr. 10 Reseni pavuciny Zdkem 2. rocniku

Zaci pti feseni pavuéin obvykle postupuiji experimentalng. Dopisuiji si &isla, ktera
by mohla v daném kolec¢ku byt, a postupné kontroluji v§echny vypocty (viz Obr. 10).
Opakovanym feSenim pavucin si Zaci mohou automatizovat spoje pro s¢itani.

Nyni se podivame na ucebnice 2. stupné. Nékteré pristupuji k urcité propedeutice
algebraického mysleni od 6. roéniku. Odvarko a Kadlecek (1997) naptiklad voli
v 6. ro¢niku ulohy, jako hledani vSech ptirozenych Cisel x, pro ktera plati x < 5,
nebo urceni zpaméti takového Cisla x, aby platilo: 47 — x = 30. V 7. ro¢niku
(Odvarko & Kadlecek, 1998) potom v ucivu zlomki zaddvaji nasledujici tlohy:

Urci cislo x tak aby platilo: g— 0,= = 1; Najdi takové nejmensi a) prvocislo x,
b) slozene ¢islo x, aby zlomek byl v zakladnlm tvaru; Ur¢i ¢islo x tak, aby pla-
tilo == ; Ur¢i ¢&islo x, pro ktere plat1 —:x ==. V kapitole Cela ¢isla lze najit

Ovv

ulohy typu: Vypis vSechna cela Cisla, ktera muzes dosadit za x tak, aby platilo
|x| +4 = 8. A tak déle.

Jestlize ucitel tyto ulohy pribézn¢ zadava, zak ma dva roky na to, aby si zvykl
neznamé ¢islo ¢i proménnou veli¢inu oznacovat pismenem x.° Kdyz se zaéina
probirat u¢ivo rovnic, zak je jiz seznamen se zpisobem zéapisu rovnic. Odvarko
a Kadlecek (2000) ilustruji feseni rovnic na nékolika ptikladech s vahami
(Obr. 11) a dale pokracuji zavadénim jednotlivych ekvivalentnich tprav.

> Poné¢kud omezujici je v té&chto ucebnicich fakt, Ze je stale pouzivano pouze pismeno x.
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1. Rozcvicka
Na obréazku Pepovych ,vah® zndzoriiuje znacka 3 1 gram a  gramil.

Rozhodni, na kterém z obrazka je znazornéna rovnice

a) r+2=4, b) z+1=2, c) 2z =4.
Obr. 11 Odvarko a Kadlecek (2000), Soubor uloh pro 8. rocnik zakladni skoly

V Hejného metodé na 2. stupni ZS (Hejny et al., 2015) jsou rovnice uvedeny po-
moci tzv. ,,mincovych rovnic* a ,,vahovych rovnic* (Obr. 12). U mincovych rovnic
ma zak urcit hodnotu neznamé mince. U vahovych rovnic je tkolem urcit, jak
tézka je jedna krychle.

@0 -

Obr. 12 Ukazka mincové rovnice (nahore) a vahové rovnice (dole)

Dale v téchto ucebnicich zaci mohou fesit tzv. ,,Sipkové grafy“. Na Obr. 13 jsou
uvedeny dva Sipkové grafy, prvni vede na rovnici (x + 5) - 2 = 4x + 6, druhy na
rovnici (x +4) - 3=4x + 6.
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Obr. 13 Sipkové grafy

Samotné feseni rovnic uvadi Hejny ulohami, ve kterych neznamé ¢islo ,,schovava“
do obalky. Naptiklad ulohy P<1 + 2 = 7 nebo 6 + <Xl = 1 (Hejny et al., 2015: s. 37)
mohou z4ci fesit pamétné, obalka se postupné nahrazuje pismenem x.

Na ukézkach z ucebnic jsme vidéli, ze ackoli kurikularni dokumenty (RVP
a Standardy) neuvadéji, ze by se zak mél v pribéhu 1. 1 2. stupné setkavat s uloha-
mi, které ho postupné pripravuji na prechod k algebraickému a rovnicovému
zpusobu mysleni, je moZné v n¢kterych ucebnicich najit tlohy, které tak ¢ini. To,
zda se zaci s témito llohami seznamuyji, je vSak nakonec véci presvédcéeni a roz-
hodnuti ucitele.

-2-5 MATEMATICKA ULOHA A JEJi RESENI

Pti feseni matematické ulohy by mély byt dodrzovany urcité kroky, které zakovi
pomohou vypotadat se s riznymi typy Gloh. Neni pfitom ani tak dulezité vyzado-
vani $ablonovitého zapisu, ale spise sledovani urcité posloupnosti tikont.

Dnes jiz klasicky popis feseni tloh pochazi od madarského matematika George
Polyi. Polya (2016°) zformuloval postup, ktery povazuje za vhodny pfi feseni ma-
tematickych tuloh:

1. Porozuméni tiloze. Zak si musi uvédomit, co je neznama, jaké jsou znamé
udaje, jaké jsou podminky. V této fazi je vhodné nakreslit si obrazek a zavést
vhodné oznaceni zadanych a hledanych udaju.

2. NavrZeni planu FeSeni. Zak hleda souvislosti mezi znamymi udaji a neznamou.
Muze premyslet nad tim, zda nezna néjakou ptibuznou ulohu, jejiz feSeni by
mohl vyuzit. Nakonec sestavi plan feseni.

3. Realizace planu FeSeni. Zak realizuje svij plan, kontroluje své kroky.

4. Pohled zpét. Zak piezkousi nalezené fesent, zkontroluje, zda odpovédél na otéz-
ku a zda je odpovéd’ redlna.

¢ Pavodni vydani v anglickém jazyce je jiz z roku 1945.
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-2-6 ULOHY ROVNICOVEHO CHARAKTERU A ZPUSOBY
JEJICH RESENI

Ulohu rovnicového charakteru je obvykle mozné fesit riznymi strategiemi. Ty
muzeme rozdélit na aritmetické a algebraické. Aritmetické strategie délime dale
dle miry sofistikovanosti na experimentalni a neexperimentalni (dale je budu
pro zkraceni nazyvat jednoduse aritmetické). Experimentovani ma mnoho rtiznych
podob, v zakladnim dé€leni rozliSujeme neFizeny a Fizeny experiment. Aritmetic-
ké strategie mohou mit fadu raznych forem, v zavislosti na typu tlohy a rovnéz na
zpusobu vizualizace vztaht.

Nejjednodussi, nejméné sofistikovanou a na matematicky aparat nejméné narocnou
je strategie nerizeného experimentu, ktera byva také oznacovana jako metoda
pokusu a omylu. Zaci se snaZi najit feSeni slovni ulohy tak, Ze odhadnou vysledek.
Podle Novotné (2000) miize mit tento postup tii rizné prabchy: 1) fesitel uvede
odhadnuty vysledek za feSeni slovni tlohy, neprovadi zkousku spravnosti;
2) tesitel provede zkousku spravnosti, ktera mu potvrdi spravnost vysledku — bud’
hleda dalsi feseni, obvykle jinou strategii, nebo dalsi feSeni nehleda; 3) fesitel

provede zkousku spravnosti a odhali, Ze jeho feSeni nevyhovuje zadani ulohy — dale
bud’ feseni vzda, nebo se ho snazi hledat jinou strategii.

Jiny pohled na strategii pokusu a omylu méa Hejny (2014). D¢li ji na ndhodnou,
caste¢né organizovanou, organizovanou. Pti volbé této strategie zakovi dle n¢j
ulehéi pocitani, kdyz si sestavi tabulku, ve které mtize sledovat vztahy mezi velici-
nami. Tim se z pokusu a omylu mtze stat fizené (systematické) experimentovani.

Rizeny experiment je strategie, ktera po fesiteli vyzaduje vétsi zkugenost a cile-
védoméjsi vyhodnocovani ziskanych vysledkt. Zak vyhodnocuje piesnost svého
odhadu a postupné se ptiblizuje ke spravnému vysledku.

Aritmetické strategie jsou takové, kdy neni pro feseni pouZita rovnice. Zak hleda
vztahy mezi zadanymi udaji a voli vhodné operace k vypoctu neznamych hodnot.
Vztahy mezi veli¢inami je také mozné zndzornit graficky, pak se strategie nazyva
graficka, ptipadné aritmetickd s grafickym zndzornénim. Pti algebraické strate-
gii fesitel pti feSeni tlohy pouziva jednu nebo vice rovnic.

Btehovsky, Eisenmann, Novotna a Ptibyl (2015) a Novotna (2016) shrnuji ptehled-
né heuristické strategie FeSeni’ pro feseni problémovych tloh:

* Pokus — kontrola — oprava: Principem této strategie je pfiblizovat se hle-
danému feSeni. V prvnim kroku provede fesitel nahodnou volbu. V druhém

7 Heuristické strategie jsou v didakticko-matematické literatufe hojné¢ zkoumany a vyuziva-

ny (Kopka, 1999, 2007; Hejny, 2014; Polya, 2016).
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kroku zkontroluje, zda je vysledek spravny. Pokud ne, zjist'uje, jak moc se
odchylil. Ve tfetim kroku vybird novou hodnotu, v zavislosti na velikosti
chyby pfii prvni volbé&.

* Postup od konce: Tato strategie je velmi Casto pouzivana v ptipadech, kdy
je znamy koncovy stav a my se snazime dostat z konce na zacatek. Autoti
vSak za tuto metodu nepovazuji metodu zalozenou na pouzivani inverznich
operaci, kterou nazyvaji ¢iselny had. Ciselny had dle jejich nazoru testuje
pouze znalost inverznich operaci.

e Zavedeni pomocného prvku: Zakladni myslenkou této strategie je zave-
deni takového pomocného prvku, ktery zptistupni fesiteli hledané feSeni
a pomtize mu ziskat vhled. Pomocny prvek je definovan jako objekt, ktery
neni zahrnut v zadani, ale my doufame, Ze zjednodusi feseni.

*  Vyuziti analogie: Zik miZe pouZit analogickou ulohu, jejiz feSeni zna.

« Preformulovani problému: Zak zjednodusi zadani tak, aby pro n&j bylo
snadné k fesSeni. Miize naptiklad zmensit ¢isla a poté se vratit k ptivodnimu
zadani.

« ReSitelsky obrazek: Grafickou reprezentaci pouzivame k vizualizaci pro-
blému. Vétsinou se jedna o ilustrativni obrazek, ktery znazornuje zadani.
Nékdy je feSeni problému patrné ptimo z tohoto obrazku. Ve vétSiné piipa-
di nicméné musime s obrazkem manipulovat a problém vyfesime s modi-
fikovanym obrdzkem. Tento obrazek nazyvame reSitelsky obrazek. V pii-
pade¢ feSeni rovnic se velmi Casto jedna o tseckovy model, ktery znazorni
vztahy mezi veli¢inami a tvofi propojeni mezi aritmetickym a algebraickym
pristupem.

Hejny (2014) rozdéluje fesitelské strategie na rutinni (feSeni bez porozuméni,
s porozumeénim, tvofive), nerutinni, pokus-omyl (ndhodny, ¢astecné organizovany,
organizovany), rozklad na dil¢i ulohy, feseni od konce aj.

Vyse bylo uvedeno, Ze tilohami rovnicového charakteru chapu algebraické slovni
ulohy, aritmetické lohy (ilohy, které slovné vyjadiuji pocetni operace s Cisly)

a pocetni geometrické ulohy feSitelné rovnicemi. Nyni uvedu nejcastéjsi typy
téchto tiloh, zpasoby jejich feSeni a mozné obtize zakd.

-2-6-1 SLOVNIi ULOHY

Slovnich uloh, které jsou feSitelné algebraicky, je mnoho typu. Na 1. stupni je
obvykle vyhodnéjsi tyto ulohy fesit aritmeticky. Na 2. stupni se potom Zaci setka-
vaji s typy uloh, u nichz je jednodussi feseni pomoci rovnic (napf. ulohy o pohybu,
ulohy o spole¢né praci, lohy o smésich aj.). Jako typické ulohy, které se objevily
také v mém testu, vyberu ulohy s délenim celku na nestejné ¢asti a dynamické
slovni ulohy.
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Nejdiive se podivejme na feseni slovnich tiloh obecné. Zaci na 1. stupni zakladni
Skoly tesi nejdiive jednoduché slovni ulohy, obsahujici jednu aritmetickou operaci.
V ramci téchto slovnich uloh se uci aplikovat pocetni vykony s€itani a od¢itani,
pozdgji nasobeni a déleni. Casto se k volbé spravného vykonu vyuziva signalnich
slov, kterd maji zaka navést: ,,pfinesl®, ,,dostal”, ,,ma vice nez* ma zdka navést
na s¢itani. Staci lohu mirné pieformulovat a signalni slovo se stane antisignalem:
Evama 5 kulicek, coz je o 3 vice, nez ma Roman. Kolik kulicek ma Roman? V uvedené

uloze je tfeba pouzit vypocet 5 — 3 = 2, prestoze zadani obsahuje slovo ,,vice™.

Postupné se pristupuje k feSeni sloZzenych slovnich uloh. Za slozenou slovni tlohu
obvykle povazujeme takovou slovni ulohu, k jejimuz feSeni zak potfebuje pouzit
alespon dva pocetni vykony (Divisek, 1989). S t€émito slovnimi ulohami zaky se-
znamujeme od 2. roéniku ZS. Na 1. stupni ZS jsou to viak témét vzdy jen tlohy
fesitelné dvéma, maximalné tfemi pocetnimi vykony (Divisek, 1989).

Slozena slovni tlloha sestava z n¢kolika dil¢ich jednoduchych, na sebe navazujicich
slovnich uloh. Podstatnou ¢asti feSeni slozené slovni ulohy je analyza slozené
slovni ulohy a jeji rozklad na jednoduché ulohy.

Reseni slovni ilohy probiha obvykle ve fazich, které viak nemusi byt vzdy stejné
vyznamné a patrné, zvlasté pii feseni série analogickych uloh. Divisek rozlisuje
pet fazi (1989):

1. Rozbor tlohy spociva v pochopeni textu a ujasnéni si toho, co zndme,
a toho, co mame vypocitat. Snazime se objevit vztahy mezi zadanymi tida-
ji, které bychom vyjadiili matematicky. Rozbor vede ucitel formou otazek,
zaci se postupné uci tyto otazky klast sami.

2. Matematizace problému ulohy spociva v prevedeni slovni tlohy do ilohy
matematické. Ukolem je uvédomit si, které udaje jsou znamy a které je
nutno urcit, a sestavit pocetni ptiklad, pozd¢ji naptiklad rovnici. Matema-
tizace ulohy mtize byt v né€kterych ptripadech provedena i graficky.

3. ReSeni matematicky formulované tilohy znamena feSeni vytvoreného pocet-
niho pfikladu, rovnice, nebo nalezeni vysledku na grafickém znazornéni.®

4. Zkouska, ze nalezené Cislo je skute¢né fesenim dané tlohy, by méla potvrdit
jednak spravnost numerickou (spravnost feseni matematické ulohy), jednak
spravnost vécnou. Ne kazdy vysledek matematické ulohy musi byt feSenim
dané realné ulohy, i kdyz byl vypoc¢ten matematicky spravné. Je nutné posou-
dit smysluplnost vysledku v kontextu tlohy a ptipadné také v realité.

5. Odpovéd’ vede zaka k tomu, aby konfrontoval vysledek se zadanim tlohy.

Pokud tloha obsahuje jednotky (K¢, kg, m, aj.), vétSinou se postupuje pro zjednoduseni tak,
ze se jednotky v prabéhu vypoctu nezapisuji a matematické zapisy se provadeji jen s Cisly.
Jednotky se uvadéji az v odpovédi.
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Faze feseni problémovych tloh nadanymi Zaky popisuje Mayer (1982). Uvadi, ze
zak by mel mit ¢tyii typy znalosti diilezité pro feSeni problémil. Témito znalostmi
jsou sémantické znalosti, znalosti schématu, algoritmické znalosti a strategic-
ké znalosti. Tyto znalosti by nemély byt vzajemné oddélovany.

Prvnim krokem pti feSeni problému je porozuméni problému. V této fazi feseni je
dilezitd sémanticka znalost feSitele. Zak musi nejen dokézat interpretovat dané
informace, ale v ptipad¢ algebraickych uloh také spravné oznacit neznamou.

Znalost schématu spociva ve vytvareni struktury podobnych problémut nebo
schémat feSeni problémi. Podle Mayera (1992) znalost schématu znamena, ze zak
fesi rizné slovni problémy pomoci stejné aritmetické operace. Jestlize fesitel vi,
jaky druh problému fesi, znamena to, Ze pouziva znalost schématu. Riley a Greeno
(1988) tvrdi, ze znalost schématu je dilezita pro planovani zptisob postupu.

Po dvou prvnich krocich, kdy zak porozumi zadani, zorientuje se v problému,
vybere podstatné a nepodstatné informace a, pokud je to mozné, vyuzije znalost
schématu, musi sestavit rovnici a tuto rovnici fesit. K tomu pottebuje algoritmic-
kou znalost. Zak musi znat algoritmus postupu neboli jednotlivé kroky, které
vedou k feSeni.

Posledni znalost nazyva Mayer (1992) strategickou znalosti a spoc¢iva podle n¢j
v planovani a kontrole feseni problému.

Hejny a Stehlikova se podrobngji zabyvaji procesem uchopovani slovni tlohy,
ktery rozlozili do ¢tyt etap (1999: s. 40):

1. Resitel si vytvori predstavu o tom, éeho se uloha tyka. Vzpomina, zda jiz
podobnou tlohu fesil.

2. Regitel eviduje objekty tlohy. Zapise, oznaci nebo nakresli, co je dano a co
se ma najit. Nékdy uvede i pomocné objekty, které sice v tilloze nevystupuji,
ale které mtize pouzit pii feSeni.

3. Resitel eviduje vztahy mezi objekty a tyto si n&jak vyznaéi, naptiklad pomoci
Sipek, kterymi propoji jiZ na papiie napsané objekty. Nékdy ptipiSe i pomocné
vztahy.

4. Resitel si utvaii predstavu o tloze jako celku a z této predstavy se snazi
vyvodit fesitelskou strategii, tj. smér, kterym bude dale postupovat.

Typické algebraické slovni ulohy, které jsou fesitelné aritmetickymi strategiemi,
jsou ulohy s délenim celku na nestejné ¢asti a dynamické tllohy. Nyni uvedu moz-
nosti feseni téchto typut uloh.
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Déleni celku na nestejne ¢asti — reSeni s vyuzitim 0seckoveho modelu

Ptikladem grafické metody je vyuziti useckového modelu (Novotna, 2010) nebo
také obdélnikového modelu, ktery se da vyuzit naptiklad ptiteseni tiloh s délenim
celku na nestejné casti. Vyuziti demonstruji na tloze:

Priklad 1. Sourozenci Renata, Pavel a Karel nasbirali dohromady 161 karet.
Pavel nasbiral o 3 karty méné nez Renata a Karel nasbiral dvakrat
tolik karet nez Renata. Kolik karet nasbiral kazdy z nich?

Pokud zak ovlada pouze aritmetické metody, miize pro néj byt obtizné zaznamenat
vztahy. Je vhodné, aby zak postupoval od znamé aritmetické metody k neznamé
algebraické metod¢ pozvolna. Pomoci mu mtize vizualizace zalozena na Giseckovém
(obdélnikovém) modelu. Pomoci obrazku mtize algebraizovat zapis:

, 3
Rozbor ulohy: R Renata ... x
P— 161 Pavel ... 03ménéne24
K [ Karel ... dvakrat vice nez

Pokud zak umi pouzit grafické znazornéni, mize dale postupovat aritmeticky
nebo algebraicky. Aritmeticky postupuje od vysledné hodnoty: 161 —3 - 3 = 152,
152 : 4 = 38. To je pocet karet Pavla. PocCet karet Renaty je 38 + 3 = 41 a pocet
karet Karla je 2 - 41 = 82.

Algebraicky postupuje opét z obrazku tak, Ze oznaci pocet Renatinych karet jako
x a sestavi rovnici: x + (x — 3) + 2x = 161.

Ziskali jsme odpovéd’, ze pocet Renatinych karet je 41. Je nutné zkontrolovat vSech-
ny udaje ze zadani: R ... 41; P ... 41 -3=38,K ... 2-41 =82,41 + 38 + 82 = 161.

Nyni zapiSeme odpovéd’: Renata nasbirala 41 karet, Pavel 38 karet a Karel 82 karet.

Lze uvazovat také jinak: Kdyby mél Pavel o tfi karty vice, mél by stejné jako
Renata. Uvahu zakreslime do use¢kového diagramu a po¢itame: 161 + 3 = 164,
164 : 4 = 41. Renata ma 41 karet, Pavel karet 41 — 3 = 38, Karel 82 karet.

RC—/

3
= I— 161

K I

Ptestoze Gse¢kovy model je velmi uc¢innym nastrojem pro feseni slovnich uloh
s délenim celku na nestejné ¢asti, ucitelé nejsou zvykli jej pouzivat. Stejnou zku-
Senost ziskala také Novotna (2010).
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Dynamicke Olohy

Dynamicka tloha byla jedna z uloh, kterou jsem zatadila do svého vyzkumu. Tyto
v jednom case. U dynamickych tloh je pro zaky nejvétsi problém uchopeni ¢asovych
hladin (Hejny, 2003).

Z diivodu problematického uchopovani vztahii v dynamickych alohéach je pro zaky
vhodné zpocatku vyuzivat experimentalni metodu. Nemélo by se vsak jednat
o nahodilé experimentovani, zak by mel systematicky kontrolovat své kroky. Postup
demonstruji na nasledujici uloze:

Priklad 2. Otci a synovi je dohromady 54 let. Za 5 let bude otec trikrat tak star
nez syn. Kolik let je kazdému z nich?

Pokud ulohu feS§ime experimentem, je vhodné tdaje zapsat do tabulky. V prvnim
kroku odhadneme, jaky vék by mohl mit syn.

Synuv veék nyni 8 9
Otctv veék nyni 54-8=46 54-9=45
Syntiv veék za 5 let 13 14
Otctiv vek za 5 let 51 50
Trojnasobek synova véku za 5 let 39 #£51 42 £ 50

Pokud by zak postupoval nefizenym experimentem, postupné¢ by synovi pridaval
po 1 roku, az by dospél ke sloupci, ve kterém by v poslednim fadku nastala rovnost.
V tfizeném experimentu se snazime ne zakladé¢ ziskanych vysledkt uéinit co nej-
drive spravny odhad. Po zapsani druhého sloupce budeme uvazovat: Zvysili jsme
vek syna o 1 rok, rozdil véka v poslednim fadku se zmensil o 4 ze 12 na 8. To zna-
mena, ze po dalsich dvou krocich bude rozdil nulovy. Vék syna je tedy 8 + 3 =11 let.

Opét provedeme zkousku vsech udaji ze zadani: 54 — 11 =43, 11 + 5 = 16,
43 +5=48,3-16=48.

Zapiseme odpoveéd: Synovi je 11 let a otci je 43 let.

Jestlize zak ziska urcitou zkusenost s feSenim tohoto typu lohy, je mozné ptistou-
pit k aritmetickému FeSeni. Opét ndm poslouzi obdélnikovy model. Zakreslime
do ngj situaci ,,za 5 let™:
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5
s+b5 [C—— "1

5 54 +10

0+5 | : : |

Z n¢j muzeme vycist vztahy: 64 : 4 =16, 16 — 5 = 11, 54 — 11 = 43. Otci je nyni
43 let.

Pomoci grafického znazornéni mizeme piejit také k algebraickému FeSeni. Pokud
oznac¢ime ve€k syna jako x a veék otce jako y, miizeme z obrazku zapsat: x + y = 54,
3x+5)=y+5.

Uvedla jsem pouze ukazku dvou uloh rovnicového charakteru a moznosti jejich
feSeni. U kazdé takové ulohy obvykle existuje moznost vyuzit experimentalniho,
aritmetického 1 algebraického postupu.

Problemy 23k0 pfi reseni slovnich Oloh

Prvnim problémem pfti feSeni slovnich tloh je dikladné pochopeni textu tlohy.
Je dulezité, aby zaci rozuméli vSem pojmim v zadani. Pti feSeni tiloh se setkava-
me s neschopnosti zakl ¢ist matematicky text s porozuménim. Prestoze jednodu-
ché slovni uloha mize zaktim pomoci najit v matematickych operacich smysl,
neschopnost analyzovat matematicky text a situaci si predstavit jim brani v usp¢s-
ném feSeni. Hejny a Stehlikova (1999) uvadéji: ,,Schopnost ¢ist s porozuménim
matematicky text je bytostné zavisla na schopnosti zaka ¢ist s porozuménim béz-
ny text — tfeba pohadku. Bez této schopnosti neni snaha naucit zaka ¢ist matema-
ticky text s porozuménim nadéjna“ (s. 39).

Problematické jsou pro zaky slovni tilohy na porovnavani pomoci vztahii ,,o n vétsi
nez*, ,,0 n mensi nez®, ,,nkrat vétsi nez", ,,nkrat mensi nez. Adetula (1990) uvadi,
ze déti se prostiednictvim zkusSenosti seznamuji s mnoha polarizovanymi termi-
ny porovnavani, jako jsou ,vice®, ,,méné“, ,pted®, ,,po", ,,nad®, ,,pod*, ,vyhrat®,
,,prohrat*. Zaci mohou mit problém s pochopenim vyznamu téchto slov. I v pfi-
padg, Ze slova chapou, mohou mit problémy s interpretaci véty, ve které je slovo
pouzito. Adetula to dava do souvislosti se signalnimi slovy a antisignaly a ukazu-
je to na pfikladu dvou zadéni: ,,Které ¢islo je o tfi vice nez Etyti?*,,0 kolik je sedm
vice nez Ctyfi?* (Adetula, 1990: s. 355). Zatimco v prvnim ptipadé je slovo ,,vice*
signalni slovo a navadi na s¢itani 3 + 4, ve druhém ptipade je slovo ,,vice™ antisig-
nal a hledanou operaci je od¢itani 7 — 4. Také Lewis a Mayer (1987) ukazali, ze
zaci maji v&tsi problémy s tlohami, které nazyvaji jako nekonzistentni slovni
problém, v nichz je neznamé pfedmétem druhé véty souvéti a termin vztahu
(napt. ,,vice nez*) je v konfliktu s operaci, nezli s konzistentnimi slovnimi pro-
blémy, v nichz je neznama podmétem druhé véty a termin vztahu je konzistentni
s potfebnou operaci.
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Také ugitelé povazuji slovni tilohy za naro¢né a u zaki neoblibené. Cesti ugitelé
poukazuji na nizkou ¢tenaiskou gramotnost zaki, na fakt, ze zaci velice malo ctou
(Hiibkova & Pachova, 2013). Reseni slovnich tloh pfedstavuje pro mnoho zaki
problém, mozna nejen kvuli nizké ¢tenaiské gramotnosti. Nékteti ucitelé dokonce
soudi, ze ast&jsi feseni slovnich tloh od 4. roéniku ZS vede k tomu, Ze se mate-
matika stava neoblibenym predmétem (Hiibkova & Pachova, 2013). Zatimco
v prvnich tfech ro¢nicich vétsina Zakl uvadi matematiku jako oblibeny predmét,
od 4. ro¢niku jeji obliba znatelné klesa.

V ptipad¢ sloZzenych slovnich uloh ucitelé ¢asto soudi, ze se je zak nejlépe nauci
tesit tim, ze vytesi velké mnozstvi tloh stejné struktury bezprostiedné za sebou.
Divisek upozormnuje na nebezpeci této metody, ,,Ze stale prosazovany a opakovany
postup zaky zbavuje povinnosti promyslet situaci popsanou v uloze a uvazliveé
volit pracovni i pocetni postup. Bezmyslenkovité procvicovani uréitého typu vede
sice rychle k vypéstovani dovednosti fesit typizované ulohy, ale fakticky zne-
moznuje fesit praktickou realnou tlohu, ktera obvykle typizovana neni* (Divisek,
1989: s. 137).

—-2-6-2 Aritmetickeé Olohy

Aritmeticka uloha feSitelna jiz od 1. stupné je tloha typu ,,myslim si ¢islo®

vyjadfeny vztahy mezi ¢isly.

Uloha typu ,,myslim si ¢islo* je aritmeticky fesitelna s pomoci Sipkového diagramu,
¢asto s vyuzitim inverznich operaci.

Priklad 3. Myslim si ¢islo. Kdyz jej vydeélim tremi a k vysledku prictu 7, dostanu
13. Které c¢islo si myslim?

Vztahy mezi ¢isly uvedené v zadani znazornime pomoci Sipkového diagramu, jako

na Obr. 14.
3 +7
_— _ > 13
Q < 3 O <
; -7

Obr. 14 Znazorneéni ulohy pomoci Sipkového diagramu

Pti vypoctu budeme postupovat z tohoto znazornéni, a to inverznimi operacemi:
13 -7=6, 6 - 3 =18. Hledané ¢islo je 18. Zkousku provedeme tak, ze budeme
vychazet ze zadanych vztaht: 18 : 3=6,6+ 7 = 13.

Algebraicky je mozné tilohu fesit sestavenim a feSenim rovnice x : 3 — 7 = 13.
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Na 2. stupni se Zaci mohou setkdvat s ndrocnéjSimi aritmetickymi tlohami, u nichz
neni mozné jednoduse pouzit inverzni operace:

Piiklad 4. Tretina neznamého cisla zvétsend o 60 % vzniklého cisla je 8. Jaké
je neznamé cislo?

Obdobné jako v predchozi uloze budeme postupovat od konce. Jestlize ¢islo zvét§im
0 60 %, je vysledkem gtohoto Cisla. Pottebuji tedy urcit 8 : g =8 -g = 5. Cislo 5
je tfetinou neznamého d¢isla, vysledkem je tedy ¢islo 15. Provedeme zkousku:
$-15=5,16-5=8.

Ulohu je mozné fesit algebraicky sestavenim a feSenim rovnice § +0,6- g =8.

Problémy 23K0 pri feSeni aritmetickgch uloh
Problémy zakt s timto typem uloh prameni nejcastéji z nezkuSenosti. Jestlize se
zaci s témito ulohami nesetkavaji v nizsich ro¢nicich a nejsou seznamovani s moz-

nostmi aritmetického feseni, mohou mit ve vyssich ro¢nicich problémy s ur¢enim
neznamé a sestavenim rovnice.

—2-6-3 Pocetni geometrické Ulohy

Typu pocetnich geometrickych uloh, které jsou fesitelné algebraicky, existuje cela
fada. V zasade¢ Ize ale fici, ze se jedna o Ulohy, v nichz je potieba urcovat obvody
¢i obsahy rovinnych Utvari, ptipadné povrchy a objemy prostorovych téles, nebo
dopogitat napiiklad délku nékteré z usetek. Ulohy z této kategorie jsou velmi
&asto §kolsky netypické, a tudiz problémové. Zaci si na nich mohou ovéfovat svo-
ji schopnost orientovat se v neznamé situaci a znalosti z geometrie. Pokud neni
geometrie zafazovana do vyuky pravidelné, geometrické znalosti zakti mohou byt
nizké. Jestlize nejsou ve vyuce feseny problémové ¢i netradicni llohy, mohou mit
zaci odmitavy postoj k jinym neZz typickym uloham. To jsou dva nejcastéjsi zdro-
je problému zaku pti feSeni téchto loh.

Ve vyzkumné c¢asti se budu zabyvat tim, jaké metody feSeni zaci vyuzivaji pfi
feSeni Uloh rovnicového charakteru. Budou ptedstaveny ulohy, které resili Zaci
zakladni skoly. Pfi vyhodnocovani feSeni jsem sledovala, jaké strategie Zaci pre-
ferovali, zda byli schopni efektivné pouzivat experimentalni metody, zda ovladali
korektni aritmeticka feSeni a zda byli ve vyssich ro¢nicich schopni vyuzit algeb-
raického aparatu. Rovnéz jsem pozorovala, zda zaci uvadéli zkousku spravnosti
ulohy a odpovéd.
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VYZKUMNA CAST

-3- VYZKUMNE SETRENI
NA 1. STUPNI
ZAKLADNI SKOLY

V letech 2012 a 2013 jsme s kolegynémi z PAF MU ve spolupraci s FSS MU ved-
ly na zakladnich skoldch matematicky krouzek, ktery byl primarné uréen pro
nadané zaky 4. a 5. ro¢niku. Byly osloveny vybrané skoly Jihomoravského kraje.
Podminkou toho, aby se §kola mohla do projektu zapojit, bylo, Ze na 1. stupni je
alespon jeden nadany zak, diagnostikovany odbornym pracovistém. Tito odborné
identifikovani Zaci navstévovali krouzek automaticky, moznost zapojit se do krouz-
ku byla rovnéz déna dal$im zaktm. Celkem se do matematického krouzku zapo-
jilo 14 skol a 135 zaku (podrobngéji bude specifikovano nize).

Zaci navitévovali krouzek ve své $kole jedenkrat tydné po dobu osmi tydnd.
Celkove bylo zadano 63 uloh, které se tykaly vSech témat Skolské matematiky
a dale kombinatoriky a teorie grafii. N¢které z tloh byly motivacni, vychazely ze
zékladniho uciva (pro nenadané zaky, ktefi neméli rozvinuté matematické mysle-
ni), jiné ulohy byly Skolsky netypické.

Skoly dostavaly kazdy tyden jeden pracovni list s osmi (jednou se sedmi) ilohami
(Blazkova & Budinova, 2014). Ucitelé byli informovani, ze by zaktim na vypraco-
vani testu m¢li nechat 45 minut ¢asu a béhem feseni by neméli do pribéhu nijak
zasahovat. Zaci méli dostat instrukci od uéitele, aby zapisovali postup fesent,
aby uvadeli odpoved i zkousku. Po odevzdani méla probéhnout spolecna diskuse
zucastnénych zaki a ucitele o moznych ptistupech zaki k feseni a mélo byt odha-
leno spravné teseni. Ucitelé méli vSe zapisovat. Jak se pozdéji ukazalo, v této
otazce byli nektefi ucitelé velmi precizni, popisovali zpisoby uvazovani zakd,
zatimco u jinych bylo patrné, Ze test se sebral a zddna diskuse neprobé&hla. Tento
pristup nékterych uciteli zna¢né komplikoval néslednou analyzu uloh. To, zda
diskuse s zaky probéhla ¢i nikoli, jsme poznaly z vysledkt testti. Typy uloh se
totiz opakovaly, a kdyz zak ud¢lal v urcitém typu ulohy chybu a ucitel s nim roze-
bral moznosti spravného feseni, zak se ponaucil z chyby a pfiste se ji uz nedopus-
til. Jini zaci stejné chyby opakovali stale znovu.
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Mezi ulohami se pravidelné objevovaly také tllohy rovnicového charakteru rtizné
naroc¢nosti. Ve vyzkumném Setfeni jsem se zaméfila praveé na tyto tlohy.

-3-1 CiLA VYYZKUMNE OTAZKY

Cilem vyzkumného Setfeni bylo zjistit, v jakych lohach rovnicového charakteru
ucastnili se vySe zminéného krouzku. Dalsim cilem bylo zjistit, zda nadani Zaci
preferuji ur€ity piistup k feSeni téchto tloh, zda se u nich projevi n€jaké opakujici
se fenomény a zda lze nalézt souvislost mezi typem nadani zéka a strategiemi,
které preferuje.

Polozila jsem si nasledujici vyzkumné otazky:

vvvvvv

* Budou v feseni vybranych uloh nadani zaci Gspésnéjsi nez ostatni?

* Bude mezi tlohami takova, v niZ budou nadani Zaci vyrazné€ Gspésnéjsi nez
nenadani zaci?

» Které fesitelské strategie budou nadani Zaci preferovat?

* Lzemezi diagnostikovanymi zaky najit zastupce typt nadanych zaki podle
Bettse a Neihartové (2017) (viz oddil 1.6)? Pokud ano, 1ze je charakterizovat
tim, jaké piistupy k feSeni ruznych tloh vyuzivaji?'

Dale jsem zpracovala vysledky statisticky a vyslovila jsem nasledujici hypotézu,
vztahujici se ke kazdé tloze zv1ast:

vvvvv

dani Zaci.

-3-2 UYZKUMNY UZOREK

Krouzek zminény v vodu kapitoly probihal ve dvou bézich, v kazdém béhu se
ucastnily jiné Skoly a jini zaci. Celkem se kurzii ucastnilo 14 skol, dvé v obou bé-
zich. Prvniho béhu se ucastnilo celkem 55 zakid a druhého 80 zaku. Jako nadani
byli oznaceni ti zaci, kteti byli pedagogicko-psychologickou poradnou diagnosti-
kovani jako nadani — v§eobecn¢, matematicky, nebo i jinak (viz Tab. 4 a Tab. 5).
V prvnim béhu se tcastnilo 17 nadanych zakt 4. ro¢niku a 15 nadanych zaku
5. ro¢niku. Ve druhém béhu se ucastnilo 22 nadanych zaki 4. roéniku a 16 nada-
nych zakl 5. roéniku. Navstévovat krouzek bylo umoznéno 1 zaktim, kteti nebyli
diagnostikovani v PPP, a to na zéklad¢ jejich zajmu. V dal§im textu je budu ozna-
Covat jako nediagnostikované, protoze je pravdépodobné, ze nékteti z nich byli
také nadani, pouze nebyli identifikovani.

®  Nadanymi zaky budu v této ¢asti textu oznacovat ty, kteti byli odborné identifikovani v PPP.

10 Vzhledem k charakteru této vyzkumné otazky ji pojednam zvlast’ (v oddile 3.7).
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Tab. 4 Skoly a nadani Zdci icastnici se prvnitho béhu

Skola Typ Skoly Roc¢nik | Pocet Zakii | Nadani dle PPP
1 Bézna ZS 5 1 Vseobecné
) ZS s Daltonskym planem 4 2 Matematické

a rozsifenou vyukou mat. 1 Jazykové

3 Bé&zna ZS 5 1 Matematické
4 Bézna ZS 4 1 Matematické
5 Bé&zna ZS 5 1 Vseobecné
6 ZS s Daltonskym planem 4 1 Mimoiadné
7 Bé&zna Z8 4 1 Matematické

& . , 4 11 Vseobecné
8 7S s tfidami pro nadané 5 2 Vieobecnd

Tab. 5 Skoly a nadani Zdci vicastnici se druhého béhu
Skola Typ Skoly Roc¢nik | Pocet Zakii | Nadani dle PPP
3 Bézna ZS 4 1 Matematické
5 . . , 4 10 Vseobecné
8 ZS s tfidami pro nadané 5 14 Vieobecnd
9 Bézna ZS 4 1 Matematické
) 4 1 Vseobecné
10 | ZS s matematickymi tfidami 4 Matematické
5 2 Matematické
11 Bé&zna ZS 4 2 Matematické
12 Bézna ZS 4 1 Vseobecné
13 Bé&zna ZS 4 1 Vseobecné
14 Bézna ZS 4 1 Matematické

Pocty vsech zicastnénych zaki jsou uvedeny v Tab. 6. V jednotlivych tydnech se
pocty zaku fesicich dané ulohy mohou liSit, nebot’ n€kteii Zaci byli nemocni nebo
se neucastnili krouzku v daném tydnu z jiného divodu.

Tab. 6 Pocty zZakii ucastnicich se matematického krouzku

1. béh 2. béh
4.roénik | 5.ro¢nik | Celkem | 4.ro¢nik | 5.rocnik | Celkem
Nadani 17 15 32 22 16 38
Ostatni 14 9 23 21 21 42
Celkem 31 24 55 43 37 80
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Vysledky jsem zaznamendvala zvlast’ pro nadané a ostatni, poté jsem jeste analy-
zovala vysledky matematicky nadanych zakt, nebot’ matematické nadani by teo-
reticky mélo byt nejlepsim pfedpokladem k GspéSnému feSeni tloh v matematice.

Rodice vSech zak, kteti byli zapojeni do vyzkumu, podepsali informovany souhlas
s testovanim ditéte a pouzitim jeho vysledkl pro vyzkumné zaméry.

-3-3 VUYBER A CHARAKTERISTIKA ULOH

Ulohy, které jsem vybrala pro vyzkum, byly rovnicového charakteru. Nyni uvedu
jejich znéni a struénou charakteristiku:

1. Myslim si cislo. Kdyz je vynasobim 5 a odectu 25, dostanu 100. Které cislo
si myslim? (Aritmeticka uloha vedouci ke dvojkrokové rovnici.)

2. Myslim si ¢islo. Jestlize k nému prictu 7, tento soucet vydélim tremi a nako-
nec vynasobim péti, dostanu 45. Které c¢islo si myslim? (Aritmeticka tloha
vedouci k trojkrokové rovnici.)

3. Roman rika: ,,Aby mi bylo sto let, musel bych zit jesté devetkrat tak dlouho,
nez jsem doposud zil, a jesté 10 rokii.” Kolik je mu rokii? (Dynamicka slov-
ni tloha.)

4. Mamince a tatinkovi je dohromady 80 roku. Tatinek je o 4 roky starsi nez
maminka. Kolik roki je mamince a kolik tatinkovi? (Slovni tloha s délenim
celku na nestejné casti.)

5. Kaprvazi 2 kilogramy, a jesté pul kapra. Kolik kilogramui vazi cely kapr?
(Problémova tiloha.)

Prvni tlohu jsem vybrala z toho divodu, ze jsem predpokladala, ze vétSina zakt
si u feSeni vystaci s jednoduchymi aritmetickymi pfedstavami, které vychazi
z faktu, ze 4 - 25 = 100. Dalo se tedy piedpokladat, ze zna¢na ¢ast zakt bude tlo-
hu fesit pamétné.

Druha tloha je sice stejného typu jako prvni uloha, ale zak musi uvazovat ve vice
krocich. Proto jsem ocekavala, ze jiz nebude tolik zaka, kteti llohu vyfesi pamét-
n€, a budou tedy muset postupovat napiiklad metodou od konce.

Tteti uloha je dynamicka tiloha se dvéma ¢asovymi hladinami (nyni a az mi bude
100 let). Z toho duvodu se dalo oc¢ekavat, Ze tiloha bude pro zaky obtizna. Také
aritmetické vztahy v uloze obsazené nejsou zcela trivialni.

U ¢tvrté tlohy jsem ocekavala, Ze budou uspésni zaci, kteti si dokazou vytvorit
aritmetickou piedstavu. Z toho diivodu jsem si myslela, Ze by tloha mohla odlisit
nadané zaky od ostatnich.

Pata uloha byla problémova a dalo se ocekavat, ze bude narocné pro nenadané
i pro nadané zaky. Zajimalo mé, jak v ni usp&ji matematicky nadani Zaci, jejichz
matematické predstavy by mély byt na nejvyssi trovni.
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Analgza Oloh a priori

L.

Slovni zadani lze piepsat do matematického zapisu 5 - 00 — 25 = 100. Pot¢ je
mozné ulohu fesit pamétné napiiklad tak, Ze se na prazdné misto dopliuji rizna
¢isla a kontroluje se rovnost.
Ulohu je také mozné fesit od konce, pomoci inverznich operaci: 100 + 25 = 125,
125:5=25.
Je mozné postupovat i algebraicky, sestavenim rovnice 5x — 25 = 100. Jedna se
o rovnici, kterd by byla fesena ve dvou krocich:
5x —25=100 H+25
Sx=125/5
x=25
Hledané ¢islo je tedy 25. Provedeme kontrolu dosazenim do zadani: 25 - 5 = 125,
125 -25=100.

. Zadani lze ptepsat do matematického zapisu [(CJ + 7) : 3] - 5 = 45. Je mozné po-

stupovat aritmeticky. Zamétime se na Cislo 45, které je mozné napsat v sou-
¢inovém tvaru jako 9 - 5 =45. V hranaté zavorce je tedy Cislo 9, které ziskame,
kdyz 27 vydélime ttemi. Neznamé ¢islo tedy musi byt 20. Pro zaky je dovednost
vnimat ¢isla v sou¢inovém ¢i souctovém tvaru podstatnd a pii feSeni rovnic
mize usnadnovat vypocty.
Dalsi aritmeticky postup je pomoci metody od konce: 45 : 5=9,9 - 3 =27,
27 -17=20.
Ulohu miizeme fesit i algebraicky sestavenim rovnice [(x + 7) : 3] - 5 = 45.
Pomoci formalnich operaci by se rovnice fesila ve tiech krocich:
[(x+7):3]=45/:5
(x+7)=9/-3
x=27/-17
Hledané ¢islo je 20. Provétime spravnost dosazenim do zadani: 20 + 7 = 27,
27:3=9,9-5=45.
Ulohu je mozné piepsat do matematického zapisu 9 - O + 10 = 100 a tloha je
fesitelna stejnymi metodami jako tloha 1. Velky rozdil pro zaky ale ptedsta-
vuje zplsob zadani. Zatimco tloha 1 byla zadana ve form¢ aritmetické slovni
tilohy, loha 3 je dynamicka. Zaci se tedy v prvni fadé musi vyznat v &asovych
Dalsim ztézujicim faktem je pouziti kondiciondlu (nerealné podminky), ktery
je pro zaky daného véku naroény. Kaslova, Fialova, Cizkova a Korda (2007)
uvadi moznost védomého pouzivani podminky od 5. roéniku ZS a rozlisuji
podminky realné (kdyz ano, kdyz ne) a nerealné (kdyby ano, kdyby ne). V tlo-
ze je pouzita podminka neredlna — sta let se dozije velmi malo lidi. Odpovéd”:
Romanovi je 10 let.
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4. Jedna se o deleni celku na nestejné ¢asti. V zadani je obsaZen operator po-
rovnani, pfi¢emz nezname vek ani jednoho z rodi¢ti. Tim je uloha pro zaky
1. stupné netypicka a naroéna. Ulohu je mozné fesit tak, ze 80 vydélime dvéma.
Pokud by rodice byli stejn¢ stati, méli by 40 let. Jestlize tatinek je o 4 roky
star$i neZ maminka, musime mamince 2 roky ubrat a tatinkovi tyto 2 roky
pridat. Mamince je tedy 38 let a tatinkovi 42.

Ulohu mizeme také fesit pomoci useckového modelu, ze kterého vycteme
aritmetické vztahy:

maminka [ ]
4 80
tatinek 1]

Plati: 80 —4 =76, 76 : 2 =38, 38 + 4 = 42. Mamince je 38 let a tatinkovi 42.
Novotnd (1997) uvadi, ze ze dvou vySe zminénych postupt, tj. 80 : 2 = 40,
40-2=38,40+2=42a80-4=76,76:2=38, 38 +4 =42, je druhy postup
univerzalnéji vyuzitelny, Ize jej zobecnit i pro déleni celku na vice nez dvé
¢asti. Prvni postup je navic rizikovéjsi z hlediska udélani chyby, kdy zaci in-
klinuji k nespravnému vypoctu 80 : 2 =40, 40 —4 =36, 40 + 4 = 44,
Algebraicky Ize tlohu fesit rovnici x + (x + 4) = 80, kde neznama x je v€k ma-
minky, nebo soustavou rovnic x + y = 80, y = x + 4, kde x znac¢i vék maminky
a y vek tatinka.

Provedeme zkousku slovni tlohy: 38 + 42 = 80, 42 — 4 = 38.

5. Jedna se o problémovou ulohu. Uloha je pro zaky 1. stupné netypicka tim, Ze
¢islo se v ni vyskytuje jak v roli kvantity (2 kilogramy), tak operatoru (polovi-
na kapra). Kromé toho je zadani netypicky formulovano a vyzaduje jazykovy
cit. Ulohu je Gi¢elné graficky znazornit, coZ je mozné pomoci vah, nebo pomo-
ci obdélniku jako na Obr. 15. Odtud je také ziejmé, ze kapr vazi 4 kilogramy.

2 kg

Obr. 15 Grafické znazornéni problémové ulohy

U kazdé z uvedenych uloh lze sledovat linii fesitelskych strategii experiment —
aritmetické strategie — algebraické strategie. V tomto sméru budu rovnéz posu-
zovat sofistikovanost pouzitych strategii. Na matematické znalosti a dovednosti je
nejméné narocna a také nejméné sofistikovana experimentalni strategie, za nejso-
fistikovangjsi 1ze povazovat algebraické strategie (ovSem za predpokladu, ze zak
chépe, co provadi, a nema jen nauc¢enou sekvenci krokit pro urcité typy uloh). Také
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v ramci jednotlivych kategorii se sofistikovanost feSeni mize lisit. Naptiklad
u aritmetické metody budu jako sofistikovanéjsi chapat ty strategie, které vice
souviseji se zpisobem fesSeni rovnice, jako jsou Sipkové diagramy, postup od kon-
ce ¢iuseckovy diagram, nezli pocetni postupy, jako je tieba rozklad ¢isla na soucin
(viz uloha 2).

-3-4 ANALYZA DAT

Pisemna feseni zakl jsem analyzovala z hlediska pouzitych metod feSeni a chyb,
kterych se zaci dopoustéli. Pfitom jsem si vS§imala i ¢asti feSeni, které byly Skrt-
nuty, pokud mi poskytly vhled do Zzakova uvazovani. Zaci dostali pokyn, aby za-
psali i postup feSeni, nejen vysledky, a vétsinou tak €inili.

Vysledky analyz zakovskych feseni jsem davala do souvislosti s pisemnymi za-
znamy ucitelt. Jak jsem jiz uvedla, ne vSichni ucitelé respektovali pokyn, aby
s zaky diskutovali o jejich metodéach feSeni. Z 16 zapojenych ucitelt komentovalo
prubéh feseni 7, z toho 2 uditelé podavali zaznamy velmi podrobné (popsali osob-
nost kazdého zéka, jeho projevy pii feseni, jak se vyrovnaval s tim, Ze nemulze
objevit feseni, na co se v priub¢hu feseni ptal, jak reagoval v nasledné diskusi),
ostatnich 5 uciteltl poskytovalo vypovédi strucné (napt. pouze zapsali, kdyz zak
polozil n&jakou neoéekavanou otazku). Zaci se v pracovnim listu vyjadfovali
k néaroc¢nosti tlloh a v ramci diskuse s ucitelem mélo byt také rozebrano, které
ulohy se jim jevily naro¢né a proc.

U kazd¢ ulohy jsem sledovala, zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi vy-
sledky zakt nadanych a nediagnostikovanych. Na hladiné¢ vyznamnosti 0,05
byla testovana nulova hypotéza'HO: Uspéch v iiloze X a naddani spolu nesouvisi
proti alternativni hypotéze H : Uspéch v uloze X a nadani spolu souvisi pro zaky
4. a 5. roéniku zv1ast’ i pro obé& skupiny dohromady. Byl pouzit chi-kvadrat" testu
nezavislosti. V ptipadé, ze nebyly splnény podminky dobré aproximace, byl pou-
zit Fisheraiv presny test.

Zéci u kazdé tlohy dokreslovali smajliky podle toho, jak se jim uloha libila. Obli-
bu uloh dle smajliku jsem vyhodnocovala, protoze ale tyto vysledky nejsou pro
praci podstatné, nebudu se jimi zabyvat.

I Jedna se o test vyznamnosti, ktery ovétuje, zda se Cetnosti, které byly ziskany méfenim

v pedagogické realité, odlisuji od teoretickych Cetnosti, které odpovidaji dané nulové hy-
potéze.
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-3-5 VUYSLEDRY

Nekteré vysledky, které uvadim, byly jiz publikovany casopisecky (Budinova, 2016).

Uloha 1: Myslim si cislo. Kdyz je vyndsobim 5 a odectu 25, dostanu 100. Které
c¢islo si myslim?

Nejcastéji zaci fesili ulohu pomoci zapisu I - 5 — 25 = 100, kde na prazdnou pozici

doplnili ¢islo 25, tedy 25 - 5 — 25 = 100. U tohoto feSeni neni zcela jasné, jak zak

postupoval. Bud’ mohl volit strategii pokusu a omylu, nebo feSeni od konce, které

vsak nezapsal. Obcas se objevilo také explicitné zadané feSeni od konce, tj. ivaha

100 +25 =125, 125 : 5=25.

Uspé&snost zaki v uloze 1 je uvedena v Tab. 7. Piestoze pocet zaki je v nékterych
skupinach nizky, Gspésnost je uvedena v procentech, aby mohly byt vysledky
rychle porovnany.

Tab. 7 Uspésnost, tiloha 1

Pocet Zaku Uspé&nost
Celkem | 4.roénik | 5.roénik | Celkem | 4.ro¢nik | 5.ro¢nik
Nadani 28 13 15 22 (79 %) | 9(69 %) | 13 (87 %)
Ostatni 20 13 7 17 (85 %) | 11 (85 %) | 6 (86 %)
Razné strategie feSeni, které zaci pouzivali, jsou uvedeny v Tab. 8.
Tab. 8 Ruzné strategie reSeni, uiloha 1
Nadani Ostatni
4. ro¢nik | 5. ro¢nik | 4. ro¢nik | 5. roénik
Spravné, usudkemse zapisem O-5-25=100 7 3 5 5
Spravné, od konce 0 4 1 1
Spravné, s pouzitim x 0 1 0 0
Spravné, bez uvedeni postupu 2 5 5 0
NeteSeno 2 1 2 1
Chybna Gvaha 2 1 0 0

Z tabulky 8 vidime, Ze jednoznacné prevazovaly aritmetické strategie feSeni. Jeden
nadany zak 5. ro¢niku fesil tlohu algebraicky, a to pomoci rovnice 5x — 25 = 100.
To znamena, ze se nékde (napf. pii rozhovoru s rodi¢i nebo pii c¢teni matematické
knihy) setkal s algebraickym feSenim a to pouzil.

Neni patrny markantni rozdil v pfistupu k feSeni mezi nadanymi a ostatnimi zaky.
Na hladiné vyznamnosti 0,05 se nepotvrdil rozdil mezi vysledky nadanych
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a ostatnich zakia'?. Nejsofistikovanéjsi pouzitou metodou byl postup od konce.
U tohoto postupu mizeme sledovat, ze mirné pfevazuji pocty nadanych zaku
5. ro¢niku nad ostatnimi skupinami.

Uloha 2: Myslim si cislo. Jestlize k nému prictu 7, tento soucet vydélim tremi

a nakonec vyndasobim péti, dostanu 45. Které cislo si myslim?

Souhrnné vysledky ispésnosti jsou uvedeny v Tab. 9 a pouzité strategie v Tab. 10.

Tab. 9 Uspésnost, iiloha 2

Pocet Zakt Usp&nost
Celkem | 4. ro¢nik | 5. roénik | Celkem 4. rocnik 5. ro¢nik
Nadani 36 21 15 32(89 %) | 17 (81 %) | 15 (100 %)
Ostatni 37 18 19 28 (76 %) | 14 (78 %) | 14 (74 %)

Pti pohledu do Tab. 9 je patrné, ze se mirné 1isi vysledky nadanych a ostatnich
zakl. Rozdil v8ak neni statisticky vyznamny na hladiné vyznamnosti 0,05."

12

13

Nadani zaci 4. a 5. ro¢niku byli pfi feseni tlohy 1 Gspésni v 78,57 %, ostatni zaci v 85,00 %
piipadii. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu H: ,,uspéch v tloze 1
anadani spolu nesouvisi“ proti alternativni hypotéze H : ,aspéch v tiloze 1 a nadani spolu
souvisi®. Pearsontv chi-kvadrat = 0,316, p = 0,573. Nulovou hypotézu nezamitame na hla-
din€ vyznamnosti 0,05.

Nadani zaci 4. rocniku byli pfi feseni ulohy 1 uspésni v 69,23 %, ostatni zaci v 84,62 %
piipadi. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu H: ,,uspéch v tloze 1
anadani spolu nesouvisi proti alternativni hypotéze H : ,,aspéch v tloze 1 a nadani spolu
souvisi®. Pro testovani této hypotézy pouzivame Fisherav piesny test, protoZe nejsou spl-
nény podminky dobré aproximace. p = 0,645, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Nadani zaci 5. ro¢niku byli pfi feSeni ulohy 1 uspésni v 86,67 %, ostatni zaci v 85,71 %
piipadii. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu H: ,,aspéch v tloze 1
a nadéni spolu nesouvisi* proti alternativni hypotéze H,: ,,aspéch v tiloze 1 a nadani spolu
souvisi®. Pro testovani této hypotézy pouzivame Fisheriiv piesny test, protoze nejsou spl-
nény podminky dobré aproximace. p = 1,000, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Nadani zaci 4. a 5. ro¢niku byli pfi feseni ulohy 2 uspésni v 88,89 %, ostatni zaci v 75,68 %
pripadu. Pearsontiv chi-kvadrat = 2,176, p = 0,140. Nulovou hypotézu nezamitdme na hla-
din€ vyznamnosti 0,05.

Nadani zéci 4. ro¢niku byli pti feSeni ulohy Gspésni v 80,95 %, ostatni zaci v 77,78 %
pripadi. Pro testovani této hypotézy pouzivame Fishertv pfesny test, protoze nejsou spl-
nény podminky dobré aproximace. p = 1,000. Nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Nadani zaci 5. ro¢niku byli pti feseni Glohy 2 uspésni v 100,00 %, ostatni zaci v 73,68 %
pripadi. Pro testovani této hypotézy pouzivame Fishertv pfesny test, protoze nejsou spl-
nény podminky dobré aproximace. p = 0,053. Nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné

vyznamnosti 0,05.
+5



Sledovala jsem jesté to, jak byli uspésSni matematicky nadani zéci. Téch bylo 8
a vSichni ulohu fesili spravné. Nejcastéji postupovali od konce, v jednom piipadé
se objevilo také algebraické feseni, a to u nadaného zaka 5. rocniku.

Tab. 10 Ruzné strategie resent, uloha 2

Nadani Ostatni
4. ro¢nik | 5. ro¢nik | 4. ro¢nik | 5. ro¢nik
Spravné, experimentem [(O+7):3]-5=45 4 1 5 3
Spravné, od konce 45:5,9-3,27-7 7 12 6 8
Spravné, pres x 0 1 0 0
Spravné, bez popisu 6 1 3 3
Chybné 4 0 4 5

NejcastejSim postupem byl postup od konce (Obr. 16), ktery 1ze zde vnimat jako nej-
sofistikovan€jsi aritmetickou metodu. Nejcasteji ho pouzivali nadani Zéci 5. roéniku.

(. T=d Qx5 e )

Obr. 16 Zik postupuje od konce. Matematicky nadany Zdk 4. rocniku, ZS

Casto se také objevoval vysledek bez zapsani postupu a experimentélni feSeni, v némz
zak hledal ¢islo, které bude splnovat pozadované aritmetické vztahy. V tomto piipadé
vsak neni prikazné, jak zak vlastné postupoval. Mohlo to byt metodou pokusu
a omylu, kdy za neznamé Cislo zak postupné dosazoval, ¢i postupem od konce, ktery
vsak nebyl zapsan. Jednotlivé moznosti se podstatné 1isi svoji sofistikovanosti.

Na Obr. 17 vidime feSeni experimentem — zak si nechal volnou pozici, do které
doplnil ¢islo. Lze si vS§imnout, Ze zapis neobsahuje zavorky, ale zak postupuje tak,
jako by tam byly.

@1:3{;@

Obr. 17 Zdk postupuje experimentalné. Nediagnostikovany ik 4. rocniku, ZS

Z4ci také Casto pouzivali postup od konce. V mnoha p¥ipadech pfitom vyuzivali
implika¢ni zapis. Na Obr. 18 je ukazka chyby, které se nékteti zaci dopustili. Zak
pouzil ,,obraceny zptisob®, jak uvadi, aplikoval tedy inverzni operace, ale u posled-
ni operace vyménil od¢itani za séitani.
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2. Myslim si &islo. Jestlize k nému pfictu 7, tento soucet vydélim tfemi a nakonec vynasobim

)

péti, dostanu 45. Které &islo si myslim?

Obr. 18 Uloha Fesend od konce s chybné volenou operaci, implikacni zdpis.
Vseobecné nadany zdk 4. rocniku, ZS

Jeden nadany zak 5. ro¢niku fesil ulohu algebraicky, pomoci rovnice. Na Obr. 19
vidime, ze provedl v§echny operace v jednom kroku. Je otazkou, zda nemél pouze
Stésti, kdyz se dopracoval ke spravnému vysledku. Ze zapisu napiiklad neni pru-
kazné, zda zvazoval pfednost jednotlivych operaci, protoze zapis opét neobsahuje
zéavorky.

X+ 3545 g
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Obr. 19 Algebraicke reseni ulohy s nekorektnim zdpisem.
Vseobecné nadany zdk 5. rocniku, 7S, tiida pro nadané

Uloha 3: Roman Fikd: ,, Aby mi bylo sto let, musel bych it jesté devétkrat tak dlou-
ho, nez jsem doposud Zil, a jeste 10 roki.” Kolik je mu rokii?

Nékteti zaci méli problém uchopit dvé ¢asové hladiny, coz byl jeden z divodi
snizeni uspésnosti jinak jednoduchého matematického ptib&hu.

Tab. 11 Uspé§nost, uloha 3

Pocet Zaki Uspé&nost
Celkem | 4.rocnik | 5.ro¢nik | Celkem 4. ro¢nik | 5. ro¢nik
Nadani 32 17 15 17(53 %) | 8(47%) | 9(60 %)
Ostatni 20 14 6 11 (55%) | 10(71%) | 1(17 %)

Na to, abych mohla ¢init zasadni zavéry, je pocet zakti maly. Presto si l1ze v§imnout

vvvvvv

U této ulohy nepomohlo, Zze Zaci 5. ro¢niku jiz ovladaji $ir$i spektrum matematic-
kych poznatkl. Schopnost vyfesit matematickou ulohu nesouvisi pouze s matema-
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tickymi poznatky, ale také naptiklad se schopnosti ¢i ochotou zacit hledat feSeni
ulohy, ktera je pro zaka zcela neznama.

vvvvvv

ku nebyl rozdil statisticky vyznamny.'* Mezi nadanymi zaky bylo 7 déti matema-
ticky nadanych, z nichz 5 déti fesilo ulohu spravné.

Nejcastéji jsem se setkdvala s chybnym feSenim vychdzejicim z nespravné uvahy
(zaci pouzili aritmetické operace se zadanymi Cisly, ale volba operaci nebyla
spravna). Nejsofistikovanéjsi aritmetickou metodou je v pripadé této ulohy opét
postup od konce, ktery pouzili pouze nadani zaci (Tab. 12).

Tab. 12 Ruzné strategie reSenti, uloha 3

Nadani Ostatni
4. ro¢nik | 5. ro¢nik | 4. ro¢nik | 5. rocnik
Spravné, experimentem 9 - 10 + 10 = 100 3 3 6 0
Spravné, od konce 2 3 0 0
Spravné, bez postupu 3 3 4 1
Numericka chyba 0 0 0 1
NeteSeno 1 2 0 0
Chybné 8 4 4 4

V piipad¢ spravnych feseni byla nejc¢astéjsi ivaha 9 - 10 =90, 90 + 10 = 100, ke které
muze vést strategie pokusu a omylu, ale také vhled, ¢i feseni od konce (100 — 10 =90,
90 : 9 = 10). Na Obr. 20 vidime pouziti strategie od konce, miizeme sledovat im-
plikaéni zapis, kdy je pro zakyni symbol ,,=* jen pokynem k pocitani, nechépe jej
jako znak pro rovnost (10 - 9 na levé strané neni rovno 100 na pravé stran¢).

7. Roman #ika: Aby mi bylo sto let, musel bych Zit jesté devétkrat tak dlouho,
nez jsem doposud Zil, a jesté 10 roku. Kolik je mi roki?

Obr. 20 Postup od konce s implikacnim zapisem.
Nediagnostikovana zakyné 5. rocniku, ZS

4 Nadani 7aci 4. a 5. ro¢niku byli pii feSeni Glohy 3 Gspésni v 53,13 %, ostatni zaci v 55,00 %

ptipadu. Pearsonuv chi-kvadrat = 0,174, p = 0,895.

Nadani z4ci 4. ro¢niku byli pfi feSeni tlohy 3 uspésni v 47,06 %, ostatni zaci v 71,43 %
ptipadd. Pearsontiv chi-kvadrat = 1,872, p = 0,171.

Nadani zaci 5. ro¢niku byli pfi feSeni ulohy 3 Gspésni v 60,00 %, ostatni zaci v 16,67 %
pripadd. Pro testovani této hypotézy pouzivame Fishertv piesny test, protoze nejsou spl-
nény podminky dobré aproximace. p = 0,149.
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Na Obr. 21 je uvedeno slovné popsané feseni od konce, které uvedl matematicky
nadany zak. Miizeme vidét pravopisnou chybu ve slové ,,vydélime®. Nekteti zaci
opakované chybovali v pfedponach vy- a vy-, ale i v dalSich pravidlech ¢eského
pravopisu.

7. Roman fika: Aby mi bylo sto let, musel bych Zit jesté devétkrat tak dlouho,
nez jsem doposud Zil, a jeste 10 rokd. Kolik je mi rok?

M Alo ohedline M0 a AitiZia o @

Obr. 21 Slovné popsany postup od konce. Matematicky nadany ik 5. rocniku, ZS

Na Obr. 22 je ukazan postup mimotadné nadaného zéka, ktery pti rozhovoru
s ucitelkou fekl, ze z matematiky ma nejradéji priklady na ,,krat a déleno®. I v tom-
to ptipadé vidime, Ze uplatiiuje nejdiive deleni a poté s¢itani, avSak ne spravné.
Vysledek nezkontroloval zkouskou. V zéapise opét mizeme sledovat chapani
symbolu ,,= jakozto pokynu k pocitani, zak jej nechape jako znak pro rovnost
(100 : 9 neni rovno 21). V tomto piipad¢ se jedna o aritmetické feSeni bez vytvo-
feni aritmetické predstavy.

7. Roman fik4: Aby mi bylo sto let, musel bych Zzit jesté devétkrat tak dlouho,
nez jsem doposud Zil, a jesté 10 rokd. Kolik je mi rokt?

®

Obr. 22 Zik bere Cisla ze zaddni a provadi s nimi aritmetické operace.
Mimoradné nadany zak 4. rocniku, ZS s Daltonskym planem

Uloha 4: Mamince a tatinkovi je dohromady 80 rokii. Tatinek je o 4 roky starsi
nez maminka. Kolik rokii je mamince a kolik tatinkovi?

Uspésnost tilohy 4 je uvedena v Tab. 13.

Tab. 13 Uspéinost, uloha 4

Pocet zaku Uspé&nost
Celkem | 4. ro¢nik | 5. roénik | Celkem 4. rocnik 5. ro¢nik
Nadani 37 21 16 33 (89 %) | 17 (81 %) | 16 (100 %)
Ostatni 42 21 21 18 (43 %) | 9 (43 %) 9 (43 %)
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Uloha 4 byla jedina z uloh, u niz se statisticky potvrdil rozdil mezi vysledky na-
danych a ostatnich zaki. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 byla zamitnuta nulova
hypotéza jak pro vSechny Zdky dohromady (Pearsontv chi-kvadrat 6,461538,
p=0,00002), tak pro zaky 4. ro¢niku (Pearsontiv chi-kvadrat 18,45495, p =0,01102)
a 5. rocniku (Pearsontiv chi-kvadrat 13,53143, p = 0,00023). Nadani zaci obou

vvvvvv

Mezi nadanymi zaky 4. 1 5. ro¢niku bylo 8 Zaki matematicky nadanych. Zkontro-
lovala jsem i jejich vysledky a vSichni ulohu fesili spravné. U téchto zaka pieva-
zovalo sofistikovanéjsa feseni vypoctem.
V této uloze mnoho zakt neuvedlo postup feseni, a to zejména Zaci 4. rocniku.
Neuvedeny postup mize mit v podstaté ti'i vysvétleni:
a) zak fesil experimentalné metodou pokusu a omylu;
b) zak si vypocet zapisoval stranou a do pracovniho listu napsal jen vysledek;
¢) zak vyftesil ulohu zpaméti.
Mnoho nediagnostikovanych zaku (plati to zejména pro zaky 5. ro¢niku) uvedlo
nespravny postup, kdy 80 vydélili dvéma a pak od 40 jednou odecetli 4 a podruhé
pricetli 4. Dostali pak vysledek 36 a 44, jak ukazuje Obr. 23. Pokud Zaci nepro-

vedli zkousku splnéni podminek slovni tlohy, nebo provedli jen zkousku jedné
z podminek, a to 36 + 44 = 80, nepoznali, Ze vysledek neni spravny.

2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 roki. Tatinek je o 4 roky star${ neZ maminka.

Kolik rokf je mamince a kolik tatinkovi? 4
00-7 =10 £4= g A

/oo F e A
q()~4= 4 [ My
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Obr. 23 Reseni s chybou v tivaze.
Nediagnostikovany zak 5. rocniku, ZS, matematicka trida

V ptipadé spravného feseni se objevily dvé moznosti vypoctu:
1)80:2=40,40—-2=38,40+2=42,
2)80-4="76,76:2=38,38 +4=42.

Reseni jsou ukdzana na Obr. 24.
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2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 rokii. Tatinek je o 4 roky star$i neZ maminka.
Kolik roki je mamince a kolik tatinkovi?

) [
9 L. T o 5 ' PPYS.AP
£ a imay A = Sad C BU LT A . /
L / ' g
: 149 t s
'/_ Mo
o 9 o
e o (e o =

2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 rokd. Tatinek je o 4 roky starsi nez maminka.

Rolik rok jo mamince a kolik atiskovi? g ¢ 2f 77, 7{\ @
Thihed fo obscly hisr Y false /z "'4/

Obr. 24 Dva zpusoby spravného reseni ulohy 4.
Nahore matematicky a jazykové nadand Zdkyné 4. rocniku, Z8.
Dole neidentifikovany zik 5. rocniku, ZS, matematicka trida

Neékdy zaci zvolili zcela nespravnou uvahu. Jeden z ptipadl je demonstrovan
na Obr. 25. Zak neprovedl zkousku a nezkontroloval, zda je skute¢né mozné, aby
mamince bylo 72 let a tatinkovi 76 let.

2. Maminka s tatinkem maji dohromady 80 rokd. Tatinek je o 4 roky starsi nez maminka.

Kolik rokti je mamince a kolik tatinkovi?

Obr. 25 Uloha vyFeSend pomoci nesprdavné iivahy.
Nediagnostikovana zZakyné 4. rocniku, ZS, matematicka trida

Rizné strategie feSeni jsou uvedeny v Tab. 14.
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Tab. 14 Riizné strategie reseni, uloha 4

Nadani Ostatni
4.roénik | 5.roc¢nik | 4.rocnik | 5.ro¢nik

Spravng, vypocétem 80 : 2 = 40,

48 -2,40 sz 4 7 2 3
Spravné, vypoctem (80 —4) : 2 =38 2 4 1 4
Spravné, bez postupu 11 5 6 2
Chybné: 36 a 44 1 0 5 10
Chybné 1 0 7 2
Neteseno 2 0 0 0

Uloha pomérné dobie odli§uje nadané déti od ostatnich. Zatimco nékteii nadani
v nasledném rozhovoru s ucitelem uvedli, Ze lloha pro né byla velmi jednoducha,
mnoho nediagnostikovanych déti se v zadani ztracelo. V tabulce miizeme zejména
vidét, ze mnoho téchto déti si neuvédomilo, Ze kdyz déli dvéma soucet let (80 : 2),
musi také vydelit dvéma rozdil let (4 : 2).

Uloha 5: Kapr vazi 2 kilogramy, a jesté piil kapra. Kolik kilogramii vazi cely kapr?

Uveden4 uloha se fadi do problémovych aloh. Uloha byla pro mnoho zaki narog-
nd, nedokdazali najit aritmetickou predstavu, kterd by jim v feseni pomohla. Jak uz
bylo uvedeno vyse, netypické je pro zaky 1. stupné zejména to, Ze zde najdeme
¢islo ve formée kvantity (2 kilogramy) a cislo jakozto operator (polovina kapra).
Dale je zadani popsano pro zaky netypickym jazykem. Patrné z tohoto divodu
nekolik zakt (a to i nadanych) napsalo, Ze je tloha nejasné zadana.

Celkové vysledky tispésnosti jsou uvedeny v Tab. 15.

Tab. 15 Uspésnost, iiloha 5

Pocet Zaki Uspé&nost
Celkem | 4.ro¢nik | 5. ro¢nik | Celkem 4. rocnik 5. ro¢nik
Nadani 27 12 15 7 (26 %) 3(25%) 4.(27 %)
Ostatni 20 11 9 2 (10 %) 1.(9 %) 1 (11 %)

Zaci méli nejvétsi problém zvolit zaklad, ze kterého uréuji polovinu. Nejéastéji se
z tohoto divodu objevovala nespravna uvaha: cely kapr vazi 2 kg, polovina kapra
tedy vazi 1 kg a dohromady jsou to 3 kg. Postup je demonstrovan na Obr. 26.
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Kapr vazi 2 kilogramy a jesté puil kapra. Kolik kilogramii vazi cely kapr?

A KO / - \
» SN ~

Obr. 26 Reseni vilohy nesprdavnou ivahou.
Vseobecné nadand zakyné 5. rocniku, ZS, tiida pro nadané

Casto se objevovaly i jiné chybné vysledky, ale u nich lze t&7ko odhadovat, jak
k nim Zaci dospéli. Kdyz byl uveden naptiklad vysledek 68 kg, vypadalo to spise
na recesi.

Nékolik zakt bylo schopno ke spravnému vysledku dospét ivahou, jak je znazor-
néno na Obr. 27.
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Obr. 27 Spravné vyresend uloha se slovnim popisem uvahy.
Vseobecné nadana zdakyné 5. rocniku, ZS, trida pro nadané

Dva 7Zaci se k vysledku dopracovali tak, ze si znazornili rovnoramennou vahu
(Obr. 28). Z nizkého poctu zakt vyuzivajicich obrazek vyplyva, Ze zaci nejsou
zvykli pouzivat ve svych fesenich graficka znazornéni, ktera by jim mohla pomo-
ci se v uloze orientovat.

_|_73



s ¥ v 3

Obr. 28 Spravné reseni se znazornenim pomoci vah.
Vseobecné nadana zdkyné 5. rocniku, ZS

Pouzité strategie feSeni jsou uvedeny v Tab. 16.

Tab. 16 Rizné strategie resent, uloha 5

Nadani Ostatni
4. ro¢nik 5. ro¢nik 4. ro¢nik 5. roénik
Spravné, ivahou 2 2 0 1
Spravné, vahy 0 1 1 0
Spravné, bez postupu 0 1 0 0
Chybné: 3 kg 5 7 6 2
Chybné 3 4 3 5
Nefeseno 1 0 1 1

Uspésnost feseni byla nizka jak u zak? nenadanych, tak u z4kt nadanych; ani
matematicky nadani zaci, kterych bylo 5, nebyli pfili§ uspésni — pouze dva z nich
dokazali lohu spravné fesit. Z toho diivodu jsem neprovadéla statistické vypocty.
Uloha je pro zaky 1. stupné zékladni $koly svym charakterem naroéna.

-3-6 DISKUSE A ZAVERY

Nyni je mozné odpovédét na vyzkumné otazky, které jsem si polozila. Prvni vy-
zkumna otazka zjistovala, zda budou nadani zaci pfi feseni vybranych tloh uspés-
néjsi nez ostatni zaci. Obecné nelze tvrdit, Ze u vybranych tloh by nadani zaci byli
vzorkem zkoumanych zak, ale spiSe se domnivam, ze tento zavér skutecné odra-
7i realitu. Nadani a bystii zaci se od sebe svymi vykony v matematice nemusi
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prilis lisit. Nadani zaci, zejména pak matematicky nadani, Cast&ji pouzivaji sofis-
tikovangjsi metody fesSeni, avSak nejsou neomylni, dopousti se chyb logickych
1 pocetnich.

Druha otazka se zamétovala na jednotlivé tlohy a zjistovala, zda mezi nimi bude
Vidéli jsme, ze u nekterych loh byly vysledky nadanych a ostatnich zakl srov-
natelné, v nékterych dokonce ostatni Zaci dopadli 1épe. Nejvice odlisovaly nadané
a ostatni zaky tlohy 2 a 4. Statisticky vyznamny byl rozdil pouze u ulohy 4.
Uloha 2 je aritmeticka uloha, vedouci k tiikrokové rovnici. Domnivam se, Ze pra-
vé tii kroky vedou k tomu, ze pro zaky je narocnéjsi fesit ulohu zcela pamétné.
Nejcast&ji zaci vyuzivali sofistikovanou metodu feseni od konce. Uloha 4 je slov-
ni tloha a k Gispésnému feseni je potiebna spravna aritmeticka predstava. Pokud
tuto predstavu zak nema, neptijde na to, jaké aritmetické operace ma pouzit.
Takové chyby v Gvaze se Castéji dopustili nediagnostikovani zaci. Nadani zaci
nejcastéji pouzili bud’ jednu z uvedenych vypoctovych metod, nebo zapsali vysle-
dek bez postupu, coz mize korespondovat s pamétnym feSenim.

Posledni otazka se ptala, které fesitelské strategie budou nadani zaci preferovat.
Vybrana strategie zavisela na typu tlohy. U jednoduchych uloh ptevazovalo expe-
rimentalni pamétni feseni, kdy zak zkousel dosazovat riizna ¢isla a kontroloval
uvedené vztahy. V ptipadé ulohy 2 byl Casto vyuzivanym feSenim postup od
konce, v pripad¢ ulohy 4 aritmetické vypocty. U nejnaro¢néjsich uloh, coz byly
ulohy 3 a 5, se mnoho zakl nepokusilo o feSeni, pfipadné nelispésné experimen-
tovalo. Uloha 3 je dynamicka tiloha. N&kteii Zaci méli problém uchopit dvé Easové
hladiny, coz byl jeden z divoda sniZeni Gspésnosti. To koresponduje se zavéry
Hejného (2003), podle n&jz jsou kvili uchopovani casovych hladin dynamické
tilohy pro zaky naro¢néjsi nez statické ulohy. Uloha 5 je netypicka problémova
uloha. Pro zaky byl mnohdy problém vitbec pochopit zadani tilohy, které je for-

vvvvvv

dokazali zakreslit, ale téch mnoho nebylo.

V ptipadé uloh 3 a 5 vzrostlo procento zakt, ktefi se feSeni nepokusili hledat.
Pokud se na zékladni Skole uci pfevazné¢ standardni tlohy, pak mohou mit Zaci pro-
blémy s feSenim problémovych uloh. Nékteti zaci potom vyzaduji pro kazdou tilohu
znalost algoritmu. V uloze se snazi znamy algoritmus aplikovat, a pokud ho nena-
jdou, ulohu opusti bez feseni nebo ji ,,néjak™ vytesi, bez ohledu na smysl tlohy.

V rlznych ptipadech jsem se setkavala s nezvladnutou gramatikou zapisu. Jedna-
lo se nejcasteji o pouzivani zkracenych implikaénich zapist a nepouzivani zavo-
rek, jestlize mélo mit s¢itani pfednost pred nasobenim. Zkraceny implikaéni zapis
vétSinou nebyva vniman jako zdvazna chyba, spise jako pomocny zapis, ve kterém
se zak vyzna. Kufina (1989) tuto chybu oznacuje jako syntaktickou chybu a uvadi,
7e je pro zaky p¥irozena. ,,Zak ulohu postupné fesi, zapisuje diléi vysledky a na né
navazuje dal$im postupem® (Kutina, 1989: s. 32). Tento zapis je vSak matematicky
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nespravny, protoze je porusena tranzitivita relace rovnosti. Resiteli miize zapis
davat smysl, nebot’ fesitel rovnitko chépe jako implikaci. Je nutné si ale uvédomit,
ze pokud se zdk nauci vnimat symbol ,.=" jako jednosmérnou Sipku =, muizZe
mit problémy v rovnicovych zéapisech, kde je nezndma na obou stranach rovnice,
a nelze tedy postupovat zleva doprava.

V testovani se projevilo, Ze Zaci neumi pouzivat zavorky. Stejnou zkuSenost zis-
kala Zalska (2015) ve svém vyzkumu, kde se projevily problémy zakd s aktivnim
pouzivanim zavorek (tedy pouzitim zavorky jako symbolu pro celistvy algebraic-
ky nebo aritmeticky objekt), v mensi mife i s pasivnim pouzivanim zavorek
(tj. interpretaci zavorek a jejich vyznamu v aritmetické a algebraické syntaxi
pii aplikaci distributivniho zakona a potadi operaci). Potiz méli zéaci s poradim
operaci, kdy nezfidka postupovali zleva doprava a scitali pred nasobenim (napft.
6+3@2+1)=9(2+1)). Nevyuzivani zavorek zaktim na 2. stupni zptisobuje pro-
blémy také v algebie, kdyz uz neni mozné provést naznacené operace a je napiiklad
nutné roznasobit zavorku.

Nékolik nadanych zakl vyuzivalo algebraické zapisy. Casto bylo patrné, Ze tito

7aci si umi spravné oznacit neznamou a sestavit rovnici, problémy méli obvykle

jen s gramatikou zépisu (jak bylo jiz uvedeno, napt. nepouzivali zdvorky). Rogers

a Novotna (2003) uvadi ¢tyfi stupné prechodu od aritmetického k algebraickému

zplsobu vyuzivani pismen v pisemném zaznamu zadanych informaci:

1) Resitel pouziva jedno pismeno k oznaceni vice neznamych, pismeno je pro ngj
oznaceni jakékoli obecné neznamé.

2) Resitel pouziva jedno nebo vice pismen ve fazi kodovani textu, ale nepracuje
s nimi ve fazi transformace, neznama je pouzita pouze jako oznaceni néceho,
co se ma hledat. ReSeni je aritmetické.

3) Resitel védome pouziva pismena pro oznacovani hledanych hodnot a pro popis
zadanych vztahd, avsak stale jsou pro né¢j dulezité aritmetické modely, proto je
pouzito aritmetické feseni.

4) Resitel pouziva pismena k oznaceni hodnot, uplatiiuje algebraické operace.
V tomto ptipadé€ jsou splnény podminky pro spravné pouzivani algebraickych
metod.

Jestlize zak 1. stupné pouziva pismena k feSeni problému, neni zcela jisté, na kte-
rém stupni piechodu od aritmetického k algebraickému zptisobu vyuzivani pismen
se nachazi. Pokud se jedna o umélé urychleni poznavaciho procesu (napt. zak
zapisu nerozumi, ale 1ibi se mu, Ze ho pouziva mezi vrstevniky pouze on), vznika
riziko upevnéni nespravnych predstav o algebraickych metodach. Zejména se
jedna o ptednost operaci a pouzivani zavorek.

Zavérem zminim, ze Zaci neprovadéli zkousku spravnosti svych vypocti. Z toho
divodu mnohdy neodhalili chybu, které se dopustili. Leckdy si Zaci nev§imli ani
vysledku, ktery byl v kontextu zadani nesmyslny.
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-3-7 TYPY NADANYCH ZAKU A JEJICH PRISTUPY

K RESENI ULOH
Jak bylo uvedeno vyse, Betts a Neihart (2017) urc€ili v roce 1988 Sest profilti nada-
nych déti, které se od sebe lisi Skolnimi projevy a vykony: uspésné déti, autonomni
déti, skryvaci nadani, defenzivni odpadlici, provokatéti, déti s dvoji vyjimecnosti.
Kategorie se mezi sebou mirné prolinaji a, jak uvidime na ptipadovych studiich,
neni vzdy jednoduché zéka zatadit do konkrétniho profilu. Posledni vyzkumna

otazka se tykala identifikace zastupcti téchto typi ve vyzkumném vzorku zaka
navstévujicich vySe zminény krouzek a charakteristiky jejich ptistupt k feseni.

—3-7-1 Identifikace zastupc0 jednotlivgch profild

Analyzovala jsem feSeni vSech zakl (diagnostikovanych i nediagnostikovanych)
z vyse uvedeného vyzkumu, a to u vSech tloh, nejen iloh rovnicového charakteru.
Mezi zaky byli takovi, ktefi mé témé&f od zacatku zaujali tim, Ze se né¢im zésadné
lisili od ostatnich zakt. Jejich vykony v pracovnich listech byly v urc¢itém aspektu
vyjimecné a nezvyklé. Také z vypovédi ucitelii (u vSech vybranych zakl ucitelé
poskytovali komentate) bylo patrné, Ze se jedna o jedine¢né zaky.

Poté, co probéhl krouzek na $kolach, jsme na Pedagogické fakulté MU poradali
kurz pro mimotadné nadané, kterého se mohli Gcastnit vybrani Zaci, ktefi vyplio-
vali pracovni listy. Pokusila jsem se vSechny tyto nevSedni zaky do kurzu zapojit.
Nektefi z nich se kurzu opravdu tcastnili, a méla jsem proto moznost je poznat
i osobné a dlouhodobéji je pozorovat. Nektefi bohuzel zajem neméli a kurzu se
neucastnili.

Z Sesti profilti Bettse a Neihartové jsem mezi témito zaky objevila tii az pét pro-
fil (pokusim se ukazat, Ze zatazovani zakl neni jednoznacné). Posledni Zakyni
uvadim jako ptiklad nadané zakyné, ktera ma podprimérné matematické schop-
nosti. Z tohoto divodu z hlediska matematiky nespada ani do jednoho profilu,
presto se jedna o inspirativni ukazku toho, jak riznorodé jsou projevy nadani.

Uvedena jména zakt jsou smyslena.

—-3-7-2 Mini-pfipadové studie
LUCKA, 5. rocnik, bez absolvovani odborné identifikace nadani v PPP

Lucka ani jeji rodi¢e neméli zajem o testovani nadani v pedagogicko-psychologic-
ké poradné. Kurzu se Gcastnila kvili zdjmu o matematiku. V pracovnich listech
vyftesila nejvétsi pocet tloh ze vSech zaki, a to 59 z 63, tedy 94 % uloh. Na zékla-
dé toho a lehkosti, s jakou fesila v§echny typy uloh, soudim, Ze se jednalo o Zaky-
ni s matematickym nadanim. Piestoze jsme rodi¢e Lucky kontaktovali a doporu-
¢ili jim odbornou identifikaci, neméli zajem.
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Lucka byla specificka naptiklad tim, Ze si dokazala velmi u¢inné uspotradat data.
Na Obr. 29 vidime ukazku ulohy, v niz selhalo velké procento zakt. Lucka si pie-
hledné zapsala vSechny informace a ulohu zpaméti vyftesila. To poukazuje na
schopnost analyzy.

2. Bézeckého zavodu se zucastnilo 31 déti. Na kterém misté dobéhl Adam, kdyz
poget déti, které dob&hly za nim, byl &tytikrat vetsi nez pocet déti, které
dobehly pred nim. Zapi$ postup, jak jsi tlohu fesil/a.

q 7
1[}/\1\\1 o4 JM(

Obr. 29 Prehledné reseni narocné ulohy

Obdobné na Obr. 30 vidime efektivni feSeni tllohy kombinatorického razu, u niz
je praveé usporadani informaci podstatné.

3. Kamil ma v pokladni¢ce jen dvoukorunové a pétikorunové mince. Potiebuje
jimi zaplatit pravé 43 K¢&. Kolika zplisoby muze ¢astku zaplatit? Zapis vSechny
moznosti.

Obr. 30 S nadhledem resenda kombinatoricka uloha

Ulohy, které se mnoha jinym zaktim jevily jako nefesitelné, fesila Lucka vétsinou
zpaméti, coz nejpravdépodobnéji ukazuje na experimentalni metodu zalozenou
na dobrych aritmetickych ptedstavach (Obr. 31).

4. Kolik rokd je Markovi? Marek ma tolik mésicti, kolik je rok jeho
pradedeckov1 Dohromady maji 104 rok.

i o _Or v s A7 W ol o L R
" W/X, e 1o tmegrenm i [larcgV™ & 2 npew

Obr. 31 Pameétni reseni narocné uilohy — nejspise experimentalni
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Rovnéz nésledujici ulohu (Obr. 32) vyftesilo spravné velmi malo zakl. Zde se se-
tkavame se zkracenym implika¢nim zapisem: 5 - 10 = 50 — 4 = 46.

4. Dédecek rozdava vnukim ofisky. Kdyby jim daval po 10 ofiScich, 4 ofiSky
mu budou chybét. Kdyby rozdaval po 8 offscich, 6 ofiskli mu zbude. Kolik ma

dédecek vnukd a kolik mé ofi§ka? Zapis, jak jsi ulohu fesil/a.

V ptipad¢ ulohy naro¢né na trpélivost a cilevédomost, v niz mnoho zaku selhalo
kvili neschopnosti vytrvat v hledani vSech feSeni, se Lucka projevila jako velmi
houzevnata tesitelka a nasla spravné feseni. Mizeme si vSimnout, Ze v uloze
na Obr. 33 nepostupovala analyticky, jak by mohla (v celou hodinu je celkem
66 udert, mezitim je vzdy 6 uder(, to nastane jedenactkrat, celkem tedy 132 tde-
i), ale vypisovala postupné, kolik uderti se ozve kazdou hodinu.

5. Vézni hodiny na radnici odbijeji kazdou Etvrthodinu jednim tderem, kaZdou
pllhodinu dvéma udery a tfi Ctvrt€ hodinu tfemi_udery. V celou hodinu uhodi

hddmy tolikrat, kolik j je hodin (napr ve 3 hodiny tfikrat). Kolik udert se ozve od
prvniho dderu ve Ctvrt na Jednu v noci do posledniho tderu v 11 hodin

dopoledne? 04 o5

Obr. 33 Postupné a trpélivé hledani vysledku
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Velmi naro¢nd byla pro vétSinu zakl Gloha na Obr. 34. Lze sledovat, Ze Lucka
hleda vztahy mezi jednotlivymi veli¢inami, postupuje experimentalng.

3. Maminka s tatinkem vaz{ dohromady 140 kg, tatinek s Ondrou vazi
dohromady 116 kg a maminka sOndrou vazi dohromady 96 kg. Kolik
kilogramt vézi kazdy z nich? Uved’ postup, jak jsi pocital/a.

HeT = 140 k [ omin . i @
T+0 = 11 ka% 9 w g el

:/Qi- ‘Zé -fq’foé
M40 =4C ko ncauni
' 116
- /4o e
Mo-06 =80 g0 ==
16 ~36 = 60 g0

Obr. 34 Experimentalné resena uloha

Lucka ¢asto vyuzivala k feSeni grafického znazornéni. Na Obr. 35 je feSeni pro-
blémové tlohy, kterd, jak bylo ukdzano vyse, byla pro drtivou vétSinu zaki nejas-
na, protoze nechapali vztahy mezi jednotlivymi Cisly.

2. Kapr vazi 2 kilogramy a jesté pul kapra. Kolik kilogramii vazi cely kapr?

ko\wr very 4 kﬁ-

ad > <D
G\ B e

Obr. 35 Elegantni reseni problémoveé ulohy
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Také tillohu na Obr. 36 se Lucka rozhodla fesit aritmeticky s grafickym znazorné-

nim.

5. Tatinek kupoval tii auticka, Gervené, modré a zelené. Modré stalo dvakrat

vice ne¥ &ervené, zelené stalo tolik co Cervené a modré dohromady. VSechna

auti¢ka stala dohromady 120 K&. Vypocitej cenu kazdého auticka.

Obr. 36 Graficke reseni ulohy

Kdyz se podivame globalné na ptistupy Lucky k feSeni uloh, miZzeme sledovat
nasledujici fenomény:

Byla schopna zapsat zadani ulohy srozumitelné a ptehledné, coz ji poma-
halo v naslednych tivahach.

U nékterych naroc¢ngjsich uloh ptehledné rozepisovala zadané tidaje (jako
na Obr. 29), coz miize korespondovat se schopnosti analyzy.

Velmi ¢asto volila k feSeni fizenou experimentalni strategii.

Mnoho uloh, a to i téch naro¢néjsich, byla schopna fesit pamétné, coz mize
souviset s rozvinutymi aritmetickymi pfedstavami.

V ptipadé neékterych uloh volila grafické feseni, coz ji dopomahalo ke sprav-
nému vysledku.

U pracnych a ¢asoveé naro¢nych uloh byla ochotna systematicky hledat te-
Seni.

Témeét se nedopoustéla numerickych chyb.

Lucku bych zatadila do profili ,,aspésné déti* (oblibené u ucitelti, obdivované
spoluzédky i rodi¢i, maji excelentni vysledky ve Skole) nebo ,,autonomni déti
(obdivované pro své schopnosti, maji dobré sebevédomi, vysokou vnitini motiva-
ci). Luccini rodic¢e bohuzel neméli zajem, aby se ucastnila kurzu pro mimotadné
nadané, neméla jsem tedy moznost ji poznat osobn¢ a upiesnit si obrazek o ni.
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VASEK, 5. roénik, véeobecné nadani

Vasek byl pedagogicko-psychologickou poradnou identifikovan jako vSeobecné
nadany. Pani ucitelka o ném fikala, Ze je to ,.tfidni SaSek. Kdyz mél plnit tukoly,
Casto zacal radgji vyrusSovat nebo se predvadét. Daval najevo svoji rozladénost,
kdyZ se mu nedafilo najit zptisob vypoctu nebo vysledek. Nékolikrat se stalo, ze
odmitl nabizeny papir na pomocné vypocty a pak si jimi popsal celou levou pazi.
Byval roztékany, nékdy si nepiecetl spravné zadani.

V naSich pracovnich listech dokéazal spravné vyftesit 51 z 63 tloh (84 %). Zajimavé
bylo, ze pomoci smajliki u vétsiny ulohy vyjadril to, ze se mu uloha nelibila.
Vsimla jsem si, Ze nejcastéji ,,Sklebaka™ nakreslil u ,,pocitacich* tloh. ,,Usmévac-
ka naopak nejcastéji nakreslil u geometrickych uloh, ale pouze v ptipadé, Ze ne-
musel nic kreslit nebo rysovat. Libily se mu také tlohy typu ,,vyménny obchod*!.
Jeho piistupy k feseni nyni konkrétné demonstruji.

Uprava Vaskovych feseni byla velmi asto netithledna, jak mtizeme vidét na ukéz-
ce z Obr. 37. Casto Skrtal, nepsal na fadek, psal riizné velké ¢islice, nékdy vyménil
psaci potiebu v prubéhu zapisu jedné ulohy.

1. V kazdé fad¢ doplii dalsi ¢isla tak, aby bylo dodrzeno pravidlo, podle kterého

o 0. 4)

C/Jl W &é@(@’/ﬂwj&/

¢) Sestav novou fadu a zapi§ pravidlo, podle kterého jsi ji sestayil/a. — o
Vet pief,
B 148, Cad ™
by 12 /- (+4

Obr. 37 Vaskitv nevuhledny zapis resent ulohy
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Vasek ¢asto pouzival experimentalni metodu, a to spiSe neekonomickym zptisobem.
Byl schopen vypsat v§echny moznosti, aniz by sledoval jakékoli zdkonitosti, které
by mu pomohly urychlit hledani feseni. VSechny moznosti vypisoval na volny papir,
pfipadné na levou pazi. Na Obr. 38 uvadi, ze zkousSel ,,vSechny ¢isla“. Skutecné,
k pracovnimu listu byl pfilozen papir A4, ktery byl cely husté popsan riznymi
moznostmi soucti a rozdili dvou trojcifernych ¢isel (napt. 700 + 300 =1 000, 700
—300=400, 701 +299 =1 000, 701 — 299 = 398 atd.). Neni divu, Ze se mu loha
nelibila. Vzhledem k tomu, Ze jsem Vaska poznala osobné¢ a vim, jak byl bystry
pii feSeni matematickych tloh, neni mi jasné, pro¢ zde postupoval tak mechanicky.

15 Jednalo se o tlohy typu: Jedno pero stoji dvé tuzky a jedna tuzka stoji tfi gumy. Za kolik

gum lze vyménit dvé pera?
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9. Kdy7 dvé rizna ¢isla sedtes, dostane$ 1000. Kdyz tato Cisla od sebe odedtes,
dostanes 666. Ktera jsou to &isla?

5™
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Obr. 38 Ukazka ulohy resené nerizenym experimentem

Na Obr. 39 vidime dal$i ukazku Vaskova nethledného a neekonomického zapisu,
ve kterém fesi kombinatorickou tlohu.

3. Kamil md v pokladni¢ce jen dvoukorunové a pétikorunové mince. Potiebuje
jimi zaplatit pravé 43 K¢. Kolika zpisoby mize ¢astku zaplatit? Zapi§ vSechny
moZnosti. J42 + 2+ 2+ 2ra ,7/(__ . O 721 9_+ 2

< ik g £ = V] "'2+ g
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’§+§+§+ b*ﬂ%l%2+§‘+ 2424 2424 2324T %
C+o+r 12049424 2327 2420 222424 26
X L

i)

Z

Obr. 39 Zapisy mel neekonomické, neuhledné

V nékterych piipadech se Vaskovi pfece jen podatilo najit ur¢itou zakonitost, jako
je tomu v ptipadé€ na Obr. 40. Nejdiive zvolil experimentalni metodu a opét dosti
svébytny zputisob zapisu, kdy s¢ital pocet rokti a prislusny poc¢et mésici. Pokraco-
val stale dal, kdyz si vS§iml, Ze pro pocet rokti 4 u Marka je celkovy pocet roki 52,

coz je polovina oproti zadani. Tim, Ze se mu podatilo odhalit uréitou zakonitost,
se mu uloha zfejmée zalibila, coZ ohodnotil ,,usmévackem®™.

4. Kolik roki je Markovi? Marek ma tolik mésict, kolik je rokd jeho
pradédeckovi. Dohromady

maji 104 rqkd. 7
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Obr. 40 Uloha resend iizenym experimentem
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Obcas se stalo, ze béhem zdlouhavého experimentovani udélal Vasek numerickou
chybu a nenasSel spravné feseni, jako napf. na Obr. 41. Chybu najdeme hned ve
druhém sloupci a patém radku, Vasek tudiz nemohl objevit spravné feseni.

3. Jané je 14 rokl, jeji mamince je 41 rokd. Cisla jsou zapsana stejnymi
&slicemi, ale vopatném pofadi. Bude jesté nékdy zapsan jejich vek Cisly se
stejnou vlastnosti? Zapis, za kolik rokli by to bylo. Najdes vice moznosti?

44 41 2o ¢ 26 S4 52 63 3F <8

s . 2119 23 5B 33 65 o @
59

Bl TR W L

L 26 53 30 p1 SRS

afpns NE
;g Z‘i e wx B &R 56‘? ‘v%f?’l Uﬁﬁu‘bg

Obr. 41 Experiment s numerickou chybou

Ulohy, které byly fesitelné algebraicky, byl Vasek v jednodussich piipadech scho-
pen fesit rovnicemi. Na Obr. 42 vidime nekorektni zapis bez zavorek (na druhém
tadku by melo byt (100 + 25) : 5 = x), coz, jak jsme vidéli vyse, je problém u déti,
které jiz na 1. stupni samovoln¢ piechazeji k algebraickému feSeni. Pfestoze pou-
zil spravnou uvahu, vysledek zapsal Spatné.

6. Myslim si ¢islo. KdyZ je vynésobim péti a odectu 25, dostanu 100. Které ¢islo
si myslim?

——
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Obr. 42 Algebraicky resenda uloha (zapis bez zdavorek, chyba v zapsani vysledku)

U problémovych uloh dosahoval Vasek slabych vysledk, ve vétsin€ piipadu ne-
objevil spravnou logickou tvahu, kterd by jej dovedla k cili. Navic si vétSinou
nebyl ani védom, Ze nenasel spravné feseni. Na Obr. 43 vidime feSeni problémové
ulohy pomoci nespravné tvahy (Vasek urcil polovinu ze 2, mél ale urcovat polo-
vinu kapra). Po odevzdani pracovniho listu Vasek ucitelce tekl, ze se mu uloha
nelibila, protoze byla pfili§ jednoducha.
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2 Kapr vézi 2 kilogramy a je§té pul kapra, Kolik kilogramt vazi cely kapr?

Obr. 43 Reseni problémové iilohy

U Vaska jsme pozorovali tyto fenomény:

» Pouzival experimentalni metodu, a to mnohem ¢astéji nez Lucka. Jeho
experimentovani bylo nefizené, nesystematické, nehledal v ném zadnou
zakonitost, ktera by mu pomohla feseni urychlit.

» Jeho zapis byl neuhledny, pouzival nekorektni matematické zapisy.

* Piestoze vétSina jeho feSeni byla nesofistikovand, u nékterych tloh byl
schopen pouzit algebraické feseni, obcCas s nekorektnim zapisem.

Vasek mél jisté velky potencidl k rozvoji matematického mysleni. Bohuzel tento
potencial zGstaval lezet pon¢kud ladem, jeho feseni byla nesofistikovana (Casto
pouzivand experimentalni metoda, avSak bez hledani zékonitosti). Pfi osobnim
kontaktu jsem si v§imla, Ze Vasek je rad, kdyz se rozebira jeho zptisob feseni, aniz
by se mu hned prozradilo, Ze postupoval $patné a kde ma chybu. Z toho divodu
jsem piesvédcena, ze Vasklv potencial by byl vice zuzitkovan, pokud by se s nim
diskutovalo nad rlznymi moznostmi feSeni. VaSek mél také urcité osobnostni
a charakterové potize, které se projevovaly jeho chovanim v hodinach matematiky.

Oproti Lucce byl tedy Vasek typ zaka, u n¢hoz nebylo nadani patrné. Zatadila bych
ho do profilu ,,defenzivni odpadlik® (vnimani jako neposlusni, nepfijimaji je ani
dospéli, ani vrstevnici; jsou stale v opozici, maji na vse vztek; objevuje se u nich
nesoulad mezi inteligenci a Skolnimi vysledky, jsou vynikajici v mimoskolnich
aktivitach) nebo ,,provokatér (mivaji problémy s disciplinou, ptisobi jako iritujici;
ve skole se rychle za¢nou nudit, jsou netrpélivi, Casto v opozici, maji nizké sebeve-
domi). Jednozna¢né bych si jej netroufla zatadit, vykazoval znaky obou kategorii.

PATRIK, 5. rocnik, matematické nadani

Patrik mél pedagogicko-psychologickou poradnou diagnostikovano matematické
nadani. V nasich testech obdrzel 49 z 63 bodu (78 %). Byl u néj vidét velky pokrok,
v prvnim pracovnim listu se mu pfili§ nedafilo, ale neustale se zlepSoval.

Patrika jsem méla moZznost poznat i osobné, ucastnil se naSeho krouzku pro mimo-
fadné nadané déti. Zde pusobil opravdu jako dit€ mimoradné nadané pro matema-
tiku, rychle chapal zakonitosti, svymi matematickymi znalostmi byl minimalné
tfi roky pred vrstevniky. Vysokou rychlosti se ucil — béhem ¢tvrt hodiny byl napfi-
klad schopen s vyuzitim Montessori pomicky Binomicka krychle odvodit obecny
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vztah pro druhou mocninu dvojélenu, (@ + b)* = a* + 2ab + b*. Ptitom na zacatku
aktivity ani nevéd¢l, co to je mocnina, a byl s timto pojmem teprve seznamen.

Patrikovi se zpocatku feSeni loh z pracovnich listi moc nedaftilo. V uloze
na Obr. 44 preformuloval zadani, ale i tak ud¢lal v tvaze chybu. Nejdiive zvysil
pocet déti na 32, aby byl délitelny ¢tyimi. Neuvédomil si, ze pocet déti bez Adama
ma vydélit péti. VSimnéme si, jak zapisoval slova ,,vydelil*“ nebo ,,vyslo®. S obdob-
nymi chybami se budeme v Patrikovych fesenich setkavat i v dalSich ukazkach.

2. Bézeckého zavodu se zudastnilo 31 déti. Na kterém mist& dobéhl Adam, kdyz

pocet déti, které¢ dobéhly za nim, byl ctyfikrat vétsi nez pocet déti, které
§29§??¥}2§fi?i§%g%2952%g3533%;25}S;flohzitij/a-<h4ﬁefﬁtzﬁz/¢k4?
Odom Jodseh)~ Y. A 'Wgéjélo/ué;wx
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Obr. 44 Uloha resend Spatnou tivahou

Rovnéz v nasledujici iloze, ktera je fesitelnd aritmeticky, nebyl Patrik uspésny.
Nejdtive tlohu zapsal tak, jako by chtél postupovat algebraicky, ale nakonec ji esil
experimentalné. Narazil mozna na nedostatecné aritmetické predstavy a mozna také na
nedostatecnou dovednost s¢itat a odc¢itat ¢isla s prechodem ptes zaklad 10 nebo 100.
Pokud by provedl fadn¢ zkousku a s¢ital 888 + 222 =1 110, mohl by dale postupo-
vat napiiklad avahou, nebot’ je zfejmé, Ze kazdy ze s¢itancli je nutné zmensit o 55.

9. Kdyz dveé rlizna ¢isla sectes, dostanes 1000. Kdyz tato ¢isla od sebe odedtes,
dostanes 666. Kierd jsou to &isla? Al gdlros
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Obr. 45 Algebraicky zapis, experimentalni postup, nespravny vysledek

S pomérné t€zkopadnym fesenim se u Patrika setkdvame také u ulohy s véznimi
hodinami. Neni jasné, pro¢ desetkrat dokola séital pocet uderd mezi hodinami
anenasobil Sest jedenacti. Ani tidery v celych hodinach nespocital spravné, vysle-
dek ma Spatné.
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5. Vézni hodiny na radnici odbijeji kazdou ¢tvrthodinu jednim uderem, kazdou
pilhodinu dvéma udery a tii ¢tvrté hodinu tfemi Gdery. V celou hodinu uhodi
hodiny tolikrat, kolik je hodin (napf. ve 3 hodiny tiikrat). Kolik uderi se ozve od
prvniho uderu ve ¢tvrt na jednu v noci do posledniho tderu v 11 hodin
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Obr. 46 Slozité resend uloha se Spatnym vysledkem

V nasledujici uloze zacal Patrik tim, ze si vypocital, o kolik let je maminka starsi
nez dcera. Chvili se snazil s timto idajem operovat, ale pochopil, Ze pro feSeni
neni relevantni. Nakonec se mu podafilo experimentalné objevit néktera feseni
(chybi 25 a 52).

3. Jan¢ je 14 roki, jeji mamince je 41 rokd. Cisla jsou zapsana stejnymi
Cislicemi, ale v opacném pofadi. Bude jesté nékdy zapsan jejich vék &isly se
stejnou vlastnosti? Zapis,, za kolik rokd o bylo. Najdes$ vice moZnosti?
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Obr. 47 Experimentalné resend uloha

V mnoha tlohach vsak Patrik prokazal své vysoce rozvinuté logické mysleni.
V uloze na Obr. 48 zacal Givahou, ktera mu pomohla v ndsledném feseni pomoci
pokusu a omylu.
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4. Dédeéek rozdava vnukam offSky. Kdybzf_]gr_ndeéval po 10 ofiscich, 4 oriSky
mu budou chybét. Kdyby rozdaval po 8 oqi‘lé'cich,'()&éﬁékﬁ mu zbude. Kolik ma

dédecek vnuku aéﬁolik mé off§k? Zapis, jak jsi ulohu fesil/a.
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Obr. 48 Uloha resend castecné uvahou a cdstecné experimentalné

Velmi uspésny byl Patrik pii feSeni problémovych tloh. Na Obr. 49 nepotieboval
ani podporu v podobé¢ grafického znazornéni, tlohu vyfesil pamétné.

2. Kapr vazi 2 kilogramy a jesté piil kapra. Kolik kilogrami véazi cely kapr?

il b by

Obr. 49 Spravné resena problémova uloha

©

Pokud se podivame na Patrikovy ptistupy k feSeni, miizeme sledovat nésledujici
jevy:

e Vétsinu uloh fesil metodou pokusu a omylu, ¢asto podpotfenou dobrymi

aritmetickymi pfedstavami, nékdy Givahou.

*  Velmi rychle se zlepSoval v feseni tiloh.

* Problémové tlohy obvykle vyiesil spravné.

* Geometrické ulohy rovnéz obvykle vyftesil spravneé.
Vzhledem k diagnostikovanému matematickému nadani a také k tomu, jak se
projevoval v nasem krouzku, se domnivam, ze také Patrik se pohyboval pod hra-
nici svého potencidlu. V Patrikovych pracich se opakované objevovaly pravopisné
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chyby (napf. ,,vidéli“ misto ,,vydé€lil“ a mnoho dal$ich). Je tedy mozné, Ze Patrik
patfil k zakim s dvoji vyjimecnosti a mohl mit poruchu uc¢eni. Pokud ji mél, do-
state¢né ji kompenzoval vysokym intelektem.

Patrika bych zatadila do profilu ,,autonomni déti“ (jsou obdivované pro své schop-
nosti, jsou vnimany jako ti, kteti uspé&ji; maji dobré sebevédomi, vysokou vnitini
motivaci; mivaji dobré znamky), pfipadné ,,déti s dvoji vyjimecnosti,

VANDA, 5. roénik, jazykové nadani

Vanda byla zakyni 5. ro¢niku s diagnostikovanym jazykovym nadanim. V kurzu
ziskala 18 bodl z 48 (dvakrat chybéla), tj. 38 %. Jednalo se o jeden z nejslabsich
vysledk, a to u nadanych i nediagnostikovanych déti. Zatazuji ji sem z toho diivodu,
ze n¢kdy nalepka ,,nadani* na ucitele ptsobi tak, ze Zakovi musi jit ve Skole vSe.

Pti feSeni se Vanda snazila uplatnit operace znamé ze Skoly, tlohy se ptili$ nesna-
zila analyzovat. V liloze zobrazené na Obr. 50 vyuzila ¢isla ze zadani a vydélila
31 : 4. Mozna se nechala ovlivnit antisigndlem ze zadani ,,Ctyfikrat vétsi nez®, ale
tim si nemohu byt jista. Dale je zvlastni, ze vysledek ,,na 4. misté* neodpovida
vysledku délent ,,7 (zbytek 3)*.

2. B&zeckého zavodu se zucastnilo 31 déti. Na kterém misté dob&hl Adam, kdyZ =
pocet déti, které dobéhly za nim, byl ctytikrat vetsi nez podet déti, kieré 2N
dobghly pied nim. Zapi$ postup, jak jsi Gllohu fesil/a.

Nali.mi st
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Obr. 50 Nespravneé resend uloha.

Dalsi uloha je feSena ¢astecné spravng, piestoze zapis neni matematicky spravny
(napft. 5 - 5 neni rovno 41). Vanda ale nenasla vSechna feSeni a uvedla jedno, ve
kterém se vraci penize, coz zadani neumoziuje.

3. Kamil ma v pokladni&ce jen dvoukorunové a pétikorunové mince. Potrebuje
jimi zaplam pravé 43 K¢, Kolika zplsoby muze castku zaplatit? Zapi§ vSechny |

Obr. 51 Resent kombinatorické iilohy



Logické mysleni i aritmetické predstavy Vandy byly zfejmé na nizké Girovni, coz
se projevilo v feSeni ulohy na Obr. 52. Zadani nebylo pochopeno, nalezena Cisla
nespliiuji ani jednu z podminek.

9. Kdyz dvé rfiznd &isla sectes, dostanes 1000. Kdy? tato &isla od sebe odetes, /4 N
dostanes 666. Ktera jsou to ¢isla? 7y { i '
. 6oLl

666+ 1l 4000 —1Yyy -

Obr. 52 Nespravné reSena uloha

Ve vyjimecnych piipadech se Vand¢ podafilo najit obecnou zakonitost v feseni
ulohy, jako napf. na Obr. 53. Vanda se jen dopustila malého pfepisu, misto 63 na-
psala 62.

3. Jan& je 14 rokd, jeji mamince je 41 rokid. Cisla jsou zapsdna stejnymi
&islicemi, ale v opaéném potadi. Bude je$té nékdy zapsan jejich vék Cisly se
stejnou vlastnosti? Zapis, za kolik roki by to bylo. Najde$ vice moznosti?
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Ulohy na geometrickou piedstavivost méla prakticky vzdy spravné. Dle Gardne-
rovy teorie multiplikativni inteligence jsou logicko-matematicka inteligence
a prostorova inteligence nezavislé slozky celkové inteligence a, jak je vidét, pro
nekteré zaky slabé v aritmetice mize byt geometrie prilezitosti jak v matematice
dosahovat dobrych ¢i vybornych vysledki.
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7. Pfidej &tyfi paratka, abys vytvoiil/a a) 13 &tverci
b) 10 &tverct.

Ctverce nemuseji byt shodné.

—r3

Obr. 54 Spravné vyresend probléemova geometricka uloha

Pti feSeni nékterych aritmetickych uloh vyuzila Vanda grafické znazornéni, které
ji pomohlo v hledani spravného vysledku. Na Obr. 55 postupovala tak, ze nejdiive
nakreslila 12 ¢epic a pak jim postupné ptikreslovala rukavice, dokud nebyl celko-
vy pocet kust 30.

6. Dvanact kluk@ se klouzalo na ledé. V3ichni mé&li Cepice, néktefi meli
i rukavice. Viechny &epice i rukavice nahézeli v §atné na lavicku a bylo tam
celkem 30 kus@ &epic a rukavic. Kolik klukii mé&lo rukavice a kolik bylo bez
nich?

8@(@@@9 % gaeov”’; Eo-or-

%
W%j ;fgw me. ly /

Obr. 55 Graficky resena uloha
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Problémové tlohy' byly pro Vandu netesitelné (Obr. 56).

2. Kapr véazi 2 kilogramy a je$té pal kapra. Kolik kilogramil vazi cely kapr?

Obr. 56 Nespravneé vyresena problémova ulloha

Pokud se podivame na Vandina feSeni celkové, miizeme si vS§imnout néasledujicich

jevi:

Co se aritmetickych uloh tyce, spravné¢ dokazala fesit ty, které vychazely
z bézného skolniho uciva a u nichz mohla bez problému aplikovat aritme-
tickou operaci. Ty tvofily menSinu, proto vétSinu aritmetickych uloh neu-
m¢éla spravné fesit.

Nekteré aritmetické ulohy vyftesila spravné pomoci grafického zndzornéni.
U vétSiny tloh nasla ,,néjaké™ feseni, nekontrolovala jeho spravnost.
Uspésna byla v ptipadé geometrickych tloh.

Problémové ulohy neuméla resit.

Vzhledem ke smajlikiim, které kreslila, se nejspise jednalo o velmi kreativ-
ni divku.

Na ptipadu Vandy Ize sledovat, zZe je-li dit¢ nadané, nemusi to znamenat, Ze mu
pujde ve Skole vse. Z vysledkll 1ze usuzovat, ze Vanda neméla rozvinuté matema-
tické ani logické mysleni. Byla sice nadana, ale v ramci zcela jiné slozky inteligen-
ce. Aritmetické schopnosti méla podprimérné, dobré vysledky méla v oblasti
geometrické predstavivosti.

Velice sympatické bylo, ze rada navstévovala kurz. Domnivam se, ze pokud by
s ni tlohy byly rozebirany, mohla by se zlepSovat v oblasti matematického mysle-
ni, 1 kdyZ pomalejsim tempem.

16

Za problémové jsem povazovala lohy, které zak musel fesit vhledem a pro néz nemél ze

Skoly osvojen matematicky aparat.
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—3-8 2AVER A OMEZENIi VYZKUMU

Z vysledkt zaki vyplynulo, ze diagnostikované nadani neni jedinym predpokladem
k Gispésnému feSeni matematickych uloh. Jak je v literatufe popsano, nadani ma
ruzné podoby a zdk mize vynikat jen v n€kterych oblastech. To plati dokonce
i pro matematiku, kdy maji Zaci zvySené schopnosti obvykle jen pro nékteré casti
matematiky. Bylo patrné, Ze nadani zaci podavali v tlohach rozli¢né vykony
a nebylo je mnohdy ani jednoduché odlisit od zakl bystrych. Nejlepsi predpokla-
dy pro feseni matematickych lloh maji Zaci s matematickym nadanim. Ve vybra-
nych tlohach rovnicového charakteru byli matematicky nadani zaci vzdy procen-
nemohu tento zavér zobecnit. Pro nékteré nadané zaky bylo charakteristické,
ze byli schopni vyuzivat algebraické postupy jiz na 1. stupni zakladni skoly, ve
4. nebo 5. ro¢niku. Problémy pfitom méli s gramatikou matematického zapisu,
nezvazovali prednost operaci, nepouzivali zavorky a operace provadéli v potadi,
v jakém byly zapsany.

Vyznamnym omezenim vyzkumu bylo rozdéleni zakl do skupin nadanych (dia-
gnostikovanych) a ostatnich (nediagnostikovanych). Ve skupiné nediagnostikova-
nych zaki se totiz objevovali zaci, kteti sice pedagogicko-psychologickou poradnou
nebyli diagnostikovani, avSak jejich vysledky béhem celého kurzu odpovidaly
tomu, ze nadani byli. Tim mohlo dojit ke zkresleni mezi sledovanymi vysledky
diagnostikovanych a ostatnich zaka. Problém je v tom, ze néktefi zaci a jejich
rodice nemaji o testovani v poradné zajem.

Druhym podstatnym omezenim byla v pfipadé mnoha zaki absence rozhovoru po
odevzdani pracovniho listu. Pfestoze nékteti ucitelé byli velmi svédomiti, zapiso-
vali pribéeh celého testovani i nasledny rozhovor, jini ucitelé toto nepovazovali za
dialezité, a na analyzu jsem tak dostala pouze vyplnéné testy. Bez rozhovoru je
vSak mnohdy prakticky nemozné analyzovat néktera feSeni. BohuZzel, dodate¢né
rozhovory uz nebylo mozné realizovat a je také malo pravdépodobné, Ze takto malé
déti by s casovym odstupem byly schopny své feSeni zpétné vysvétlit.
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—4- VYZKUM
NA 2. STUPNI
ZAKLADNI SKOLY

V roce 2017 probéhlo testovani zakt na 2. stupni zakladni skoly s cilem zjistit, jak
jsou bystii a nadani Zaci schopni fesit aplikacni tlohy rovnicového charakteru
rizné naro¢nosti a jaké feSitelské strategie preferuji. Vyzkum byl uskuteénén
ve druhém pololeti Skolniho roku. Vyzkumnym nastrojem byl didakticky test.
Test byl zadan zakim 6.-9. ro¢niku zakladni Skoly. Testovani se Gi¢astnily zaklad-
ni Skoly, viceletd gymndazia a matematickd gymnazia (tj. viceletd gymnazia s tii-
dami s rozsifenou vyukou matematiky) v Jihomoravském kraji, kraji Vysocina
a Moravskoslezském kraji.

Pavodnim zamérem bylo vyhledavat pro testovani zaky nadané, pokud mozno
odborné identifikované v pedagogicko-psychologické poradné. Odborna identifi-
kace méla sjednotit tiroven ,,nadprumérnosti zaku, ktera se mohla mezi Skolami
zésadné lisit. Brzy se ale ukazalo, Ze odborné identifikovanych zak je na 2. stup-
ni zakladni $koly maly podet. V Ceské republice bylo napiiklad ve $kolnim
roce 2015/2016 pedagogicko-psychologickymi poradnami diagnostikovano 1 503
intelektové nadanych zaki, z toho 884 zakl bylo z 1. stupné a 255 zaka bylo
z 2. stupné”. Na vétSiné §kol jsme se proto s odborné identifikovanym zdkem ne-
setkali, podafilo se nam najit jen 13 zakt s odbornou identifikaci. V této situaci
jsem se rozhodla vybirat zaky do vyzkumného vzorku v ramci danych tfid v na-
sledujicich krocich:

1) Jestlize byli ve tiidé, kde nam bylo umoznéno testovani, odborné diagnos-
tikovani nadani zaci, byli do vyzkumu zahrnuti vSichni identifikovani zaci.

2) Jestlize ve tfid¢ nebyl zadny odborné diagnostikovany zak, ucitel vybral
vSechny zaky, ktefi dle jeho usudku byli nadani zptisobem, ktery se proje-
voval vybornymi vykony v matematice.

17 Neuvadim poéty nadanych stiedoskolakt a vysokoskolak.
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3) Jestlize ve tfid€ nebyl Zadny Z4k, kterého by ucitel oznacil jako nadaného,
byli u¢itelem vybrani tii zaci nejlepsi v matematice. Ucitel musel také uvést,
z jakého divodu zZaka vybira, a dale byl vyzkumnikem pozadan, aby
v matematice. Snahou bylo, aby se do vyzkumného vzorku nedostali Z4ci
v matematice primérni nebo dokonce podprimeérni.

—-4-1 VYZKUMNE OTAZKY A HYPOTEZY

Zajimalo mé, jaké budou feSitelské strategie zakl pii feSeni uloh rovnicového
charakteru. Zejména jsem se chtéla sousttedit na to, zda bude mozné vysledovat
néjaky vyvoj v pouzivani experimentalni, aritmetické a algebraické strategie
v jednotlivych ro¢nicich 2. stupné zakladni Skoly. Vyslovila jsem nasledujici oce-
kavani: Matematicky nadani zaci budou vice inklinovat k algebraickym strategiim,
u nich pfevazovat experimentalni a aritmetické strategie. Ostatni zaci budou ve
vétsing piipadl vyuzivat experimentalni strategie.

Déle byly stanoveny vyzkumné otazky:
Ol.  Jakého priimerného vysledku dosahli Zaci v jednotlivych uilohach testu?

02. Jakého primerného vysledku dosdhli Zaci v jednotlivych ulohdch
testu vzhledem k rocniku?

03.  Jakého primerného vysledku dosdhli Zaci v jednotlivych ulohdch
testu vzhledem k nadani?

04. Jaké strategie reseni volili Zdaci vzhledem k nadadni?

Ptredpokladala jsem, Ze Gispésnost v testu se bude zvySovat od 6. do 9. ro¢niku.
V 6. roéniku se jesté neprobira zadna ast algebry. Zaci zpravidla nejsou vedeni
k tomu, aby algebraické tlohy (napft. ilohy rovnicového charakteru) fesili aritme-
tickymi metodami. Z toho diivodu jim u nékterych typt uloh zbyva jen experimen-
talni strategie. V 7. ro¢niku se na n€kterych Skolach za¢ina probirat u¢ivo linedrnich
rovnic. Zaci se postupné seznamuji s ekvivalentnimi Gpravami, ale uéivo zatim
neni vyuzivano v aplikacnich ulohach. V 8. ro¢niku se pokracuje v probirani li-
nearnich rovnic, vyuka se rozsifuje také na slovni tlohy vedouci k rovnicim, po-
znatky o linearnich rovnicich krystalizuji (Hejny, 2014). V 9. ro¢niku se potom
74ci seznamuji s feSenim soustav rovnic o vice neznamych. Zaci 9. roéniku tedy
maji k dispozici nejSirsi spektrum matematického apardtu, navic maji nejvetsi
matematickou zkuSenost.

vvvvvv

zaci. Jedna se totiz o ulohy, které nejsou typické na béznych zakladnich skolach
(ulohy viz oddil 4.4). Také jsem ptedpokladala, Ze nékteré z tiloh budou pravdé-
podobné neznamé i pro zadky matematického gymnézia. V tom piipadé rozhodne
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o spravnosti feSeni zdkova tvofivost a zkuSenost s postupy. Oboji by méli mit
nejrozvinutéjsi pravé matematicky nadani Zaci.

Bylo také mozno piedpokladat, ze mezi ¢tyimi typy skol budou nejuspésnéjsi zaci
matematického gymnazia (tj. viceletého gymnazia s posilenou vyukou matemati-
ky). Jedna se o vybérovou §kolu a zaci se mohou lisit od zaku jinych skol svoji
motivaci pro studium, znalostmi aj. Hodinova dotace matematiky je na tomto typu
Skoly nejvyssi, vyuce matematiky je vénovana nejveétsi pozornost a zaci se setka-
vaji se Sirsi nabidkou uloh.

Pro zodpovézeni vyzkumnych otazek byla vyuzita smisend metodologie.

—4-2 VUYZKUMNY UZOREK

Zakladni soubor tvorili Zaci 2. stupné zdkladni Skoly a odpovidajicich ro¢nikt
viceletych gymnazii. Vybérovy soubor byl sestaven dostupnym vybérem z 34 skol,
celkem se 165 zaky. Vyzkumu se zucastnilo 28 zakladnich skol, 1 zakladni Skola
s rozSifenou vyukou matematiky, 3 viceletd gymnazia, 2 viceleta gymnazia s roz-
Sitenou vyukou matematiky.

Ve vzorku se vyskytovalo 109 chlapci a 56 dévcat. Mezi zaky bylo 50 zakt
6. ro¢niku, 31 zaku 7. ro¢niku, 19 zaku 8. ro¢niku a 65 zaku 9. ro¢niku. Vidime
rozdilné zastoupeni zakl podle pohlavi i podle ro¢niku. Nerovnomérnost v ptipa-
jsou chlapci nadanéjsi nez divky. Nerovnomérné zastoupeni ro¢nikti bylo zpuso-
beno dostupnosti vzorku, nebot’ testovani mi bylo umoznéno jen ve tiidach,
kde vyucujici nebyl v Casovém tlaku. Vzhledem k charakteru tloh navic ucitelé
volili radgji nejzkusengjsi zaky 9. ro¢niku.

Vyzkumu se ucastnilo 28 zakti s matematickym nadanim, 55 zaka se v§eobecnym
nadanim a 82 ,,0statnich nadpramérnych zaka. Zaku, kteti méli nadani identifi-
kovano v pedagogicko-psychologické poradné, bylo pouze 13. Devét z téchto zakl
mélo vSeobecné nadani a ¢tyfi byli matematicky nadani. Zastoupeni zakt podle
nadani je uvedeno v Tab. 17.

Tab. 17 Zdci rozdéleni podle naddni a podle skoly

Z§ 'MZS| G | MG | Celkem
Mat. nadani identifikovani 2 1 - 1 )%
Mat. nadani neidentifikovani 3 — 1 20
Vseob. nadani identifikovani 8 - 1 —
Vseob. nadani neidentifikovani 9 3 2 31 59
Ostatni 72 4 4 3 82
Celkem 94 8 8 55 165
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Jak jsem jiz uvedla, nebylo mozné vybirat jen zaky identifikované PPP. Proto byli
7aci zafazeni do prislusné kategorie na zakladé doporuceni ucitele, ktery tak ucinil
na zaklad€ projevi Zdka v matematice a jinych pfedmétech. Ucitelé byli pozadani,
aby identifikovali zaky vSeobecn¢ nadané, matematicky nadané. Pokud zadné tako-
vé zaky ve tfid¢ nem¢éli, tak vybirali tfi nejlepsi Zaky, které jsem zatadila do katego-
rie ,,ostatni. V poslednim piipadé méli ucitelé své rozhodnuti zdivodnit, coz mi
umoznilo jejich ndvrh posoudit a kategorii ostatnich jesté rozdélit na tfi typy: bystry
(mysli mu to rychleji nez ostatnim, matematika mu jde, v matematice je Sikovny),
logicky (ma dobré logické mysleni, ale v poétech moc dobry neni), jednickai'®.
Z4ci, ktefi ugiteli nebyli nominovéni jako nadani, méli toto zastoupeni (Tab. 18).

Tab. 18 Podkategorie kategorie ,,ostatni zaci* a jejich zastoupeni

“é Bystry 50
£ | Jednickat 29
QO | Logicky typ 3

Dale jsem se u vSech ptedchozich skupin sousttedila také na vedlejsi specifikace,
jako jsou poruchy u¢eni, ADHD, autismus a charakterové ¢i jiné specifikace, jako
nezajem o Skolu, lenost, ucast na matematickych soutézich apod. (toto rozliSovani
pro me bylo dtlezité zejména v kvalitativni analyze feseni). Kazdy zak byl zatazen
do pravé jedné kategorie. Jednotlivé podkategorie jsou uvedeny v Tab. 19.

Tab. 19 Pocet zdkii v jednotlivych podkategoriich

= = < .
£ 5 E %
T O|Ee B S =
Skupina podkategorii Podkategorie S .| SE3EZIE|l E
E5EE 83 8% 3
== Z&>8FE ©
Dysgrafie 1 1
Specifické poruchy uceni Dyslexie 1 1 2
Dysortografie 1
A I d 1 1
Poruchy autistického spektra sp‘e rgeruy syncrom
Autismus 1
. Porucha pozornosti
Poruchy pozornosti s hyperaktivitou 1 2
Lenivy 2
Charakt
araxter Bez zajmu 1 1 2
Stupen nadani Extrémné nadany 4

18

73

Kategorie ,,jednickai* byla volena v ptipad¢, kdy zak nebyl nadany, nemél ani obzvlast’ rozvi-
nuté matematické mysleni, ale v matematice mél jednicku. To znamena, Ze i zaci z jinych
kategorii mohli mit jednicku z matematiky, ale nebyl to jediny parametr, diky némuz se do
vzorku dostali.
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V nékterych pripadech jsem vahala, do které skupiny zaka zatadit. Naptiklad
u specifikace ,,je jednickar, matematika ho bavi, ale ma celkové ke vSemu dost
laxni pfistup® jsem se rozhodovala mezi kategoriemi jednickar a bystry. Kategorie
»jedni¢kar totiz u vétsiny uciteld evokovala snazivého zéaka, ktery usiluje o dob-
ry prospéch. Uvedeny zak ziejmé ptili§ snazivy nebyl, pfesto mél v matematice
vyborné vysledky, coz mlize souviset s bystrosti, mohlo by se vsak také jednat
o skryté nadani. Zak byl posouzen jako ,,bystry, lenivy*. Je ziejmé, Ze roziazova-
ni zakd bylo v mnoha piipadech narocné a nejednoznacné.

Rodice vsech zak, kteti byli zapojeni do vyzkumu, podepsali informovany souhlas
s testovanim ditéte a pouzitim jeho vysledkt pro vyzkumné zamery.

—4-3 PREDVUYZKUM

Didakticky test byl sestavovan tak, aby obsahoval tlohy rovnicového charakteru

—slovni ¢i geometrické ulohy, které je mozné fesit sestavenim rovnice ¢i soustavy

rovnic, ale zaroven je mozné je fesit aritmetickymi metodami, které jsou piistupné

1 zaktim nizSich ro¢nikd. Mym zdmérem bylo vybrat vétSinu uloh Skolsky nety-

pickych, nebot’ jsem chtéla sledovat zakovskou strategii feSeni v neznamé situaci.

Ulohy byly sefazeny tak, aby gradovaly co do naro¢nosti. Vybrala jsem dvé arit-

metické ulohy, jednu slovni ulohu, jednu dynamickou ulohu a dvé geometrické

pocetni ulohy. Test pro predvyzkum obsahoval nasledujicich Sest tloh:

1. Kdyz dvé c¢isla sectes, dostanes 15. Kdyz od vétsiho odectes mensi, dostanes 3.
Jaka to jsou cisla?

2. Kdyz dvé ruzna Cisla sectes, dostanes 10 000. Kdyz od vétsiho odectes mensi,
dostanes 6 666. Ktera jsou to ¢isla?

3. Jolanka je Sestkrat mladsi nez maminka, babicka je dvanactkrat starsi nez Jo-
lanka. VSem tfem dohromady je 95 let. Kolik rokt je kazdé z nich?

4. Otecje o9 letstarsi, nez je trojnasobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat
tak stary nez jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

5. Obdélnik na obrazku je rozdélen na ti'i obdélniky a ctverec. Urci obsah ¢tverce,
jsou-li znamy obsahy tii obdélnikil (v centimetrech ¢tvereénich). Zapis vypocet.
(Vlevo je varianta pro nizsi rocniky a vpravo je varianta pro 9. ro¢nik.)

18 27 18 27

54 72
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6. Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 ¢tverci. Délka strany tmavé Sedych
¢tvercti je 5 cm. Urci obsah bilého ¢tverce. Zapi§ vypocet.

Ptedvyzkumu se ucastnilo 77 zakt ziskanych na zakladé dostupnosti z jinych skol,
nez byly Skoly v hlavnim vyzkumu. Z tohoto poctu bylo 20 zakl ze zakladni
Skoly, 6 zaki ze zakladni Skoly s tfidami s rozsifenou vyukou matematiky, 10 zakd
z osmiletého gymnazia a 41 zakd osmiletého gymnazia s tfidami s rozsifenou vy-
ukou matematiky. 31 Zdkl bylo ze 6. ro¢niku, 5 zakd bylo ze 7. ro¢niku, 6 zaka bylo
z 8. ro¢niku a 35 zakl bylo z 9. ro¢niku. Struktura zakl byla tedy podobna jako ta,
kterou jsem planovala pro vlastni vyzkum. Pii vyhodnocovani mé zajimala pouze
celkova uspésnost zakl v jednotlivych ulohach a piipadné neocekavané jevy.

Tab. 20 Procentualni uspésnost pro jednotlivé ulohy predvyzkumu

Uloha | Uspesnost v %
1 91
2 77
3 82
4 30
5 13
6 14

Po provedeni piedvyzkumu byl ovéfen vyzkumny nastroj. V didaktickém testu by
mély byt obsazeny pouze ulohy, jejichZ index obtiznosti leZi v intervalu P € (20,80)
(Chréaska, 1999). Index obtiznosti ptitom urcuje, jaké procento zaki bylo schopno
Gilohu Gisp&sné fesit. Ulohy, pro néZ je P < 20, jsou povazovany za velmi obtizné
a Ulohy, pro néz je P > 80, jsou povazovany za velmi jednoduché. Doporucuje se,
aby didakticky test zac¢inal jednoduchou ulohou, jejiz tcel je motivaéni.

Z testu jsem se rozhodla vytadit ulohu 1, nebot’ byla pro mnoho zakd trivialni
a fesili ji pamétné. Proto nebylo z pisemného teSeni zjevné, jakou metodu feSeni
preferuji, a vysledky byly nevypovidajici. Druha uloha v testu ztstala, protoze jiz
nebyla pro zaky trivialni, nemohli ji fesit pamétné a museli volit jednu z metod —
experimentélni, aritmetickou &i algebraickou. Uloha 3 méla sice také pomérné
vysokou uspésnost, avSak v testu jsem se ji rozhodla nechat, a to z divodu moti-

N 4
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la, nebot’ ve zpiisobech feseni bylo patrné, ze zaci volili bud’ experimentalni, nebo
algebraickou strategii, a pak bylo vidét, ze zaci bud’ postup znali (napt. z Mate-
matické olympiddy) a fesili zcela mechanicky, nebo feSeni neznali a pak pro né
byl mnohdy problém vyznat se ve vztazich a spravné sestavit rovnice. Na Obr. 57
vidime feSeni Glohy matematicky nadanou zakyni® 9. roéniku, ktera si udaje za-
psala ptehledné do tabulky a poté z nich sestavila rovnici.

Otec je 0 9 let star$i, neZ je trojnasobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrét tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?
ayny’ w0 1 et
; - 1 ey 4+ QAN 38+ =3
X +14 | ‘,\L\*/W, = 0)’4 20 T
| o QL’ 1 ,\ a9
A4 e
otec \ g)\’ + q 71}_5:_’1[_1,,)1 L = e

S

syh

Synovi je J b} a ot 3.

7
v

Obr. 57 Algebraicky resena uloha (pomoci jedné rovnice s jednou neznamou)
matematicky nadanou zakyni 9. rocniku

Algebraickou strategii feSeni pomoci rovnice nebo soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych volili 1 nadani zéci 6. ro¢niku. Protoze ale u¢ivo neméli systema-
ticky probrano, jejich zapis byl ¢asto nekorektni, jak vidime na Obr. 58. Rovnice
(st 17) - 2=s-3+9 je nespravné sestavena, v dal§im kroku je s ni provedena
chybna tprava. Souhrou téchto dvou pochybeni zak dospél ke spravnému vysledku.

Otec je o 9 let star$i, neZ je trojnasobek synova veku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary nez jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

§:34=0 1
Wy (5413 2035251 (5613) = 544

7 43
T ( gg»ZL,M/:gj 5 =12 ~4 -
i " § 8

Obr. 58 Uloha s nekorektnim postupem resend soustavou dvou rovnic
o dvou neznamych matematicky nadanym zakem 6. rocniku

¥V ramci predvyzkumu jsem neprovadéla roziazovani zaka do skupin podle nadani, pouze
v n¢kterych ptipadech jsem znala specifikaci zaku.
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U této ulohy se vyskytly i dalsi ptipady Spatné Gvahy se spravnym vysledkem.
Nejcastéji se vyskytujici chyba v iivaze je ukazana na Obr. 59. Ve druhé rovnici
nebylo pFi¢teno 17 let k véku syna (). Spatnou tipravou rovnic viak zak opét dospél
ke spravnému vysledku.

Otec je 0 9 let star3i, neZ je trojnasobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

x4q =31 &-3=24
XH=LY 4Y=g 1133

22+ 13550
=8

A go. 13&%%

Obr. 59 Pokus o algebraické reseni s nespravné sestavenou rovnici
a spravnym vysledkem vseobecné nadanym Zakem 6. rocniku

Z uvedenych prikladl se potvrzuje, Ze pii vyhodnocovani testli se neni mozné
zamétovat pouze na vysledek.

Na Obr. 60 matematicky nadany zak 6. ro¢niku pouziva tivahu, ze 17 let je souc¢tem
véku syna a9 let ze zadani. Tento vztah opravdu plati, ale neni trividlni k nému dospét.
Vztahy mezi veli¢inami mizeme ukazat napiiklad takto: Za 17 let bude synovi
s+ 17 leta otcis + 17 + s + 17 (otec je dvojnasobné star). Zaroven je otci 3s +9 + 17.
Kdyz porovname ob¢ vyjadieni véku otce za 17 let, je ziejmé, ze s + 9 = 17.

Otec je 0 9 let starsi, neZ je trojndsobek synova v&ku. Za 17 let bude otec dvakrét tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

pyme3= e
1RIAF 1oy 1 sy
Ak o FI8L

Obr. 60 Matematicky nadany Zak 6. rocniku vyuziva k reseni zajimavou vuvahu

Pokud se stalo, Ze zak napsal ptimo vztah s + 9 = 17, jako je tomu na Obr. 60, ne-
bylo zfejm¢, zda se jednd o zjednoduSenou ¢i nespravnou uvahu, nebo zda zak
dokazal predchozi vztahy zachytit pouze mentalné, bez zapisu. V takovém piipadé
je nutné v rdmcei vyzkumného fesent zjistit tuto informaci v nasledném rozhovoru.
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V nékolika ptipadech se objevilo pamétni experimentalni feSeni — Zaci obvykle
zacali na véku syna 5 let (jinak by byl otec nesmysIné¢ mlad), zkouseli vztahy
a rychle dospéli ke spravnému vysledku. Z tohoto divodu jsem se rozhodla ve
vyzkumu zvysit veék syna tak, aby $lo o dvojciferné ¢islo a pamétni experimento-
vani nebylo tak jednoduché.

Nejslabsich vysledkti dosahli zaci v paté uloze. Vysledky vsak byly velmi silné
ovlivnény tim, Ze zaci 9. ro¢niku dostali druhou variantu, ktera umoznovala pou-
ze algebraické feSeni. Nekteti z nich se snazili tlohu feSit aritmeticky a kdyz
zjistili, ze to neni mozné, tillohu opustili (napf. feseni na Obr. 61). Spravné sestavit
soustavu rovnic a spravné ji vytesit dokazali pouze tii matematicky nadani zaci
9. ro¢niku.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na tfi obdélniky a ¢tverec. Urci obsah Ctverce, jsou li
znamy obsahy tf obdélnikii (v centimetrech &tvere¢nich). Zapis vypocet.

£cie
oy 5 z9 L7
T e N i R = %9
i Nz 807 |
72 by | 3 10
f 23
40
Ll
176

Obr. 61 Zdk 9. rocniku se pokusil Fesent najit aritmeticky

Obdobné¢ postupovala zakyné na Obr. 62. Nejdiive zacala algebraickym zapisem,
poté postupovala aritmeticky. Kdyz nedokdzala ulohu vyftesit, usoudila, Ze je tilo-
ha $patné zadana. Ani ji nenapadlo, ze by strany obdélniki mohly mit iracionalni
délky.

PLA ! . PO
18 |2 27 ekl M=as

5 TS e

frze.y
72 VMg
M'(-‘Wm K s by

} = 39 2 a= Doy © =90

e :%&\m _\11; \*( L-ijm gl

Obr. 62 Zikyné 9. rocniku nenalezla sprdavné reseni
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Nekteti zaci sestavili soustavu tfi rovnic o tfech neznamych, ale neuméli ji vytesit.
Vznikla soustava je totiz v ramci uciva zakladni Skoly netypicka. Nékolik mate-
maticky nadanych z4ki si nicméné se soustavou poradilo. Na Obr. 63 mliZzeme
sledovat algebraické feseni s velmi ekonomickym zapisem, pouzité matematicky
nadanym zdkem 9. ro¢niku.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na tfi obdélniky a Gtverec. Urci obsah &tverce, jsou li
znamy obsahy i obqfil‘@nikﬁ (v centimetrech ¢tvere¢nich). Zapi$ vypocet.
a @Z

31 13
N 18 27 =
L
7 h (5
= 72 32714 L ?9_:2 = |08 et
o

Obr. 63 Ekonomické algebraické reseni matematicky nadaného zZaka 9. rocniku

Do vyzkumu jsem z divodu obtiznosti algebraického vypoctu zatadila pouze
prvni, jednodussi verzi tlohy, kterd umozilovala aritmetické feSeni.

Také Sestd uloha byla pro zaky velmi naro¢nd. Pfesto jsem se ji rozhodla v testu
ponechat, protoze néktefi matematicky nadani zaci snadno nasli vztahy mezi ve-
licinami a ulohu fesili algebraicky. Ulohu bylo dale mozné fesit odhadem nebo
aritmeticky. Vysledky tlohy byly zajimavé z toho divodu, Ze nékteti Zaci byli

schopni uspesné fesit lohu aritmetickou strategii, zatimco jini volili algebraickou
strategii.

-4-4 TESTAANALYZA ULOH A PRIORI

Ve vlastnim vyzkumu bylo pouzito pét uloh. V tomto oddile provedu jejich analy-
Zu a priori.

Uloha 1 (dale UT)

Kdyz dvé rizna cisla sectes, dostanes 10 000. Kdyz od vétsiho odectes mensi,
dostanes 6 666. Kterd jsou to cisla?

Moznosti eSeni Ul

Jednou z moznych experimentalnich strategii je strategie pokusu a omylu, kdy
zak vybere dvé ¢isla, provede s nimi naznacené tikony, a pokud ¢isla neodpovida-
ji, vybira dalsi dvé ¢isla. Rizené experimentalni FeSeni mohlo spocivat v tom, Ze
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74k naSel Cisla, kterd jsou blizkd hledanym ¢islim, a dle vysledku vybrana ¢isla
upravil; napt. 8 000 a 2 000, 8 000 + 2 000 = 10 000, 8 000 — 2 000 = 6 000, coz
je o 666 mén¢, nez je uvedeno v zadani. Nyni tedy staci vét§imu ¢islu pridat 333
a mensimu ¢islu ubrat 333. Hledana cisla jsou tedy 8 333 a 1 667.

Dalsi experimentalni metoda spociva ve sledovani, jak se chovaji soucty
a rozdily v mensich tadech, a nésledném transferu vysledku na vyssi fad. Tedy
8 +2 =10, 8 — 2 = 6, mizeme se nyni domnivat, ze pro dvojciferna ¢isla se bude
jednat o cisla 80 a 20; tedy 80 + 20 = 100, 80 — 20 = 60 a nyni lze usoudit, Ze se
jedna o ¢isla 83 a 17. Pro trojciferna ¢isla zkusime 833 a 177, 833 + 177 =1 010,
833 — 177 = 656 a druhé ¢islo musi byt 167. Nyni je mozné provést zobecnéni na
jakykoliv vyssi fad. Metoda se opira ¢asteéné o experimentalni feseni a caste¢né
o aritmetické feseni.

Ulohu mizeme fesit aritmeticky, kdyZ si uvédomime, Ze pokud odedteme
mensi Cislo od vétsiho, dostaneme dvojnasobek mensiho hledaného cisla.
Tj. 10 000 — 6 666 = 3 334, ¢islo 3 334 je dvojnasobkem mensiho z ¢isel.
3334:2=1667, 10000 —1 667 = 8 333. Pfi pouziti této metody je nutné provadét
netrivialni aritmetické operace, jako je s¢itani a odc¢itani ¢isel s nékolika piechody
pres zaklad.

Ulohu je také mozné tesit algebraicky, sestavenim soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych. VEtsi z ¢isel oznac¢ime jako a a mensi jako b. Pak

a+b=10000
a—b=6666

Nejjednodussi je pokracovat scitaci metodou a urcit hledana ¢isla.

Soucasti feseni je také zkouSka spravnosti. Zejména z divodu naro¢nosti arit-
metickych operaci je zapsani zkousky nezbytné. Kontrolujeme dva udaje:
8333+ 1667=10000, 8 333 —1 667 =6 666, oba tidaje souhlasi se zadanim.

Odpovéd’ Ul: Hledan4 c¢isla jsou 1 667 a 8 333.

Uloha 2 (d3le U2)

Jolanka je Sestkrat mladsi nez maminka, babicka je dvanactkrat starsi nez Jolan-
ka. Vsem trem dohromady je 95 let. Kolik rokii je kazdé z nich?

MozZnosti FeSeni U2

Ulohu Ize fesit experimentalné, metodou falesného piedpokladu. Zvolim si vék
Jolanky, naptiklad 10 let, a dopocitam vek ostatnich ze zadanych vztahi: mamin-
ka by méla 60 let a babicka 120 let. Celkove by jim bylo 190 let, coZ je dvojndsobek
proti zadané hodnoté. VEék vsech tfi musi byt proto polovicni: Jolance je 5 let,
mamince 30 a babicce 60.
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Aritmeticky je mozné postupovat tak, ze Ize vypocitat, ze vSem tfem dohromady
je stejné, jako je devatenactinasobek véku Jolanky. Vypocitame tedy 95 : 19 =5,
a tim ziskdme v&k Jolanky. VE&k maminky a babi¢ky dopocitdme ze zadani.

Algebraicky postupujeme tak, ze ozna¢ime jako nezndmou vék Jolanky a sesta-

vime rovnici:
x+6x+ 12x=95

19x =95
x=5

Soucasti feseni je opét zkouska spravnosti FeSeni. Je nutné vyzkouset vSechny
vztahy ze zadani: 5+30+60=95,5-6=30,5- 12 =60.

Odpovéd U2: Jolance je 5 let, mamince 30 let a babicce 60 let.

Uloha 3 (dale U3)

Otec je o 5 let starsi, nez je trojnasobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat
tak stary nez jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

Moznosti ieSeni U3

Ulohu je mozné fesit experimentalné, kdy stanovime vék syna a dopocitdvame
dalsi hodnoty ze vztahti v zadéni. Vzhledem k tomu, Ze musime provétovat néko-
lik vztahi, je vhodné informace zapisovat do tabulky.

Vék syna nyni, s 6 7 12
V¢ek otce nyni, 3s + 5 23 26 41
Vek synaza 17 let, s + 17 23 24 29
Vek otce za 17 let, 2(s + 17) 46 48 58
Kontrola véku otce 46 —-23=2348-26=22|58—-41=17

Z prvnich dvou sloupct vidime, ze kdyz zvySime vék syna o 1 rok, zmensi se
o 1 rok hodnota u kontroly véku otce. Zac¢iname na rozdilu 23 a rozdil ma byt 17,
musime k véku syna pticist 6 let. Timto zptisobem rychle najdeme spravné feseni.
Ulohu je mozné Fesit také strategii na pomezi aritmetiky a algebry®, a to tiva-
hou: Za 17 let bude synovi s + 17 let a otci s + 17 + 5 + 17 (otec je dvojnasobné
star). Zaroven je mu 3s + 5 + 17. Kdyz porovname ob¢ vyjadieni veéku otce za
17 let, je ztejmé, ze s + 5 = 17. Odtud vidime, Ze synovi je 12 let, a dalsi hodnoty
dopocitdme ze zadanych vztahd.

2 Neznama hodnota je sice oznadena prvnim pismenem slova, ale dalsi Givahy jsou aritme-
tické, nedochazi k feseni rovnice.
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Uvedené tvahy je mozné a Gcelné opftit o grafické znazornéni, které miize slouzit
jako ptimy most mezi aritmetickym zptisobem uvazovani a algebrou, nebot’ pfimo
z obrazku lze sestavit rovnice. Zndzornime vék otce za 17 let dvéma zpisoby
ukazanymi na Obr. 64.

S S S 5 17

Obr. 64 Grafické zndazornéni ulohy 3

Algebraicky mizeme Ulohu fesit sestavenim rovnice s jednou neznamou. Vék
syna oznacime jako x. VEk otce nyni je 3x + 5. Za 17 let bude platit
Bx+5)+17=2(x+17)
(Vsimnéme si, ze rovnice zcela koresponduje s Obr. 64.)
Resenim je x = 12. V ptipadé vyuziti algebraické metody by se spravné mély pro-
vadét dvé zkousky — pro rovnici a pro slovni ulohu. Ve zkousce rovnice dosadi-
me vyslednou hodnotu x = 12 do sestavené rovnice. Ve zkousce slovni tlohy zkon-
trolujeme vSechny vztahy ze zadani: Synovi je nyni 12 let, otci 3 - 12 + 5 =41 let.
Za 17 let bude synovi 29 let a otci 58 let, coz je dvojnasobek 29 let.
Také je mozné sestavit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
0=3s+5
o+ 17=2(s+17)
Vysledkem jsou hodnoty s = 12, o = 41. Op¢t je nutné provést zkousku soustavy
rovnic a také zkousku slovni ulohy.

Odpovéd’ U3: Synovi je 12 let a otci je 41 let.

Uloha 4 (d3le U4)

Obdélnik na obrazku je rozdelen na ti'i obdélniky a ctverec. Urci obsah ctverce,
Jsou-li znamy obsahy tri obdélnikii (v centimetrech ctverecnich). Zapis vypocet.

18 27

54
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Moznosti FeSeni U4

Ulohu je mozné fesit aritmeticky, a to rozkladem obsahti na sougin?: 18 =2 -9 =
=3-6,27=3"9, odtud je ztejmé, ze rozmery dvou hornich obdélniktijsou3-6a3 -9,
pri¢emz spolecna strana ma délku 3. Jeden rozmér tietiho obdélniku je tedy 6 a dru-
hy 54 : 6=9. Ctverec ma tedy stranu délky 9 a jeho obsah je 81. V odpovédi se vra-
time od matematizace k vyjadieni obsahu i s jednotkami: Obsah ¢tverce je 81 cm?.

Lze postupovat také algebraicky, a to oznacenim stran: 18 = a - b, 27 = a - ¢,
54 = b - c. Budeme postupovat dosazovaci metodou. Vyjadiime z prvni rovnice
a= % a dosadime do druhé rovnice:

Neznamou b dosadime do tfeti rovnice:

54—2
=zc¢c

Odpovéd’ U4: Obsah &tverce je 81 cm?.

Uloha 5 (d3le U5)

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 ctvercii. Délka strany tmavé Sedych ctver-
cti je 5 em. Urci obsah bilého ctverce. Zapis vypocet.

Moznosti reSeni U5

Je mozné postupovat aritmeticky, kdyz vychazime z faktu, ze strany ¢tverce jsou
shodné. Délka strany bilého ¢tverce je shodna se souctem délek stran osmi svétlese-
dych ¢tvereckt. Odtud je ztejmé, Ze délka strany tii tmave Sedych Ctverct je stejna
jako deviti svétle Sedych ¢tverct a pro délku strany svétlesedych ¢tverct muzsi platit
15 5 1600

a=>=3 Délka strany bilého ctverce je 8a = ?, a jeho obsah proto § = (%) ==

2L Vypocet zjednodusime matematizaci, coz znamena, ze budeme pracovat pouze s ¢isly a nikoli

s veli¢inami.
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Na stejné uivaze je zalozeno také algebraické FeSeni pomoci rovnice s jednou
neznamou. Jako neznamou mizeme oznacit délku strany svétle Sedého ¢tverecku.

Potom plati 8x = 15 — x
9x =15
5
73

Délka strany bilého ¢tverce je 8x = ? a jeho obsah S = %.

Odpovéd’ US: Obsah bil¢ho ctverce je %00 cm?, coz je piiblizné 178 cm?.

Je také potieba ud¢lat pribliznou kontrolu spravnosti, kdy odmocnime 178 (¢i bez
1600

kalkulacky T)’ vysledek 13,3 ma odpovidat délce strany ¢tverce: 15—13,3=1,7,
vsechny hodnoty odpovidaji.

Na zaklad¢ svych zkusenosti z pfedvyzkumu a rovnéz na zakladé prostudované
literatury jsem se rozhodla strategie feSeni rozliSovat dle sofistikovanosti nésledu-
jicim zptisobem:

* Nefizeny experiment (metoda pokusu a omylu): zak experimentalné pro-
vétuje zadané vztahy, postupné se ptiblizuje vysledku, avsak nehledd mezi
jednotlivymi feSenimi souvislost, ktera by mu umoznila feseni urychlit.

« Rizeny experiment: 74k experimentaln& provéiuje zadané vztahy, po né-
kolika krocich si v§imne urcité zakonitosti, tu vyuzije ke zrychleni feseni.

* Aritmetické FeSeni s grafickym zndzornénim: zak vyuziva grafické¢ho
znazornéni k nalezeni vzajemnych vztaht, ulohu fesi numericky.

+ Aritmetické FeSeni bez grafického znazornéni: Zak nalezne vztahy mezi
veli¢inami bez obrazku, tj. jeho aritmetické piedstavy jsou na vyssim stup-
ni vyvoje.

* Algebraické FeSeni: zak spravné oznaci neznamé, sestavi rovnici ¢i sou-
stavu rovnic a tu spravné vyftesi.

Poznamka: Miizeme si vS§imnout, Ze u aritmetickych feSeni je vétsinou nutné vni-
mat mnohem vice vztahll nez u ostatnich metod feSeni. Aritmetické feSeni se
vice opira o Ciselné piedstavy, algebraické feseni je oproti tomu mechanicte;jsi.
Z tohoto pohledu by se aritmetické feSeni mohlo zdat sofistikované;jsi nez algeb-
algebraicka strategie pouziva s porozuménim (tj. ne pouze v naucenych krocich),
je toto feseni nejsofistikované;jsi.

-4-5 PRUBEH VYZKUMU

Testy jsem zakim zadavala bud’ sama, nebo je zadavali studenti ucitelstvi, ktefi
dostali podrobné instrukce, jak postupovat. Zaci test vypliovali vzdy ve kole,
a to bud’ v ramci hodiny matematiky, nebo stranou vyuky béhem vyucovani,
v nékolika ptipadech po vyucovani. Po napsani testu byl se vSemi zaky proveden
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rozhovor, v némz zak popisoval, jak pti feseni uloh uvazoval. Rozhovor vedl vy-
zkumnik. Zaci byli dale dotazovani na naro¢nost tloh a to, zda se s podobnymi
ulohami setkavaji v hodinadch matematiky.

Ve vétsing pripadu test psali jen vytipovani zaci, ukolem vyzkumnika bylo dozirat
na to, aby zaci pracovali samostatné, bez kalkulac¢ek. V nékolika ptipadech nechal
vyucujici test psat celou tfidu, protoze ho zajimalo, jak budou Zaci ispésni v fese-
ni a jaké strategie budou pouzivat. Ke mné se ov§em dostaly pouze testy vytipo-
vanych zaki. Zaci mohli pouzivat volné papiry, které odevzdavali spolu s testem.
Na vypracovani dostali ¢as jedné vyucovaci hodiny, méli moznost odevzdat
dfive, v n¢kterych ptipadech o trochu pozdéji, doba feSeni byla zaznamenévana.
Nejrychlejsi zaci odevzdavali jiz po 14 minutach. Primérné test fesili 39 minut,
setkala jsme se vSak s dobou feSeni mnohem kratsi i mnohem delsi. RozloZeni ¢ast
muzeme sledovat na Obr. 65.
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Obr. 65 Graf zavislosti poctu zakii na dobé reseni testu

K psani testu byli Zaci obvykle motivovani tim, Ze jim bylo sdéleno, Ze byli vybrani
jako sikovni v matematice. Zaci se ve vét§iné piipadt snazili nad Glohami pfemys-
let, najit feSeni. V rozhovorech poté zaci casto uvadéli, ze je ulohy zaujaly tim, Ze
jsou jiné, nez které se fesi na hodinach matematiky. Ulohy z hodin popisovali jako
procvi¢ovani osvojeného algoritmu, zatimco u uloh z testu méli moznost premys-
let a hledat originalni feSeni, aniz by jim né¢kdo prikazal, jak musi postupovat.
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Zaci méli moznost klast uciteli v pribéhu testovani dotazy. Ptali se ¢asto na geo-
metrické lohy, neztidka na véci, které mohli vycist ze zadani. U ulohy 4 se na-
piiklad ¢asto dotazovali, v jakych jednotkéch jsou uvedené obsahy. Zakiim bylo
na dotazy odpovézeno, nezabyvala jsem se totiz ¢tenafskou gramotnosti, ale
strategiemi, které Zaci volili k feSeni.

V prubéhu vyhodnocovani jsem si zaky ocislovala a toto kodovani dale pouzivala
pfi kvalitativnim zpracovani dat.

-4-6 ANALYZA DAT

Jak jiz bylo fe¢eno, vyzkum ma smiSeny charakter.

Data, tedy zakovska feseni, byla nejdiive zpracovana co do Gspés$nosti feSeni.
Kazdou ulohu jsem bodovala body: 0 (nefeseno, Spatné feseno), 1 (¢aste¢né feseno),
2 (spravné vyfeSeno). Zaznamenavala jsem pouzitou strategii feseni (na zaklade
analyzy ulohy a priori v oddilu 4.4) a vS§echny dostupné charakteristiky zaka, jak
bylo uvedeno vyse. VSe jsem zaznamenavala do programu Statistica. Kvantitativ-
ni zpracovani dat provedla pani doktorka Budikova.

Kromég deskriptivniho popisu vysledkli vyzkumného souboru byly stanoveny také
hypotézy popisujici vztah mezi riiznymi charakteristikami. U kazdé z péti uloh
bylo vysloveno nasledujicich pét nulovych hypotéz: Hl,. Uspésnost v iiloze neza-
visi na typu Skoly. H2,. Uspésnost v iiloze nezdavisi na rocniku. H3,. Uspésnost
v illoze nezavisi na naddni. H4,. Uspésnost v iiloze nezdvisi na pouzité metodé
reseni. H5y. Volba metody neni zavisla na nadani.

Pti zpracovani dat byla nejprve pouzita deskriptivni statistika, s jejiz pomoci byly
zjistovany Cetnosti bodovych hodnoceni jednotlivych uloh, relativni ¢etnosti,
aritmeticky primér a charakteristiky rozptyleni (rozptyl a smérodatna odchylka).
Byl proveden podrobny rozbor feseni jednotlivych tloh, ve kterém byla analyzo-
vana schopnost fesit danou aplikacni ulohu a preferovana strategie feSeni.

Zjistovala jsem reliabilitu didaktického testu, a to pomoci Cronbachova koeficien-
tu a.

Dale byla pro zjistovani vztahl mezi proménnymi pouZita statistika induktivni.
K ovéfeni, zda rozdil mezi realizacemi dvou statistik je statisticky vyznamny,
tzn. rozdil neni zptisoben jenom ndhodnymi vlivy, pouzivame testovani statistic-
kych hypotéz. Statistickou hypotézou rozumime jakykoliv pfedpoklad o rozlozeni
pravdépodobnosti jedné nebo vice nahodnych veli¢in (Budikova et al., 2010).
Hypotézy, které se vztahovaly k porovnani urcitych statistik, byly testovany po-
moci testu nezavislosti chi-kvadrat. V ptipadé, Ze rozlozeni dat nesplitovalo poza-
davek normality ¢i homogenity rozptylu, byly pouzity neparametrické metody,
jako Kruskaliiv-Wallisuv test nebo Mann-Whitneyiiv U test.
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Pro ziskané vysledky byla pouzita hladina vyznamnosti p < 0,05, coz je v peda-
gogické metodologii standardné pouzivana hodnota. Znamena to, ze riziko chyb-
ného ptijeti nebo zamitnuti nulové hypotézy je 5 %.

—4-7 RKVUANTITATIVNI ANALYZA VYSLEDKU

—4-7-1 Uspésnost 25k0 v Glohach

Kazda z péti testovych tloh byla bodovana body 0 (zak tlohu nevyftesil), 1 (zak
ulohu ¢astecné vytesil —napf. se dopracoval k né¢jakému podstatnému mezivysled-
ku nebo udélal numerickou chybu), nebo 2 (zak tlohu bezchybné vyiesil). Bylo
mozné ziskat maximalné 10 bodt. Zaci v testu dosahli primérného vysledku
6,2 bodii. Piitom zaci zakladni Skoly obdrzeli priimérné 6,1 bodu, zaci matema-
tické zakladni Skoly 6,9 bodi, zaci gymnazia 7,3 bodl a zaci matematického
gymnazia 6,1 bodd. Vysledky jsou znazornény v krabicovém grafu na Obr. 66.

Krabicovy graf dle skupin
Proménna: Skére
12

10 | —‘— T -
sl

Skére
S
|7

z8 Mat. Z8 Gymnazium  Mat. gymnazium E| 2/'59;“;20/
0= {J
Typ $koly T Min-Max

Obr. 66 Ziskana skore podle jednotlivych typii skol — krabicovy graf

Reliabilitu testu jsem urcila pomoci Cronbachova koeficientu a, ktery uréuje dol-
ni hranici spolehlivosti testu. Plati pro néj vzorec

o= k 1— ?:151'2
k-1 s2
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kde k je pocet tiloh v testu, s” je rozptyl dosazenych skore i-té tlohy, s* je celkovy
rozptyl dosazenych skore v testu. V pedagogickém vyzkumu je obvykle poza-
dovan koeficient reliability alesponi 0,8 (Stépanek, 2009). U testtl s poétem uloh
mensim nez 10 byva vsak reliabilita nizsi, nejvyse 0,6. V naSem ptipadé bylo
k=5,%%,s?=3355 =252 a Cronbachiv koeficient a vysel 0,59. Nizka relia-
bilita testu je zptisobena malym poctem uloh a také tim, Ze se jedna o Skolsky
netypické tllohy, a neni tudiz testovana zadna konkrétni znalost nebo dovednost.
V ptipad€ nizsiho koeficientu reliability nelze vysledky testu pokladat za spoleh-
livy ukazatel obecnych jevi, ale test mize dobfe poslouzit k diagnostikovani
konkrétnich nedostatkt (Stépanek, 2009). Celkové vysledky mého didaktického
testu je tedy nutné brat s rezervou, nebylo by naptiklad mozné tvrdit, Ze matema-
ticky nadani Zaci dosahuji v tomto testu lepsich vysledkil. Soustfedim se vSak na

vow ey

vvvvv

Skoly. PIného poctu boda dosahlo 14 zakt, z toho 9 ze zakladni Skoly, 2 z mate-
matické zakladni Skoly, 2 z gymnazia a 1 z matematického gymndazia. Musime
mit vSak na paméti, ze ve vzorku bylo pouze 8 zakid z matematické zakladni sko-
ly a 8 zakl ze vSeobecného gymnazia.

Graf Cetnosti pro proménnou Skore je na Obr. 67.
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Obr. 67 Sloupkovy diagram proménné Skore
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Uspésnost zaki v jednotlivych tilohach je uvedena v Tab. 21.

Tab. 21 Uspésnost Zakii v jednotlivych iillohdch testu

Uloha Uspé&nost (v %)
Ul 72
U2 85
U3 41
U4 71
U5 21

—-4-7-2 Testovani hypotéz
Zkoumani zavislosti Gspéchu v U1 na rdznych faktorech

1. Typ skoly:

(3 kategorie: ZS — 89 zaki, mat. ZS a gymnazium — 15 zaki, mat. gymnazium —
54 zaka). Z dtvodu malého poétu 74k ve skuping gymnazium a matematicka ZS
byly tyto skupiny slouceny (vznikla tak skupina o 16 zacich, Iépe srovnatelna
poctem zaki s dal§imi dvéma skupinami). Kvuli spInéni podminek dobré aproxi-
mace bylo vylouceno 7 zaki, ktefi Gllohu 1 bud’ netesili, nebo Spatné pochopili
zadani, ¢i ji vytesili pouze ¢asteéné?.

Tab. 22 Procento uspésnych zakii podle jednotlivych typii skol

Typ Skoly Uspéch
Z8 69,05 %
Mat. ZS a gymnazium. 66,67 %
Mat. gymnazium. 92,59 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H1,: Uspésnost v Ul nezavisi na typu §koly (3 kategorie).

H1,: Uspésnost v Ul zavisi na typu skoly (3 kategorie).

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu? (p-hodnota: 0,0009;
Craméruv koeficient* = 0,2969).

22 Bez tohoto zasahu by nebylo mozné provést statistické vypodty. Vybrani byli jen ti Zaci,
kteti se pokusili o fesenti, fesili zadanou tlohu (tj. nepozmenili smysl zadani) a byli v uloze
bud’ Gspésni (2 b) nebo netispésni (0 b).

2 Hodnota testové statistiky = 13,9359; Pocet stupiiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,0009; Craméruv
koeficient = 0,2969

2 Craméruv koeficient vyjadiuje intenzitu zavislosti; 0 — nezavislost, 1 — zavislost

114
_|_



Zavislost mezi Usp&chem v uloze 1 a typem Skoly je prokazatelna na hlading
vyznamnosti 0,05. Ptifeseni U1 byli nejuspésnéjsi Zaci matematického gymnazia,
jejichz Gispésnost byla vice nez 90 %.

2. Ro¢nik:

(4 kategorie: 6. rocnik — 49 zaki, 7. rocnik — 28 zakda, 8. rocnik — 19 zak, 9. roc-
nik — 62 zaka). Kvli splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouc¢eno 7 zakii,
ktefi tilohu 1 vyftesili pouze ¢astecné.

Tab. 23 Procento uspesnych zakii v jednotlivych rocnicich

Ro¢nik Uspéch
6. 71,43 %
7. 50,00 %
8. 78,95 %
9. 87,10 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H2,: Uspésnost v Ul nezavisi na rocniku.

H2: Uspésnost v Ul zavisi na rocniku.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu® (p-hodnota: 0,0023;
Cramériv koeficient = 0,3033).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 1 a ro¢nikem je prokazatelna na hladiné vy-
znamnosti 0,05. Nejvice uspesni byli pti feseni tlohy 1 Zaci 9. roéniku. Zajimavé
je, ze zaci 6. roéniku dosahli velmi obstojného vysledku a nejméné se datilo zaktiim
7. ro¢niku. V kvalitativni analyze se pokusim najit pficinu.

3. Nadani:

(3 kategorie: bez nadani — 79 zaki, vSeob. nadani — 52 zakd, mat. nadani — 27 zak).
Kvili splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouc¢eno 7 zaka, ktefi ulohu 1
vyftesili pouze castecné.

Tab. 24 Procento uspesnych zakii podle nadani

Nadani Uspéch
Bez nadani 63,29 %
Vseob. nadani 84,62 %
Mat. nadani 88,89 %

%> Hodnota testové statistiky = 14,533; Pocet stupiiti volnosti = 3; p-hodnota = 0,0023; Cramérav

koeficient = 0,3033
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Testovani hypotézy o nezavislosti

H3: Uspésnost v Ul nezavisi na nadan.

H3,: Uspésnost v Ul zavisi na nadan.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu®® (p-hodnota: 0,0041;
Cramériv koeficient = 0,2641).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 1 a nadanim je prokazatelna na hladiné vy-
znamnosti 0,05. Nejvice spésni byli pii feseni ulohy 1 matematicky nadani zaci.

4. Strategie ieSeni:

(3 kategorie: aritmeticky?” — 69 zaku, algebraicky — 66 zaki, experimentem —
18 zakl). Ze souboru bylo vylou¢eno 12 zakd, ktefi llohu 1 bud’ nefesili, Spatné
pochopili zadéni ¢i ji vytesili pouze castecné.

Tab. 25 Procento uspésnych zakit podle zvolené strategie reseni

Strategie Uspéch
Aritmeticky 71,01 %
Algebraicky 87,88 %
Experimentem 61,11 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H4: Uspésnost v Ul nezavisi na strategii.

H4: Uspésnost v Ul zavist na strategii.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu®® (p-hodnota: 0,015;
Cramériv koeficient = 0,2344).

Zavislost mezi tspéchem v uloze 1 a strategii je prokazatelna na hladin€ vyznam-
nosti 0,05. Zaci, ktefi zvolili algebraickou strategii, byli nejcastéji ispésni.

5. Volba strategie v zavislosti na nadani:
Nadani zéka: 3 varianty — bez nadani, v§eobecné nadani, matematické nadani.

Strategie feSeni: 4 varianty — aritmeticky (slouceny varianty aritmeticky, aritme-
ticky pamétné, aritmeticky graficky), algebraicky, experimentem, nefeseno (slou-
¢eny varianty nepochopil zadani, nefeseno).

26 Hodnota testové statistiky = 11,017; Pocet stuptiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,0041; Cramérav

koeficient = 0,2641

27 Byly slouceny varianty aritmeticky, aritmeticky pamétné a aritmeticky graficky.

2 Hodnota testové statistiky = 8,4028; Pocet stupiii volnosti = 2; p-hodnota = 0,015; Cramériv

koeficient = 0,2344
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HS,: Volba strategie pri reseni Ul nezavisi na nadani Zdka.

HS,: Volba strategie pri FeSeni Ul zavisi na nadant Zdka.

Tab. 26 Kontingencni tabulka simultannich cCetnosti a sloupcové
podminénych relativnich Cetnosti

Kontingen¢ni tabulka
Strategie U1 Bez Vseob. Mat. Radk.
upravené nadani nadani nadani soucty

Cetnost . . 38 25 9 72
Sloupe. cetn, | ATHMeHCkY o | 4545% | 3214 %
Cetnost . 30 21 19 70
Sloupe. cetn, | MBePTAICKY S o 1 38,18 % | 67.86 %
Cetnost Experimentem 11 7 0 18
Sloupc. Cetn. 13,41 % 12,73 % 0,00 %
Cetnost Nefeteno 3 2 0 5
Sloupc. Cetn. 3,66 % 3,64 % 0,00 %
Cetnost V3. skup. 82 55 28 165

Pearsontv chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu® na hlading
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota = 0,0914).

Z kontingen¢ni tabulky (Tab. 26) je patrné, Ze Zaci bez nadani a Zaci vSeobecné
nadani nejcastéji volili aritmetickou metodu, zatimco matematicky nadani zaci
nejcastéji pouzili algebraickou metodu. Rozdily ale nejsou statisticky vyznamné.

Shrnuti vysledki pro Ul

Ulohu 1 dokazalo bezchybné vy¥esit 118 zaki, tj. 72 % Zzaku. 7 24k ji vyfesilo
castecné. Pattila k jednodussim tlloham. Splnovala piredpoklady vzhledem k typu
Skoly (nejvyssi uspésnost pro matematické gymnazium), k ro¢niku (vyssi uspésnost
zéci). Osobné se domnivam, Ze se jedna o typ ulohy, ktery se bézné fesi na mate-
maticky zamétenych skolach, avSak na n¢kterych zakladnich Skolach se Zaci
s ulohou podobné naro¢nosti nesetkavaji. Pti volbé algebraického feseni vznika
Skolsky typicka soustava rovnic, coz je podle mého nazoru divod, pro¢ byli uspes-
néjsi zaci, kteti se rozhodli pro algebraickou strategii.

2 Testova statistika Pearsonova chi-kvadrat testu nezavislosti: 10,9032; podet stupiiti volnos-

ti: 6; ptislusna p-hodnota = 0,0914
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Zkoumani zavislosti Uspéchu v U2 na rdznych faktorech

1. Typ Skoly:

(3 kategorie: ZS — 93 74k, mat. ZS a gymnézium — 16 zaki, mat. gymnazium —
55 zakl). Kvili splnéni podminek dobré aproximace byl vyloucen 1 zak, ktery
ulohu 2 vyfesil pouze ¢astecné.

Tab. 27 Procento uspesnych zakii podle jednotlivych typii skol

Typ Skoly Uspéch
Z8 83,87 %
Mat. ZS a gymnazium 87,50 %
Mat. gymnazium 89,09 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H6,: lrfspésvnost v U2 nezavisi na typu skoly (3 kategorie).

H6,: Uspésnost v U2 zavisi na typu Skoly (3 kategorie).

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu*® (p-hodnota: 0,6653).

Zavislost mezi tspéchem v uloze 2 a typem S$koly neni prokazatelna na hladiné
vyznamnosti 0,05. Mizeme konstatovat, Ze zaci ze vSech typt Skol byli srovnatel-
n¢ Uspesni.

2. Rocnik:

(4 kategorie: 6. ro¢nik — 50 zaku, 7. roénik — 31 zakd, 8. rocnik — 19 zakd, 9. rocnik
— 64 zak). Kvili splnéni podminek dobré aproximace byl vyloucen 1 zak, ktery
ulohu 2 vyftesil pouze ¢astecné.

Tab. 28 Procento uspésnych zaki v jednotlivych rocnicich

Roc¢nik Uspéch
6. 70,00 %
7. 87,10 %
8. 94,74 %
9. 95,31 %

30 Hodnota testové statistiky = 0,8152; pocet stupi volnosti = 2; p-hodnota = 0,6653; Cramérav

koeficient = 0,0705
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Testovani hypotézy o nezavislosti

H7: Uspésnost v U2 nezdvisi na rocniku.

H7: Uspésnost v U2 zavisi na rocniku.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu®' (p-hodnota: 0,0009,
Craméruv koeficient = 0,3167).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 2 a ro¢nikem je prokazatelna na hladiné vy-
znamnosti 0,05. Slabsich vysledkt dosahli zaci 6. rocniku.

3. Nadani:

(3 kategorie: bez nadani — 79 zak, v§eob. nadani — 52 zakl, mat. nadani — 27 zaku).
Kvili splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouc¢eno 7 zaku, ktefi ulohu 2
vyfesili pouze ¢astecné.

Tab. 29 Procento uspésnych zakii podle nadani

Nadani Uspéch
Bez nadani 82,72 %
Vseob. nadani 85,45 %
Mat. nadani 96,43 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H8: Uspésnost v U2 nezavisi na nadani.

H8,: Uspésnost v U2 zavisi na nadan.

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu® (p-hodnota: 0,196).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 2 a nadanim neni prokazatelna na hlading vy-
znamnosti 0,05.

4. Strategie FeSeni:

(3 kategorie: aritmeticky — 36 zakd, algebraicky — 77 zakl, experimentem —
43 zaki). Ze souboru bylo vylouéeno 9 zaki, kteti Glohu 2 bud’ netesili, $patné
uvazovali ¢i ji vyfesili pouze ¢astecné.

31 Hodnota testové statistiky = 16,4526; pocet stupiiti volnosti = 3; p-hodnota = 0,0009;
Craméruv koeficient = 0,3167

32 Hodnota testové statistiky = 3,2635; pocet stupiiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,196; Cramériv
koeficient = 0,1411
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Tab. 30 Procento uspésnych zakii podle zvolené strategie

Strategie Uspéch
Aritmeticky 83,33 %
Algebraicky 90,91 %
Experimentem 95,35 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

HY,: Uspésnost v U2 nezavisi na strategii.

HY,: Uspésnost v U2 zdvisi na strategii.

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu* (p-hodnota: 0,1917).
Zavislost mezi Gspéchem v uloze 2 a strategii neni prokazatelna na hlading vy-
znamnosti 0,05.

5. Volba strategie v zavislosti na nadani:

Strategie feSeni: 4 varianty — aritmeticky (slouc¢eny varianty aritmeticky, aritme-
ticky graficky), algebraicky, experimentem, netfeseno (slouCeny varianty Spatna
uvaha, nefeseno).

H10,: Volba strategie pri feSeni U2 nezavisi na nadani.

H10,: Volba strategie pii reSeni U2 zavisi na naddani.

Tab. 31 Kontingencni tabulka simultannich cetnosti a sloupcove podminénych
relativnich cetnosti

Kontingenéni tabulka
Strategie U2 Bez Vieob. Mat. Radk.
upravené nadani nadani nadani soucty

Cetnost . . 17 12 7 36
Sloupe. detn, | ATitmeticky o 21.82% | 25.00 %
Cetnost ) 36 23 19 78
Sloupe. cetn, | ABEPTAICKY oo 41.82% | 67.86 %
Cetnost Experimentem 26 15 2 43
Sloupc. ¢etn. 31,71 % 27,27 % 7,14 %
Cetnost Nefefeno 3 5 0 8
Sloupc. etn. 3,66 % 9,09 % 0,00 %
Cetnost VS. skup. 82 55 28 165

3 Hodnota testové statistiky = 3,3032; pocet stuptiii volnosti = 2; p-hodnota = 0,1917; Cramé-
ruv koeficient = 0,1455
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Pearsontv chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu** na hlading
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota: 0,0679). VSechny tii skupiny zakt volily nejéasté-
ji algebraickou metodu feSeni.

Shrnuti vysledki pro U2

Ulohu 2 vytesilo bezchybné 141 zakd, tj. 85 % Zaki. Slo o nejjednodussi ulohu,
v testu plnila motivaéni roli. NeodliSovala skupiny zakii, s vyjimkou skupin roz-
délenych podle ro¢nikt, kdy Zaci 6. ro¢niku byli v feSeni nejméné tispésni, zfejme
kvtli niz§i matematické zkusenosti.

Zkoumani zvislosti Uspéchu v U3 na roznych faktorech
1. Typ Skoly:
(3 kategorie: ZS — 91 zakt, mat. ZS a gymnazium — 16 zakil, mat. gymnazium —

54 zakt). Kvuli splnéni podminek dobré aproximace byli vylouceni 4 Zaci, ktefi
ulohu 3 vyfesili pouze ¢astecné.

Tab. 32 Procento uspesnych zakii podle jednotlivych typii skol

Typ Skoly Uspéch
Z8 42,86 %
Mat. Z§ a gymnazium 43,75 %
Mat. gymnazium 40,74 %

Testovani hypotézy o nezévislosti

H11: l{spésvnost v U3 nezavisi na typu skoly (3 kategorie).

H11,: Uspésnost v U3 zavisi na typu Skoly (3 kategorie).

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu® (p-hodnota: 0,9613).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 3 a typem $koly neni prokazatelna na hladiné
vyznamnosti 0,05.

3 Testova statistika Pearsonova chi-kvadrat testu nezavislosti: 11,7453; po¢et stupiiii volnos-
ti: 6; ptislusna p-hodnota = 0,0679

3 Hodnota testové statistiky = 0,0789; Pocet stupfiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,9613
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2. Ro¢nik:

(4 kategorie: 6. rocnik —49 zakt, 7. rocnik — 30 zak, 8. rocnik — 19 zakd, 9. rocnik
— 63 zakn). Kvili splnéni podminek dobré aproximace byli vylouceni 4 zaci, kte-
1 tlohu 3 vyfesili pouze ¢astecné.

Tab. 33 Procento uspesnych Zakii v jednotlivych rocnicich

Roc¢nik Uspéch
6. 18,37 %
7. 36,67 %
8. 52,63 %
9. 60,32 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H12: Uspésnost v iiloze 3 nezavisi na rocniku.

H12: Uspésnost v iiloze 3 zavisi na rocniku.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu* (p-hodnota: 0,0001;
Craméruv koeficient = 0,3621).

Zavislost mezi Gspéchem v uloze 3 a ro¢nikem je prokazatelna na hladiné vy-
znamnosti 0,05. V uloze byli nejméné Gspésni Zaci 6. ro¢niku, ktefi mohli k fese-
ni vybrat pouze experimentalni strategii. Vztahy v tloze jsou totiz prilis slozité

vvvvv

k dispozici experimentalni strategii a také algebraickou strategii.

3. Nadani:

(3 kategorie: bez nadani — 81 zak, v§eob. nadani — 53 zakd, mat. nadani — 27 zak).
Kvuli splnéni podminek dobré aproximace byli vylouceni 4 Zaci, ktefi tlohu 3
vyftesili pouze ¢astecné.

Tab. 34 Procento uspésnych zakii podle nadani

Nadani Uspéch
Bez nadani 40,74 %
Vseob. nadani 30,19 %
Mat. nadani 70,37 %

36 Hodnota testové statistiky = 21,1077; Pocet stupnd volnosti = 3; p-hodnota = 0,0001; Cramérav
koeficient = 0,3621.
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Testovani hypotézy o nezavislosti

H13: Uspésnost v U3 nezdvisi na nadan.

H13,: Uspésnost v U3 zdvisi na nadani.

Chi-kvadrat test nezavisloti zamita nulovou hypotézu®’ (p-hodnota: 0,0025;
Craméruv koeficient = 0,2729).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 3 a nadanim je prokazatelna na hlading vy-
znamnosti 0,05. V tloze byli nejuspésnéjsi zaci matematicky nadani. Nékteii z nich
maji s podobnymi tlohami zkusenost z matematickych soutézi, nékteti se s nimi
setkavaji ve vyuce matematiky, nékterym umoznily rozsahlé matematické pred-
stavy ulohu vyfesit i bez predchozi zkusenosti.

4. Strategie FeSeni:

(2 kategorie: algebraicky — 74 zaku, experimentem — 50 zak). Ze souboru bylo
vylouceno 41 zakd, kteti ulohu 3 netesili ¢i vyfesili pouze castecné.

Tab. 35 Procento uspésnych zakit podle pouzité metody

Strategie Uspéch
Algebraicky 45,95 %
Experimentem 68,00 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H14: Uspésnost v U3 nezavisi na strategii.

H14: Uspésnost v U3 zavisi na strategii.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu* (p-hodnota: 0,0000;
Cramériv koeficient = 0,5051).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 3 a metodou je prokazatelna na hladin€ vyznam-

vvvvv

Vice nez polovina zaku, kteti zvolili algebraickou metodu, nebyla schopna feseni
dovést do uspésného konce. Divod tohoto jevu se pokusim najit v kvalitativni
analyze.

5. Volba strategie v zavislosti na nadani:

Strategie feSeni: 3 varianty — algebraicky, experimentem, nefeseno

37 Hodnota testové statistiky = 11,9871; pocet stupiit volnosti = 2; p-hodnota = 0,0025; Cramérav

koeficient = 0,2729.

Hodnota testové statistiky = 41,0749; pocet stupntl volnosti = 2; p-hodnota = 0,0000; Craméruv
koeficient = 0,5051.
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H15: Volba strategie reSeni U3 nezavisi na nadani.

H15,: Volba strategie ieSeni U3 zavisi na nadan.

Tab. 36 Kontingencni tabulka simultannich cetnosti a sloupcoveé podminénych
relativnich cetnosti

Kontingenéni tabulka
Strategie U3 Berz ] Vse(’)b.’ Ma,t. , Ra(ik.
nadani nadani nadani soucty

Cetnost Nefeleno 21 13 3 37
Sloupc. cetn. 25,61 % 23,64 % 10,71 %
Cetnost 27 27 22 76

Al ick
Sloupc. etn. gebraicky =) 030, | 49.00% | 78.57%
Cetnost o 34 15 3 52
Sloupc. cetn. P 41,46 % 27,27 % 10,71 %
Cetnost V5. skup. 82 55 28 165

Pearsonuv chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu® na hladiné
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota = 0,001).

Z kontingencni tabulky (Tab. 36) je zfejmé, Ze zaci bez nadani nejcastéji k feseni
volili experimentélni strategii, zaci nadani a matematicky nadani nejcastéji volili
algebraickou strategii.

Shrnuti vysledka U3

Ulohu 3 vyfesilo spravné 68 zakd, tj. 41 % Zakiu. Uloha byla naroéna pro vech-
ny skupiny zak, ale dobfe odlisovala matematicky nadané zaky od jinak nadanych
a ostatnich zakl. Osobn¢ ale soudim, Zze tito zaci meli vétsi uspéch v disledku
rozsahlejsi zkusenosti s uvedenym typem uloh. Nékteti z nich se s timto typem
uloh mohli setkat ve Skole (nejvétsi kumulace matematicky nadanych zakt byla na
viceletych gymnaziich se zaméfenim na vyuku matematiky) nebo také pti feSeni
rimentalni strategii. V algebraické strategii fada z nich selhavala, a to i pfesto, ze
se nejcastéji jednalo o zaky 9. ro¢niku, kteti maji ptislusné ucivo probrano.

Z hlediska vybéru strategie volili nenadani zaci nej¢astéji experimentalni strategii

7o~

a matematicky nadani zéci ve velké vétsing volili algebraickou strategii.

3 Testova statistika Pearsonova chi-kvadrat testu nezavislosti: 18,4583; pocet stupiidl volnos-

ti: 4; ptislusna p-hodnota = 0,001.
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Zkoumani zavislosti Uspéchu v U4 na roznych faktorech

1. Typ skoly:

(3 kategorie: ZS — 89 zaka, mat. ZS a gymnazium — 14 7ak(, mat. gymnazium —
53 zakn). Kvuli splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouéeno 9 zak, kte-
i1 tlohu 4 vyfesili pouze ¢astecné.

Tab. 37 Procento uspesnych zakii podle jednotlivych typii skol

Typ Skoly Uspéch
Z8 79,78 %
Mat. ZS a gymnazium 100,00 %
Mat. gymnézium 60,38 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H16,; (’/spésvnost v U4 nezavisi na typu Skoly (3 kategorie).

H16,: Uspésnost v U4 zavisi na typu Skoly (3 kategorie).

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu*® (p-hodnota: 0,0028;
Craméruv koeficient = 0,2749).

Zavislost mezi Uspéchem v uloze 4 a typem Skoly je prokazatelna na hlading
vyznamnosti 0,05. V tloze excelovali zaci matematické zakladni Skoly a v§eobec-
ného gymnazia. Nejméné usp&sni byli zaci matematického gymnézia. Zaci mate-
matického gymnazia se asto pokouseli k feSeni pristupovat algebraicky, mnohdy
neuspésné. Vysledky u zakl matematické zakladni Skoly a vicelet¢ho gymnazia
vSak mohou byt ovlivnény malym poc¢tem zkoumanych zak.

2. Ro¢nik:

(4 kategorie: 6. ro¢nik — 49 zak, 7. roénik — 28 zakd, 8. rocnik — 19 zak, 9. roc-
nik — 60 zak®). Kvuli splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouc¢eno 9 zakii,
ktefi Gillohu 4 vyfesili pouze ¢aste¢né.

Tab. 38 Procento uspésnych zakii v jednotlivych rocnicich

Ro¢nik Uspéch
6. 65,31 %
7. 89,29 %
8. 84,21 %
9. 73,33 %

40" Hodnota testové statistiky = 11,7931; pocet stupiiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,0028; Cramérav

koeficient = 0,2749
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Testovani hypotézy o nezavislosti

H19,: Uspésnost v U4 nezavisi na rocniku.

H19,: Uspésnost v U4 zdvisi na rocniku.

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu*' (p-hodnota: 0,0916).

Zavislost mezi uspéchem v loze 4 a roénikem neni prokazatelna na hladin¢
vyznamnosti 0,05.

3. Nadani:
(3 kategorie: bez nadani — 79 zaki, vSeob. nadani — 51 zakd, mat. nadani — 26 zak).

Kvuli splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouc¢eno 9 zaku, kteti ulohu 4
vyftesili pouze ¢astecné.

Tab. 39 Procento uspésnych zakii podle nadani

Nadani Uspéch
Bez nadani 82,28 %
VSseob. nadani 70,59 %
Mat. nadani 61,54 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H18: Uspésnost v U4 nezdvisi na nadan.

H18: Uspésnost v U4 zdvisi na nadani.

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu** (p-hodnota: 0,0716).

Zavislost mezi uspéchem v tloze 4 a naddnim neni prokazatelna na hlading vy-
znamnosti 0,05. Lze si vSak v§imnout zajimavého fenoménu, sice Ze Zaci bez na-

vvvvv

7ze mnoho matematicky nadanych zaki se tilohu pokusilo fesit algebraicky, ale
selhali.

4. Strategie FeSeni:

(3 kategorie: aritmeticky — 13 zak, algebraicky — 17 zak, aritmeticky pomoci
spolecnych délitelt — 109 zak). Ze souboru bylo vylouc¢eno 26 zak, kteti ulohu
4 bud’ netesili, ¢i vyfesili pouze castecné.

4 Hodnota testové statistiky = 6,4519; pocet stupiiti volnosti = 3; p-hodnota = 0,0916; Cramérav
koeficient = 0,2034

4 Hodnota testové statistiky = 5,2746; pocet stupiiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,0716; Cramérav
koeficient = 0,1839
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Tab. 40 Procento uspésnych zakii podle pouzité strategie

Strategie Uspéch
Aritmeticky 30,77 %
Algebraicky 35,29 %
Aritmeticky pomoci spole¢nych délitelti 98,17 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H19,: Uspésnost v U4 nezavisi na strategii.

H19,: Uspésnost v U4 zdvisi na strategii.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu* (p-hodnota: 0,0000;
Craméruv koeficient = 0,7313).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 4 a metodou je prokazatelna na hladin€ vyznam-
nosti 0,05. Naprostd vétsSina zakd, kteti zvolili aritmetickou metodu s vyuzitim
spole¢nych déliteld, byla v feSeni Gsp&na. Zaci, ktefi zvolili algebraickou metodu
nebo jinou aritmetickou metodu, v ptiblizné 65 % selhali.

5. Zavislost volby strategie na nadani:

Strategie feseni: 4 varianty —aritmeticky, aritmeticky spoleény délitel, algebraicky,
nefeseno.

H20: Volba strategie pi feSeni U4 nezavisi na nadan.

H20,: Volba strategie pri reSeni U4 zavisi na nadani.

Tab. 41 Kontingencni tabulka simultannich cetnosti a sloupcove podminénych
relativnich cetnosti

Kontingen¢ni tabulka
. Bez V3eob. Mat. Radk.
Strategie Us nadani nadani nadani soucty
Cetnost Nefeteno 8 6 3 17
Sloupc. Cetn. 9,76 % 10,91 % 10,71 %
Cetnost Aritmeticky 66 36 12 114
Sloupc. Cetn. spol. dél 80,49 % 65,45 % 42,86 %
Cetnost 1 5 13 19
Al ick
Sloupc. etn. gebraicky I o | 9.09% | 4643 %
Cetnost 7 8 0 15
Aritmetick
Sloupc. etn. MIMENCRY 78 54% | 1455% | 0,00 %
Cetnost V§. skup. 82 55 28 165

“  Hodnota testové statistiky = 74,3348; pocet stupiiti volnosti = 2; p-hodnota = 0,0000; Cramérav

koeficient = 0,7313
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Pearsontv chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu* na hladiné
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota = 0,0000).

Z kontingenc¢ni tabulky (Tab. 41) je patrné, Ze nenadani Zaci a v§eobecné nadani
zaci nejcastéji volili aritmetickou strategii, matematicky nadani zaci nejcastéji
volili algebraickou strategii feseni.

Shrnuti vysledku U4

Ulohu 4 dokézalo spravné Fesit 117 zaku, tj. 71 % Zaka. Predpokladem uspéchu
nebyl ani tak ro¢nik nebo nadani, ale spis volba strategie. Pokud zaci zvolili zpii-
sob feSeni zalozeny na hledani spole¢nych deliteld, byli témét vzdy uspesni. Pokud
zaci zvolili algebraickou strategii, mnohdy selhali. Pfitom algebraickou strategii
volili nejCastéji matematicky nadani Zaci.

Zkoumani zavislosti spéchu v US na rdznych faktorech

1. Typ Skoly:

(3 kategorie: ZS — 68 74k, mat. ZS a gymnazium — 10 zaki, mat. gymnazium —
46 zaku). Kvili moznosti porovnani s vysledky pro ulohy 1-4 bylo vylouceno
41 zéak, kteti tlohu 5 vyftesili pouze ¢astecné.

Tab. 42 Procento uspesnych zakii podle jednotlivych typii skol

Typ Skoly Uspéch
Z8 30,88 %
Mat. ZS a gymnazium 70,00 %
Mat. gymnazium 15,22 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H21: Uspésnost v US nezavisi na typu skoly (3 kategorie).

H21: Uspésnost v US zavisi na typu skoly (3 kategorie).

Chi-kvadrat test nezavislosti zamitd nulovou hypotézu® (p-hodnota: 0,0018;
Cramériv koeficient = 0,32).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 5 a typem Skoly je prokazatelnd na hladiné
vyznamnosti 0,05. V tloze excelovali zaci matematické zakladni §koly a v§eobec-
ného gymndzia. Zaci z matematického gymnézia dosahli nejslabsiho vysledku.

4 Testova statistika Pearsonova chi-kvadrat testu nezavislosti: 46,3248; pocet stupiti volnos-
ti: 6; prislusna p-hodnota = 0,0000

4 Hodnota testové statistiky = 12,6931; pocet stupiiii volnosti = 2; p-hodnota = 0,0018; Cramérav
koeficient = 0,32
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Daéle uvidime, Ze tento fakt miize souviset s preferovanou strategii. Stejné jako
v ptipadé U4 se jednalo o skolsky netypickou ulohu, na niz nejsou zZaci na Zadném
typu Skoly trénovani.

2. Ro¢nik:

(4 kategorie: 6. rocnik — 32 zakd, 7. ro¢nik — 20 zak, 8. ro¢nik — 14 zak, 9. ro¢nik
— 58 zakn). Kvili splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouceno 41 zakii,
ktefi tilohu 5 vyftesili pouze ¢astecné.

Tab. 43 Procento uspesnych zakii v jednotlivych rocnicich

Ro¢nik Uspéch
6. 3,13%
7. 30,00 %
8. 42,86 %
9. 37,93 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H22: Uspésnost v US nezavisi na rocniku.

H22: Uspésnost v US zavisi na rocniku.

Chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu* (p-hodnota: 0,0027;
Cramériv koeficient = 0,3379).

Zavislost mezi uspéchem v uloze 5 a ro¢nikem je prokazatelna na hladiné vy-
znamnosti 0,05. U zakl 6. ro¢niku se jako nepiekonatelny problém ukazaly ope-
race se zlomky, které jesté nemaji dostate¢né probrané.

3. Nadani:

(3 kategorie: bez nadani — 57 zaki, vSeob. nadani — 43 zakl, mat. nadani — 24 za-
ku). Kvili splnéni podminek dobré aproximace bylo vylouceno 41 zaku, ktefi
ulohu 5 vyfesili pouze ¢astecné.

Tab. 44 Procento uspesnych zakii podle nadani

Nadani Uspéch
Bez nadani 29,82 %
Vseob. nadani 23,26 %
Mat. nadani 33,33 %

4 Hodnota testové statistiky = 14,1591; pocet stupiiii volnosti = 3; p-hodnota = 0,0027; Cramérav

koeficient = 0,3379
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Testovani hypotézy o nezavislosti

H23: Uspésnost v US nezdvisi na nadani.

H23: Uspésnost v US zdvisi na naddn.

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu*’ (p-hodnota: 0,636).

Zavislost mezi uspéchem v tloze 5 a nadanim neni prokazatelna na hlading vy-
znamnosti 0,05.

4. Strategie FeSeni:

(3 kategorie: aritmeticky — 30 zaku, algebraicky — 18 zakli, odhadem — 26 zaku).
Ze souboru bylo vylouc¢eno 91 zakt, ktefi ulohu 5 nefesili viibec ¢i vyiesili pouze
¢astecné.

Tab. 45 Procento uspésnych zakii podle zvolené strategie

Strategie Uspéch
Aritmeticky 46,67 %
Algebraicky 66,67 %
Odhadem 34,62 %

Testovani hypotézy o nezavislosti

H24: Uspésnost v US nezdvisi na strategii.

H24,: Uspésnost v US zdvisi na strategii.

Chi-kvadrat test nezavislosti nezamita nulovou hypotézu*® (p-hodnota: 0,1113).

Zavislost mezi Gispéchem v uloze 5 a strategii neni prokazatelna na hlading vy-
znamnosti 0,05.

5. Zavislost volby strategie na nadani:

Strategie feSeni: 4 varianty — aritmeticky, algebraicky, odhadem, nefeseno (slou-
¢eny varianty $patna uvaha, Spatné ptectené zadani, nefeseno).

H25: Volba strategie pri FeSeni U5 nezavisi na naddni.

H25,: Volba strategie pri ieSeni U5 zavisi na nadani.

47 Hodnota testové statistiky = 0,9052; podet stupiitt volnosti = 2; p-hodnota = 0,636, Cramérav
koeficient = 0,0854

4 Hodnota testové statistiky = 4,3915; poCet stupiii volnosti = 2; p-hodnota = 0,1113; Cramérav
koeficient = 0,2436
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Tab. 46 Kontingencni tabulka simultannich cetnosti
a sloupcoveé podminenych relativnich cetnosti

Kontingen¢ni tabulka
Strategie US Bez Vseob. Mat. Radk.
upravené nadani nadani nadani soucty
Cetnost 24 15 7 46
Aritmetick
Sloupc. Zetn. PmMENCRY 72927% | 27.27% | 25,00 %
Cetnost 7 5 12 24
Al ick
Sloupc. etn. gebraicky o T 0.00% | 42.86 %
Cetnost 31 13 0 44
h
Sloupe. e, | Odhadem 730600 | 23.64% | 0,00%
Cetnost Nefeteno 20 22 9 51
Sloupc. Cetn. 24,39 % 40,00 % 32,14 %
Cetnost V5. skup. 82 55 28 165

Pearsoniv chi-kvadrat test nezavislosti zamita nulovou hypotézu* na hladiné
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota = 0,00001).

Matematicky nadani zéci byli jedinou skupinou zaku, ktera u této ulohy volila
pfevazné algebraickou strategii. Mnoho matematicky nadanych zaka vSak tlohu
také nechalo zcela bez feSeni.

Shrnuti vysledka US

Ulohu 5 dokazalo spravné vyresit 35 zaka, tj. 21 % Zaki. Dalsich 41 % zaka
ulohu vyfesilo ¢asteéné, coz nejcastéji znamenalo, ze dokazali urcit délku strany
nejmensiho ¢tverce. Uloha byla pro zaky velmi naro¢na ze dvou divoda. V prvé
fade se jim Spatné hledaly vztahy mezi jednotlivymi délkami. Dale byl pro mnoho
zakl velkym problémem vyskyt zlomkd. Uloha byla ze v§ech nejnaro¢néjsi. Vét-
$i tuspésnost méli Zaci, ktefi pouzili algebraickou strategii fesSeni.

Algebraickou strategii feSeni nejcastéji volili matematicky nadani Zaci. Tato sku-

vvvvvv

—4-7-3 Provadéni zkousek spravnosti

Vétsina zakt zkousky vibec neprovadéla, jak je patrné z Tab. 47. Zaci v rozhovorech
¢asto uvadeli, ze vyucujici zkousky také ned¢ld, nevyzaduje to po nich. Objevovaly
se vSak 1 tyto odpovédi: ,,Pani ucitelka po nas chce, abychom délali zkousky. Ale ja

# Testova statistika Pearsonova chi-kvadrat testu nezavislosti: 32,8203; pocet stupiiti volnos-

ti: 6; ptislusna p-hodnota = 0,00001

131
_|_



nechci, bojim se je dé€lat, protoze vétSinou v nich udélam chybu, a to me Gplné roz-
hodi.”“ Nebo: ,,Zkousku nedélam, zbytecné mé zdrzuje. Kdyz mi to vyjde pékné,

zkousku prosté nedélam.” ,,Pekny* vysledek je pro zaky celé ¢islo, nebot’ s celym
¢islem ve vysledku je koncipovana vétsina uloh fesenych na zakladni skole.

Cast zakti v rozhovoru uvedla, e zkousku provadi u nékterych aloh pouze v duchu.
Z testu to tedy patrné nebylo.

Tab. 47 Provadeni zkousky

Tabulka ¢etnosti: Zkousky
Kategorie Cetnost Relativni Cetnost (%)
Neprovedena 106 64,2
V duchu 31 18,8
Provedena 28 17,0

—4-7-4 Shrautivgsledki

Ziskané vysledky pro jednotlivé tlohy uvedu souhrnné v jedné tabulce. V Tab. 48
vidime, Ze u kazdé ulohy se projevily jiné zavislosti mezi sledovanymi kategorie-
mi. Jako nejméné vhodna pro testovani nadani se jevi iloha 2, u niz uspé$nost
zavisela pouze na ro¢niku. V tomto pfipadé mizeme ziejmé sledovat souvislost
s vybavenosti matematickym aparatem u 7k jednotlivych roéniki. Uloha byla
pro zaky jednoducha a v testu plnila motiva¢ni roli. Jako relevantni z hlediska
testovani nadani se jevi tloha 1, uniz se potvrdily vSechny hypotézy. UmoZznova-
la zaktim pouzit strategii aritmetickou, experimentalni i algebraickou. Mnoho
zakt, zejména vyssich ro¢nikd, zvolilo algebraickou strategii. Vzhledem k tomu,
ze vznikla jednoducha a skolsky typicka soustava rovnic, zaci ji vétSinou byli
schopni fesit bez chyby. Uspésnost v tiloze 3 zavisela na roéniku, nadani a velmi
silna zavislost se objevila u zvolené strategie fesSeni. Tato tloha je specificka tim,
ze zak bud’ zn4 tento typ tloh (tyto tlohy se napf. ¢asto vyskytuji v matematickych
soutézich) a pak celkem mechanicky pouzije algebraicky postup, nebo se s timto
typem ulohy nesetkal a pak nejcastéji voli experiment, pokud se o feSeni viibec
pokusi. Nalezeni algebraickych vztaht je totiz pro nezkuseného fesitele narocné.
Z tohoto divodu byli nejuspésnéjsi ti zaci, ktetfi postupovali experimentalng.
Zajimavé vysledky jsem obdrzela u tilohy 4, u niz ispésnost velmi silné zavisela
na volb¢ strategie. Nejuspesnéjsi byli zaci, ktefi zvolili aritmetickou strategii za-
lozenou na hledani spole¢nych délitelt. Selhavali zaci 9. ro¢niku, ktefi postupo-
vali algebraicky. Vznikld soustava rovnic totiz neni Skolsky typickd. Algebraicky
postup nejcastéji volili matematicky nadani Zaci a zaci matematického gymnazia.
Uloha 5 byla pro zaky velmi naro¢na. Prokézala se u ni zavislost isp&$nosti na
ro¢niku, avSak zejména z toho diivodu, Ze v uloze se objevuji operace se zlomky,
které zatim Zaci 6. ro¢niku nemaji probrané. Dale se prokazala zavislost na typu

vvvvvv
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Tab. 48 Souhrnné vysledky pro zkoumané zavislosti

Uloha
Faktor
1 2 3 4 5
. p=0,0034 | p=0,6653 | p=0,9613 | p=0,0028 | p=0,0018
Typ Skoly
V=0,2725 | V=0,0705 | V=00221 | V=0,2749 | V=0,3200
Rotnik p=10,0023 | p=0,0009 | p=0,0001 | p=0,0916 | p=0,0027
oéni
V=0,3033 | V=0,3167 | V=0,3621 | V=0,2034 | V=0,3379
Nadéini p=0,0041 | p=0,1960 | p=0,0025 | p=0,0716 | p=0,6360
adani
V=0,2641 | V=0,1411 | V=0,2729 | V=0,1839 | V=0,0854
Strategie | p=0,0150 | p=0,1917 | p=0,0000 | p=0,0000 | p=0,1113
FeSeni V=0,2344 | V=0,1455 | V=0,5051 | V=0,7313 | V=0,2436
Uspé&nost 71,5 % 85,5 % 41,2 % 70,9 % 21,2 %
Legenda:

p ... p-hodnota testu nezavislosti

V ... Cramériv koeficient (nabyva hodnot mezi 0 a 1, ¢im je blizsi 1, tim je silngj-
$i zavislost mezi dvéma sledovanymi proménnymi)

Zvyraznéna policka jsou u téch faktort, kde se na hladin¢ vyznamnosti 0,05 pro-
kazala zavislost s uspésnosti fesSeni prislusné ulohy.

Algebraické postupy byly pro zaky vyhodné v uloze 1, kdy bylo pomérné jedno-
duché sestavit soustavu rovnic a také feseni soustavy bylo jednoduché. V dalsich
piipadech bylo pouziti algebraické metody pro zaky spiSe kontraproduktivni.
Algebraicky postup je pro mnoho zakii mechanicka zaleZitost. Zaci jsou mnohdy
schopni osvojit si algebraické postupy u typizovanych tloh, které se probiraji ve
Skole. Postup ptitom ovladaji krok po kroku, aniz by si uvédomovali vztahy mezi
neznamymi. To se projevi u tloh, které nejsou skolsky typické a u nichz zak ne-
dokéaze vyuzit mechanicky nauceny postup.

Uspésnost kategorii sledovan(ch faktord v jednotlivich Glohach
V Tab. 49 miizeme porovnat, kterd kategorie byla u jednotlivych tloh a faktora

uspésnosti. Naptiklad v piipad¢ nadani vidime, ze nejcastéji byli nejuspésnéjsi
matematicky nadani zaci, i kdyz ve vétSiné pripadii ne tak vyrazng, jak bychom
ocekavali. Z ro¢nik mély nejvetsi uspésnost 8. a 9. rocnik, coz je zpiisobeno vét-
$i vybavenosti matematickym aparatem a vétsi zkusenosti. Piestoze se jednalo
o algebraické ulohy, nebyly algebraické strategie zdaleka u vSech tloh ty nejspo-

lehlivejsi. Z toho bychom se méli ve vyuce matematiky ponaucit a mit na mysli,
ze je s zaky potteba projit vSechny stupné feseni tloh, od experimentalnich ptes
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aritmetické az po algebraické. I poté, co zaci dostanou k dispozici algebraickou
strategii, by méli byt stale vedeni k pouzivani celého spektra strategii, protoze
nékdy mohou byt pro Zaky vyhodné&jsi ty strategie, které vnimame jako méné so-
fistikované.

Tab. 49 Uspésnost kategorii sledovanych faktorii v jednotlivych iilohdch

Faktor Uloha 1 Uloha 2 Uloha 3 Uloha 4 Uloha 5
Typ Mat. gym., Mat. gym., Gym., Mat. Z8S, Gym.,
Skoly 90,91 % 89,09 % 50,00 % 100 % 62,50 %
Roénik 9. ro¢nik, 8. ro¢nik, 9. ro¢nik, 8. ro¢nik, 9. ro¢nik,
83,08 % 94,74 % 58,46 % 84,21 % 33,85 %
Nadéni Mat. nadani, | Mat. nadani, Mat. nadani, |Bez nadani, | Mat. nadani,
85,71 % 96,43 % 67,86 % 79,27 % 28,57 %
Stratesie Algebraicky, | Experimentem, | Experimentem, | Ar. SD, | Algebraicky,
g 82,86 % 95,35 % 67,86 % 93,86 % 50,00 %

—4-8 KVUALITATIVNI ANALYZA VYSLEDKU

V tomto oddile se budu zabyvat kvalitativni analyzou ptistupt zaki jednotlivych
ro¢nikll k feseni u jednotlivych tloh.

—4-8-1 Postupy volené zaky u jednotlivgch uloh
Postupy volené zaky v U1

Tab. 50 Uspésnost zakii v Ul vzhledem k rocniku a volené strategii

6. ro¢nik 7. roénik 8. ro¢nik 9. ro¢nik
1 —vyFesil 1o | 10| 1 0110
0 — nevyfresil
Experimentalné 4 0 5 4 0 0 4 0
Aritmeticky pamétné 0 4 0 2 1 0 0 0
Aritmeticky 26 9 9 7 8 1 4 4
et 0 01 00 0
Algebraicky 4 1 0 2 6 3 48 6
Nepochopeno zadani 0 1 0 1 0 0 0 0
NereSeno 0 0 0 0 0 0 0 1
Celkem 35 15 14 17 15 4 56 11
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U z4k 6. ro¢niku se nejcastéji objevila aritmetickd metoda, jako je tomu na Obr. 68.
74k postupoval aritmeticky, a to tak, Ze od 10 000 odeéetl 6 666, vysledek vydélil
dvéma, a tim ziskal mensi z ¢isel. Druhé z ¢isel ziskal setenim tohoto vysledku
a Cisla 6 666. V uvedeném piipad¢ zak provedl také zkousku jednoho ze zadanych
udajt, a to soucet vysledki, ktery ma cinit 10 000. Piepokladdm, Ze za zkousku
druhého z tidajii povazoval soucet 6 666 + 1 667. Provadéni zkousek byla vyjimka,
naprosta vétSina zaki zkousky neprovadéla.

4‘7 “/}‘/’)‘ﬁ
e b
bbb 7 fj'%/l-) o AT
e 7/'[»»7 0 0oL
166 2 p vy q :
et | 3190 199%:9=1¢52
6795 1900 9 N 14

19

1

Obr. 68 Nejcasteji pouzita aritmetickd strategie.
Bystry ik, 6. rocnik, MZS (2dk 71)

Ojedinéle jsem se setkala také s ponékud odlisSnym zplisobem uvazovani, jak
je vidét na Obr. 69. Zak uvazoval tak, Ze polovina z 10 000 je 5 000 a polovina
7 6 666 je 3 333. Kdyz tedy jednou k 5 000 pti¢teme 3 333 a podruhé od ¢isla 5 000
odecteme 3 333, dostaneme hledana ¢isla. Zde mizeme sledovat nethledny
a neurovnany zapis, ivahy nejsou postupn¢ zapisovany, spise je nahodile zachy-
covan tok myslenek. V ramci jednoho sloupce je provedena ¢ast vypoctu a také
cast zkousky.

Kdyz dvé rizna &isla seétes, dostane§ 10 000. KdyZz od vétsiho ode¢te$ mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to ¢isla? g ; 3 oo

" A4 CAL /
A Ve i © 4
JA~NA Y

Obr. 69 Neobvykly aritmeticky postup.
Vseobecné nadany zZak, nediagnostikovany, 6. rocnik, MG (zak 120)
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Pouze v jednom ptipad¢ byla aritmeticka piedstava podpotena grafickym znazor-
nénim (Obr. 70). Zak zacina algebraickym zapisem, avSak pokracuje aritmeticky.

Kdyz dvé riizna &isla sectes, dostane§ 10 000. Kdyz od vétsiho odecteS mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to Cisla?
10000 -£ 2L =

(€]
(

/ ot
4 !\‘,L b =10V

[&)

Obr. 70 Aritmetické reSeni podporené grafickym znazornénim.
Bystry zak, 6. rocnik, MG (zak 121)

Zaci 6. roéniku v nékolika p¥ipadech vyuzili také experimentalni metodu feseni.
Tato metoda se vSak obvykle bohuzel vyznacovala velkou nahodilosti, jak je také
vidét na Obr. 71. Zak na ném nejdfive zkousel vyjit ze zadanych &isel a provadal
s nimi rizné operace. Pokusy vSak nevedly k cili. Po ur¢ité dob¢ se rozhodl expe-
rimentovat. Zacal ¢isly 8 000 a 2 000. Rozdil téchto ¢isel neodpovidal pozadavku,
zacal tedy Cisla ménit. Vydal se ale nespravnym smérem, ¢islo 8 000 zmensoval
a ¢islo 2 000 zvétsoval. Nakonec tllohu ponechal nevyfesenou.

KdyZ dvé raznd ¢&isla seéte§, dostane§ 10 000. Kdyz od vétstho odectes mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to &isla?
j 4 A oo
_bmo (4L NS, e
L (66 b < = e (e
w2336 {m—z\, i,

ul{‘;{

299 000 ¢ DQQ =10 ogp
~2020 ¥ 420 + 2020
5960 A0 090-3334=6 666 40,
200 = 5920

Obr. 71 Pokus o experimentalni reseni.
Bystry zdk, 6. rocnik, G (zZak 60)
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U z4kl 6. ro¢niku jsem se setkala také s korektnim algebraickym feSenim, jak
vidime na Obr. 72. Je vSak poznat, ze Zak neméa zatim osvojen postup feSeni sou-
stavy rovnic, ktery se vyuéuje na zakladni $kole. Zak nejdiive odeéetl rozdil od
souctu, odtud urcil hodnotu b. Poté ze souctu vyjadiil neznamou a a po dosazeni
b ziskal vysledek.

Kdyz dvé riizna éisl;i seétes, dostanes 10 000. KdyZ od vétsiho odecte$ mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to ¢isla? ; ~ 7353
A A = 10 060 o 2100004 B
o>/ w2 10000-1452 42766%
= 2 4= §333
e = T bR
WA (oA 28335  2h=33%
94 =166 +

Obr. 72 Algebraické reseni.
Vseobecné nadany zadk, nediagnostikovany, 6. roc¢nik, MG (zak 112)

Také na Obr. 73 mizeme sledovat algebraické feseni nadané zakyné 6. ro¢niku.
Ta vychézela z myslenky, Ze pro jedno z ¢isel plati, ze je rovno 10 000 — x a sou-
casné 6 666 + x.

Kdyz dvé razna Cisla sectes, dos'-[anes“‘. 10 000. Kdyz od v&tsiho odec¢te§ mensi, dostanes
3 i j ¢isla? ¢
- 6-6?6 Ktera jsou to Cisla \mmé\' Zl)fo . /IO oo 122,23[{ 7- /{Qg;.
Vﬂ{gc c‘s/o~—>/ L 686, fg

y=10 000~ = GG e[ 40 Oo0- BT = L 3234 3
- 8332 4= 9 14

Y ' $534= 2x fo oo ¢ CCo

x =16¢7 ~{ G667 1667

5 33% 5 55

Obr. 73 Algebraicky postup.
Vseobecné nadana zakyné, nediagnostikovana, 6. rocnik, MG (Zak 119)

Reseni zaki 7. roéniku byla obdobna jako u zaki 6. roéniku. Na Obr. 74 vidime
algebraické tesSeni zaka s nespravnym aritmetickym vypoctem a nespravnym
vysledkem. Jelikoz nebyla provedena zkouska, chyba nebyla odhalena. Je ale nut-
no podotknout, ze v tomto ptipad¢ se jedna o chybu, ktera by s nejvyssi pravdépo-
dobnosti byla zopakovana i ve zkousce.
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Kdyz dvé riizna &isla sedte$, dostanes 10 000. Kdyz od vétdiho odetted mensi, dostanes
6 666. Kterd jsou to ¢isla?

X*‘y:ﬂ?ﬂdo X+2722= 10000
~y 26666 X=-9¢3%
,‘,‘L/-/ ;ﬁ“:_\_;

X=6666+
6666*7 y:’/’OOOO

};2224}4 Noow - Po--Eisla 57%701 QQQQ

Obr. 74 Algebraicke reseni s numerickou chybou.
Matematicky nadany ik, nediagnostikovany, 7. rocnik, ZS (2dk 19)

74k se na Obr. 75 snazil vyuzit logickou tivahu a chtél pouzit analogii s chovanim
¢isel nizsich fadu. Bohuzel myslenku nedokazal dovést do konce. V rozhovoru
zak uvedl, ze je pravidelnym feSitelem Matematické olympiady. V této matema-
tické soutézi je od zaku vyzadovano, aby popisovali postup feseni. Je tedy vidét,
ze tento pozadavek mél na zdka vliv a presahoval 1 do béZnych hodin matematiky.

Kdyz dveé riizné Cisla sectes, dostane§ 10 000. Kdyz od vétsiho odecte$ mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to ¢isla?

MWWMMMW %M Zm i
e WW% AM w'i% ohsoooolm
( W o ey ¢
av"eff(w 104¢ 4034

M/&C"M* e, —_———~
ﬁwuﬁww4ﬁ«%\ b

Obr. 75 Pokus o reseni analogii s ¢isly nizsich radi.
Jednickar, 7. rocnik, ZS, resitel Matematické olympiddy (2dk 22)

Neékteti zaci hledali rizné vztahy mezi Cisly, ale nedokazali najit zadny, ktery by
je ptivedl k feSeni, jak vidime na Obr. 76.
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Kdyz dvé riizna &isla seétes, dostaned 10 000. Kdyz od vétsiho odectel mensi, dostane§

6 666. Kterd jsou to ¢isla? ~ bk C66 ¢ cee '?’.Offc:
800 130 "3 384 iy
e 6465"

(00 J 537

S T4 - RO
! N

Obr. 76 Netispésny pokus o Fesent. Jednickar, 7. rocnik, ZS (2dk 63)

V 8. ro¢niku tlohu vyftesilo spravné 15 zaku, pirevazovala aritmeticka strategie.
Ulohu nedokazali vytesit 4 zaci.

Oproti niz§im ro¢nikdm zcela chybéla experimentélni strategie. Aritmetickd stra-
tegie byla zastoupena v podstaté stejné jako algebraicka.

Na Obr. 77 zakyné volila algebraicky zptisob zéapisu, kdy jako neznamou x ozna-
¢ila obé hledané hodnoty. To odpovida prvnimu stupni pfechodu od aritmetického
k algebraickému zptisobu vyuzivani pismen dle Rogerse a Novotné (2003): Resitel
pouziva jedno pismeno k oznaceni vice neznamych, pismeno je pro n¢j oznaceni
jakékoli obecné neznamé. Jak je patrné z Obr. 77, fesitel pod pismenem mnohdy
nevidi kvantitu. Zakyné dale pokracovala aritmeticky, ale s vypo&tem si nepora-
dila.

Kdyz dvé rizna &isla settes, dostanes 10 000. KdyZ od vétsiho odecte§ mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to Cisla?

¢

Obr. 77 Neiispésiny pokus o algebraické reseni. Jednickarka, 8. rocnik, ZS (2dk 57)

V 9. roéniku ulohu spravné vyftesilo 54 zaki, nejcastéji algebraickou strategii.

U 9. roéniku jiz byl u nékterych zakt patrny mnohem ptehlednéjsi zplisob zapisu
(viz Obr. 78), coz je zpusobeno tim, ze ucivo soustav rovnic o vice neznamych
se probira v 9. rocniku. Zkousku zaci stale neprovadeéli, ptipadné ji provedli jen
v duchu.
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Kdyz dvé rizn4 &isla sedtes, dostane§ 10 000. KdyZz od vétSiho odettes mensi, dostanes

6 666. Ktera jsou to ¢isla? o +L\ - A0 Q00 3 - 40 000- X

’;%ff_fffL_ - 10 000- 4333 = 1667

16666
%= 8333
=

Hlbdana’ sty jrou £333 a 4664

Obr. 78 Korektne algebraicky vyresenda uloha.
Matematicky nadana zakyné, nediagnostikovana, 9. rocnik, MG (zak 130)

I nadéle jsem se setkavala s problémy pfi aritmetickych vypoctech, podpofenymi
tim, ze zaci neprovadeli zkousku. Na Obr. 79 se zak dopustil chyb 10 000 — 6 666 =
=4444 210000 —2 222 = 8 888. Tento typ chyby by pravdépodobné nebyl odha-
len zkouskou.

Kdyz dveé rizna &isla seétes, dostane§ 10 000. Kdyz od vétsiho odecteS mensi, dostanes
6 666. Kterd jsou to ¢isla?

¥4 = 10 gos " —Lj’—‘ b,

k<= 19 (Dw—rti} T @Oo'a~n % LEgk
405<,<7va =GB LE
ngg% bty :*',23
Q —

Obr. 79 Algebraické resenti s numerickou chybou.
Vseobecné nadany zak, nediagnostikovany, 9. roc¢nik, MG (zdk 134)

Na Obr. 80 zak rovnéz udélal chybu 10 000 — 6 666 = 4 444, ale pfitom si spravne
uvédomil, ze 10 000 —2 222 =7 778.
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Kdyz dv¢ razna &isla seétes, dostanes 10 000. Kdyz od vét§iho odedtes mensi, dostanes
6 666. Ktera jsou to ¢isla?

XXy €0 000 =2 x 210 ©00 ~y

92
x -y 6666 <2 10 oo - LR

© WO -5~y = Q’;Qf% M
~9. o ~WMg v .
222}%}@7 Vellatdlo ) 19 o wenst 2227
i

Obr. 80 Algebraické reseni s numerickou chybou.
Nediagnostikovany Zdik, logicky typ, 9. rocnik, ZS (zdk 76)

Nyni se mohu pokusit odpovédét na otazku, pro¢ v Ul byli Gspésni zaci 9. roéniku
a nedafilo se zakim 7. ro¢niku. Kdyz se podivame do Tab. 50, vidime, ze Zaci
9. ro¢niku nejcastéji pouzivali algebraickou strategii a byli v ni ispé$ni. Znalost
matematického aparatu jim tedy umoznila zdarné feseni ulohy. Zaci 7. roéniku ve
velkém procentu selhdvali pfi aritmetickém, algebraickém i1 experimentalnim
postupu. Osobn¢ bych tomu nepfisuzovala vyznam, ktery by bylo potieba zobec-
nit, jednalo se spiSe o shodu nahod.

Postupy volene 2aky v U2

Tab. 51 Uspésnost zdkii v U2 vzhledem k roéniku a volené strategii

6. ro¢nik 7. rocnik 8. roc¢nik 9. rocnik
L=vyresil 1o 1o 10 10
0 — nevyfresil
Experimentalné 21 1 14 0 0 0 6 1
Aritmeticky graficky 1 0 0 0 0 0 0 0
Aritmeticky 12 3 8 2 5 1 4 0
Algebraicky 1 5 5 0 13 0 51 3
Spatn4 tivaha 0 1 0 1 0 0 0 0
NeieSeno 0 5 0 1 0 0 0 0
Celkem 35 15 | 27 4 18 1 61 4

Ulohu spravné vytesilo 35 zakt 6. ro¢niku a pevazovalo experimentalni feseni.

Nejcastéji jsem se setkavala s aritmetickym postupem 95 : 19 =5, 5 - 6 = 30,
5 - 12 = 60. V jednom ptipad¢ byla tato uvaha opfena o grafické zndzornéni.
To vidime na Obr. 81.
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Jolanka je $estkrat mladsi neZ maminka, babi¢ka je dvanactkrat starSi nez Jolanka. Viem
tfem dohromady je 95 let. Kolik roki je kazd¢ z nich?

= e 55 =
q = 4 ¢

- Q5 «

~

Obr. 81 Aritmeticke resSeni s grafickym zndzornénim.
Bystry zdk, 6. rocnik, MG (zak 121)

Objevilo se také feSeni na pomezi aritmetické a experimentalni strategie, vychaze-
jici z principu metody fale§ného predpokladu. Zakyné vychézela z poméru 1: 6 : 12,
tento pomér rozsitovala, az dosla k souctu 95. Zajimavé je sledovat, jak zakyné
zdvojovala, a kdyz hledany soucet presahla, vracela se k niz§im hodnotam (Obr. 82).

Jolanka je $estkrat mladsi neZ maminka, babitka je dvanactkrat star$i me# Jotanka. Viem
tiem dohromady je 95 let. Kolik roki je kazdé z nich? //’*
" A i
& /" Jolavka =5 let
fﬁé’r wmaminko =20let
-0 babiska =C0let
1594 43 o p=Socto e
912 Z . 1275 et o
’ n
C‘/ VAR 1
g 4% 1%

Obr. 82 Uloha fesend Fizenym experimentem.
Vseobecné nadand Zdkyné, nediagnostikovand, 6. rocnik, ZS (2dk 20)

Velmi &asta byla v pripadé této lohy experimentalni strategie. Zaci si uréovali
veék Jolanky a poté kontrolovali vztahy, nékolikrat se stalo, ze zvolili vék 5 let hned
napoprvé — fekli si, ze Jolance by mohlo byt tak kolem 5 let. Na Obr. 83 vidime,
jak se zak nejdrive pokusil zapsat algebraicky vztahy, poté se snazil najit néjakou
zakonitost a nakonec ulohu vyiesil metodou pokusu a omylu.
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Jolanka je Sestkrat mlad3i nez maminka, babicka je dvanactkrat star$i nez Jolanka. VSem
trem dohromady je 95 let. Kolik roku je kazdé z nich?

M:W
s, 2 A s
Abidhy -

& 272 e M/%W/%Wﬁ

Obr. 83 Experimentalné vyreSena uloha. Bystry zak, 6. rocnik, MG (zak 112)

Neziidka se objevila i algebraicka strategie. Na Obr. 84 vidime spravné oznaceni
neznamé, sestaveni rovnice a jeji vyfeseni matematicky nadanym zékem 6. ro¢niku.
Provedl i zkousku spravnosti — provéfil soucet veékt a také pomeéry veéku (5 - 6 = 30,
5-12=160).

Jolanka je Sestkrat mlad3i neZ maminka, babicka je dvanéctkrat starsi nez Jolanka. VSem

tfem dohromady je 95 let. Kolik roku je kazdé z nich? T @/) habish,,

W=5  56=30 sty

)(4(7)(_‘(_/ \,:?V- f)

19x =95

& Mé:.f;wga:@

L /i
weee Je t.

}g(;/nwcjdg ) 405( al

Obr. 84 Uloha vyresend pomoci jedné rovnice s jednou nezndmou.
Matematicky nadany zak, nediagnostikovany, 6. rocnik, MG (Zak 122)

V 7. ro¢niku tlohu vyftesilo spravné 27 zaki, prevazovala experimentalni strategie.
Vétsinou bohuzel bylo experimentovani nahodilé nebo postupné, avsak nebylo
systematicky zapisovano tak, aby z n¢j bylo mozné rychleji urcit vysledek. Jeden
zak optel experimentovani o logickou tvahu (¢islo 95 je délitelné pouze péti —také
tfinacti, ale toto ¢islo zjevné neni ani jednim z vékl) a diky tomu nasel okamzité
feSeni (Obr. 85).
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Jolanka je Sestkrat mladsi ne% maminka, babitka je dvandctkrét star$i nez Jolanka. VSem
tiem dohromady je 95 let. Kolik roki je kazdé z nich?
M4t b= A%~
=~ 8 e
5 5
[ 12 v ” 4
. i g5 J& BLTELNE  JeNoMm 5 i
w (0 L i 2 2 ! )
28 S
. L o
20 i i L ea
& JE (o LET . dAMNCE 3cur A jolANCE 5 LE
sk dRo(m LBT  pAEcE dard  JEE

Obr. 85 Uloha fesend neobvyklou logickou iivahou. Bystry zdk, 7. rocnik, ZS (2dk 10)

V nékterych ptipadech bylo feSeni postaveno na Spatné tivaze. Naptiklad na Obr. 86
zak urcil aritmeticky prumér véka vSech tii Zen a s timto Cislem dale pracoval.
Dale pokracoval tivahou, nebot’ si uvédomil, Ze hleda celoCiselny nasobek cisla 6.
Aritmetickému priméru nejblizsi nasobek Sesti je ¢islo 30. Pak uz snadno dopo-
¢ital ostatni hodnoty. Aritmeticky priamér se vSak nevztahuje ani k jednomu hle-
danému ¢islu. Neni jasné, co zaka vedlo k pouziti tohoto postupu, zda to nebyla
zkuSenost z jiného typu ulohy, ktera se aritmetickym priimérem feSila ve Skole.
Reseni je ukazkou piipadu, kdy nespravna tvaha pomiize zakovi najit spravny
vysledek. Pfi opravovani takovych feSeni musi byt ucitel obzvlasté obezietny,
protoze se mize snadno stat, ze nespravnou vahu prehlédne, feSeni bude hodno-
tit jako korektni a Zdk nedostane zpétnou vazbu. MliZe se tim i utvrdit v presvéd-
¢eni opravnénosti svého postupu.

Jolanka je 3estkrat mlad3i neZ maminka, babi¢ka je dvanactkrét starSi neZ Jolanka. VSem
tfem dohromady je 95 let. Kolik roki je kazdé z nich?
7 O AD 60
&% -4\ o
g 32 2
0% :
g7/ é "5
20 "“2'}(-5»’{;2’ read
fo:6=-5
5§.42=C0o 5;%:5—‘ /thgo(@:éo

Obr. 86 Uloha FeSend nespravnym postupem.
Jednickar, 7. rocnik, ZS, resitel Matematické olympiddy (Zdk 22)
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V 8. ro¢niku tlohu vyftesilo spravné 18 zakl, prevazovala algebraicka strategie.

Rovnice o jedné neznamé se obvykle Zaci uci fesit v 8. ro¢niku. Je patrné, ze zaci
v ptipad¢ této jednoduché ulohy ustupovali od experimentalni strategie, a naopak
pribyva téch, ktefi vyuzivali algebraickou strategii. Nékolik zaki stéle dalo pied-
nost aritmetické strategie.

V 9. ro¢niku ulohu vyftesilo spravné 61 zaki, pfevazovala algebraicka strategie.
Zaci 9. roéniku nejéastéji volili feSeni pomoci jedné rovnice s jednou neznamou
nebo také pomoci soustavy rovnic, jak je patrné na Obr. 87. VSimnéme si, ze za-
kovi je blizsi oznaceni neznamych pomoci prvniho pismene slova nez standardni
znaceni x, y, z.

MooB ;
Jolanka je Sestkrat mladdi ne? maminka, babitka je dvanactkrét star$i nez Jolanka. Vsem
tiem dohromady je 95 let. Kolik roki je kazdé z nich?

Jatce (v, @ NOERES VRS RELTe

. i B9 i

%:’\l‘} \1\ d =5

Jentg= % ) = (=20
b= ’D_J': &0

Joaca R Sl (ARG W boabiie 0.

Obr. 87 Uloha iesend soustavou rovnic.
Matematicky nadany zadk, nediagnostikovany, 9. rocnik, MG (zZak 146)

Postupy volené zdky v U3

Tab. 52 Uspésnost zdkii v U3 vzhledem k rocniku a volené strategii

6. ro¢nik 7. ro¢nik 8. ro¢nik 9. ro¢nik

1 - vyresil

s 1 0 1 0 1 0 1 0
0 — nevyfresil

Experimentilné 8 9 10 6 7 1 9 2
Algebraicky 2 8 1 5 3 7 29 21
NereSeno 0 23 0 9 0 1 0 4
Celkem 10 40 11 20 10 9 38 27
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Ulohu spravné vyfesilo 10 zaki 6. roéniku, nejéastéji experimentélni strategii.
40 zaku ulohu nezvladlo vyfesit, nejcastéji se ani nepokouseli feseni hledat nebo
velmi rychle skon¢ili po n€kolika netspésnych pokusech. Nékteti ucitelé se vyja-
drili k netispésnosti zakt 6. rocniku v této uloze. Jako argument uvedli, ze Zzaci
jesté nemaji probrano ucivo o rovnicich, a proto ulohu nemohli fesit. Je zfejmé, ze
v souvislosti s ulohou o nealgebraickém zplsobu feseni vibec neuvazovali.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o ulohu s naroénymi vztahy a také dvéma casovymi
hladinami, je pochopitelné, ze zaci 6. rocniku nejcastéji volili experimentalni
strategii. Bohuzel, experimentovani ¢asto nebylo fizené, a z tohoto diivodu mnoho
zakl feSeni nenaslo nebo urcilo Spatné hodnoty, jak je vidét na Obr. 88. Opét je
nutné zopakovat, ze absence zkousky zpisobila, Ze chyba nebyla odhalena.

Otec je o 5 let stardi, nez je trojnisobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi? 28..\—28 =
23+ 1 J
o . . 19 2 12y
V. ’ 9 g
2=% do 3
7/5:% 8 79 10x53 o -
=& - 35 ZW R
] Wﬂ@, 2[7 ’7\4/ - ” 79 56
4
&5 i dy W3- 1% I+
2% 1 %y -7% 20 22, 40 g
#1. &2=18 23 w 4 &
2% 3= 2k g 42 ==
Zeh=04 14 25 bt 45
26 5o

Obr. 88 Uloha resena nerizenym experimentem.
Vseobecné nadana zakyné, nediagnostikovana, 6. rocnik, ZS (Zak 20)

Za &asteéné Fizeny experiment lze povazovat fedeni na Obr. 89. Zak zac¢al uréitym
veékem otce za 17 let (50 let) a dopocital veék syna za 17 let (25 let). U obou ode-
Cetl 17 let a pro vysledné hodnoty pamétné kontroloval vztah o = 3s + 5. Nejdfive
snizil v&k otce, poté jej zacal zvySovat, u hodnoty o = 49 pochopil, Ze vek otce za
17 let nemize byt liché Cislo, a liché Cislo jiz nezkousel. Dopocital se spravnych
hodnot, ale odpovéd’ nezapsal.
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Otec je o 5 let starsi, nez je trojndsobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrét tak

stary neiﬂ) syn. Kolik let je otei a kolik synovi?
B 97 JJ—1287
745 57 =42=17 ¢ I
TS G :
i - ~ET 2% ZW
W] B0 290228 2915 jr.ogp
Dl Ge#5=1

———
—

Obr. 89 Cstecné Fizeny experiment.
Bystry zdk, 6. rocnik, ZS, Fesitel MO (2dk 21)

Dva z4ci 6. ro¢niku dokazali ulohu korektné algebraicky vyfesit. Oba byli nadani
(jeden zak matematicky a jedna zakyné vSeobecné). Na Obr. 90 vidime feseni
zakyn¢ 6. rocniku pomoci soustavy rovnic. V rozhovoru uvedla, Ze s rovnicemi se
uznékde setkala (nedokdazala ptesné uvést kdy a jak), ale systematicky je s ni nikdo
neprobiral. Tomu odpovida zapis, ktery neni z hlediska feSeni soustavy rovnic
zcela korektni. Pfesto je vypocet bezchybny. Osobné se ptiklanim k variantg, ze
se jedna o feSeni na pomezi aritmetické uvahy a algebry, kdy zakyné zapisuje
zkracené vztahy mezi veli¢inami (sestaveni jedné rovnice ze dvou ptivodnich
rovnic), ale poté jiz postupuje algebraicky. VSimnéme si, ze vysledek neni prili§
zvyraznén.

§+5= 4% O =44
O = &%
S: 175 & 54
5= 12 O =41 $=4z

Obr. 90 Algebraické reseni ulohy.
Vseobecné nadana zdakyné, nediagnostikovand, 6. rocnik, MG (zak 107)
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Lze si vSimnout, ze v ptipad¢ U3 nebyla pouzita aritmeticka strategie. To je po-
chopitelné vzhledem ke komplikovanosti vztahli. Opravdu je daleko jednodussi
oznacit nezndmé a vytvofit rovnice nezli se pokouset hledat vztahy na zakladé
uvahy. Aritmeticka strategie nebyla vyuzita ani u vyssich ro¢niki.

V 7. ro¢niku ulohu vyftesilo spravné 11 zak, nejcastéji experimentalni strategii.
20 zaka ulohu nezvladlo vyftesit.

V 7. ro¢niku stale prevladala experimentalni strategie, Castéji nefizend. V nekterych
Skolach se Zaci seznamuji s rovnicemi jiz v 7. ro¢niku, av8ak zatim nedoslo ke
krystalizaci, a u¢ivo je tudiz $patné vyuzitelné. Zaci, ktefi se o algebraické feseni
pokusili, vesmés selhali.

Originalni feSeni je uvedeno na Obr. 91, kde se zak pohybuje na pomezi logickych
uvah a fizeného experimentu. Odpovéd nicméné neudava spravné, protoze dotaz
byl na vék otce a syna ,,nyni‘.

Otec je o 5 let star3i, nez je trojnasobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

b b AT e Aot S i vl g i
L. (oot oo onnaiis bl iy 45[@:% e

5 = *w’yd)wmw;yw
b o (0 By SO 0 B G g

Wby 4 vem ’W'"eg‘g A 10414912 1415
> A, M/’%V'g ”15 2’} f‘/,?? 30123{36' Z21 ‘{J."“;
' : MS 23 1¢ 2 22,35)39,44; 44 42, 50
/IF ‘rolﬁr’ZHG 44,52 is‘&,g 223‘23 g’f

At popretndr A4, 252627 424

rwoadi L spet" NNNN“N ANN'J
fo%\:wﬂfff'@fﬂ.w'24

Obr. 91 Experimentalni Fesent s pouZitim uvahy.
Jednickar, 6. rocnik, ZS, Fesitel MO (2dk 22)

Nékolikrat jsem se setkala s vypisovanim nasobkt 3 a pamétnim provéfovanim
vztaht, viz Obr. 92 (zak se dopustil pravopisné chyby ve slové ,,synovi®).
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Otec je 0 5 let starsi, ne% je trojndsobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

g AUl 2 27

= A

AN

Obr. 92 Experimentalni FeSeni s vyuzitim nasobku.
Jednickar, 7. rocnik, ZS (Zdk 10)

V 8. ro¢niku ulohu zvladlo vyftesit 10 zaku, u téchto uspésnych tesitelt stale pie-
vazovala experimentalni metoda. Ulohu nevyfesilo 9 zaki 8. roéniku, vétsina
znich se pokusila o algebraické feseni. Ve 2. pololeti 8. ro¢niku by jiz vétsina zaku
méla mit probrano ucivo o rovnicich a také slovni ulohy k nim vedouct, avSak
soustavy rovnic zatim ne. U dané ulohy vSak bylo mozné sestavit jednu rovnici
o0 jedné neznamé, jak jsme vidéli diive.

Z4ci 9. ro¢niku vyiesili ilohu spravng ve 38 ptipadech, Gilohu nevyiesilo 27 zaki,
v obou ptipadech jednoznacné pievazovala algebraicka metoda.

Ve druhém pololeti 9. ro€niku jiz maji Zaci probrano ucivo soustav rovnic o vice
neznamych. Ne vSichni vSak dokazou efektivné tyto postupy aplikovat na slovni
tilohy. Zejména dynamické tilohy jsou pro né naroéné. Zaci maji problémy s urce-
nim neznamych, ptipadné neznamé urci spravné, ale nedokazou sestavit rovnice.

U nékterych zaki bylo patrné, ze maji postup feSeni U3 zautomatizovany, postu-
puji v nauc¢enych krocich. Naptiklad na Obr. 93 vidime postup zdkyné 9. rocniku.
Uvedla, ze podobné ulohy fesila pti pfipravé na piijimaci zkousky. U této zakyné
bylo patrné, ze vétSinu postupli ma osvojenu velmi mechanicky, avsak kdyz nara-
zila na ulohu, se kterou se doposud nesetkala, nebyla schopna objevit feseni.

Zakyné uvadi také zkousku, ale pouze zkousku soustavy rovnic. DlleZitéjsi ze zkou-
Sek, zkousku slovni ulohy, neprovedla.
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Obr. 93 Algebraicky Fesend tiloha. Jednickarka, 9. rocnik, ZS (2dk 27)

Na Obr. 94 je ukazka feSeni zaka s Aspergerovym syndromem. Jeho specifikem
byla vysoka rychlost feSeni a mensi schopnost provadét zapisy piehlednym zpii-
sobem. Tento zak navstévoval Montessori tfidu v ramci zakladni skoly, coZ pro néj
bylo vyhodné z toho hlediska, ze mohl v matematice postupovat vlastnim tempem.

Otec je 0 5 let star$i, nez je trojndsobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary neZ jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi? ' ¢ )
Capovf & (2

g /
g3 T g
oA D s
ezl = 5™ w2

g1 @/ Q——f ; l

Obr. 94 Algebraické reseni pomoci soustavy rovnic.
Matematicky nadany zdk, nediagnostikovany, 9. rocnik, ZS, AS (2dk 18)
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Casto jsem se setkala se §patnou ivahou, ktera vedla k sestaveni soustavy rovnic,
pii jejichz vyteseni zak ziskal spravny vysledek (Obr. 95). Druha rovnice by méla
byt spravné ve tvaru 2 (x + 17) =y + 17.

Otec je o 5 let starsi, nez je trojnasobek synova véku. Za 17 let bude otec dvakrat tak
stary nez jeho syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

B4 4By =P ZALAG=y Clee wmol LA led
ilw‘/{n:y SetH =y o Syn 412 led .
:L,/{
By Pl T
S A i
N-
~bx =5
L 7Y =~M] /-}\

~% = ~AL Je

X =7

Obr. 95 Algebraické resent se Spatné sestavenou rovnici.
Jednickdrka, 9. rocnik, ZS (zak 17)

Nekteti zaci uvedli, ze uvedeny typ tlohy znaji z hodin matematiky, nékdy z Ma-
tematické olympiady nebo pfijimacich zkousek. Mnozi zaci ale sd¢lili, ze s podob-
nou tlohou se poprvé setkali az v tomto testu.

Nyni mohu odpoveédét na otdzku, pro¢ zaci, kteti zvolili algebraické feseni, byli
v nadpolovi¢ni vétsin€é neuspeésni. Hlavnim problémem bylo pro zaky sestaveni
rovnice nebo soustavy rovnic.

Postupy volene zaky v U4

Tab. 53 Uspésnost zZdkii v U4 podle rocéniku a podle volené strategie

6. ro¢nik 7. roénik 8. ro¢nik 9. ro¢nik
1-vyresil 1o | 1] o1 0o 1|0
0 — nevyfresil
Aritmeticky (SD) 30 3 24 2 16 0 37 2
Aritm. (jinak) 2 7 1 2 0 1 1 1
Algebraicky 0 0 0 0 0 0 6 13
NereSeno 0 8 0 2 0 2 0 5
Celkem 32 18 25 6 16 3 44 21




Ulohu spravng vyiesilo 32 zaki 6. ro¢niku, viichni aritmeticky. Ulohu nevyfesilo
18 zakl. Nejcasteji pouzitym postupem bylo hledani spolecnych délitelt dvojic
Cisel 18 a 27, 18 a 54. Zaci, kteii zvolili tento postup, méli vysokou tspésnost.
74k na Obr. 96 provedl prvoéiselné rozklady zadanych &isel; udélal chybu v roz-
kladu ¢isla 54, nicméné vysledek to neovlivnilo. Zapsal pouze ¢iselny vysledek,
neuvedl odpoveéd’ s jednotkou.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na tii obdélniky a &tverec. Uréi obsah Ctverce, jsou li
znamiy obsahy tif obdélnikii (v centimetrech Stvere¢nich). Zapi§ vypodet.

i .AJ\ -

A 18 P2 %3 | S B
{ o i 5D b b Sal ¢
y & i (’{

J«i«% 54 ?fé ey
{\ / / g & &

e

Obr. 96 Aritmetické reseni zalozené na hledani spolecnych délitelii.
Bystry zak, 6. rocnik, G (Zdak 5)

ZAaci pouzivali i jiné aritmetické postupy, nékdy usp&ing, nékdy méné uspéiné.
Na Obr. 97 zak ztroskotal na nauc¢ené poucce S = a - b, kterou zapsal stejné pro
vSechny tii obdélniky a nedokazal najit hledané souciny. Jedna se o ptiklad for-
malni znalosti vypoctu obsahu obdélnika.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na tfi obdélniky a ¢tverec. Urci obsah ¢tverce. jsou li
znamy obsahy tri obdelmku (v centimetrech ¢tvere¢nich). Zapis vypocet.

fav518 mfw Zj/d/ﬂ/ 5’@%& 5~0¢%

l 5/45 5 Sty 5<Z7

Obr. 97 Pokus o reSeni na zakladeé vzorce pro obsah obdélniku.
Bystry Zdk, 6. rocnik, ZS, resitel MO (Zdk 21)
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Zaci 7. roéniku tlohu vyfesili spravné ve 25 ptipadech, vzdy aritmeticky. 6 zaka
ulohu nevyfesilo. Pfevazovala metoda feSeni pomoci spolecnych déliteld. Nékteti
7aci nepfisli na princip feSeni. Zak 7. roéniku udélal na Obr. 98 aritmetickou
i logickou chybu. Pii feSeni viibec nebral v tvahu obdélnik s obsahem 18 cm?,
rozlozil pouze Cisla 27 a 54 a u c¢isla 54 udélal chybu. Nezarazilo ho ani to, Ze
¢tverec by mél mit v§echny strany shodné.

1720

54=§1@ 4 7

X’ qr?’iwi

Obr. 98 Reseni s numerickou chybou i chybou v tivaze.
Jednickar, 7. rocnik, ZS (Zdk 7)

V né&kolika piipadech jsem se setkala s fe§enim uvedenym na Obr. 99. Zak postu-
poval tak, Ze si do men§iho ¢tverce zakreslil obdélnik o obsahu 27 cm? a predpo-
kladal, ze zbyla ¢ast ve ¢tverci by méla odpovidat obdélniku obsahu 54 cm?.
O svoji tivaze se vSak nijak neptesveéd¢il, matematicky ji neodiivodnil. Jednalo se
pouze o hypotézu, ktera nebyla dokazana. Z tohoto divodu jsem uvedené feseni
povazovala pouze za Castecné spravné.

Obdélnik na obrézku je rozdélen na tii obdélniky a &tverec. UrCi obsah &tverce, jsou li
znamy obsahy tii obdélnikl (v centimetrech EtvereCnich). Zapis vypocet.

18m] 27" 23454 2 fA -
U
54en i 3 = . i

Obr. 99 Reseni pomoci odhadu. Bystry zdk, 7. rocnik, ZS (Zik 25)
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Poznamenejme, Ze zapis 27 + 54 = 81 cm? neni spravny, i kdyZ je pochopitelny a zak
mu rozumi. Vypocet by mél byt bud’ zcela matematizovany, tj. bez jednotek, jednot-

ky se pak pisi az do odpovédi, nebo by mély byt jednotky vSude, tj. 27 cm? + 54 cm?
=8l cm”.

V 8. ro¢niku Glohu vyftesilo 16 zaka, vSichni aritmeticky. 3 zaci tlohu nevyftesili.
Originalni feSeni je na Obr. 100. Zakyné na ném vychazi z faktu, Ze 54 je trojna-
sobek 18. Odtud je zfejmé, ze do spodniho ¢tverce se vejdou tii obdélniky 18 cm?

a do ¢tverce se vejdou tfi obdélniky 27 cm?. Oproti feSeni na Obr. 99 se nejedna
o odhadovani, ale o logickou dedukci.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na tfi obdélniky a ¢tverec. Uréi obsah ¢tverce, json li

znamy obsahy }51 obdélniki (v centimetrech étverecnich). Zapis vypocet.

= = A& un®
b %185‘7 qh 9T i,;’?; /5(/ mei 4
ZIR 27 %‘27(’”’2 Crveyve ¢ VHQ( OAS@L
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Sy :540«2
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Obr. 100 Reseni zaloZené na hleddni spolecného délitele cisel 18 a 54.
Jednickdrka, 8. rocnik, ZS (2dk 36)

Situace se zménila u zaka 9. ro¢niku. Nasli se zaci, ktefi se ulohu rozhodli fesit
primarné algebraicky. Neékteti selhali pfi sestavovani rovnic nebo pfti jejich feSeni
a vratili se k aritmetické strategii, jini llohu nevyfesenou opustili a nesnazili se
hledat jiné feseni. Ulohu vyiesilo 44 zaki, nevyiesilo ji 21 zaki.

Na vysledcich jsou zajimavé dve véci:

1) Oproti niz§im ro¢nikdm se zvysil pocet netspésnych zaka. To ptisuzuji faktu,
ze zaci 9. ro¢niku jsou jiz vybaveni aparatem feseni soustav rovnic a mnozi se
jej rozhodli pouzit. Protoze se vSak jedna o velmi netypickou soustavu rovnic,
se kterou se zaci vétsinou na zakladni Skole nesetkaji, mnoho z nich ptirozené
selhalo. Je ale k zamysleni, pro¢ tolik z nich feSeni vzdalo, aniz by se pokusili
postupovat aritmeticky. Jednim z faktord by mohlo byt to, Ze kdyz se zavede
algebraicka strategie, n¢ktefi ucitele ji od zakl vyzaduji a Zéci si zvyknou, ze
méne¢ sofistikovany postup jiz pouzivat nemaji.
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2) Zvysil se také pocet zaka, kteti feSeni viibec nezkouseli. Jsem presvédcena,
ze to nemohlo byt zptisobeno chybé&jici motivaci, nebot’ se jednalo o zaky vy-
brané, ktefi si na feSeni davali opravdu zalezet. Opét bych to ptisuzovala zna-
losti algebraické strategie — pokud zak vyhodnoti, Ze ilohu nezvladne fesit
algebraicky, nepokousi se aplikovat jednodussi zpiisoby feSeni.

Na Obr. 101 je uvedeno ojedin€lé a netypické feéem’ na pomezi aritmetiky a algebry.
Kdyz pomineme chybu na zacatku feseni (x = —y zak si zapomnél oznadit tfeti
stranu, nebot’ x = EZ plati), zak vysel z tvahy, ze 54 = 2 - 27, a proto také obsah
jednoho z obdélnikti je dvojnasobny nez druhy. Protoze uvazované obdélniky maji

jednu stranu shodnou, zname pomér délek druhych stran. Z téchto vztahl lze
snadno dopocitat délku strany Ctverce.

Obdélnik na obrézku je rozdélen na tfi obdélniky a &tverec. Uri obsah &tverce, jsou li
znamy obsahy tF obdélnikii (v centimetrech &tveregnich). Zapi§ vypocet.

18w 2t

Obr. 101 Reseni na pomezi aritmetiky a algebry.
Bystry zdk, 9. rocnik, ZS (Zdk 57)

Na Obr. 102 je uvedeno algebraické feseni zaka s Aspergerovym syndromem.
Nasel algebraicky vzorec, ktery bylo mozné upravit na ¢? a v némz znal v§echny
udaje. Vidime zcela ojedinély ptipad zaka, ktery se na zakladni Skole nachazi
na konceptualni tirovni porozumeéni algebraickym postuplim. Je zfejmé, Ze jeho
uvazovani je brilantni, ale zapis je naprosto chaoticky.
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Obdélnik na obrazku je rozdélen na tii obdélniky a &tverec. Uréi obsah Ctverce, jsou li
znamy obsahy tFobdélnikii (v centimetrech ctverecnich). Zapis§ vypocet.
2
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Obr. 102 Neobvyklé algebraické reseni tllohy.
Matematicky nadany ik, nediagnostikovany, 9. rocnik, ZS, AS (2ik 18)

Uvedend uloha byla specificka tim, ze naprosta vétSina zakl se s podobnym typem
ulohy jesté nikdy nesetkala. Mohli jsme tedy pozorovat originalni pfistupy zaku,
ktefi vétsinou ze Skoly neznali potfebné postupy. Ukazalo se, Ze v naSich zacich
(a to i zacich béznych zakladnich skol) se skryva znacna schopnost matematické
dedukce. To znamend, ze v mnoha ptipadech zaci zdivodiovali sva rozhodnuti,
aby bylo patrné, ze postupy jen neodhadovali, ale uvazovali v logickych navaznostech.

Postupy 2aku volené v US

Tab. 54 Uspésnost zikii v US podle rocniku a podle volené strategie

6. ro¢nik 7. roénik 8. ro¢nik 9. ro¢nik
L= vyresil r o 1ol 1o 1]o
0 — nevyfresil
Odhadem 0 14 | 2 10| 0 3 7 8
Aritmeticky 1 13 2 10 4 3 7 6
Algebraicky 0 1 2 0 2 2 8 9
NereSeno 0 17 0 4 0 3 0 15
Spatna ivaha 0 3 0 0 0 2 0 3
Spatné piectené zadani 0 1 0 1 0 0 0 2
Celkem 1 | 49 | 6 |25 | 6 | 13 | 15 | 43
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Ulohu dokazal spravné vyfesit jediny zak 6. roéniku. Jako obrovsky problém se
u této ulohy ukézaly zlomky, které vychazely jako mezivysledky. Zaci 6. roéniku
nemaji ucivo o zlomcich z velké miry probrano, umi pracovat se zlomkem jako
¢asti celku, ale nikoli se zlomkem jakozto ¢islem. Mohli zlomek upravit na perio-
dické cislo, ale pokud si tuto moznost neuvédomili, nebo o ni ani nevédéli, jejich
feseni v tomto misté vétsinou skonéilo. Casteéné tilohu vyiesilo 18 24k, tj. dopra-
covali se k délce strany malého Sedého ctverce a = g, dal nepokracovali. Ulohu
nevyfesilo 31 zak.

Jedina zakyné, kterd zvladla ulohu vyftesit az do konce, postupovala aritmeticky
(Obr. 103). Jednalo se o zakyni navs$tévujici Montessori tiidu. Svij postup po-
psala v rozhovoru po napsani testu. Nejdiive logickou uvahou urcila velikost stra-
ny malého Sedého ¢tverce, a to 2. Zde se zarazila, protoze se zlomky jesté pracovat
neuméla, a premyslela, jak by situaci mohla Vyfeﬁit Nakonec se dle svych slov roz-
hodla postupovat zcela intuitivné, Vynasoblla osmi a fekla si, Ze to bude asi ?
Nakonec urcila obsah bilého ¢tverce Vynasobemm 20.20 3 opét, jak uvedla, od-
hadla, Ze by to mohlo byt %% Odpovéd nezapsala, ale Jejl ptistup k vypoctu byl
obdivuhodny. Osobné se do(r)nmvam, ze jeji ur¢ovani soucini zlomkd nebylo pou-
hé hadéani. Dlivodem je pouzivani pomucek pti vyuce zlomkl v Montessori peda-
gogice (nejcasteji Montessori zlomkové véze), diky nimz zaci ziskavaji o zlomcich
velmi dobré predstavy.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tvercd. Délka strany tmavé Sedych Ctvercl je
5 cm. Ur¢i obsah bilého &tverce. Zapis$ vypocet.

15-2=1 32 3 ot
8cs=14

Obr. 103 Aritmetické rFesent ulohy.
Vseobecné nadana zakyné, nediagnostikovana, 6. rocnik, A (zak 20)
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Z4ci 6. roéniku byli v nékterych piipadech schopni k tiloze pistoupit algebraicky,
jako na Obr. 104. Zakyné oznacila stranu malého Sedého ¢tverce jako neznamou,
spravng sestavila a vyfesila rovnici. Se ziskanym vysledkem uz ale dal nepraco-
vala.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tvercti. Délka strany tmavé Sedych &tverci je
5 em. Ur¢i obsah bilého ¢tverce. Zapi$ vypocet.

fox~ 8%  fx s
15, {5-x A5 = dy 15.q-1,0¢
X=45:9 _ Ggo
X = "(i%G /6]

RA5-x

Obr. 104 Algebraicky resend uloha.
Vseobecné nadana zdakyné, nediagnostikovand, 6. rocnik, MG (zZak 119)

ZAci velmi &asto postupovali zpiisobem odhadovani, jako na Obr. 105. Zak odha-
dl, Ze maly Sedy ¢tverec ma tietinovou délku oproti stran¢ vétSiho Sedého Etverce,
avSak nepiesvédcil se o tom vypocétem. Poté nepiesné zaokrouhlil ¢islo 1,6 na 1,6
a uréil vyslednou hodnotu s velkou chybou (obsah ¢tverce je piiblizné 178 cm?).

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 ¢tverctl. Délka strany tmavé Sedych ¢tverct je
5 cm. Urci obsap,bilého ¢tverce. Zapis vypocet.
A6 2
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Obr. 105 Reseni odhadem s nepresnym zaokrouhlenim.
Jednickar, 6. rocnik, ZS, resitel MO (Zdk 21)
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Rozhodnout, zda zak postupoval aritmeticky nebo odhadem, bylo mnohdy mozné
jen na zaklad¢ rozhovoru.

V 7. ro¢niku se zvysil pocet zaka, ktefi byli schopni tlohu vytesit az do konce.
Bylo jich 6.

Na Obr. 106 vidime bezchybné algebraické feseni zaka 7. ro¢niku pomoci sousta-
vy dvou rovnic o dvou neznamych. Ve vypoctu skutecné¢ (kromé zkousky) nic
nechybi — oznaceni neznamych, spravné zapsani rovnic pod sebe, uréeni vysledku
ve tvaru zlomku, zapsani odpovédi. Zak navic spravné vypocet matematizoval
a k jednotce se vratil az v odpovédi. Zak neznal postup feseni ze skoly.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tvercd. Délka strany tmavé Sedych Ctverct je
5 em. Urci obsah bilého ¢tverce. Zapi§ vypodet.
+y=15
/}: 2
K0 4 (40 s it
e = 7 =
8y+y=15 3
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™ 1 )
3y=h
2 I
¥ = 75 /I AON)
/’-——ﬁ
K/: 49 4  cm?
s pad
okt i

Obr. 106 Resenti ilohy soustavou rovnic.
Vseobecné nadany zdk, nediagnostikovany, 7. rocnik, ZS (2dk 19)

U nékterych zaka se stalo, Ze si nepfecetli zadani pozorn¢ a urcili jiny udaj, nez
byl pozadovan. Na Obr. 107 zdk odhadem urcil délku strany malého Sedého ctver-
ce. Jako vysledek uvedl obsah tohoto ¢tverecku, ale dopracoval se k nému velkou
oklikou — misto aby vynasobil 1,67 - 1,67, urc¢il nejdiive obsah celého svétle Sedé-
ho pasu a poté obtiznym délenim trojcifernym ¢islem (nechtél ziejmé délit dese-
tinné ¢islo 23,12) urcil hledany obsah.
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Obdélnik na obrazku je rozd€len na 12 &tverci. Délka strany tmavé Sedych &tverci je
5 em. Ur¢i obsah bilého étverce. Zapis vypocet.
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Obr. 107 Slozité reseni wlohy s odpovédi na jinou otdazku.
Bystry zdk, 7. rocnik, ZS (2dk 10)

V 8. ro¢niku tlohu vyfesilo spravné 6 zakl a dalsich 5 zakt dospélo k délce stra-
ny nejmensiho ¢tverce. 8 zakl tllohu nevyftesilo vibec.

Stale ptevazoval pocet zaka, ktefi feSeni nenalezli, pfipadné nalezli pouze ¢astec-
né. Ptitom z4ci 8. ro¢niku jsou oproti niz§im ro¢niktim vybaveni aparatem feseni
rovnic, a maji tedy lepsi predpoklady ke spravnému sestaveni rovnice.

Aritmetické feSeni zalozené vice na odhadovani nez na uvaze vidime na Obr. 108.
Zakyné na ném nejdfive rozparcelovala cely obdélnik podle nejmensiho Gtverce,
poté urcovala jeho obsah jakozto obsah deviti vétSich Sedych ¢tvercl a zbylého
obdélnikového pasu. Piecetla si ale nepozorné zadani a urcila obsah celého obdél-

niku.
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Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tvercd. Délka strany tmavé Sedych &tverci je

5 cm. Uréi obsah bilehg &tverce. Zapi$ vypocet.

e
z el TR T T
Lrm : ]
T s '—r
D 2] =
= i =
i i — T

32 S
i ] [ nE

Sielgrls
S3= 251
S} :225 ,]_2)(-q>(
S3 =225+ 18
522251288 Y0 G

Obr. 108 Aritmetické reSeni s odpovédi na jinou otazku.
Jednickdika, 8. rocnik, ZS (zdk 36)

V 9. ro¢niku tlohu vyfesilo spravné 22 zaku. 7 zakt dospélo k délce nejmensiho
¢tverce. Pribylo zaka, ktefi zvolili algebraické feSeni, fada z nich bohuzel nezvlad-
la spravné sestavit rovnice, pfipadné je vyfesit. Mnoho Zakt se o feSeni také viibec
nepokusilo.

Nekteti zaci 9. roéniku byli schopni pfimocarého algebraického feseni (Obr. 109).

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tverct. Délka strany tmavé Sedych Ctverci je

5 em. Ur¢i obsah bilého Etverce. Zapis vypocet. " s 40O ,/,,,7"?/—
=z = % S 5t Ll
4/3,” = X ] = — 3

Obr. 109 Algebraicky resend uloha.
Matematicky nadana zZdkyné, nediagnostikovana, 9. rocnik, MG (zdk 130)
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Ne&kteti Zaci 9. roéniku méli problém objevit vztahy mezi délkami stran a nebyli
proto schopni sestavit rovnice, jako je tomu na Obr. 110.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tvercu. Délka stramy tmavé Sedych ¢tverct je

3 cm. Ur¢i obsah bil¢ho ¢tverce. Zapis vypocet _
4& h{(f *)ﬁ%f%’
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Obr. 110 Pokus o algebraické reseni. Bystry zak, 9. rocnik, MG (zZdk 135)

Uved'me opét pro zajimavost feSeni zdka s Aspergerovym syndromem, ktery si
k teseni vybral soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Vypocet je jako vzdy
v jeho ptipadé€ bezchybny, ale zapis je nesouvisly, informace nenésleduji chrono-
logicky tak, jak byly zapisovany.

Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tvercil. Délka strany tmavé Sedych ctvercl je
5 em. Uréi obsah bilého &tverce. Zapis vypocet.
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Obr. 111 Algebraické reseni ulohy s chaotickym zdpisem.
Matematicky nadany zak s Aspergerovym syndromem, nediagnostikovany,
9. rocnik, ZS, (2ik 18)
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Uloha 5 byla opét vhodna z toho hlediska, Ze dobie diferencovala zaky podle ma-
tematickych schopnosti. Mnoho zaki se o feSeni vibec nepokusilo. Za velmi
uspésné mizeme povazovat nékolik Zakl 6. ro¢niku, a to i ty, ktefi nasli jen ¢4s-
tec¢né feseni. Bylo vidét, ze se nad problémem umi zamyslet a pies neznalost po-
tfebného aparatu hledat feSeni.

Jako méné sofistikovana u této ulohy musi byt hodnocena metoda pomoci odhadu.
Z4ci si totiz nemohli byt jisti, Ze jejich predpoklad je opravnény. Mnohem sofisti-
kovangjsi je metoda aritmetickd, kdy si zak zdivodnil velikost malého Sedého
Ctverce.

Co se tyka algebraické strategie, vidéli jsme, Ze ji uspéSné pouzivali zaci jiz od
6. ro¢niku, 1 kdyz jejich pocet byl pochopiteln¢ velmi maly. Na druhou stranu,
zéci 9. ro¢niku tuto metodu volili mnohem castéji, ale vétSinou netispé$né. Zna-
lost aparatu feSeni soustav rovnic jim pfili§ nepomohla k jejimu efektivnimu
pouziti.

—4-8-2 Vybrané skupiny 25k0

24ci, ktefi ziskali plng pocet bod{

Plny pocet bodu v testu ziskalo 14 zaku. Z hlediska nadani 6 z nich bylo bez dia-
gnostikovaného nadani, 4 byli v§eobecné nadani (z toho 2 diagnotikovani v PPP)
a 4 matematicky nadani (z toho 1 diagnostikovan v PPP). Zadny z zakt nebyl
z 6. ro¢niku, pouze jeden byl ze 7. ro¢niku, nejvice zaka bylo z 9. roéniku. Zde
muzeme ziejme sledovat trend schopnosti vzristajicich s vys$sim ro¢nikem,
které jsou dany vétsi matematickou zkusenosti a SirSim spektrem matematického
aparatu.

Z hlediska mé charakteristiky zaka (Tab. 19) se mezi zaky s plnym poc¢tem bodu
objevili jednickafi (jedniC.), Zaci bez zajmu o vyuku matematiky, zak lenivy,
s ADHD, s Aspergerovym syndromem (AS), s logickym myslenim, extrémné
nadana zakyné (extr. n.), viz Tab. 55. VétSina téchto zakt potiebovala k feseni
krat$i nez primérny cas.
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Tab. 55 Zdci, kteri v testu obdreli 10 bodi

glf(‘)’ly Roénik| Pohl. |Nadani| Specif. |Cas Ul | U2 | U3 | U4 | U5
VA 7 Divka Bez Jedni¢. | 45°| Ar. | Ar. |Exp.| Ar. | Ar
VA 8 Divka Bez Jednic. | 35° | Alg. | Alg. | Exp.| Ar. | Alg.
Z8 8 | Chlapec | Vieob. 34° | Ar. | Alg. | Alg. | Ar. | Ar.
M ZS 8 Chlapec | VSeob. | Lenivy | 37°| Ar. | Alg. | Alg. | Ar. | Ar.
G 8 Divka | Vseob. 35° | Alg. | Alg. | Alg. | Ar. | Alg.
VA 9 Chlapec | Bez bfl?zy;:igﬁu 40° | Exp. | Alg. | Alg. | Ar. | Alg.
VA 9 | Chlapec| Bez Bystry | 40° | Alg. | Alg. | Ex. | Ar. |Odh.
VA 9 Chlapec | Bez Jedni¢. | 35° | Alg. | Alg. | Exp.| Ar. |Odh.
Z8 9 Chlapec | Bez ADHD | 45° | Alg. | Alg. | Alg. | Ar. |Odh.
Z8 9 Chlapec | Mat. AS 15° | Alg. | Alg. | Alg. | Alg. | Alg.
Z8 9 Divka | Mat. |Bezzajmu| 35° | Ar. |Exp. Exp.| Ar. | Ar.
M ZS 9 | Chlapec| Mat. 30° | Ar. | Ar. | Alg. | Ar. | Ar.
G 9 Chlapec | Vseob. 32° | Alg. | Alg. | Alg. | Ar. |Odh.
MG 9 Divka | Mat. Extr.n. | 30° | Alg. | Alg. | Alg. | Ar. | Alg.

Vsimnéme si napiiklad toho, Ze matematicky nadana zakyné 9. roéniku bez zajmu
o vyuku matematiky pouzivala mén¢ sofistikované strategie, ani jednou nepouzi-
la algebraickou strategii. Naopak chlapec s ADHD ttikrat vyuzil algebraickou
strategii. U feSeni byl nesoustifedény, coz se projevilo delsim casem potfebnym
k feSent.

vidla vnimany jako snazivé, ochotné osvojovat si postupy. To jim umoznilo uspét
i v netradicn€ formulovanych ulohach. Do skupiny jednickaii spada také jedina
zakyné 7. ro¢niku. Jak je vidét, vystacila si zcela bez algebraickych postupi.

24ci s poruchou autistického spektra

Ve vzorku zakl se objevili tfi Zaci s poruchou autistického spektra. Dva z nich
méli Aspergerliv syndrom a oba byli matematicky nadani, nediagnostikovani.
Jeden z téchto zaka navstévoval 7. roénik v matematicky zamérené zakladni Sko-
le, druhy chodil do 9. roéniku zékladni §koly, do Montessori tfidy. Tteti Zak mél
autismus a byl nediagnostikovany, vyucujicim oznaceny jako bystry, navstévoval
6. ro¢nik bézné zakladni Skoly.
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Tab. 56 Zaci s poruchou autistického spektra

g&’ly Ro¢nik | Pohl. |Nadéni| Specif. |Cas| Ul | U2 | U3 | U4 | U5
“ . Casted-
ZS 7 Chlapec | Mat. AS 14| Ar. | Ar. |Exp.| Ar & Ar
Z8 9 Chlapec | Mat. AS 15° | Alg. | Alg. | Alg. | Alg. | Alg.
VA 6 Chlapec | Bystry | Autismus | 25° | Ne*® | Exp.| Ne | Ne Ne

Oba zaci s Aspergerovym syndromem byli v testu velmi uspésni, oba jej vytesili
v extrémné kratkém case. To obecné odpovida schopnosti lidi s Aspergerovym
syndromem neobvykle rychle provadét aritmetické vypoéty. Zak 9. ro¢niku ziskal
plny pocet bodii a ukazky jeho feseni jsme jiz méli moznost vidét (napt. Obr. 111).
Z nich bylo patrné, Ze zak pouziva velmi nezvyklé a ne¢ekané algebraické postu-
py a ma znacny problém srozumitelné zapsat postup. Probrat feSeni s nim nebylo
mozné, protoze rozhovor témét okamzité ukoncil.

74k 7. ro¢niku ziskal 9 bodi, v U5 nedotahl feseni do konce. Také u néj jsem se set-
kala s nedostateCnym zapisem, kdy vétsSinou zapsal pouze vysledek (pamétni feseni),
nebo uvedl nesrozumitelny zapis. Jako ukazku uvadim feseni 5. ulohy (Obr. 112).

Obdélnik na obrazku je rozd&len na 12 &tvercli. Délka strany tmavé Sedych &tvercl je
5 cm. Uréi obsah bilého ¢tverce. Zapi$ vypolet.

Obr. 112 Ukazka reSeni ulohy zZakem 7. rocniku s Aspergerovym syndromem

0V ptipadé Ul se pokusil o experimentalni feseni, ale Glohu nevytesil, u uloh U3 az U5

nezapsal zadny postup feseni.
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Na Obr. 112 vidime, Ze zak uvadi mnoho rtiznych ¢isel, aniz by sdélil jejich vyznam.
Mezi témito Cisly se vyskytuje ¢islo  (délka strany malého ctverce) a o kousek
dal zapis tohoto zlomku ¢&islem periodickym 1,66. Déle vidime , coz je délka
strany zkoumaného ¢tverce. Dle mého nazoru udélal chybu ve vypoctu

(zapsal 13,66), vypocet 13,66 x 13,66 by uz byl hledany obsah.

Vysledky, které jsem od dvou zakil s Aspergerovym syndromem ziskala, se s teorii
shoduji v rychlosti provadéni aritmetickych ukont, v neobvyklosti postupu, avsak
rozchazeji se s teorii v tvrzeni, ze zaci s Aspergerovym syndromem nejsou uspes-
ni v feSeni problémovych uloh. Zaci, ktefi se vyzkumu uéastnili, se k feseni pro-
blémovych tloh postavili origindln€ a byli v nich uspésni. Problém u nich byl se
zapisem postupu.

74k s autismem ziskal pouze 2 body, spravné vyiesil jen druhou tlohu, a to expe-
rimentalni strategii. Dle ucitele se v hodinach matematiky projevoval jako zak
bystry, v testu vSak z néjakého neznamého divodu selhal. Pfi¢inou by mohla byt
napiklad rigidita mysleni déti (a lidi) s autismem, které se mechanicky nauci opa-
kovani urcitych postupt, ale v novych situacich a problémovych tlohdch neumi
pruzné reagovat.

25ci extrémné matematicky nadani
Ctyfi 7aci 9. roéniku matematického gymnazia byli svymi uéiteli oznaceni jako

extrémné matematicky nadani. Tti z té€chto zaki byli chlapci, divka byla jedna.

Tab. 57 Extrémné nadani Zdci

Pohlavi | Cas | PO 1 w2 | us U4 Us
bodt

Divka 30° 10 Alg. Alg. Alg. Ar. Alg.

Chlapec 35¢ 8 Alg. Alg. Alg. Alg. Ne

Chlapec 32¢ 8 Alg. Alg. Alg. | Casteené alg. | Casteéné alg.

Chlapec 35¢ 8 Alg. Alg. Alg. Alg. Ne

U téchto zaki prevazovalo algebraické feSeni. Pouze divka byla schopna ziskat
plny pocet bodtl, kazdy z chlapct udé€lal v testu néjakou chybu a jeden zak neftesil
posledni ulohu. Chlapci obdrzeli 8 bodt. Chyby u téchto zakt ale mnohdy prame-
ni z ptili§ slozitého zplsobu mysleni. Naptiklad na Obr. 113 miZeme sledovat
feSeni paté ulohy jednoho z zaku. Postupoval slozitéji, nez bylo nutné — neurcoval
délky sousednich stran bilého ¢tverce, ale jeho obsah. Tim mu vznikla kvadratic-
ka rovnice. Dopustil se chyby, kdyz celou rovnici kratil tfemi. Tim ziskal Spatné
koteny. Jeden z kotenil oznacil jako zaporny a dél se jim nezabyval. Druhy koten
oznacil jako délku strany ctverce, ale zdal se mu podeziely, nebot’ je iracionalni
— coz vyjadril vétou ,,nebo neumim pocitat™.
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Obdélnik na obrazku je rozdélen na 12 &tverct. Délka strany tmavé Sedych ctverci je
5 cm. Ur¢i obsah bilého ¢tverce. Zapi§ vypocet.
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Obr. 113 Reseni US extrémné nadanym Zdkem

—4-9 SHRNUTI A DISKUSE

V uvodu vyzkumného Setfeni jsem si polozila ¢tyfi vyzkumné otazky a nyni na
né odpovim.

Ol. Jakého priimerného vysledku dosahli Zaci v jednotlivych ulohach testu?

Nejvyssiho prumérného vysledku dosahli zaci dle ocekavani u ulohy 2, ktera
plnila roli motivacni. Jeji uspesnost byla 85 % a pro zaky byla velmi jednoducha.

Vybornych vysledkt zaci dosahli také v ptipad¢ ulohy 1, jejiz aspésnost byla 72 %.
Uloha jiz neni zcela kolsky typicka, obsahuje netrividlni aritmetické operace
(s¢itani a odé¢itani velkych &isel s nékolika piechody pies zaklad). Zaci ji proto
nemohli fesit ve vétsSin€ pripadi pamétné, museli zvolit nékterou ze sofistikova-
néjsich strategii a zapsat si vypocet. U této ulohy se potvrdily vSechny vyslovené
hypotézy. Domnivam se, ze tato uloha by byla vhodna do testu pro rozliseni zaku
podle jejich nadani. Jediné riziko, které v pripadé této tlohy vidim, je to, Ze zaci,
ktefi chodi do tfid s rozsifenou vyukou matematiky, mohou znat postup feseni
z hodin matematiky, a postupuji tedy mechanicky, zatimco zaci béznych zékladnich
kol se s timto typem tlohy nemusi béhem vyuky setkat.

Rovnéz v ptipadé ulohy 4 byla vysoka Gispésnost, 71 %. Tato tiloha byla specificka
tim, Ze vlastné zcela obratila vysledky zaka vzhledem k ocekavani dle nadani nebo
nich skol a zaci, ktefi nebyli oznaceni jako nadani. Klicem k zodpovézeni otazky,
jak se to mohlo stat, je volba strategie feseni. Zaci, ktefi jsou nejméné vyzbrojeni
matematickym aparatem, neznaji feSeni pomoci rovnice nebo soustavy rovnic,
vybrali aritmetické feSeni zaloZené na hledani spolecnych déliteli. Tato metoda
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méla vice nez 90% uspésnost. Diky této tloze si mizeme uvédomit, jak je oSemet-
né ocekavat, ze o vysledcich v matematice rozhoduji schopnosti zdka a nadani.
Nékdy miize byt dominantni zcela jiny faktor, ktery o isp&snosti rozhodne. Uloha
by byla nevhodna pro rozlisovani zakl podle nadani.

Uloha 3, dynamicka slovni loha, méla dle o¢ekavani nizsi usp&snost, 41 %. Nej-
uspesnéjsi v ni byli zaci 9. ro¢niku, matematicky nadani zéci a zaci, kteti zvolili
experimentalni strategii feSeni. Problém s touto ulohou byl opét v tom, Ze néktefi
zaci byli evidentné vytrénovani na postup feSeni, zatimco jini se s tlohou nikdy
nesetkali.

Uloha 5 méla nejnizsi usp&snost, 21 %. Celkovou iispésnost snizoval vysledek zaki
6. ro¢niku, kteti se nedokazali preklenout pres zlomky. Zlomky vsak byly prekaz-
kou i pro zéky vyssich rocnikl. Vypadalo to, jako by se Zaci zalekli, kdyz uvidéli
racionalni ¢islo, a tlohu opustili nevyfesenou. Diivodem muize byt fakt, Ze Zaci se
mnohem castéji setkavaji s ulohami, v nichz pracuji pouze s celymi Cisly (s racio-
nalnimi ¢isly se prakticky setkaji pouze v tematickém celku racionalni ¢isla).

02. Jakého prumérného vysledku dosdhli Zaci v jednotlivych ulohdch testu
vzhledem k rocniku?

Zavislost na ro¢niku byla silna u viech uloh s vyjimkou U4. Zaci 6. ro¢niku byli
znevyhodnéni omezenym matematickym aparatem. V piipadé ¢tvrté ulohy zfejmé
opét sehralo roli to, ze zaci nizSich ro¢nikl neovladaji algebraickou strategii
a k feseni si vybrali hledani spole¢nych délitelt.

03.  Jakého prumérného vysledku dosdhli Zaci v jednotlivych ulohdch testu
vzhledem k nadani?

Matematicky nadani zaci byli s vyjimkou U4, v niz se snazili uplatiovat algeb-

raickou strategii, nejuspesnéjsi ve vsech tlohéch, vétSinou vsak jejich vysledky

nebyly vyrazné lepsi nez naptiklad u zakt béznych zakladnich skol. Tento jev miize

mit n€kolik pficin, osobn¢ vnimam tyto divody:

* Matematicky nadani Zaci se dopoustéji chyb numerickych i logickych. To
snizuje jejich skore v pisemném testovani.

* Matematicky nadani Zaci Casto prokazuji komplexni mysleni a globalni
planovani, vybiraji si nékdy zbytecné slozity zplisob vypoctu, to je Casoveé
zdrzuje a zvySuje riziko numerické chyby.

* Matematicky nadani Zzaci pouzivali sofistikovanéjsi metody feSeni, velice
Casto vybirali algebraickou metodu. Pokud v feseni selhali, nebyli vétSinou
ochotni ptistoupit k mén¢ sofistikovanym metodam.

*  Nemohu pominout ani faktor vybéru nadanych zakt, kdy nadani bylo po-
suzovano uciteli na zakladé¢ subjektivniho ndzoru o tom, jak se nadany zak
projevuje.
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0O4. Jaké strategie resSeni budou Zaci volit vzhledem k nadadni?

Zavislost vybéru strategie na nadani zaka se projevila, a to zejména u matematic-
ky nadanych zaka. Ti v ulohach volili sofistikovanéjsi metody feSeni, velice ¢asto
algebraickou metodu. To v§ak mnohdy snizilo jejich uspésnost.

Domnivam se, Ze uspésnost u ulohy 1 a 3 by mohla byt vyssi, pokud by Zaci byli
vedeni k sofistikovanému pouzivani experimentalni strategie. Bfehovsky a kol.
(2015) uvadi: ,,Jsme presvédceni, ze schopnost zaki fesit nerutinni problémy by
rostla, kdyby zvladli experimentdlni heuristické strategie.” Toto presvédceni
sdilim. Zaci v testovani experimentalni strategie piilis nevyuzivali, zejména pokud
jiz znali algebraické strategie. Je mozné, ze ucitelé je k tomu nevedou, protoze na
experimentalni strategie nahlizeji jako na ,,nematematické®, postradajici algorit-
mickou podstatu. Novotnd (2004) uvadi, ze pouzivani experimentalnich metod
je nékterymi uciteli povazovano za nevhodné, nebot’ zdka utvrzuje v dojmu, Ze
najit feSeni je dulezit¢jsi nez rozvijet urcité fesitelské strategie. Pritom praveé diky
metodam fizeného experimentu Zaci mohou objevovat vztahy zadané v tloze.
Také cileny rozvoj aritmetickych strategii by mnoha zaktim pomohl pfi feSeni mnou
zadanych tloh. Aritmeticka etapa feSeni algebraickych tiloh jako by se na zakladnich
Skolach zcela vynechavala. Pfitom v historii pfevladala cela staleti, nez byl zaveden
algebraicky aparat a symbolika, které¢ algebraické vypocty znacné usnadnily.

Jako problematické se mi jevi posuzovani vysledk matematicky nadanych zakt
podle skére v testu. V testovani matematickych znalosti a dovednosti je zvykem
skorovat vykon zaka jako celek. Plného poctu bodi zak dosahne tehdy, pokud
zapise spravny vysledek (za podminky, Ze ke spravnému vysledku vedl spravny
postup). Zak tedy ztraci body jak za nespravné tivahy, tak také za numerické chy-
by. Jak uvadi Sternberg (1981), matematicky nadani zaci pouzivaji komplexni
zpusob mysleni, jsou schopni tilohu posuzovat globalné a tak ji také fesit. V pru-
béhu fesent se stejné jako ostatni zaci dopoustéji riiznych chyb jak logickych, tak
numerickych. Jestlize je tedy test zaméfen na spravné vysledky, jak byva bézné,
matematicky nadani zaci v ném nemusi dosahovat excelentnich vysledki. Reseni
zaku by se méla posuzovat komplexné¢, nejen z hlediska dosazeni spravného vy-
sledku, ale také z hlediska pouzité strategie, originality feSeni (zde by se matema-
ticky nadani zaci mohli vice lisit od svych vrstevniktl) apod. Pro identifikaci na-
dani by se nemélo pouzivat jen pisemné feseni.

Co se tyce strategii, neda se fici, ze by pfevazovala jedna strategie feseni. U kaz-
dého typu tloh Zaci preferuji jinou strategii feSeni. Lze vSak konstatovat, ze dle
vysloveného oc¢ekavani u naro¢négjsich tloh volili nenadani zaci a také Zaci vSeo-
becné nadani spise aritmetické strategie, zatimco velké procento matematicky
nadanych zakl zvolilo strategie algebraické. U matematicky nadanych zakt vSak
tento fakt mnohdy znamenal netispéch pfii feseni. Otazkou je, pro¢ primarné pou-

zivali algebraickou strategii. Pfi¢inou by mohla byt tendence matematicky nadanych
zakl pouzit tu nejsofistikované;si strategii, kterou maji k dispozici.
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Preferovani algebraické strategie mize mit i jiny diivod. Novotna (2000) uvadi, Ze
Casto dochazi k tomu, ze fesitelé, ktefi jiz maji uréitou zkusenost s feSenim rovnic,
preferuji feseni algebraické pied feSenim aritmetickym. ReSeni rovnic a jejich
soustav ma totiz algoritmicky charakter a zakim, ktefi ovladaji tento aparat, mize
ptipadat takovy postup snazsi. To plati pro zaky nadané i nenadané, avSak nena-
dani zaci jesté nemuseli ziskat v algoritmu takovou jistotu, aby jej pouzili. Rizikem
je to, Zze pokud zak nema zvladnuty aritmetické pfedstavy, mize mit problém
objevit algebraické vztahy.

Opét musim pripustit, Ze nedokonaly vybér vzorku a relativné maly pocet mate-
maticky nadanych ve vyzkumu mohly mit vliv na vysledky. OvSem i jini vyzkum-
nici, napiklad Linsell (2009), dospéli k nazoru, Ze matematicky nadani Zaci pou-
zivaji v lohach rovnicového charakteru sofistikovanéjsi postupy nezli jejich
vrstevnici.

Nejen v historii miizeme pozorovat, Ze dlouho ptfevladalo aritmetické mysleni.
Starovéci a stiedovéci ucenci zadavali ulohy tak, aby vychazely celociselné, pti-
padné s jednoduchymi racionalnimi &isly. Ulohy, jejichz vysledky jsou iracionalni
Cisla, vyzaduji obvykle algebraické postupy. Také u zaki mizeme pozorovat, ze
dlouhou dobu davaji pfednost aritmetickym metodam, nékdy po celou zakladni
Skolu. Algebraicky aparat neumi spravné pouzit ani mnozi matematicky nadani
74ci a je mozné, ze jej maji osvojen spise formalné.

—4-10 LIMITY VYZKUMU

Vyzkum ukazal fadu zajimavych fenomént, avsak jeho realizace méla nékolik
slabin. Problematické je napiiklad zafazeni zakt do skupin podle nadani. Zaki,
ktefi byli identifikovani pedagogicko-psychologickou poradnou, bylo ve vyzku-
mu 13. U ostatnich zaka bylo nutné spolehnout se na vybér ucitele. V této chvili
se projevily velké rozdily v urovni zakl na jednotlivych skolach, a to i v ramci
jednoho typu skol (napt. bézna zakladni Skola). Nekteti ucitelé uvedli, Ze na celé
Skole nemaji ani jednoho nadaného zaka, potom tedy vybirali ty nejSikovnéjsi
zaky v ramci ttidy ¢i Skoly. To, do jaké skupiny je Zak zatazen, nemusi tedy odpo-
vidat realité. Problematika roztazovani zaka dle schopnosti se jevi jako naro¢na.
Existuji dle mého nazoru tfi zpisoby, jak zdky roztadit, a kazdy z nich je spojen
s ur¢itymi riziky:
1) Odborna diagnostika v pedagogicko-psychologické poradné nebo jiném
zafizeni. Problémem je, Ze zaci 2. stupné a jejich rodi¢e nemaji Casto zajem
o odbornou diagnostiku, svoje nadani pro matematiku fesi radéji vybérovym
gymndaziem. Problematicka je rovnéz interpretace vysledk, pokud je po-
suzuje nékdo, kdo sam matematiku dostate¢né neovlada.
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2) Roztfazeni zdkl na zéklad€ didaktického testu. Problémem je, Ze nadani
zéci, zejména matematicky, by nemuseli v testu dosdhnout vybornych vy-
sledkt (viz divody vyse).

3) Dat na usudek ucitele. Vyhodou v tomto piipadé je dlouhodobé pozorovani
zéaka. Problémem je nejednotnd troven zakl na riznych skolach, rozdilné
vnimani nadéni riznymi uciteli.

Ani jeden ze zptsobi, kterymi by bylo mozné zaky roztadit do skupin podle na-
dani, neni optimalni. Kromé toho je nutné si uvédomit, ze zaradit Zaka do jedné
kategorie Casto také neni jednoduché, hranice mezi kategoriemi nejsou ostré.
Nejvhodnéjsi by bylo zvolit kombinaci vSech tii uvedenych zplisobl kategorizace
zaku, avsak 1 tak brat rozdé€leni s rezervou.

Design studie, kdy byl stejny didakticky test zadavan zaktm ¢étyt roéniku, l1ze
vnimat jako jeji limit. Zaci se 1i§i nejen znalostmi a dovednostmi, ale i koncentra-
ci, matematickou zkuSenosti aj. Vzhledem k témto skute¢nostem by bylo vhodné
ulohy vice diverzifikovat a rozdé¢lit alesponi do skupin roénikt 6—7 a 8-9.

Pro validngjsi vysledky by bylo nutné ziskat vzorek, v némz by byl vyrovnany
pomér divky/chlapci a kde by vybér zakl vice odpovidal rozloZzeni v populaci.
Vhodnéjsi by také bylo rovnocenné zastoupeni ro¢nikd.

Rovnéz vybér tloh ptirozené ovlivnil vysledky vyzkumu, je mozné, Ze jiné tilohy
by ukazaly vysledky mezi skupinami Iépe ¢i jinak.

Esencialni soucasti vyzkumu byly rozhovory, které probéhly se zaky bezprostied-
né po napsani testu. Je skvelé, ze se podaftilo realizovat rozhovor s kazdym Zakem
Ucastnicim se zkoumani. Piestoze se jednd o casoveé naro¢nou Cinnost, je zcela
nenahraditelnym zdrojem informaci o zplsobu zdkova uvazovani. V samotném
zéapisu feSeni zustavaji nékteré fenomény skryty a vyzkumnik je mize odhalit
teprve pii rozhovoru s zakem.
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~5- DOSPELI NADANI
A JEJICH VZPOMINKY
NA SKOLU

Najit nadané zaky ve skolach byl pomérné problém. Ucitelé mi na moji zadost
o testovani nadanych zakt neztidka odpovidali, ze na celé Skole nemaji ani jedno-
ho zaka, kterého by oznacili jako nadaného. To mé ptivedlo na spoustu otazek.
Jak je mozné s jistotou identifikovat nadaného zaka? Je identifikace v pedagogicko-
-psychologické poradné dostate¢nou zarukou, Ze zak oznaceny jako nadany je
opravdu nadany? A je viibec nadani métitelné? Jak se ve skole projevuji matema-
ticky nadani — jsou to obyc¢ejné déti, nebo jiz v obdobi zakladni skoly vyhravaji
matematické soutéze a ziji pouze matematikou? Na Skolach nebyl problém najit
zéaky, kteti méli pedagogicko-psychologickou poradnou diagnostikovany poru-
chy uceni, ADD, ADHD a dalsi. Najit vSak odborn¢ identifikovaného nadaného
byl velky problém. Piipadalo mi dilezité podivat se na celou zalezitost z opacné
strany — pohledem clovéka, ktery se matematikou zivi na vysoké urovni. Abych
si udélala obrazek o tom, jak se matematicky nadani projevovali ve §kolnim pro-
sttedi, jaké byly jejich z4jmy a zda jiz na zakladni Skole byli zahloubani pouze
do matematiky, rozhodla jsem se vyuzit toho, Ze se pohybuji v prostiedi vysoce
matematicky nadanych lidi, kterych jsem se zeptala, jaké jsou jejich vzpominky
na détstvi a skolu.

Neusar (2009) upozoriiuje, Ze vybavovani vzpominek je v mnoha ptipadech
pomérné naro¢nym tkolem, coz miize byt zejména pro méné motivované respon-
denty divodem, ze svou odpoveéd spiSe né€jak odhadnou ¢i vymysli. Zejména
u vzpominek z dob davno minulych nejvétsi potize piinadsi limit nasi paméti;
dokonce i vzpominky, které si pamatujeme zcela jasn€, mohou byt vyrazné zkres-
lené ¢i pIné smyslené. Schacter (1999) uvadi, ze zatimco nékteré piijemné vzpo-
minky siradi uchovavame a miizeme si je dokonce piibarvit, neptijemné, zejména
traumatizujici vzpominky mame tendenci vytésnovat. To hraje roli zejména
u citové zabarvenych vzpominek, kterymi jsou i vzpominky naptiklad na milou
pani ucitelku, kterou mél respondent rad, nebo na Sikanu, kterou zazival v kruhu
spoluzaka.
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Motivace mnou oslovenych respondentli byla vysokd. Vyzkum je velmi zaujal
a s chuti se snazili vybavit, co v détstvi zazivali. Osobné se domnivam, Ze prestoze

nelze brat zcela vazné konkrétni vzpominky, celkovad vzpominka na to, co doty¢ny
zazil, muze byt vypovidajici.

-5-1 VUYZKUMNA SONDA - VZPOMINKY MATEMATIKU
A FYZIKU NA SKOLU

Vyzkumna sonda méla nasledujici cil: najit parametry z oblasti skolniho prosttedi,
rodinného prostiedi, vztahu se spoluzaky a zajmu, které jsou pro respondenty
klicové a ovliviovaly v détstvi jejich vztah k matematice.

Zeptala jsem se nékolika odbornych matematiki ¢i fyzikl z univerzitniho prostie-
di a jednoho matematicky nadaného programatora, jak hodnoti sva Skolni léta.
Ucinila jsem tak proto, Ze jsem chtéla védét, jak (a zda) Skola pfispéla k jejich
nevSednimu matematickému nadani. Jména osob jsou smyslena.
Formou rozhovoru jsem realizovala devét ptipadovych studii. Zamétila jsem se
na tfi oblasti, které jsou dle mého nazoru kli¢ové v zivoté nadaného ditéte:

1) Rodinné prostiedi.

2) Vliv ucitele matematiky.

3) Vztah se spoluzéky a role v kolektivu.
Respondenty jsem sezndmila s cilem mého vyzkumu a nechala je volné hovotit
o svych vzpominkach na sSkolni dochazku. Pokud nezminili nékterou informaci
z mého pohledu diilezitou, byla jim polozena dopliujici otazka.
Ocekavala jsem urcité spole¢né rysy respondentii. Byla jsem piesvédcena o tom,
ze tito 1idé meli od raného détstvi zdjem o matematiku. Rodinou (rodici, souro-
zenci aj.) byli podporovani v zajmu o matematiku. Skolni prostiedi nemuselo byt
pro vSechny podnétné, pokud nebylo, dokézali sviij zdjem o matematiku uspokojit
jinde. Domnivala jsem se, ze vétSina z nich méla problémy se zaclenénim do ko-
lektivu.
Béhem rozhovoru jsem si zapisovala klicové udaje, které byly respondentem zmi-
nény. Ty jsem poté analyzovala z hlediska mnou oéekavanych jevi (viz body 1 az
3 vyse), tiidila je do kategorii a soucasné jsem evidovala dalsi opakujici se jevy.
Pomoci této analyzy jsem identifikovala nasledujici kategorie:

* zdjem o matematiku v ramci Skoly;

* zajem o matematiku v mimoskolnim prostiedi;

» zajem o dalsi obory;

» zdjem rodicl o vzdélavani ditéte;

» zaclenéni nadaného ditéte do kolektivu, vztahy se spoluzaky.
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Po analyze prvnich tfech rozhovorii (s Radimem, Zdeiikem a MiloSem, viz nize)
jsem si vSimla, ze méli urcité spole¢né znaky, ale ne zcela ty, které jsem ocekava-
la. Zejména vliv rodiny na nadané zaky se jevil jako odlisny od toho, co jsem
ocekavala. Rodi¢e nepodporovali rozvoj svych déti v oblasti matematickych schop-
nosti, ale podporovali jejich celkovy v§eobecny rozhled. Jako spole¢ny jmenovatel
uvedenych nadanych se dale ukazoval zajem o ¢etbu, nikoli pouze knih s matema-
tickou tematikou, ale naptiklad historickych knih. K ptivodnim péti kategoriim
jsem piidala dalsi ¢tyfi:

* zajem o matematiku v raném détstvi;

* zajem o Cetbu;

* zéjem o obory, jako jsou historie, malitstvi, hudba, pfirodovéda;

* hodnoceni smysluplnosti traveni ¢asu ve skole.

-5-2 VUYSLEDKY

RADIM, teoreticky matematik uznavany u nds i ve svete

JiZ od raného détstvi Radim pocitoval svoji odlisnost od ostatnich déti. Své pro-
blémy s komunikaci ¢aste¢né ptipisuje tomu, ze piedskolni vek travil u babicky
v ptirodé, kde nemohl trénovat komunikaéni dovednosti.

Od zékladni Skoly ho bavila matematika, chodil na matematické soutéze, n€kolikrat
vyhral. Jednou si dovolil opravit ucitelku matematiky, ktera to vzala osobn¢
a zaCala mu to pry ,,vracet®. UCitelka dle jeho slov urcité neptispéla k tomu, ze ho
matematika bavila. Byla to jeho matka, kdo rozvijel jeho zajem tim, Ze ho zasobi-
la matematickymi knihami.

Spoluzaci se mu neposmivali, ale zejména proto, Ze se ve Skole neprojevoval. Doma
si tajné vyrabél knizku se vzorecky, s astronomickymi poznatky a podobné.
Po zékladni skole absolvoval gymnazium, poté se rozhodl jit na stavebni fakultu,
a to proto, ze nevédél, co se sebou. Studium mu ale nevyhovovalo, byl tam rok,
poté studium prerusil a pracoval v truhlarské dilné. Zde pochopil, ze ho velmi
zajima matematika, rozhodl se studovat odbornou matematiku a tu uspésné vystu-
doval.

ZDENEK, teoretick( fyzik

Zdenék vzpomina na zakladni Skolu tak, ze byl vzdy nejlepsi na matematiku,
ale spoluzaktim to zas tak moc nevadilo. Kdyz ale vzpomina déle, uvédomuje si,
ze je to vlastné ,,docela Stvalo®. Ale netrpél tim, nezazival zadnou Sikanu.

O ucitelce tika, ze ho nikdy nepodporovala v rozvoji nadani, nepfipravovala mu
z4dné zajimavé Ulohy. Materidly, které jej matematicky rozvijely, si vyhledaval
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sdm. Napftiklad ho bavilo dokazovat tvrzeni, ktera ucitelka vyslovovala. M¢l §tés-
ti v tom, ze ho ucitelka nikdy neshodila, jeho napady na feseni uloh vzdy respek-
tovala.

Ani jeden z rodic¢t nebyl matematik ¢i fyzik, ale otec byl 1ékat a rad détem povidal
o svété. Tak se Zdenek doveédél o vesmiru, o lidském téle, o chemickych slouceni-
nach a tak dale.

Na 2. stupni doslo k rozdéleni zaka do tii tfid podle vykond — chodil do tfidy
nejSikovnéjsich zakh. Tridy se staly homogennéjSimi, pfesto ani tak nevytvorily
podnétné prostiedi pro néj jako nadaného zaka.

Po 8. ro¢niku Sel na gymnazium, zde se podle svych slov zacal citit i rozvijet da-
leko 1épe.

MILOS, informatik

Milos chodil na zakladni skolu se zamétenim na fotbal a velmi zde trpél. Se spo-
luzaky-chlapci si viibec nerozumél, mohl se bavit jen s nékolika dévcaty, kterym
nevadilo, ze dokéze v matematice vSe vyfesit. Vysvobozenim pro n¢j byl prechod
na viceleté gymnazium, kde se jednak zacal citit 1épe v kolektivu, jednak dostaval
vice podnétl ve vyuce matematiky.

Matka se zajimala o Milostv prospéch, méla zajem, aby prospival ve vSech pred-
métech. Otci byly Skolni zalezitosti veelku Thostejné.

Od détstvi velmi cetl, nikdo ho do toho nemusel nutit. Nejvice ho bavily historic-
ké romany, naptiklad Ivanhoe od Scotta. Velice se zajimal o hrady a jejich historii.

MARTA, aplikovana matematicka

Marta ma o Sest let star§iho bratra, ten se ji hodné vénoval a uz v 1. tfid¢ ji naucil
zlomky. ,, Takze kdyz jsem se ve Skole nudila, napsala jsem si nékolik zlomku
a bavila jsem se tim, Ze jsem je séitala a od¢itala.” Ve 2. tfid¢ jiz byla schopna
pracovat se slozenym zlomkem.

Vyuka pro Martu nebyla ni¢im moc zajimava ani obohacujici, vétSinu véci znala
pfedem. Pani ucitelka ji vSak vysSla vstfic tim, Ze ji dovolila nosit si do Skoly knihy
a Cist je v hoding.

Se spoluzaky méla v 1. a 2. tfidé velmi dobré vztahy. Pak se ale sté¢hovali a pfi
zméné Skoly nezapadla do kolektivu, nerozuméla si s détmi. V 6. ro¢niku se vSak
zformoval novy kolektiv a trochu se to zlepsilo. Na 2. stupni navic Marta dostala
vyborného ucitele na matematiku, byl to starsi pan, ktery umél vysvétlovat.

Na gymndaziu byla matematika na vynikajici urovni. Zde uz Marta jednoznacné
védela, ze chee studovat matematiku nebo fyziku.
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Rodi¢e Marty pochazeli z velmi chudych poméri, piesto byla podpora z jejich
strany velika. Zalezelo jim na Skolnich vysledcich, doma se ¢etly knihy, povidalo
se o svété. V matematice ji nejvice podporoval starsi bratr, ktery byl stejné jako
ona matematicky nadany.

ILONA, aplikovand matematicka

Matematika na 1. stupni nebyla na moc dobré trovni. U¢itelku si Ilona vlastné
viubec nepamatuje. V té dobé bylo ve tfidé mnoho déti, byla i odpoledni vyuka
v turnusech jednou za dva tydny, vSe bylo velmi hektické. VEétsinu véci, které se
déti ucily, Ilona uméla a nemusela se je ucit. Na rozdil od ptedchézejicich respon-
dentl se ucastnila matematické soutéze, konkrétné Pythagoriady.

K matematice byla vedena od malicka matkou, kterad byla ucitelkou matematiky
na gymnaziu. Zajimalo mé¢, jak konkrétné ji maminka ovliviiovala. ,,Jenom tim,
ze to maminku bavilo. Byla nadsena, kdyz tfeba student nasel hezké feseni tlohy.
Me¢la radost z objevovani a krasy matematiky — to, co vétsina lidi nevidi.”

Také déda ji vedl k logickému mysleni, vytvarel ji vizualni predstavy. ,,Kupovali
jsme tfeba plato vajec a on mi fikal, abych ta vajicka nepocitala po jednom, ale po
fadcich. Zda se mi, ze ve skolach hodn¢ chybi vizualizace.

Od 5. ro¢niku Ilona presla na matematickou zakladni Skolu, coz ji zasadné nasme-
rovalo. Nikdy ji od této doby nenapadlo, Ze by d¢€lala néco jiného nez matematiku.
Na 2. stupni se zacala ucastnit koresponden¢nich seminaiti a matematickych
sousttedéni.

Na gymnaziu ji ovlivnil tfidni ucitel. Byl mlady, Sikovny a velmi dobry matematik.
Me¢l vyborny zpiisob vyuky matematiky, ucil studenty premyslet. ,,Jel systé-
mem definice-véta-diikaz. Rikal, Ze jsme dost chytii na to, abychom to zvladli.
Od 2. ro¢niku gymndzia méla na matematiku individudlni vzdélavaci plan — ziej-
m¢é pro extrémni nadani, ale jak fika: ,,Nevim, co je nadani a co je pile.“ V ostatnich
predmeétech se ucila jen na zkousky, které mély dany termin.

Mnoho a rada cetla, na zakladni Skole historické romantické ptib¢hy (naptiklad
Ivanhoe). Pfitom nemé¢la rada skolni déjepis.

VERONIKA, vysokoskolska profesorka matematiky

Veronika méla na 1. stupni vyborného a hodného pana ucitele. Matematika ji ale
vubec nezajimala.

Také na 2. stupni méla dobrého ucitele matematiky, ale vice ji zajimaly jazyky,
chtéla je studovat.

Veronika navstévovala dvanactiletou sttedni Skolu. ,,Tam to s matematikou nebylo
nic moc, pani ucitelka byla nevlidna, asi tu matematiku sama neuméla, méla to
naucené. Béda, jak nékdo vybocil. Ta nas od matematiky spiSe odrazovala.“
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Stale chtéla studovat jazyky. Ve 12. ro¢niku dostali nového ucitele, mladého, a ten
ji za jeden rok piivedl k matematice. Nakonec dospéla k nazoru, Ze jazyky se miize
ucit sama, ale matematiku ne.

V kolektivu neméla Veronika zadné problémy, méla nékolik dlouhodobych kama-
radek.

Od détstvi mnoho cetla, zejména historické romany (napiiklad Hugo, Balzac),
knihy o malifich.

Doma byly tii sestry (véetné ni), maminka byla dlouho doma a podporovala dcery
v uéeni. Rodina chodila ¢asto na vylety. Cetlo se spoleéng.

XAVER, teoreticky fyzik

Zékladni Skola byla podle Xavera trochu nudna a nezajimava. Ned¢laly se véci,
které by ho bavily. Navic mu vyuka ptipadala pon¢kud neefektivni. Asi v 5. roc-
niku si udélal prizkum efektivity vyuky a zjistil, ze za Sest vyucovacich hodin,
které méli v jednom dni, se ucilo ptiblizné hodinu a pul. Ve zbytku ¢asu se feSily
véci pro Xavera zbytecné — zkouselo se u tabule, fesily se tfidni a kdzeniské pro-
blémy.

Na 2. stupni Xaver inklinoval pfedevsim k matematice. AvSak hodiny matematiky
nijak zvlast’ zajimavé nebyly. S fyzikou to bylo obdobné. Ucitel fyziky nedokazal
ucivo predavat poutavé. Béhem zakladni Skoly chodil Xaver na rizné olympiady,
v Matematické olympiadé¢ se dostal do oblastniho kola. Ucitelka ho netrénovala,
jen mu dala moznost ztcastnit se MO.

Se spoluzaky se na zakladni Skole tolerovali, mél asi dva lepsi kamarady.

Leccos se zménilo pfechodem na gymnazium. Zacal ¢ist fyzikalni a matematické
knihy, shanél si je po antikvariatech. Utastnil se mnoha korespondenénich semi-
nart z fyziky a informatiky. Zlepsilo se také jeho zatazeni mezi spoluzéky, nebot’
s nimi mél vice spole¢nych zajmu.

Rodice neobohacovali Xavera konkrétné (v matematice nebo ve fyzice), ale spis
obecné: ,,Bylo co ¢ist, mél jsem k dispozici kiiZzovky a podobné.*

Na zavér naseho rozhovoru vyslovil Xaver nazor, pramenici z jeho zkusenosti se
skolou: ,,Skola slouzi primarn¢ k hlidani déti, aby rodice mohli chodit do prace.
Samoziejme mize$ mit §tésti a natrefit na dobrého ucitele, ale neni to pravidlem.*

JINDRICH, svétové uznavany matematik

Na 1. stupni mél Jindfich Sikovnou pani ucitelku; o ucitelich tika, ze ho vzdy mo-
tivovali. Pfesto béhem 1. stupné v matematice nevynikal.

Na 2. stupni mu jiz matematika §la 1épe, ale nikterak se ji nezabyval. V matema-
tice mél jednicky a dvojky; neprojevoval se jako vyborny zak, ani nemél problémy.
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Mnoho &etl — Jiraska, Nerudu, Babi¢ku od Némcové, Storcha (napi. Lovei mamu-
th), oslovila jej kniha Volani rodu, velmi ho zajimala historie. Mél vytvarné nada-
ni, ve vyucovani si Casto kreslil. Jak ale tika: ,,Nadani je nutno rozvijet, ja jsem
vlohy pro kresleni nerozvijel, proto ze m¢ zadny malit nebyl.

Teprve na sttedni Skole zacali Jindficha povazovat v matematice a fyzice za vyni-
kajiciho zaka. Mél velmi ptisného ucitele, ktery jeho vlohy rozvijel. Na maturitu
z matematiky se ptipravoval peclivé, vyfesil mnoho uloh. Rozhodl se jit na mate-
matickou vysokou Skolu. Motivaci pro néj ovSem bylo to, Ze na matematicky za-
méfenou vysokou skolu se dostane snaze nez na jiny typ skoly.

Rodinné prostiedi bylo podnétné. Rodice velice dbali na to, aby prospival ve sko-
le. Otec si s nim ¢asto povidal o fungovani svéta.

O uditelich tika, ze mél cely Zivot $tésti na osobnosti.

Jindfich se pokusil zformulovat, ¢im se tolik odliSuje od ostatnich lidi: ,,Mam
zéasadu hledat i necekané souvislosti, snazim se odkryvat podstatu véci, neustu-
povat pied problémy a hledat jejich feseni.

SIMonN, svétové uzndvan( teoreticky fyzik

Simon chodil od 3. roéniku do jazykové t¥idy, v kolektivu pievazovaly divky.
Vztahy se spoluzaky oznacuje za vice méné neutralni. Piesto se v kolektivu neci-
til ptili§ dobfe. Pocitoval odliSnosti od spoluzdkili, nemél s nimi spolecné zajmy,
nemél si s nimi o ¢em povidat. V tfidnim kolektivu mél jednoho dobrého kamara-
da a kamaradilo s nim i n¢kolik dalsich chlapci.

Matematické tilohy fesil Simon neobvykle, nedodrzoval postupy, uéitelce to vadi-
lo. V 6. roéniku mu kvuli tomu hrozila dvojka z matematiky. Spoluzaci protesto-
vali a vybojovali mu jednicku.

Matematické poznatky ziskaval prfedevsim ze Skoly, vS§imal si riiznych zakonitos-
ti, které potom samostatné rozvijel. Doma ¢etl knihy o fyzice. Zajimaly ho pfirod-
ni védy obecné, chtél se stat ochrancem ptirody.

Po dokonceni 8. ro¢niku Sel na gymnazium, do matematické tidy. Velmi se mu
tam libilo, protoze zacal mit se spoluzaky spolec¢né zaliby. Matematika méla vy-
sokou hodinovou dotaci, byla vyu¢ovana na vysoké trovni. Resily se naro¢né
problémové tlohy, studenti spole¢né debatovali nad fesenim.

Simon velmi Getl, nejvice verneovky nebo mayovky. U nékterych knih m&l problém
s tim, Ze si nedokazal zapamatovat v§echny postavy, pokud jich bylo vice.

Rodic¢e ho velmi podporovali ve studiu matematiky, zajimali se o jeho studium.
Tatinek mu ukazoval matematické hticky, vykladal zajimavosti o matematice
a o prirodovédé. Doma méli knihy s matematickymi tlohami, které spolecné fesili.
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—5-3  Shrnuti

U respondent miizeme sledovat tyto spole¢né znaky:

Skolni prostiedi vétsinou nebylo zdrojem podnétil a rozvoje nadani. Casto se
opakuje slovo ,,nuda“. Nekteré respondenty ovlivnila osobnost ucitele, ktery
m¢el dobré matematické znalosti, umél ucivo vysvétlit, byl privétivy.

Vétsina nadanych méla podnétné rodinné prostiedi, i kdyz ne pravé zamétené
na matematiku. Rodice tyto déti spiSe podporovali v poznavani svéta jako
celku, neslo o zadny nacvik matematickych postupti. Tito zaci ¢etli mnoho
knih. Stejnou zkusenost ma Campbell (2001), ktery uvadi, ze v rodinach s na-
danymi détmi vzdy bylo velké mnozstvi knih.

Neékteii nadani po celou zakladni Skolu viibec netusili, ze jsou v matematice
vyjimecni. Jejich zajmy byly velmi Siroké, ziskali velky rozhled, a to zejména
cetbou.

Nekteti nadani se zacali Iépe citit az v homogennéjsich tfidach, kde se nemu-
seli za své nadani stydét. Neékolikrat bylo uvedeno, Ze teprve na viceletém
gymnaziu méli se spoluzaky vice spolec¢nych zajmu. Jestlize respondenti méli
pocit, ze se nachazi v kolektivu, ktery neni veden k toleranci a respektovani
ruznosti lidi, mnohdy neusilovali o Zadnou interakei se spoluzaky, nedavali
ptilis najevo své nadani. Stehlikova (2016) uvadi, ze nadané déti samy sebe
casto vnimaji jako divné, jiné a toto sebepojeti vstupuje do vztahti s kamarady.
Rika, Ze nejen Ze ostatni déti necht&ji byt s nadanym ditétem, ale také nadané
dité¢ nechce byt s nimi. Bohuzel, zejména na prestiznich gymnaziich mtze
dojit i k opacné situaci, kdy v kolektivech sloZzenych z kognitivni elity jsou
utlacovani zaci ,,pouze™ bystfi. Zde uz nemluvime pouze o tom, kdo koho $i-
kanuje, ale o celkové schopnosti zaki komunikovat spolu a vzéjemné se respek-
tovat. Segregace bohuzel nevede k rozvoji téchto komunikacnich dovednosti,
nerozviji se komunikace mezi komunitami.

Mnoho respondentt se zajimalo o historii, malifstvi, hudbu a také o jazyky.
Jejich zajmy byly Siroké. Podobnou zkusenost s matematicky nadanymi zaky
ziskala Laznibatova (2001). Uvadi, Ze matematicky nadané déti tvoti dle jejich
vyzkumnych Setfeni svymi vykony celkem samostatnou skupinu v porovnani
s béznou populaci déti. ,,Je pro n€ charakteristicky vysoce nadprimérny rozvoj
vSeobecnych intelektovych schopnosti, s rovnomérné rozvinutou slozkou
verbalni a nonverbalni inteligence, stejné jako verbalni i neverbalni tvofivosti.
(s. 40)

Vysledky vyzkumu jsou omezené a je mozné je brat pouze jako prvotni vhled
do problematiky. Vzorek respondentti byl maly na to, aby bylo mozné uéinit n¢ja-
ké zobecnéni. Navic vzpominky nejsou zcela spolehlivé. Pfesto jsem presvédcena,
ze dalsi mapovani vzpominek matematikti na Skolni léta by pomohlo upfesiiovat
pohled na problematiku vzdélavani nadanych déti. Velmi malo toho naptiklad vime
o détstvi genidlnich matematiki. Jak uvadi Durnova a Kotilek (2017), historie
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matematiky ndm nabizi celou fadu Zivotopist slavnych védct, z nichZ vSak neni
patrné, jak se rozvijel jejich talent v détstvi, jak se nadanym vénovali jejich rodice
nebo ucitelé. Z n&kterych zivotopisii ziskame kusé informace o détstvi genialnich
slavnych védcl. Naptiklad George Boole (1815-1864), anglicky matematik a logik,
ziskal zaklady vzdélani v matematice od otce, ktery byl sice Sevcem, ale s mimo-
fadnym zajmem o matematiku a optickou techniku. Jazyky maly George stu-
doval sam, do 14 let ovladl fectinu, francouzstinu a némd¢inu. Leonhard Euler
(1707-1783), Svycarsky matematik, fyzik a astronom, své matematické nadani
projevil velmi zahy. Stal se zdkem rodinného pftitele, matematika Johanna
Bernoulliho. Karl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik, fyzik, astro-
fyzik a astronom, uz v raném détstvi projevil nevSedni nadani pro pocty, pry umél
diive pocitat nez mluvit. V 11 letech studoval knihy o infinitezimalnim po¢tu.’!

Ne vsichni slavni matematici a fyzici projevovali od détstvi své nevSedni nadani.
Napftiklad Isaac Newton (1642—1727), anglicky fyzik, matematik a filozof, byl
jako dité fyzicky slaby, bez znamek né&jakého zvlastniho nadani. Henry Cavendish
(1731-1810), britsky fyzik a chemik, trp¢l silnym Aspergerovym syndromem
(Navratil & Novotna, 2014). Studoval na univerzité v Cambridge, avSak neziskal
vysokoskolsky diplom. Albert Einstein (1879—1955), dodnes mnoha lidmi pova-
zovany za nejvetsiho génia vSech dob, byl prakticky po celé détstvi povazovan
za opozdéné dité. Mluvit se naucil mnohem pozdéji nez jeho vrstevnici a jeho
rodi¢e méli obavy o jeho mentalni vyvoj (Mihulova & Svoboda, 2012). Ucitelé
zéakladni Skoly jej hodnotili jako mentaln¢ zaostalého, nespolecenského introverta,
neustale zahloubaného do svych snti.. Od détstvi hral na housle a byl schopen od-
halovat matematickou strukturu Mozartovy hudby (Mihulova & Svoboda, 2012).

Durnova a Kottilek (2017) se podrobné vénuji zivotopisu Vaclava Hlavatého,
matematika 20. stoleti, ktery podle nich nebyl géniem, pfesto se stal svétoveé uzna-
vanym matematikem. Dokézal vyfesit Einsteinovy rovnice, pfitom sam sebe
vtipné oznacoval za ,,Eisteinova obycCejného nasobilkatre“. Ve skole se vsak Hla-
vaty jako matematik ptili§ neprojevoval. Na gymnaziu byl sice premiantem ttidy,
ale v matematice mél nejhorsi znamky ze vSech predméta (coz byly dvojky).
Exceloval v jazycich. Byl také hudebné nadan a hral vyte¢né na housle.

Podobnych Zivotopisi, zaméienych na détstvi védct, najdeme skute¢né malo, ale

i tak Ize sledovat spolecné znaky s témi, které jsem vypozorovala ve svém vy-
zkumném Setfeni.

S Informace o matematicich ziskany z Encyklopedické edice: Matematici. Praha: Encyklo-

pedicky dim, 1997.
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ZAVERY

Ptechod od aritmetiky k algebfe je stézejnim mistem Skolské matematiky, kde l1ze
sledovat schopnosti nadanych a matematicky nadanych zakda.

V ramci vyzkumu jsem se zabyvala tim, jak Zaci ptistupuji k feseni tlloh rovnico-
vého charakteru. Sledovala jsem vyvoj metod pouzivanych zaky ve 4. a 5. ro¢niku
a pozdéji od 6. do 9. ro¢niku. Zamétfovala jsem se také na piistupy nadanych
a matematicky nadanych zaki.

Vyzkum na 1. stupni ZS ukazal n&kolik zajimavych fenoméntl. Za jeden z nejdi-
lezitéjsich povazuji ten, Ze matematicky nadani zaci prechazeji obcas k algebraic-
kym metoddm podstatné diive, nez tomu odpovida obsah uciva a nez jsou toho
schopni ostatni zaci (n¢ktefi slabi Zaci nejsou schopni ptejit k algebraickym meto-
dam az do konce 9. ro¢niku). Nejvétsim problémem je u téchto zaka korektni
matematicky zapis s pouzivanim zavorek.

V testu pro 1. stupen byly vysledky u jedné tllohy (iloha 4) statisticky vyznamné
lepsi u nadanych zaka nez u ostatnich. Ptili§ jednoduché tilohy, které vedly na
jednokrokové rovnice, byly trividlni pro nadané i ostatni zaky. Naopak vybrané
problémové ulohy byly pfilis slozité i pro matematicky nadané zéky. Uloha vedou-
cinarovnici se tfemi kroky se jevila jako nejcitlivejsi k posuzovani nadani. Je vSak
nutné upozornit, ze u vsech testovych uloh pro 1. 12. stupeii se projevilo, Ze pisem-
né testovani neni pro nadané zaky nejlepsim zptisobem, jak mohou projevit své
schopnosti. Diivodem je zejména komplexnost mysleni nadanych zaku, které
mnohdy vede k feSenim, ktera nejsou pfimocara, a zak tak tilohu nedokaze vyftesit
v omezeném cCase, prestoze ma do problému mnohem vétsi vhled nez primérni
zéaci. U mnohych matematicky nadanych zak se ¢asto projevuje rovnéz neschop-

nost provadét aritmetické operace bez numerickych chyb. Mnohem piinosnéjsi je
s zakem hovotit o zptsobu jeho uvazovani.

Vyzkum na 2. stupni potvrdil Ze matematicky nadani Z4ci za¢inaji pouzivat alge-
braické metody diive, nez je na to pfipraveno kurikulum. Z rozhovort vyplynulo,
Ze veétSinou se zaci s algebrou nesetkaji ptimo ve $kole a ¢asto ani sami neumi fici,
kde pouzivané postupy vidéli. Je pro né pfirozené volit za neznamou hodnotu
pismeno, aby tak zjednodusili vypocet. Zejména zaci 6. ro¢niku se vSak pochopi-
teln¢ dopoustéji nekorektnich zapist.
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Z uloh vybranych do testu pro zaky 2. stupné se tloha 1 jevi jako citliva na testo-
vani $kolniho nadéni. Ostatni tlohy byly zatizeny nejriznéjsimi faktory:
+  Uloha 2 byla jednoducha pro viechny skupiny zaki.
» U ulohy 3 bylo vidét, ze zaci nejsou zvykli vyuzivat metodu fizeného ex-
perimentu. Pokud tedy neznali algebraickou strategii a odmitli z nejriizné;-
Sich diivodu fesit ulohu experimentalné, ulohu vibec nefesili. Na druhou
stranu zaci, ktefi tllohu znali, naptiklad z Matematické olympiady, méli
osvojeny algoritmicky postup.
« U tlohy 4 byl rozhodujici vybér metody feseni. Zaci, ktet zvolili jednodus-
ni. Pfitom zejména matematicky nadani zéci volili sofistikovanéjsi algeb-
raické feSeni, ale nedokazali ho dovést do konce.

» U ulohy 5 se jako nejvétsi prekazka ukazal zlomek.
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DISKUSE

Testovani byli zaci, kteti byli vybrani jako nadprimérni. Néktefi z téchto zakl
byli identifikovani odbornym pracovistém jako nadani, fada z nich byla uciteli
oznacena jako nadani, ostatni byli bystti ¢i jinak nadprimeérni. Z toho diitvodu mé
piekvapily nékteré obtize, které se u zakl v souvislosti s pfechodem od aritmetic-
kého k algebraickému mysleni objevily. Velkou roli hraje Skolni pfistup k feseni
slovnich uloh. Llinares a Roig (2008: s. 530) uvadéji, ze ,,potize, které zaci zaziva-
ji pfi pouzivani svych matematickych znalosti jako konceptualniho nastroje pti
feSeni problému, mohou mit pficiny ve zptisobu vzdélavani. Matematické problé-
my prezentované ve vyuce jsou obvykle pfedavany v ramci uréitého tématu, které
poskytuje vSechny nastroje potfebné k nalezeni matematického modelu, ktery by
odpovidal situaci. Tyto problémy se stavaji pouhymi navodnymi tilohami spiSe nez
modelovymi ulohami. Proto je pro zaky narocné vytvofit si navyky v hledani
kvantit a vztahli v zadané situaci a v hledani matematického nastroje, ktery mtize

13

pomoci najit feSeni.

Domnivam se, Ze nejen nadanym zaktim by pii feSeni slovnich loh nebo jinych
uloh, kter¢ Ize tesit algebraicky, pomohlo, kdyby byl ve vyuce od 4. do 9. ro¢niku
kladen dliraz na rtizné strategie feseni, nikoli pouze na osvojeni jednoho postupu.
Zaci by nejdiive méli kultivovat experimentalni metody, pozdé&ji zaéit pouzivat
aritmetické metody a na zavér, pokud toho budou schopni, pejit k algebraickym
metodam s tim, Ze pokud to bude vyhodné, pouziji pti feseni uloh i experimental-
ni ¢i aritmetickou metodu. Naptiklad v singapurskych Skolach jsou zaci poprvé
seznamovani s algebraickymi problémy, obvykle zaddvanymi v podobé€ slovnich
tloh, v deseti letech (4. ro¢nik). Zaci jsou vedeni k pouZiti tzv. schematické me-
tody, ve které jsou kvantitativni a kvalitativni vztahy zndzorovany schematicky
(Lee etal., 2010). Na 2. stupni jsou zaci seznamovani s tzv. symbolickou metodou
k feSeni algebraickych slovnich uloh. Nékteti zaci jsou schopni zacit vyuzivat tuto
novou metodu, zatimco jini setrvavaji na pouzivani schematické metody, kdy ze
schématu vyctou vzajemné vztahy a pokracuji aritmeticky. Nékteii Zaci vyuziva-
ji kombinaci obou metod, kdy za¢nou schematickym znazornénim a poté vyctou
algebraické vztahy a pokracuji algebraicky (Lee et al., 2010). Lee a kol. (2010) se
ve svém vyzkumu zabyvali tim, zda by nebylo lepsi zcela vynechat schematickou
metodu a zaky rovnou seznamovat se symbolickou metodou. Z jejich vyzkumu
vyplynulo, ze symbolicka metoda je velmi namahava (z hlediska ¢innosti mozku)
1 pro zkusen¢jsi algebraické tesitele. Pro zaky 1. stupné by tedy nebylo vhodné
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nahrazovat schematickou metodu metodou symbolickou. Naopak zaktm 2. stupné
by ziejmée prospélo, kdyby nebyl kladen jednostranny diraz na symbolickou me-
todu a zaktim byla ve volbé metody ponechana vétsi volnost.

Novotnd se jiz fadu let vénuje zkoumani pouzivani heuristickych strategii pti
feSeni problémovych tloh. Mimo jiné se zabyvala také otazkou, zda kladeni dura-
zu na pouzivani heuristickych strategii je vyhodné pouze pro zaky nadané, nebo
pomaha také zaktim slabym. Novotna, Eisenmann a Pfibyl (2015) provedli pedago-
gicky experiment, ve kterém zkoumali vliv vyuky zaméfené na pouzivani heuris-
tickych strategii na slabsi zaky. Vyuka byla zpo¢atku naro¢na pro ucitele i pro zaky.
Zéci nebyli piili§ ochotni vyuzivat heuristické strategie. Pomohlo zavedeni skupi-
nové vyuky, slabi Zaci zacali na novy styl vyuky dobie reagovat, zejména co se tyka
schopnosti kooperace, ochoty vyzkouset feSeni, pokud zak neni vybaven matema-
tickym aparatem, a schopnosti vénovat vice pozornosti ovéfovani vysledku.

V mém vyzkumu jsem se setkdvala s riznymi problémy zaka zapsat korektné
vypocty. Implikaéni zapis se objevuje u mnoha zaka bez ohledu na intelekt.
Napftiklad zapis 5. 10 = 50 + 4 = 54 je matematicky nespravny, nebot’ je v ném
porusena tranzitivita relace rovnosti. Z didaktického hlediska mizeme v zapisu
vidét jesté néco dalsiho, a to je zpuisob uvazovani, tzv. implika¢ni uvaZovani,
kdy zak ,,premysli“ vzdy zleva doprava. Tento zptisob mu totiz brani podivat se
na rovnici jako na celek a byt schopen ji upravovat celou. Mnozi vyzkumnici
jsou presvédceni, ze zaci zakladni Skoly chapou znak ,,rovna se* jako jednosmér-
ny operator, ktery ze vstupi na levé stran€ vytvari vystup na pravé strané (napf.
Vergnaud, 1985, Booker, 1987, Booth, 1988).

Nektefi zaci maji nepiekonatelny problém zapsat jakkoli prubéh svych myslenek.
V mém vyzkumu to byli naptiklad Zaci, ktefi na 1. stupni byli zvykli pamétn¢
tesit ulohy typu ,,myslim si ¢islo™ nebo jednoduché slovni tlohy. Jsou-li zaci na
1. stupni zvykli fesit tlohy intuitivné, bez zapisu, zatnou mit problémy na 2. stup-
ni, pii feSeni uloh, které jiz neni mozné vyftesit intuitivné.

Z literatury je znamo, ze zaci s Aspergerovym syndromem neumi fesit problé-
mové Ulohy, coz se u zaki s Aspergerovym syndromem zapojenych do vyzkumu
nepotvrdilo. Spise se domnivam, ze Zaci s Aspergerovym syndromem maji pro-
blémy se zachycenim svych myslenek na papir a interpretace jejich postupi je
slozita, protoze pouzivaji originalni zpisoby feseni.

Béhem nékolikaleté prace s nadanymi détmi jsem si v§imala jejich projevil.
Mnohdy se mi zdélo, Ze se zaci pohybuji pod hranici svého potencialu (posuzova-
no dle volenych strategii, zejména pouzivani netizeného experimentu, coz svédci
o tom, ze zak nerozviji dovednost f'esit ulohy). Co podle mého nazoru témto détem
ve Skole chybélo, byla diskuse nad moznostmi feSeni a zaméteni na strategie vice
nez na osvojovani si jednoho preferovaného zptisobu feseni. Kdyz méli nadani zaci
moznost povidat si o riiznych pfistupech k feSeni a rovnéz pracovat s chybou,
napiiklad v ramci naseho krouzku, zacala byt patrna jejich vysoka rychlost pti
osvojovani si novych postupt.
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Nedofesena zlstdva otazka, zda je mozné v détstvi, b&hem zakladni Skolni do-
chazky, odhalovat ty zaky, kteti se budou v dospélosti projevovat jako matematic-
ky nadani. Jakékoli testovani nadanych zakt pomoci didaktickych testli se zame-
fuje pouze na uzkou slozku schopnosti, které predurcuji, zda je Zak nadany a jak
bude schopen svych vloh vyuzit. Goleman (2011) uvadi, Ze v jedné studii prova-
déné na Kansaské univerzité se ukazalo, ze skute¢né skolni vysledky studentt se
daly predpokladat Iépe z jejich viry v Gspéch nez z vysledki piijimacich zkouSek
(testu SAT, obdobé¢ 1Q testl). Lidé, kteti veri v uspéch, l1épe tesi krizové situace,
dokazou pruzné premyslet a dosahuji snadnéji svych cilti. Obdobné dle Golemana
predpovida Skolni Gspéchy optimismus. Optimismus vede ¢lovéka k tomu, aby
vytrval i pfes nezdary a porazky, aby se nevzdaval a vytrval ve snaze. V testech
schopnosti chybi hodnoceni motivace. Didaktické testy by z tohoto diivodu mohly
vyftadit celou fadu nadanych i matematicky nadanych zakt. Renzulli (1978) napsal,
ze ,,studie jasn¢ ukazuji, Ze obrovsky pocet a pomér nejvice produktivnich lidi
nejsou ti, ktefi skorovali nad 95. percentilem ve standardizovanych testech,
ani ti, kteti na zédkladni Skole dostavali jednicky a kteti brzy zjistili, jak hrat skol-
ni hru na uéeni“? (s. 84).

Osoby skutecné matematicky nadané mohou byt dle mého nazoru v prostiedi
zéakladni Skoly obtizn¢ identifikovatelné. Blazkova (2009) upozornuje, ze mnoho
vyznacnych osobnosti melo v détstvi problémy v matematice, a presto dosahli
vynikajicich vysledkt pravé v matematice nebo fyzice. Uvadi nasledujici konkrét-
ni ptiklady (Blazkova, 2009: s. 21):

* O fyzikovi George Gamovovi prohlasila jeho studentka, znama astronomka
Véra Rubinova: ,,Neumél psat ani pocitat. Chvili by mu trvalo, nez by vam
tekl, kolik je 7 krat 8. Ale jeho rozum byl schopen chapat vesmir.“ (Gamov,
2000: s. 153).

* Matematik Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin patfil k lidem s pomalou reakci. Také
se pomalu vyvijel, ve Skole neprospival, dokonce pravé v matematice.

+ David Hilbert, jeden z nejvétSich matematikti 20. stoleti, pisobil dojmem
tupého, pomalu uvazujiciho ¢lovéka, ktery tézko chape, co mu kdo vyklada.

* Albert Einstein, nejvétsi fyzik 20. stoleti, ve Skole propadal, mél velké pro-
blémy se ¢tenim.

* Thomas Alva Edison patfil k horsi ¢asti tfidy, nikdy nezvladl dovednosti,
jako je psani, pravopis a také aritmetika.

Z toho divodu se domnivam, ze na zakladni $kole bychom se méli snazit o rozvoj
matematického mysleni u vSech déti, které o to maji zdjem, a nesnazit se je ptilis
kategorizovat.

2 The studies clearly indicate that vast number and proportions of our most productive persons
are not those who scored at the 95th or above percentile on standardized tests, nor were they
necessarily straight-A students who discovered early how to play the lesson-learning game.
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DOPORUCENI DO PRAXE

Ptechod od aritmetiky k algebfe je problematicky pro vSechny skupiny zaki za-
kladni skoly. Vysoce nadani Zaci, jejichz matematické predstavy se vyvijeji rych-
leji nez u ostatnich zakd, maji problém v tom, Ze u nich dochazi k nastupu algeb-
raického mysleni podstatné diive, nez je bézné. Neziidka se stava, Ze tito zaci jiz
béhem 5. az 6. ro¢niku zacinaji sami od sebe vyuzivat algebraické zptisoby feseni
slovnich uloh. U téchto zak1 je ze strany ucitele podstatnd podpora v pochopeni
podstaty matematickych zapisi a téz nenasilné vedeni ke korektnimu matematic-
kému zapisu, aby si nefixovali nespravné zapisy.

Problémy jinych nadanych a bystrych zakt prameni mnohdy z toho, Ze ve vyuce
je vynechéana dlouha etapa feseni algebraickych tloh aritmetickymi metodami.
Témto zakim by pomohlo, kdyby se seznamovali s aritmetickymi strategiemi
teSeni slovnich uloh uz od 1. stupné. Je vhodné nechat volbu strategie na zakovi,
coz plati i po cely 2. stupenl. Pokud Zak neni na algebraické metody mentaln¢ zra-
1y, stejné je nebude schopen efektivné pouzivat.

Ve vedeni nadanych Zzaki hraji dleZitou ulohu také rodice. Rodice pochopitelné maji
zajem na tom, aby se jejich nadané dité co nejlépe rozvijelo. Pokud je béhem 1. stup-
né dité identifikovano jako nadané, neziidka se setkdvame s tim, Ze je pfesunuto do
ttidy pro nadané a jeho vyuka se za¢ne podobat tréninku skolnich dovednosti. Zku-
Senosti nam ukazuji, Ze tento ptistup nadané zaky nemusi ptilis rozvijet. Spise vede
k tomu, ze zakovi ubyvaji kapacity na mentalni aktivity, dokonce mize dojit az
k demotivaci zdka. Rodicim bych proto spise doporucovala, aby kladli diraz na
¢teni (malym détem c¢tou rodice pohadky, piibéhy a nauc¢né knihy) a aby si s détmi
povidali o svété. Ginsburg a Uscianowski (2017) doporucuji, aby rodice i ucitelé
zafazovali mezi aktivity s détmi ¢teni matematicky zamétenych knizek. Knihy
s matematickou tematikou je mozné volit jiz od pfed$kolniho v&€ku. Oba autofi pfitom
navrhuji drzet se nasledujicich zasad: vybrat dobrou knihu s matematickymi obraz-
ky; ¢ist spolecné s ditétem; zdlraziovat slova a obrazky, které znazornuji matema-
tické pojmy; klast otazky, které nemaji jednu odpovéd’; povzbuzovat dité ve vysvét-
lovani; nasledovat z4jem ditéte; Cist s citem; ¢ist knihu opakované; uZit si ptibch.
Nadani je dar, ktery mize détem pomoci v dospé€losti najit zajimavou praci, kterd
je bude bavit a diky které¢ budou moci pomahat dalsim lidem. Ve skolnim pro-
stfedi nelze predpokladat, ze nadanym détem piijde v§e vyborné samo od sebe.
Zejména problematické ¢asti uciva, jako je v matematice napiiklad pfechod od
aritmetiky k algebte, mohou i nadanym détem zpusobovat rizné potize, se ktery-
mi potiebuji pomoc, aby se mohly adekvatné rozvijet.
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Publikace se zabyva vzdélavanim rozumové nadanych
74kl v matematice. Jako nosné matematické téma byl pro
tuto problematiku vybran ptechod od aritmetiky k algebte,
coz je obtizna pasaz Skolské matematiky, se kterou maji
potize zaci vech vykonnostnich skupin. Kromé obecného
teoretického vhledu do problematiky vzdélavani rozumoveé
nadanych zakt se publikace zamétuje predevsim na fesi-
telské strategie nadanych zaki pti feSeni specifického typu
algebraickych uloh. Déle jsou v publikaci popsany vysledky
dvou vyzkumt, které se systematicky vénovaly piistuptim
k feSeni algebraickych tloh nadanymi zaky prvniho i dru-
hého stupné zakladni Skoly. Piedkladand monografie je
ur¢ena Sirokému spektru potencialnich ¢tenait: studentim
ucitelstvi matematiky, studentim primarni pedagogiky,
ucitelim zakladnich skol i rodi¢tim déti $kolniho véku.

Matematika
a didaktika matematiky

o=
 a

m=
D =i



	OBSAH
	PŘEDMLUVA
	ÚVOD
	TEORETICKÝ RÁMEC
	– 1 – NADÁNÍ A NADANÝ ŽÁK
	– 1 – 1 NADÁNÍ A TALENT
	– 1 – 2 NADANÉ DĚTI
	– 1 – 3 INTELIGENCE
	– 1 – 4 INTELIGENČNÍ KVOCIENT
	– 1 – 5 NOVĚJŠÍ POHLEDY NA TEORII INTELIGENCE A NADÁNÍ
	– 1 – 6 RŮZNÉ TYPY NADANÝCH ŽÁKŮ
	– 1 – 6 – 1 Podvýkonní nadaní žáci
	– 1 – 6 – 2 Žáci s dvojí výjimečností

	– 1 – 7 MATEMATICKÉ NADÁNÍ
	– 1 – 8 IDENTIFIKACE NADANÝCH ŽÁKŮ
	– 1 – 9 NÁLEPKOVÁNÍ NADANÝCH ŽÁKŮ
	– 1 – 10 ŽÁCI NADANÍ NA MATEMATIKU A VÝUKA MATEMATIKY
	– 1 – 11 ŘEŠITELSKÉ STRATEGIE U NADANÝCH ŽÁKŮ

	– 2 – ÚLOHYROVNICOVÉHOCHARAKTERU
	– 2 – 1 VYMEZENÍ POJMŮ
	– 2 – 2 HISTORICKÝ VÝVOJ ŘEŠENÍ ALGEBRAICKÝCH ÚLOH
	– 2 – 3 PROPEDEUTIKA ALGEBRAICKÉHO MYŠLENÍ
	– 2 – 4 ÚLOHY ROVNICOVÉHO CHARAKTERU V RVP,STANDARDECH A VYBRANÝCH UČEBNICÍCH
	– 2 – 4 – 1 Kroky vedoucí k pochopení řešení rovnic a jejich zastoupení v učebnicích pro 1. a 2. stupeň ZŠ

	– 2 – 5 MATEMATICKÁ ÚLOHA A JEJÍ ŘEŠENÍ
	– 2 – 6 ÚLOHY ROVNICOVÉHO CHARAKTERU A ZPŮSOBY JEJICH ŘEŠENÍ
	– 2 – 6 – 1 SLOVNÍ ÚLOHY
	– 2 – 6 – 2 Aritmetické úlohy
	– 2 – 6 – 3 Početní geometrické úlohy



	VÝZKUMNÁ ČÁST
	– 3 – VÝZKUMNÉ ŠETŘENÍ NA 1. STUPNI ZÁKLADNÍ ŠKOLY
	– 3 – 1 CÍL A VÝZKUMNÉ OTÁZKY
	– 3 – 2 VÝZKUMNÝ VZOREK
	– 3 – 3 VÝBĚR A CHARAKTERISTIKA ÚLOH
	– 3 – 4 ANALÝZA DAT
	– 3 – 5 VÝSLEDKY
	– 3 – 6 DISKUSE A ZÁVĚRY
	– 3 – 7 TYPY NADANÝCH ŽÁKŮ A JEJICH PŘÍSTUPY K ŘEŠENÍ ÚLOH
	– 3 – 7 – 1 Identifikace zástupců jednotlivých profilů
	– 3 – 7 – 2 Mini-případové studie


	– 4 – VÝZKUM NA 2. STUPNI ZÁKLADNÍ ŠKOLY
	– 4 – 1 VÝZKUMNÉ OTÁZKY A HYPOTÉZY
	– 4 – 2 VÝZKUMNÝ VZOREK
	– 4 – 3 PŘEDVÝZKUM
	– 4 – 4 TEST A ANALÝZA ÚLOH A PRIORI
	– 4 – 5 PRŮBĚH VÝZKUMU
	– 4 – 6 ANALÝZA DAT
	– 4 – 7 KVANTITATIVNÍ ANALÝZA VÝSLEDKŮ
	– 4 – 7 – 1 Úspěšnost žáků v úlohách
	– 4 – 7 – 2 Testování hypotéz
	– 4 – 7 – 3 Provádění zkoušek správnosti
	– 4 – 7 – 4 Shrnutí výsledků

	– 4 – 8 KVALITATIVNÍ ANALÝZA VÝSLEDKŮ
	– 4 – 8 – 1 Postupy volené žáky u jednotlivých úloh Postupy volené žáky v U1
	– 4 – 8 – 2 Vybrané skupiny žáků

	– 4 – 9 SHRNUTÍ A DISKUSE
	– 4 – 10 LIMITY VÝZKUMU

	– 5 – DOSPĚLÍ NADANÍ A JEJICH VZPOMÍNKY NA ŠKOLU
	– 5 – 1 VÝZKUMNÁ SONDA – VZPOMÍNKY MATEMATIKŮ A FYZIKŮ NA ŠKOLU
	– 5 – 2 VÝSLEDKY
	– 5 – 3 Shrnutí


	ZÁVĚRY
	DISKUSE
	DOPORUČENÍ DO PRAXE
	LITERATURA
	VĚCNÝ REJSTŘÍK

