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Some notes about cyclography

Nékolik poznamek k cyklografii
Jitka PANACOVA

Abstract
In the paper there are briefly described basic problems of cyclography (one-to-one

correspondence of the set of all points of the = onto the set of all directed circles — cycles

— of the proper plane of the ES. The article summarizes principles and applications
of cyclography method, and in the end introduces its historical development.
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Abstrakt

Prace se zabyva zdkladnimi problémy cyklografické zobrazovaci metody (bijektivni
zobrazeni mnoziny vSech bodii rozsireného euklidovského prostoru E; na mnozinu vsech

orientovanych kruznic — cyklit — vlastni roviny 7 prostoru |§3 ). Shrnuje dadle aplikaci této
metody na reSeni planimetrickych uloh z geometrie orientovanych kruznic a v zaveru
zachycuje strucné jeji historicky vyvoj.
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Uvod

Cyklografie nebo cyklografické zobrazeni je ptikladem nelinearni zobrazovaci metody.
Pod pojmem zobrazovaci metody rozumime bijektivni zobrazeni Gtvard trojrozmérného
euklidovského prostoru (popt. rozsifeného euklidovského prostoru) na urcité objekty
jedné roviny, kterou nazyvame nakresna. Bodu v prostoru tedy pfifadime urcity Utvar
v nakresné. V piipad¢ cyklografického zobrazeni je obrazem bodu v prostoru cyklus
v nakresné, pficemz stied cyklu je ortogonalni primét daného bodu do nékresny.
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Z:iakladni principy cyklického promitani

V dalSim textu se pfedpokladd znalost nasledujicich pojmi elementdrni geometrie
euklidovské roviny E»: orientace piimky (orientovand piimka), orientace roviny
(orientovana rovina), orientovany uhel.

Poznamka 1: Pod pojmem thel se v celém textu bude rozumét piislusny konvexni
thel (napf. < AOB nebo < uv). Jestlize uhel < U patii do zvolené (kladné) orientace
roviny, budeme fikat, Ze tento tthel urcuje orientaci roviny nebo orientace roviny je timto
uhlem urcena.

Definice 1: Bud k(O, r) libovolna kruznice orientované euklidovské roviny E»
(Ghlem < %uv) a K, L libovolna uspofddana dvojice navzajem rtiznych bodd na k.
Rekneme, Ze kruznice k je dvojici bodti K, L orientovana kladn&, resp. zaporné,
jestlize orientovany uhel < KOL patii, resp. nepatii do zvolené orientace roviny
(tj. jestlize thly < %v , < KOL jsou orientované souhlasné, resp. nesouhlasné).

Poznamka 2: Orientovanou kruznici nazyvame cyklus, pavodni kruznici nositelkou
cyklu. Analogicky orientovanou piimku nazyvame paprskem, ptivodni ptimku nositelkou
paprsku. Ve smyslu piedchozi definice pak hovoiime o kladnych a zapornych cyklech.
Polomérem kladného, resp. zdporného cyklu budeme nazyvat redlné ¢islo r, resp. —r,
kde r je polomér nositelky cyklu.

Definice 2: Kladnou polorovinou orientované eukleidovské roviny p vzhledem
k danému paprsku (uré¢eného polopiimkou ﬁ) nazyvame polorovinu (s hrani¢ni pfimkou
danou body K, L) incidentni s bodem X, pro ktery orientovany uhel < LKX patii
do zvolené orientace roviny p. Opacnou polorovinu k této poloroviné nazyvame zdpornou
polorovinou orientované roviny p vzhledem k danému paprsku.

Kladnou stranou kladného, resp. zdporného cyklu nazyvame vnittek, resp. vnéjsek
nositelky cyklu; vnéjsek, resp. vnitiek této kruznice se nazyva jeho zapornou stranou.

Definice 3: Bud’ v orientované euklidovské roviné p dana pfimka t a kruznice
k. Rekneme, Ze paprsek s nositelkou t se dotykd cyklu s nositelkou k, jestlize nastane pravé
jedna z nasledujicich dvou mozZnosti:

1. Pfimka t je te¢nou kruznice k a kladna polorovina roviny p vzhledem
k danému paprsku je ¢asti kladné strany cyklu.

2. Piimka t je te¢nou kruznice k a kladna strana cyklu je podmnozinou kladné
poloroviny roviny p vzhledem k danému paprsku.

Jestlize maji dva cykly ve spolecném bod¢é spole¢ny dotykovy paprsek, fekneme,
ze se oba cykly ve spole¢ném bod¢ dotykaji.

Obraz bodu

Zakladnim prostorem bude rozsiteny euklidovsky prostor E, nad polem realnych &isel.
Principem cyklografické zobrazovaci metody je kolmé promitdni do jedné (vlastni)
roviny. Bud’ 7 c E; libovolna vlastni rovina (primétna). Orientujme oba poloprostory

prostoru E, s hranici 7 (tj. prohlasime libovolny znich za kladny). V kétovaném
zobrazeni se piifadi kazdému vlastnimu bodu P € E,uspofadana dvojice (P1, z°), kde Py

je kolmy priimét bodu P do priimétny 7 a z° je orientovana vzdalenost bodu P od roviny
7 (kéta bodu P). V cyklografii se postupuje analogicky. Pfi zobrazeni libovolného
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vlastniho bodu P € E, se sestroji nejprve jeho kolmy pramét Py do roviny z Dale je tieba
(kromé¢ orientace poloprostorti prostoru ES s hranici ) orientovat primétnu 7 napf.
orientovanym thlem < u¥. Kazdému bodu P prostoru E, pak piifadime cyklus P®
pramétny 7 s polomérem z°, jehoZ nositelka ma stied P1. Cyklus P€ je tedy kladny,
resp. zaporny, jestlize orientovand vzdalenost bodu P od primétny je kladnd,
resp. zaporna. Probod Q e  je Q = Q1az° =0 (tento bod nazyvame ,,nulovym* cyklem).

Véta 1: Zobrazeni ¢ : E,— Crmnoziny vSech vlastnich bodi prostoru E;na mnozinu
véech cyklt Crprimétny 7, které bodu P piifadi cyklus PC, je bijekce.

Definice 4: Zobrazeni ¢ z véty 1 je zobrazovaci metoda a nazyva se cyklografické
zobrazeni. Mnozina C vSech cykld v roviné 7 se nazyva prostor cyklii.

Poznamka 3: Nositelka cyklu PC < E, je primikem rotaéni kuzelové plochy v E, dané
vrcholem P, jejiz tvotici pfimky maji odchylku 45° od primétny 7. Tato kuzelova plocha
protina rovn&z nevlastni rovinu Q cE, v kuzelosedce C (tzv. zdkladni kuzelosecka).
Kuzelosecka C lezi na analogickych kuzelovych plochach pro vSechny vlastni body
prostoru E,a jeji stied je nevlastnim bodem ptimek kolmych na primétnu 7. Tento piistup
umoziuje jiny pohled na nositelky cykli v primétné; kazdou kruznici — nositelku cyklu
P¢ — Ize vyjadtit jako prinik kuzelové plochy s vrcholem P a uréujici kuzelosedkou
C < Qs primétnou 7. Tuto kuzelovou plochu zna¢ime symbolem KP(P, P©)L.

Definice 5: Rotacni kuzelovou plochu, jejiz tvofici pfimky sviraji s osou odchylku
45°, nazyvame C — kuzelova plocha.

Véta 2: Mnozinou viech dotykovych cyklii k pevnému cyklu P jsou cyklografické
obrazy viech bodii C — kuzelové plochy, jejiz uréujici kruznice je nositelka cyklu PC.

Poznamka 4: Mnozinou cykli, které inciduji se spoleénym bodem Qer,
jsou cyklografické obrazy vSech bodi C — kuzelové plochy s vrcholem Q. V dal$im textu
by bylo mozZné ukdzat, jakym zpiisobem se cyklograficky zobrazuje pfimka nebo rovina.

Touto problematikou se vSak jiz dale nebudeme podrobné zabyvat, nebot’” momentalné
zbudovany aparat vystaci pro ilustraci vyuziti cyklografie na nasledujicim ptikladu.

Praktické vyuziti cyklografie

planimetrickych uloh pomoci cyklografie, ze kterych je v nasledujicim textu vybrana
jedna z Apolloniovych tloh.

Plvodni Apolloniova tloha se zabyva konstrukci kruZnice, kterd se dotykd danych
tfi kruznic. Obecnou Apolloniovou ulohou rozumime ulohu o konstrukci kruznice
dotykajici se danych tfi geometrickych ttvari (body, pfimky, kruznice). Jeji
feSeni metodou cyklografického zobrazeni je velmi jednoduché a elegantni. Pted
samotnou ukazkou feSeni Apolloniovy ulohy uzitim této metody se vSak nejdiive
zabyvejme otazkou pruniku dvou C — kuzelovych ploch.

! Pokud nemize dojit k zam&ng&, budeme pouzivat zkraceného zapisu kuzelové plochy KP.
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Pomocna uloha

Jsou dany dvé C-kuzelové plochy KA(A, A%), KB(B, BS), pfi¢emz uréujici kruznice plochy
KA, resp. KB obsahuje cyklus A€ c 7, resp. B¢ c 7. Uréete prinik KA N K.

Reseni: Prinikem dvou kvadrik je obecné kiivka 4. stupné. Protoze kuzelové plochy KA,
KB obsahuji zékladni kuZelosecku C, musi byt i druha ¢ast priiniku téchto ploch
kuzelosecka. Ozna¢me tuto kuzelosecku K a jeji rovinu a.

Rovina A (AB < A, A L 7) obsahujici osy AA1, BB1 obou kuzelovych ploch je jejich
rovinou soumeérnosti, tj. i vlastni ¢asti K jejich priniku. Rovina a kuzelosecky k je kolma
na rovinu A a osa kuzelosecky K je priise¢nici rovin a a A. Zvolme si rovinu A za druhou
pramétnu a dofeSme tlohu v Mongeové zobrazeni s nakresnou 7. V druhém primétu pak
pohodIné sestrojime vlastni body primiku KAN KB N A= (KAN X) N (KB N L), coz jsou
vrcholy M, N kuzelosecky k. Je ziejmé, Ze k je hyperbola nebo elipsa (pokud nositelka
jednoho cyklu lezi uvnitt nositelky druhého) a MN je jejich osou. Rovina a je urcena
(MN < a A a 1 1); jeji stopa p* je chordala nositelek cykla AC, BC.

Kuzelose¢ku k pak sestrojime jako rovinny fez napt. KA N a. Ohniska kolmého
prumétu kuzelosecky k do roviny zjsou body A1, B1. Odtud vyplyva nasledujici vlastnost:
Véta 3: MnozZina stiedll vSech cykli, které se dotykaji danych dvou cykld, je hyperbola
nebo elipsa, kterd ma stfedy danych cyklt za ohniska.

Apolloniova uloha

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych tfi kruznic a, b, d v roviné 7.

cRoébor: Orientujme dané kruznice a, b, d v roviné 7 a p¥islusné cykly oznaéme A,
B>, D~.
Bud’ Z cyklografické zobrazeni v prostoru E, s primétnou 7;

Z1:AC B¢, D¢ > A B,D.

Jestlize v rexistuje cyklus XC, ktery se dotyka cykla A€, B, DC, tak pro bod X = Z(X®)
plati: X € KAN KB N KP. Obracené pro kazdy bod Y € KA N KB N KP plati, Ze cyklus
Y¢ < 7z se dotykd cykld AS, BC, DC. Planimetrickd Apolloniova uloha je tak
pfevedena s vyuzitim principli cyklografického zobrazeni na prostorovou tlohu: nalézt
prinik tfi C-kuzelovych ploch a k nému urcit jeho cyklograficky obraz. Nositelky
cyklografickych obrazl bodii priniku jsou pak ¢asti feSeni zadané tilohy.

Konstrukce: Bod X priniku C-kuzelovych ploch lezi v roviné y vlastni kuzelosecky
k < KAN KB a analogicky v roviné S kuzelosecky | « KA N K® (konstrukce rovin v,
S podle piedchazejici pomocné ulohy; p’, p? jsou chordaly p¥islusnych dvojic kruznic).
Oznaéme y N B = s. Pak plati: X € KA N's. Ziejma je konstrukce stopniku p® € p# N p’
ptimky s; kromé toho je pfimka S rovnobézna s ptimkou s' (' y' N p’), kde A € ' A p’
| B A ey Ay |7 ti. v, B jsou vrcholové roviny kuzelové plochy K” rovnobézné
s rovinami g, y (v daném poradi).

Priise¢iky K N s se sestroji pomoci roviny A dané rovnobézkami s, s'. Plati: KAN s =
sN (A N KA =sN{AXo,AYo}, kde {Xo,Yo} = p* N a. Pak ptimka dana body A, Xo,
resp. A, Yo protind piimku s v bod¢ X, resp. Y a Xi, Y1 jsou stfedy hledanych cykla.
Kruznice, které jsou nositelkami cykléi X<, YC, jsou ¢asti feseni tilohy (0 az 2 fesent).

Diskuse: Uplné feseni ziskame, kdyz budeme uvazovat viechny mozné kombinace
orientaci kruznic a, b, d. Jejich pocet je 23. Vzdy dvé dvojice (pro navzijem opacné cykly)
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daji jedno feseni, tj. vechna feseni daji &tyfi trojice cykli. Uloha ma celkem 0—8 feseni;
jejich pocet zavisi na vzajemné poloze kruznic a, b, d.

Historie cyklografie

Samotnd myslenka cyklografie (vzajemné¢ jednoznacného zobrazeni bodii v prostoru
na cykly v roving) se objevila jiz v dile B. E. Cousineryho (Cousinery, 1828), ve kterém
je ji vyuzito pii feSeni nékterych Apolloniovych uloh. Poté pak Nikolaus Druckenmiiller
(1806-1883) — zak Julia Pliickera (1801-1868) — v r. 1842 zkonstruoval v dile
(Druckenmiller, 1842) prostiedky analytické geometrie zobrazeni, které bylo pozdé&ji
také nazvano isotropni projekce.

Za prvni soustavn¢ zpracované dilo o cyklografii jako o zobrazovaci metodé
deskriptivni geometrie je povazovano dilo Wilhelma Fiedlera (1832-1912)
(Fiedler, 1882). Tato kniha ma cisté konstruktivni charakter, vénuje svou pozornost
konstrukénim tloham o kruznici a kouli. Fiedlerovo pojeti zobrazeni spliiuje principielné
parametry kruhového zobrazeni, nelze ho proto oznacovat za cyklografii v pravém slova
smyslu, prestoze jeho publikace paradoxné ve svém nazvu slovo cyklografie nese.
V jeho knize sice narazime na zminku o tom, ze kruZznici v roviné lze orientovat,
aby se zabranilo dvojznacnosti, ale autor této moznosti nevyuzil a operoval vyhradné
S elementy neorientovanymi.

Nejnovejsi podobu cyklografie jako zobrazovaci metody deskriptivni geometrie
pfineslo systematické dilo (Miller, 1929), které vyslo jako druhy dil pfednasek Emila
Miillera na videnské technice. Bylo zpracovano po Millerové smrti jeho asistentem
Josefem Leopoldem Kramesem (1897-1986). Z hlediska cyklografie se jedna
0 praktickou aplikaci myslenky isotropni projekce v deskriptivni geometrii a tim zaroven
za plod mnohych uvah F. Kleina a Maria Sophuse Lieho (1842—-1899), které se vztahovaly
v té dob¢ k modernimu vyzkumu deskriptivni geometrie. Toto Miillerovo dilo pfineslo
(Fiedler, 1882) a ze studii napiiklad Wilhelma Blaschkeho (1885-1962) a Erwina
Wilhelma Kruppy (1885-1967). Samotné konstruktivni provedeni riznych uloh vsak
Miiller na rozdil od Fiedlera provadél pomoci kotovaného promitani a operoval zasadné
s orientovanymi elementy. Ob¢& pojeti se déale odliSovala v tom, Ze v Millerové dile
(Miiller, 1929) plnila velmi dilezitou funkci nevlastni zakladni kuzelosecka, s niz Fiedler
vibec nepracoval.

Cyklografie v Cechach

Jedinou knizni publikaci unés, kterd se podrobné a wucelené¢ problematikou
cyklografického zobrazeni zabyvala, je monografie L. Seiferta (1883-1956) (Seifert,
1949). Tato kniha je napsana v Millerové pojeti — jedna se o pielozené a zkracené
Miillerovo dilo (Miiller, 1929). Autor v ni popisuje zakladnimi principy cyklografie,
vysvétlil pojmy a vlastnosti tzv. cyklografické koule a cyklického zobrazeni bodovych

transformaci, popsal konstrukci cyklického obrazu kiivky a plochy v E; a v zavéru

zkoumal uziti cyklické projekce a Laguerrovych transformaci. Na ptikladech riznych
planimetrickych tuloh je ilustrovano praktické vyuziti cyklografie.

Seifertova monografie (Seifert, 1949) byla urena piedev§im pro kandidaty
sttedoskolského ucitelstvi. L. Seifert usiloval o zavedeni cyklografie do vyuky
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deskriptivni geometrie na ceskych vysokych skolach pro budouci stfedoskolské ucitele
a prednasel ji na Pfirodovédecké fakult¢ MU v Brné. Po jeho smrti zde cyklografii
prednasel Seifertiiv zak Karel Svoboda. Jmény téchto dvou geometrii vSak éra cyklografie
ve vyuce u nas zacina a zaroven 1 postupné konc¢i. V hodinach deskriptivni geometrie byl
dan prostor jinym metodam.

Kromé¢ prace (Seifert, 1949) nalezneme v cCeské odborné literatufe v mnohych
souvislostech rozlicné zminky o cyklografii, ¢asto ve spojeni s feSenim planimetrickych
uloh. Z celé této nevelké fady kniznich publikaci o cyklografii se zminujicich jmenujme
alespon ucebnici deskriptivni geometrie Jana Sobotky (1862-1931) (Sobotka, 1906),
ktera je vSak napsana jesté ve Fiedlerové pojeti. Dalsi zminky o této zobrazovaci metod¢
jiz v Miillerove pojeti nalezneme v monografiich Josefa Holubaie (1895-1970) (Holubat,
1940; Holubat, 1948), ve kterych mimo jiné autor ilustroval prostfednictvim cyklografie
feSeni Apolloniovych uloh.

Zavér

Vyuziti cyklografie v oblastech matematiky a geometrie je Siroké, bohuzel se dnes
Vv ramci vyuky deskriptivni geometrie s touto zajimavou metodou setkame jiz velmi
ziidka. Jeji aplikace na feSeni klasickych uloh z elementarni geometrie je elegantni
a ndzornd a mohla by tudiz vzbudit opétovny zdjem. V soucasné dob¢€ na tuto metodu
narazime v nékterych pracich a materidlech Zity Sklenarikové (Sklenarikova, 2004)
z FMFI UK v Bratislavé. Velmi inspirativni je dale novéjsi pojednani o cyklografii
od Lenky Juklové (Juklova, 2013) z UP v Olomouci a diplomova prace od Jifiho Hatle
(Hatle, 2006).
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