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The need of the teaching mathematics
with an emphasis on interdisciplinarity

O vyucovani matematiky s dorazom na interdisciplinaritu

Lydia KONTROVA

Abstract

Mathematics occupies a very important position in the Modern World. It may be
remarked that Mathematics plays a vital role in technical professions and latest
researches. Years ago, people believed that Mathematics is a classroom discipline.
Now we realize Mathematics is a tool, rather than a discipline. This argument comes
because; Mathematics is now the main ‘ingredient’ of any Applied Sciences. The paper
emphasizes a growing need to develop such teacher's skills which enable him/her to
perceive and subsequently present a discussed issue in a broader context, and implement
facts and knowledge from various scientific fields into science teaching. A teacher’s
didactic mastery lies in his/her ability to see and point out the possibilities
of interdisciplinary connections in teaching-learning process.
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Abstrakt

Nikto nepochybuje, Ze matematika zohrdava dolezitu ulohu v technickych profesidach
a pri vsetkych najnovsich vyskumoch. V minulosti bola matematika vnimand skor
ako abstraktna, teoreticka veda, ktora patri predovsetkym do tried a poslucharni.
Dnes si vsak uvedomujeme, Ze matematika je skor nastroj nez disciplina. Tento argument
suvisi s tym, ze matematika sa stala v poslednych desatrociach hlavnou zlozkou vsetkych
aplikovanych vied. Prispevok zdoraznuje rastucu potrebu rozvijat také schopnosti
ucitelov, ktoré im umoznia vnimat a ndsledne prezentovat diskutovanu problematiku
V SirSom kontexte a implementovat fakty a poznatky z roznych vedeckych oblasti
do matematiky a naopak. Didaktické majstrovstvo ucitela dnes spociva predovsetkym
Vjeho schopnosti vidiet a poukdzat na moznosti interdisciplinarneho prepojenia
poznatkov vo vyucovacom procese.
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Uvod

Napriek tomu, Ze matematika zaujima vel'mi dolezitu ulohu v modernom svete, je stale
pre vacsinu $tudentom nudnym, nezaZivnym a nezaujimavym predmetom. Studenti bud’
matematiku nenavidia, alebo sa jej obavaji. Vina za tato situdciu je Ciastocne na strane
ucitelov a Ciastone na strane ucebnych osnov. Studenti neprejavuju Ziaden ozajstny
zaujem o Studium matematiky, pretoZe neraz ani ucitelia, ani Studijna literatiira nepouziva
dostatok vhodnych a inSpirativnych prikladov pouzitia preberanych matematickych
pojmov. Pravu tu sa dostavame k nevyhnutnosti prepajat’ Stidium matematiky s d’al§imi
disciplinami. Pri vyucbe matematiky je dnes nevyhnutnost'ou interdisciplindrny pristup.
Medzi odbornikmi a pedagdgmi sa uskutoc¢nilo mnoho pokusov na vytvorenie prepojeni
medzi Studiom matematiky a d’alSimi vednymi disciplinami z vac§im, ¢i menSim
uspechom. Kazdodenna prax ponuka bohati Skalu podnetov pre matematické
spracovanie. Pri vyuCovani matematiky je treba klast’ vel'ky doraz predovsetkym na tie
myslienky a pojmy, ktoré pomdhaja Studentom pochopit’, ze matematika je spolo¢nym
jazykom mnohych vednych disciplin. Je nevyhnutné vzdy spajat matematické
vzdelavanie s vhodnym realnym kontextom.

V tomto ¢lanku chceme diskutovat’, ako matematiku spojit’ s niektorymi vednymi
oblast’ami, konkrétne s bioldgiou a informatikou, aby bola matematika vyuzitd plodnym
a zaujimavym sposobom, a aby si Studenti mohli jej Stadium ,,vychutnat™.

Matematické modely v biolégii

Casto panuje chybné presvedgenie, ze biologia sa da $tudovat bez matematiky.
V skutocnosti vSak moderna biologia potrebuje matematiku v naozaj Sirokom rozsahu.
Biologické javy st také zlozité, a ich pozadovand analyza su tak ndrocné, Ze nie je mozné
dosiahnut’ relevantné vysledky bez pouzitia matematickych vypoétov. Stadium Zivych
buniek, zlozenie krvi, vek a kategorie rastlin, otazky dedi¢nosti, vyzivy, rast organizmov
a ich rozmnozovanie, nie je mozné skimat’ bez pouzitia matematiky.

Matematicky model je abstraktny model, ktory vyuziva matematicky aparat (¢iselny,
mnozinovy, vektorovy, geometricky, atd’.) na opisanie spravania sa istej sustavy
(systému). Matematické dynamické modely sa pouZzivaju pre vyjadrenie evollcie
opisovaného systému prebiehajucej v ¢ase na zaklade a priori definovaného pravidla.
Stretdvame sa s nimi najmé v prirodnych vedach a inZinierskych disciplinach (fyzike,
biologii a elektrotechnike), ale tiez aj v socidlnych vedach (ekondmia, sociologia
a politické vedy). Castym predmetom zAujmu matematikov st simulacie biologickych
procesov, vytvaranie modelov rastu a vzdjomnych vzt'ahov populacii ré6znych druhov
organizmov. Neodmyslitenu tlohu tu zohravaju pocitatové technologie, ktoré svojim
nesmiernym potencialom participuju pri realizacii vyskumov v tejto oblasti.

Modely rastu a vzdjomnych vztahov réznych populacii st dnes vyuZzivané nielen
VO vSeobecnej biologii, mikrobiologii, ekologii, a ekonomike ale sliZia tieZ na:

v' uréovanie maximalnej urody v polnohospodarstve,

v pochopenie dynamiky biologickych invazii,

v' porozumenie dosledkov pri ochrane Zivotného prostredia,

v’ progndzovanie $irenia parazitov, virusov a ochoreni a d’alSie aplikacie.

NajpouzivanejSie a najrozSirenejSie si spojité modely rastu populacie, ktoré
vyuzivaju aparat matematickej analyzy a jazyk diferencidlnych rovnic. V pripade
jednoduchych rastovych modelov vysta¢ime s diferencidlnymi rovnicami 1. radu.
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V najjednoduchsich modeloch sa populacia charakterizuje svojou velkostou, ktort je
mozné vyjadrit bud’ poctom jedincov daného druhu alebo ich celkovou biomasou.
Z hladiska tedrie systémov populacia predstavuje modelovany systém. Stavovou
premennou tohto systému je hustota populacie, ktora je spojitou funkciou casu t,
oznacujeme ju X( t) a vyjadruje len priblizny pocet jedincov v Case t.
Pri modeloch rastu zivych organizmov predpokladame, Ze Specificka miera rastu u nie je
konStantna, ale zavisi od mnozstva dostupného substratu. Pri malej velkosti populécie
vysta¢ime s tzv. Malthusovym modelom (Kalas, Pospisil, 2001) ktory nepredpoklada
zavislost’ Specifickej miery rastu u na velkosti populacie, ¢o vyjadruje Malthusova
rovnica

x'(t)=r.x(t) 1)
kde x(t) predstavuje rychlost’ rozmnozovania organizmov v ¢aset a r je konstantou
umernosti, ¢o je relativna rychlost rozmnozovania (Specifickd rastovd rychlost’).
Rychlost’ rozmnozovania je v tomto pripade priamo timerna hustote populacie. Kazdé
rieSenie tejto rovnice ma tvar

x(t)=x(0)e". @

Prex(0)#0 a r > 0 hustota populacie s ¢asom t exponencialne rastie, pre r = 0 zostava
konstantna a pre r < 0 klesa exponencialne k nule a populacia vymiera [5].

Problémom takychto klasickych (spojitych) dynamickych modelov je, Ze pri ich
konStruovani sa prijimaji pomerne zjednodusené predpoklady. Populacia sa chéape
globalne, ,,makroskopicky®, ako celok, pricom sa nereflektuju viaceré faktory,
ako napriklad rozmnozovanie a smrt’ jedincov, priestorové rozlozenie, ¢i lokalne zmeny
populacie. Lokalne rozdiely v populacii sa jednoducho ,spriemeruju“. Uréite pri
mnohych tlohach je to spravna intuicia, 'ahko vSak najdeme priklady, kde takyto pristup
vedie k nespravnym zaverom. Napriklad podmienka spojitosti funkcie (1) je splnena len
pre populdcie dostato¢ne pocetné, v ktorych sa jednotlivé generdcie prekryvaja
(t.J. populacia obsahuje jedincov roznych generacii). Toto vSak neplati pre mnohé
jednoduché organizmy s kratkou dizkou Zivota.

Najjednoduchsim alternativnym rieSenim je ,, mikroskopické* modelovania rastu
populacie, ktoré berie do Uivahy ako priestorové rozloZenie jedincov, tak podmienky
zrodu, prezitia asmrti subjektov. Takéto modelovanie rastu populdcie moZeme
uskutoc¢nit’ prostrednictvom tzv. celularnych automatov (CA). Matematicky zaklad pre
konstrukciu CA tvori moderna algebra, tedria algebrickych Struktar (grap) a operacii
realizovanymi nad tymito Struktirami. V tomto momente registrujeme zasadny vstup
pocitacovych technologii do oblasti matematického modelovania biologickych procesov
ateda interdisciplindrne prepojenie matematiky, informatiky a bioldgie, (pripadne
I dalsich vednych disciplin, v ktorych je mozné aplikovat’” spominany model rastu
populécie).

Celularne automaty ako modely rastu populacii

Problematikou celularnych automatov sa ako prvi zaoberali J. V. Neumann a S. Ulam,
ale kich najvac¢siemu rozmachu prispel az rozvoj pocitacovych technoldgii koncom
20. storocia. V tomto obdobi rozhodujuci podiel pri popularizacii celularnych automatov
zohral Stephen Wolfram (1959- ) ajeho publikacia A New Kind in Science (2002),
Vv ktorej skladé hold tejto fascinujucej Struktire, a povazuje ju za akysi ,,zékladny princip*
mnohych javov vo svete.
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Celularny automat (CA) (angl. cellular automaton) je dynamicky systém a matematicky
model, ktory stvariiuje evolaciu zivého systému. Vo vSeobecnosti ho mozeme
charakterizovat’ pomocou troch zakladnych parametrov:
v’ $truktarou siete, prostrednictvom ktorej simulujeme zvolené javy,Specifikaciou
subjektov, ktoré ,,ziju* na tejto sieti,
v" mnozinou pravidiel, podla ktorych sa riadi evolicia subjektov siete.
Celularny automat:
v’ pracuje v diskrétnom ¢ase a priestore,
V' je tvoreny bunkami (cell),
v bunky mo6zu bud’ usporiadané do tvaru:
e priamky — hovorime o linearnych jednorozmernych (oznac¢enie 1D CA),
e pravidelnej mriezky (najc¢astejSie) — hovorime o dvojrozmernych 2D
CA,
e trojrozmernej Struktiry (oznacenie 3D CA).
v' kazda bunka mo6ze nadobudat’ najcastejsie dva stavy (binarny CA);
e jeden stav oznacuje plné pole < ziva bunka (1),
e druhy stav oznacuje prazdne pole <> mftva bunka (0) (obr. 1).

Obrazok 1. Interpretacia celularneho automatu.

mvtva hunka [ |
|
| —
[ [ ] Ziva bunka
.l.= n

v hodnoty stavov buniek st uréené prechodovou funkciou. Argumentom tejto
funkcie st aktualne hodnoty stavu bunky a stavov buniek z jej okolia, teda
bunka meni svoj stav podl'a zadefinovaného pravidla,

v’ kazda bunka ma informéciu o sebe samej, ako aj 0 svojom okoli (lokalne
informdcie) a na zéklade toho kona a rozhoduje sa, o urobi v d’alSom kroku
(cykle, generacii),

v bunka ma tiez okolie, ktoré vplyva na jej rozhodovanie 0 zmene jej stavu:

e pre 1D CA je okolie definované ako pocet susednych buniek po oboch
stranach bunky,
e pre 2D CA existuju tzv.:
» Neumannovské okolie (4 susedia),
» Moorovské okolie (8 susedov),
> Sestuholnikové okolie (6 susedov).[1]
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Obrazok 2. Neumannovské okolie, Moorovské okolie, Sest'uholnikové okolie.

5 ! :,_\F

’—\_{

Hra na Zivot — najznamejsi celulirny automat

Dalsou vyznamnou osobnost'ou spojenou s celularnymi automatmi je anglicky matematik
John Horton Conway (1937-). V roku 1970 Martin Gardner, redaktor ¢asopisu Scientific
American, zaoberajuceho sa teoriou matematickych hier, popularizoval fenomenalnu
Conwayovu myslienku a publikoval navrh hry s nazvom The Game of Life. V zapiti
srozvojom IKT sa hra stala azda najznamej$im celularnym automatom na svete.
Fascinacia touto hrou ma korene v jednoduchosti pravidiel, ktorymi sa riadi, ktoré vSak
nasledne indikuji nepredvidatel'ne zlozité, roznorodé a zaujimavé rieSenia. The Game of
Life je na jednej strane jednoduchym, no sticasne Uzasne flexibilnym modelom zrodu,
evolucie a vymierania kolonii zivych organizmov.

Conway dlho experimentoval, testoval rdozne pravidld rozvoja kolonii baktérii.
Nakoniec ur€il principy, ktoré zarucuju velmi zaujimavy a stcasne nepredvidatelny
rozvoj koldnii organizmov. Posolstvo tejto hry je predovSetkym v nasledujiicom:

» Aj jednoduché pravidla mozu viest' k zlozitym a komplexnym rieseniam.*
Pravidla hry Specifikujt, za akych podmienok:
v’ baktérie prezivaju do d’alSej generacie,
v' na mieste mftvej baktérie sa rodi nova baktéria,
v’ 7iva baktéria umiera.
To, ktora z uvedenych situdcii nastane sa riadi poc¢tom Zijucich susedov danej bunky
(baktérie). Hra vyuziva Moorovské okolie bunky a tieto postulaty:
e pre zivé bunky: ak ma bunka okolo seba menej nez 2 bunky, potom umiera
na osamelost’,
e pre ziva bunku: ak ma bunka okolo seba viac ako 3 bunky, potom umiera
Z ,,presytenia®, ,,premnozenia‘,
e pre ziva bunku: ak ma okolo seba 2 alebo tri bunky, potom bunka prezije
do nasledujticej generacie,
e pre mitvu bunku: ak ma bunka v svojom okoli prave 3 bunky, potom pride k zrodu
bunky (trojpohlavné rozmnozovanie), inak zostava mrtva.
Prva generdcia (krok, cyklus) sa realizuje pre zaciatocnu konfiguraciu buniek podla
vyssie uvedenych pravidiel, pricom pravidld sa aplikuji sucasne na kazdi bunku.
Dalsim aplikovanim pravidiel vznikajii d’aliie generacie buniek. Zagiatoné obrazce,
tvorené 'ubovolne zvolenym poctom Zivych buniek, smeruji po niekol’kych generaciach
k jednej z nasledujucich situdcii:
e Struktara po X generaciach zanikne,
e vznika stabilna Struktara,
e vznika cyklicky sa opakujuci obrazec (obr.3).
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Obrazok 3. Periodické konfiguracie.

S

Program Conway

Hru na zivot méZzeme modelovat’ na obycajnom $tvor¢ekovom papieri, no s rozvojom
pocitaCovych technoldgii vzniklo mnozstvo pocitacovych programov, ktoré hru simuluju
a su vol'ne dostupné na internete. K takym patri aj program Conway, ktory sme pouzili
pri koncipovani tohto ¢lanku, a pomocou ktorého mézeme pozorovat evoliciu nami
zvolenej konfiguracie buniek na obrazovke pocitaca. Program tiez umoznuje urcovat’ Si
vlastné podmienky (postulaty) pre rast populdcie, vybrat’ vhodné okolie bunky (siet).
Popiseme v kratkosti manual programu Conway. Po spusteni sa otvori Hlavné okno
programu na ktorom registrujeme Listu nastrojov (obr.4), ktora nam umoziuje nastavit’
postulaty pre 'ubovolny celuldrny automat

I'ubovolny celularny automat

Obrazok 4. Lista nastrojov programu Conway.

Nastavenie
. okolia bodu
p & Automaticky
Nové pole Posun — dalsia .
generacia \ posun :ur:‘rkiciimdovej
generacii

D= e Ol=] +—| 2] 2] x|

Napriklad nastavenie postuldtov pre Game of Life realizujeme prostrednictvom néstroja

Edit Rules zﬂ a dialogového okna (obr. 5) takto:

Obrazok 5. Dialogové okno Rules.

i
Heghbos
0

i
E

B Bt

© Sauan W neiton]

 Tisogds [ nsioton]
 Tisogds 12 reghbors]

~ Hexagonsl i eighbos)

b e P i i i i P P i
aaaa T

%

73



11. mezinarodni védecka Isonference — Didakticka konference 2017
1. a 2. ¢ervna 2017 / Brno, Ceska republika

Uvedieme tri konkrétne priklady. [2]

Priklad 1. Podmienky Hry na zivot aplikujeme na jednoducht zac¢iato¢nt konfiguraciu
na Moorovskom okoli buniek (obr. 6). Nasledne simulujeme jej evoliciu a registrujeme
vznik. obrazcov, predstavujucich d’alSie generacie. Ako vidiet’ po jedenastich generaciach
vznika v tomto pripade stabilna oscilujuca Struktura.

Obrazek 6. Evolucia jednoduchej populacie — The Game of Life.

N ] . B
EEm | EEE mEm L
HEE |
: 2. Acl . .
1. generdcia generacia 3. generacia 4. generacia
| || HEE
HEE "W HEN E B
H B HE = | BN BN E B
RN H_u L [ H H
| | HEE
5. generacia 6. generacia 7. generacia 8. generacia
I=I mm= = —
||
| B B m m
EEN EEN — — EEE EEN u u
HEN mE - l l
Hp= = N
. 10. Aci . .
9. generacia generacta 11. generacia 12. generacia

Priklad 2. Snehova viocka. Pozrieme sa teraz na celularny automat, ktory elementarnym
sposobom modeluje rast snehovej vlocky. Vznik snehovej vlocky je Specidlnym
pripadom rastu kryStalov. Krystal za¢ina rast’ od prvopociato¢nej bunky a generuje sa
okolo nej podla presne stanovenych pravidiel. Pre vznik snehovej vlocky moézZe by
»zarodkom* napriklad zrnko prachu vznésajtce sa v povetri, ¢i tiez jednoduchd baktéria.
Vzhladom na vrodenu hexagonalitu kryStalov ladu, ktord je podmienend symetriou
molekul vody, rast snehovej vlo¢ky budeme modelovat na Sestuholikovej sieti (siet’ ako
plast medu). Pravidlo evolicie snehovej vlocky bude jednoduché: Novy fragment
krystalu Padu vznikne len v tej bunke, ktora ma prave jednu susednu bunku obsadenu
kry$talikom Padu. Na obrazku 7 vidime celuldrny automat a niekolko zaciatocnych
konfiguricii rastu krystalu l'adu.
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Obrazok 7. Evolucia snehovej vlocky.

Priklad 3. Realisticky model osidlovania casti uzemia. Uvazujme teraz o celularnom
automate, ako nastroji simulacie optiméalneho osidl'ovanie izemia organizmami. Vieme,
ze prili$ vel'ka hustota osidlenia na istom uzemi je negativnym faktorom vzhl'adom na
mnozstvo potravinovych zdrojov, ktoré sa takto rychlo vycerpaji a populacia hynie alebo
si musi hl'adat’ novy Zivotny priestor. Na druhej strane, ak je kolonia organizmov malo
pocetna a prili§ osamotend (maly pocet susedov) mé to tiez negativny vplyv na jej
rozmach. Stanovili sme preto takéto postulaty pre simulaciu optimalneho rozvoja kolonie:
» Dbunka reprezentujica organizmus ,,prezije v pripade, ze ma dvoch, troch alebo
Styroch susedov,
» mnovabunka vznikne, (zmeni sa zo stavu neziva na ziva) iba v pripade, Ze ma prave
troch susedov.
Programom Conway simulujeme tieto podmienky pre rozne pociatocné konfiguricie
organizmov ¢o do poctu a rozmiestnenia v rovine a zistujeme ze:
» Samotne existujuci jedinci, alebo samotné pary jedincov umieraju,
» Malé koldnie jedincov (parov) sa rychlo stabilizuju v tvare geometrickych
konfiguracii, ktoré uz d’alej nerasta (obr. 8).
» Pocetnejsie skupiny jedincov, sa po mnohych generaciach stabilizuji v tvare
nahodnych labyrintov, ktoré pokryvaja celi vymedzent Cast’ roviny (obr. 9).

Obrazok 8. Simulacia rastu malej kolonie organizmov.
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Obrazok 9. Simulacia rastu pocetnejSej kolonie organizmov.

—

]

Zaver

Interdisciplinarita vo vyucovani je, dovolime si tvrdit, cestou do budtcnosti,
ktora napomaha prekonavaniu izolacie jednotlivych matematickych disciplin a tiez
prekonévaniu izolacie jednotlivych vyucovacich predmetov. Umoznuje predstavit
matematiku (vnimantl ako abstraktny predmet s malymi predpokladmi pre vnatorni
motivaciu Studentov), ako u¢inny nastroj popisu zakonitosti a rieSenia problémov v inych
vyucovacich predmetoch (ako napriklad popis zdkonitosti pomocou funkcii vo fyzike
alebo chémii, v zemepise, spracovanie roznych prehl'adov, diagramov, tabuliek a grafov
napriklad aj v dejepise, ¢i psychologii a socioldgii). Nezanedbatelny prinos prvkov
interdisciplinarity vo vyucovani je aj v oblasti ziskavania celostného pohl'adu na skiimanu
problematiku ¢i rieSenie problémov praxe.
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