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Developing students’ creative approach to solving the equations

Rozvijanie tvorivého pristupu Studentov k rieSeniu rovnic

Dalibor GONDA

Abstract

Many researches show that pupils prefer learning how to solve the math problems
by heart even in learning mathematics. It is necessary to look for ways of teaching
mathematics leading to a departure from such a trend. One of the options is the frequent
assignment of substitution-related tasks. This method develops pupils’ creativity. Many
tasks offer several possible substitutions. Pupils learn to create a substitute expression.
The substitution method allows the task to be transformed, thus creat connections
between the different areas of mathematics and offer pupils new insights into the use of
already acquired knowledge.
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Abstrakt

Mnohé vyskumy poukazuju, zZe aj pri uceni sa matematiky Ziaci uprednostiuju ucenie sa
rieseni matematickych uloh naspamdt. Je potrebné hladat sposoby vyucovania
matematiky vediice k odklonu od takéhoto trendu. Jednou z moznosti je casté zarad ovanie
uloh riesenych metodou substitucie. Tato metoda rozvija tvorivost Ziakov. Mnohé ulohy
poniikajii viacero moznych substiticii. Ziaci sa ucia substitucny vyraz vytvorit.
Metoda substitucie umozZnuje ulohu transformovat, atak vytvarat prepojenia
Jjednotlivych oblasti matematiky. Tym ponuka ziakom nové pohlady na vyuZitie
uz ziskanych vedomosti.
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Uvod

V dnesnej dobe sa stretdvame s rovnakym problémom pri vyucovani vsetkych predmetov
— je to problém s motivaciou k uéeniu sa daného predmetu. Studenti sa stavaji do pozicie
pasivnych prijimatel'ov vedomosti a ,,ucenie sa“ povazuji vo vel'kej miere za nutné zlo.
Vo velkej miere sa s takymto postojom stretdvame aj na hodinach matematiky. Ziaci
sa nezaujimaja, akym spdsobom by mohli samostatne vyriesit’ ulohu. Staci, ak im ucitel
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ukaze rieSenie na vyucovacej hodine a oni sa dany postup naucia v podstate naspamaét,
aby mali dobri znamku na vysvedCeni. Len v ojedinelych pripadoch sa zaujimaju
0 pri¢iny jednotlivych krokov postupu rieSenia ulohy. Chyba snaha, tizba po porozumeni.
Tieto tvrdenia sa opieraju o viacero vyskumov. V jednom z nich bol zisteny nasledovny
postoj ziakov kuceniu sa matematiky: ,,Bezni ziaci nemodzu chapat matematiku,
moZzu Sa len naucit’ naspamat’ pravidla, ktoré sa preberaju.* (Vankus, Kubicova, 2010)
Ziaci sa snazia zapamitat, akym sposobom sa dany priklad riesil. Teda pri uceni sa
matematiky si vytvaraju schémy, kde priraduji jednotlivym typom zadania ulohy
prislusné postupy. Vysledkom takéhoto ucenia sa matematiky je, Ze aj najmensia zmena
zadania spdsobi, ze pre mnohych je uloha neriesitelna a tvrdia, Ze taky priklad sme eSte
nepocitali. myslime si, ze ucitel’ by mal tak vyucovat’ matematiku, aby predisiel takejto
mylnej predstave 0 matematike. Pri takomto postoji je vel'mi naro¢né priviest’ Studentov
K tvorivosti. ,,Je potrebné hladat na vyuCovani matematiky spdsoby vyucby,
ktoré prekonaji  u ziakov schematické ucenie sa smerujuce k formalizmu.*
(Lengyelfalusy, 2005) Jednou z ciest je in$pirovat’ ziakov ku kladeniu si otazky, preco sa
dana uloha riesi danym spdsobom a ¢i by nebolo mozné ulohu riesit” aj inym, pripadne
jednoduchsim sposobom.

1. Motivacia a tvorivost’ — prinos substitucie

Vyucovanie matematiky by malo byt pozvankou pre Studentov k tvorbe matematiky.
,»UCIt matematiku znamend robit matematiku, matematika je cinnost. To moze
zabezpecCit' realisticky pristup k vyuCovaniu matematiky, ktory vychadza z redlnych
podnetov a problémov zo sveta ziakov. Ziak sa musi stat’ znovuobjavitelom, tvorcom
matematiky, ¢o rozvija nie len jeho matematické Cinnosti ale aj matematické myslenie.*
(Fulier-Sedivy, 2001) Ztohto pohladu by sme rozdelili §tidium matematiky na
dve etapy:

1. Prva etapa je naucenie zékladnych zru¢nosti a osvojenie si zakladnych poznatkov

Z jednotlivych Casti matematiky.

2. Druhou etapou ja efektivne vyuZzivanie vysledkov prvej etapy pri rieSeni uloh,

predovsetkym pri priprave budtcich maturantov.

Ked’Ze najsilnejSou motivaciou je moznost’ dosiahnut’ ciel, je potrebné matematiku
Htvorit™ tak, aby Studenti stile mali ciel na dosah, ale aby nenadobudli pocit,
7ze matematika je mnoZstvo postupov, definicii a logicky naro¢nych operacii.
,Motivujuca sila rovnice je v tom, ze je to ,,hadanka* — vyzva k ¢innosti. Tizba rozriesit
hadanku je najdolezitejsSim momentom celého procesu rieSenia.” (Hejny, 1989)
Thzba vyriesit' dani matematickt ,,hadanku* si vyZaduje predovsetkym tvorivy pristup
s vyuzitim uz ziskanych vedomosti a zru¢nosti.

Za jednu z efektivnych metdod na ,tvorbu matematiky* a odstrafiovanie vysSie
uvedenych nedostatkov povazujeme substiticiu, pricom sa zameriame predovSetkym
najej transformacnu Ulohu. Substitiiciu povazujeme za metddu, ktord dané nedostatky
odstrafiuje nie jednotlivo, ale naraz. V podstate mozno povedat, ze Casté vyuzivanie
substitticie ani nedovoli vzniku danych nedostatkov.

Substitucia vytvara prepojenia medzi jednotlivymi Castami matematiky,
a tak napomaha k pohl'adu na matematiku ako jeden celok. U¢i Studentov prechadzat
Z jedného celku na iny v ramci jednej tlohy. Ked’Ze substitucia vyzaduje tvorivy pristup,
hl'adanie vhodnej substitlicie, neumoziuje automatické aplikovanie nau¢enych postupov.
Aj ked’ aj tu mozno najst’ schémy postupu. Tieto schémy su skér navodom, ze teraz
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je vhodna substiticia, no samotni substituénii rovnost’ je potrebné vzdy objavit.
Najznamejsia schéma na zavedenie substittcie je ak rovnica ma tvar

alv ()" +b(V (X)) +c=0

ato vtvare y = (V(x))™, ¢im dana rovnicu transformujeme na kvadratickl rovnicu.
Tato schému vSak nemézeme povazovat’ za postup vypoctu. Je to skor medzivysledok,
nad ktorym mozno uvazovat’ pri vybere postupu riesenia.

, .. . . X 1+X
Priklad 1. Na mnozine R rieste rovnicu a1 2 ~ =3.
+

Riesenie: Skor ako za¢neme riesit’ dana iraciondlnu rovnicu stanovime podmienky
P~y . 1z e : ¢ odix : 1+x
rieSitelnosti. Kazdé rieSenie rovnice musi splilat’ podmienky X + 1 #0 A —= > 0.
X
Dané podmienky spliaja vsetky realne Cisla X € (—o0; —1) U (0; o0). Mame za sebou prva
Cast’ rieSenia — rieSili sme racionalnu lomenu nerovnicu.
Beznym sposobom rieSenia iracionalnej rovnice je osamostatnenie odmocniny

a nasledné umocnenie rovnice. Ulohu vS8ak mozZno riesit’ aj inym, tvorivej$im a zaroven

jednoduchsim spdsobom. Zrejme ako prvi objavime substituciu y = 1+X , ktora vSak nie
X

je jedinou moznost'ou. Po jej zavedeni a upravach dostdvame rovnicu v tvare

4y3—9y2 +6y—1=0
o 1+x ,
Po kratkej tivahe objavime inll moznu substiticiu v tvare y = ,/—— . Potom plati
X

X 1 1
m =—5 . Po zavedeni substiticie mame rovnicu —; — 2y=3a po upravach
y

dostavame algebrickt rovnicu treticho stupfia 2y* + 3y? — 1 = 0. Ked'7e jednym
Z jej korefiov je y1 = —1, rovnicu upravime na tvar (y + 1)(2y? + y — 1) = 0. Dalej plati:

(Y+1)@y*+y-1)=0<(y+1)=0v (2y°+y-1)=0,

a preto pre ziskanie ostatnych korenov staci vyriesit’ kvadraticka rovnicu
2y’ +y—1=0.

C e, 1 . . . .
Jej rieSenim su Cisla y1 = -1 ayz = > Dosadenim do substitu¢nej rovnice mame

1+x .
iracionalne rovnice ,/—— = —1, ktora nemd na mnozine R rieSenie a rovnicu
X

1+x 1 o . 4 . : L
T = > ktorej rieSenim je Cislo EE teda mnozina koreniov zadanej rovnice je

< . . o 1+x 1 . .
DalSou moZnostou rieSenia bola substiticia ,|—— =—, ktord je rovnocenna

X y
s predchadzajicou pouzitou substiticiou. Jej objavenie vSak vyZzaduje viac skusenosti.
Pouzitie tejto substitucie vedie K rovnici
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y*-3y-2=0.

Dant rovnicu bolo mozné vyriesit’ aj bez pouzitia substiticie. Substitucia vSak ulohu
rozdelila na niekolko Ciastkovych uloh: rieSenie algebrickej rovnice treticho stupna,
delenie polyndmu polynémom, rieSenie kvadratickej rovnice, rieSenie jednoduchych
iracionalnych rovnic pri navrate k povodnej premenne;j.

Zaradenie takejto tlohy je vhodné aj pri priprave maturantov. Vyzaduje tvorivejsi
pristup k rieSeniu a zaroven vytvara prepojenie viacerych Casti matematiky a napomaha
tak k chapaniu matematiky ako jedného celku. V neposlednom rade poskytuje priestor
na preopakovanie si poznatkov z viacerych oblasti. V zavere¢nej diskusii sa moze
poukazat’ na vyhody vyuzivania metody substitucie. Jednou z vaznych vyhod je vyhnutie
sa zdlhavym tpravam pri pouziti beZzného postupu. No najvaésim prinosom je nahradenie
automatického (nauceného) sposobu vypoCtu tvorbou inej cesty Kk vyrieSeniu
zadanej rovnice.

2. Zakladné prvky substitu¢ného myslenia

Domnievame sa, Zze ziak sa vela nauci, ak ucitel' pri rieSeni rozmysla ,nahlas®.
Prave takato situacia dovoli nahliadnut do matematického myslenia auc¢i ziakov,
ako rozmyslat’ pri rieSeni matematickych uloh. Nie je cielom naudit Ziakov nejaké
postupy, ale naucit’ ich hl'adat’ efektivne spdsoby rieSenia, nové postupy. Musime ich
naucit pocCas rieSenia premyslat ako d’alej. Nedovolit, aby pocitali automaticky,
,memorujuc nauceny postup. Je vhodné naucit’ ich vidiet’ dopredu, vediet’ si predstavit,
ako sa bude vyvijat rieenie tilohy, ak urobim ten & onen krok. Casto sa stretivame s tym,
Ze Ziaci uvazuju o tom, ako sa takato uloha riesila na hodine a aky bol postup.

Tvorivy pristup k matematike, a nie len k matematike, spociva v hl'adani odpovedi
na otazky. PriCom tie otazky by nemali smerovat do minulosti ale predovsetkym
do buducnosti. Pokusime sa nacrtnut’ jednu z moznosti ako postupovat’ pri analyze
matematickej ulohy.

V prvom rade je potrebné ulohu zaradit do prisluSnej oblasti matematiky
a pripomenut’ si zakladné poznatky. Potom je vel'mi dolezité stanovit’ ciel: ,,K Comu sa
mame rieSenim tlohy dopracovat™? Napriklad pri rovnici je cielom vyjadrenie nezname;.
Musime poznamenat’, ze ¢astym problémom ziakov je, Ze pocitaju tlohu a ani nevedia
k ¢omu sa maju ,,prepocitat™. Nie raz su prekvapeni, ked’ im ulitel’ oznami, Ze ulohu uz
maju vyrieSenu. NajdolezitejSou Castou ivodnych uvah nad tilohou je najst’ najvhodnejsi
postup na dosiahnutie ciel'a. Tato Cast’ vyZaduje najviac tvorivosti. Mali by sme Ziakov
ucit premyslat nad pokraCovanim ulohy neustdle, po kazdej vykonanej uprave,
pri dosiahnuti kazdého medzivysledku. Postup ilustrujeme na nasledujucom priklade.

Priklad 2. Na mnoZine R rieSte rovnicu
(2x+Vx=1)2x+ Vx-1-8)-2(2x+ Vx-1)-24 =0.

Riesenie: Najskor stanovime podmienky vyplyvajuce z definicie odmocniny v obore R.
Pre kazdy korefi X danej iracionalnej rovnice musi platit x > 1. Studentom pripomenieme,
stanovenie podmienok ich nezbavuje povinnosti vykonat’ skusku spravnosti dosadenim,
pri pouziti dosledkovych uprav rovnice.

Teraz nasleduje diskusia 0 moznostiach spdsobu rieSenia. Beznym sposobom
je roznasobenim odstranit’ zatvorky. Nie je spravne tuto moznost hned” zamietnut,
skor treba poukazat’ na jej neefektivnost’ a zdihavost. Tu je namieste skor otizka,
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ako by to dopadlo keby sme sa vybrali touto cestou rieSenia? Po niekol’kych upravach
vyrazu na lavej strane dostaneme rovnicu

4x%2 +6xVx —1—-8J/x—1—-11x — 25 =0.

Tuto rovnicu je este narocnejsie riesit’, lebo ku linedrnemu a iraciondlnemu ¢lenu nam
pribudol kvadraticky ¢len.

Népovedou k hl'adaniu vhodnej substiticie je otazka: ,,Ktory ¢len rovnice je pre nas
najhorsi?* Samozrejmou odpoved’ou je: ,,vx — 1. Nasleduje otdzka: ,,Je mozné sa ho
zbavit'?* A spoloc¢ne objavime substiticiu y = vx — 1 a pripomenieme, Ze po substitucii
musi byt nahradena povodna premennd novou. Teda x =y?+ 1. Pomocou takejto
substitlici sa rovnica zmeni na tvar

2y?+y+2)2y2+y—-6) -2y +y—1)—24=0.

Dal§im roznasobenim by sme dostali rovnicu §tvrtého stupiia, ktorej rieSenie
je zdihavé. Preto by bolo lepsie pouzit' dalsiu substiticiu a = 2y% + y, ¢im rovnicu
transformujeme na kvadratick(l. Pokusme sa vSak najst’ efektivnejSie a predovsetkym
menej zd{havé riesenie. Ak zavedieme substitiiciu

y= 2x+\/x—1’

rovnicu transformujeme na kvadratick rovnicu y(y — 8) — 2y — 24 = 0 a po uprave
dostaneme y2 — 10y — 24 = 0. Korefimi kvadratickej rovnice su ¢islays = —2 ay. = 12.
Dosadenim do substitu¢nej rovnice mame dvojicu iraciondlnych rovnic

2X+4X=1=-2 a 2Xx++/X-1=12.

Po uprave na tvar vVX—1 = -2 — 2x a ¥/X—1 = 12 — 2x stanovime doplnkové
podmienky, aby umociiovanie oboch strdn rovnice bolo ekvivalentnou upravou.
Pre kazdé rieSenie prvej rovnice plati: X—1>0A-2-2x>0)< (X >1 AX <-1). Tato
podmienku viak nespiia Ziadne realne ¢&islo, preto mnozina rieSeni prvej substituéne;
rovnice je K1 = . Pre kazdé rieSenie druhej rovnice plati:

X=120A12-2x>0)<= (X 21 AX <06).

Tato podmienku spinaji redlne &isla z intervalu x € (1; 6). Potom druht rovnicu
umocnime a upravime na tvar 4x2 — 49x + 145 = 0. Korefimi tejto kvadratickej rovnice st
Cisla
X1 = 5, X2 = 588 Vzhl'adom na dopliiujicu podmienku mnoZina korenov druhej

substituénej rovnice K2 = {5} = K.

Poznamka: Pri rieSeni tejto rovnice je potrebné poukdzat’ na vyhodnost’ urovania
doplnkovych podmienok pri iraciondlnych rovniciach a to nie len pri pévodnej rovnici
ale aj pri novovzniknutych substitu¢nych rovniciach. Pri prvej substitu¢nej rovnici ndm
uréenie doplnkovych podmienok usetrilo ,,zbytocné* rieSenie kvadratickej rovnice.

Zaver

Oplati sa investovat’ ¢as a poukazat,, aspont v ndznakoch, kam vedl jednotlivé moZnosti
rieSenia Ulohy. Ak ziaci vidia roznu efektivitu jednotlivych moznosti, budua ochotnejsie
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hl'adat’ jednotlivé moznosti rieSeni. U¢itel’ by nemal byt ten, ktory urci sposob rieSenia,
ale ma napomahat’ k jej hl'adaniu. Mal by byt moderator tvorby matematiky. Ak ucitel’
povie: ,, Ttto ulohu vyrieSime takto....”, vytvara u ziakov dojem, Ze kazda tloha ma len
jeden sposob rieSenia. A eSte hor§im vysledkom je, ked’ si Ziaci myslia, Ze vSetky podobné
ulohy sa riesia rovnako. Poznamenajme, Ze ziaci si do zoSitov zapiSu postup riesenia.
NajddlezitejSie, a to sposob premyslania, sa do zoSita nedostane. Preto ich musime ucit’
klast’ si tie spravne otazky, ktoré ich budli smerovat’ spravnym smerom pri rieSeni nie len
matematickych uloh.

Vzhl'adom na to, Ze substiticia nie je pre ziakov jednoduchd metdda riesenia uloh,
je potrebné venovat’ sa jej vyuCovaniu systematicky, s dorazom na spravnu volbu
prikladov auloh. Ak sa ndm vSak podari rozvinit' u ziakov substitu¢né myslenie,
tak im umoznime celkom iny pohl'ad na matematiku. Uvidia, Ze matematiky je jeden
suvisly celok, kde je mozné vedomosti z jednej oblasti efektivne vyuzivat pri rieSeni tiloh
zinej oblasti. Srozvojom substituéného myslenia je spojeny irozvoj tvorivosti,
a tak budu pripraveni aj na zvladanie ré6znych Zivotnych situdcii.
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